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Abstract

The electromagnetically excited oscillations of a cylindrical,
homogeneous plasma column have been investigated. The plasma
cylinder is of infinite length and exposed to a static, homo-
geneous, axlal magnetic field. The plasma is supposed to be
collisionless, but pressure terms in the equations of motion
are considered. The two possible types of oscillation are dis-
tinguished by the direction of the induced electric currents.
For axial currents the oscillations are characterized by Eccles’
refractive index. For currents perpendicular to the magnetic
field the refractive index for Alfvén-waves with a pressure-

term correction is obtained.
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I. Einleitung

Ein ionisiertes Gas, dessen Eigenschaften von den durch die Ionisa-
fion freigesetzten Ladungstrigern wesentlich mitbestimmt werden, be-
zeichnet man als ein Plasma [i].

Neben den hydrodynamischen Eigenschaften des Plasmas existieren die
elektromagnetischen Wechselwirkungen der geladenen Teilchen unter-
einander und mit Husseren Feldern. Die Beschreibung der Vorgidnge in
einem Plasma durch Verbindung von Hydrodynamik und Elektrodynamik
bezeichnet man als Magnetohydrodynamik Eﬂ.

Ein vollstdndig ionisiertes Plasma besteht im einfachsten Fall aus
zwel Komponenten: den negativ geladenen Elektronen und den positiven
Ionen. Ein solches Plasma wird durch das ZweiflUssigkeitsmodell der
Magnetohydrodynamik beschrieben E}].

Im Gegensatz zu reibungslosen FlUssigkeiten und Gasen, in denen nur
longitudinale (hydrodynamische) Schallschwingungen m8glich sind, kann
in einem Plasma eine Vielzahl von Schwingungsformen auftreten. Das
wird durch die hydrodynamischen und elektrodynamischen Wechselwir-
kungen und deren Verkoppelung, insbesondere durch magnetische Felder,
bedingt.

Um ein Bild von der Struktur der Schwingungen und Wellen in einem
Plasma zu erhalten, geht man von einem angenommenen Gleichgewichts-
zustand des Plasmas aus, bei dem seine Eigenschaften - wie z.B.
Ladungstrigerdichte, Temperatur, Magnetfeld usw. - bekannt sind, und
untersucht dann, wie kleine St¥rungen dieses Gleichgewichts sich
zelitlich und r#umlich verhalten. W8hrend in der Elektrodynamik fUr
das elektrische und magnetische Feld exakte Wellengleichungen abge-
leitet werden k¥nnen, erh#lt man im Plasma stets nichtlineare Glei-
chungen, Fir Wellen kleiner Amplitude k8nnen diese Gleichungen 1li-
nearisiert werden. Das ist flr Wellen grosser Amplitude nicht mg-
lich, deshalb ergeben sich in diesem Falle keine reinen Wellentypen.

Diese "Theorie der kleinen Amplituden" wird im folgenden auf einen
homogenen, unendlich langen Plasmazylinder angewandt, der sich in
einem axialen Magnetfeld befindet., Dieses Problem wurde bereits von
K8rper ‘}] fir ein "kaltes" Plasma behandelt, d.h. Druckterme wurden
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vernachldssigt. Im Unterschied dazu soll hier die Temperatur des

Plasmas berlicksichtigt werden; St8sse werden dagegen vernachlfssigt.

Ein solches Plasma kann Schwingungen ausfllhren, bei denen das elek-
trische Feld und die Stdrungen der makroskopischen Geschwindigkeit
sich senkrecht zum Magnetfeld ausbreiten [5]. Beispiele flir solche
Schwingungen sind die hydromagnetischen Wellen von Alfvén [b] und
Rstrom [7].

Die Anregung des Plasmazylinders erfolgt durch elektromagnetische
Wellen, die von einem koaxialen, in azimutaler Richtung fliessenden
Ml8chenstrom erzeugt werden und radial nach innen laufen. Das hier
zugrunde gelegte System besteht also aus vier Bereichen:

Bereich A: Plasmazylinder r S;RO
Bereich B: innerer Vakuumbereich RO<'r cR1
Bereich C: Stromschicht r = R1
Bereich D: Husserer Vakuumbereich R1 < 7T

Die Grundgleichungen des magnetohydrodynamischen ZweifllUssigkeits-
modells flUr das Plasma werden in Abschnitt IT hergeleitet. Dabei
wird zusHtzlich zu den beil Stix [ﬁ],[B] und K8rper [7] fur ein
"kaltes" Plasma gemachten Voraussetzungen eine endliche, tlber den
Radius des Plasmas konstante Temperatur angenommen. Diese Grund-
gleichungen werden in Abschnitt IIT ftir Wellen kleiner Amplitude
linearisiert,

Abschnitt IV enthdlt die L8sungen der Gleichungssysteme flUr die

einzelnen Bereiche, Im Bereich A sind die linearisierten Plasma-
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gleichungen zu l8Usen., Ausser dem oszillierenden Anteil J1(f1-r) des
Feldes ergibt sich eine exponentiell abklingende Komponente I1(f2°r),
die durch die endliche Temperatur des Plasmas hervorgerufen wird.
Ausserhalb des Plasmas gelten die Maxwellschen Gleichungen mit j # O
in der Stromschicht bzw. j = 0 in den belden Vakuumbereichen. Rand-
bedingungen des L8sungssystems sind die Regularitdtsbedingung fir

r = 0 und die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung [9] fir r—= o ,
die die Eindeutigkeit der L8sung fllr ins Unendliche divergierende
Wellen garantiert.

Die Grenzbedingungen filr den Ubergang der physikalischen Gr8ssen
zwischen verschiedenen Medien werden nach der von Stix [8] angege-
benen Methode in Abschnitt V hergeleitet. Uber diese Grenzbedingungen
lassen sich die L8sungen flir die einzelnen Bereiche aneinander an-
schliessen,

Abschnitt VI enth#lt die Dispersionsbeziehungen der verschiedenen
Wellenmoden. Neben der Eccleschen Beziehung fUr die Ausbreitung

transversaler elektromagnetischer Planwellen im magnetfeldfreien
Plasma ergibt sich im wesentlichen der Brechungsindex fUr Alfvén-
sche Wellen mit einer durch die Temperatur des Plasmas bedingten

Korrektur.




II. Grundgleichungen

Es sollen nun zun#dchst die hydrodynamischen Gleichungen fiUr das
ZwelfllUssigkeitsmodell angegeben werden ‘}O], [1ﬂ 5

Bezeichnet man die Massen bzw,. die Teilchendichten der Ionen und
Elektronen mit m,, n, und m , n_, so sind
i i e e

o 2oy
(2.1)
P!. » ’mbrn.g,

die entsprechenden Massendichten. Mit den mittleren (hydrodynami-
schen) Geschwindigkeiten 'mi, ’We der Ionen und Elektronen erhdlt
man als Kontinuit#tsgleichungen

ML g ) - O
at

(2:2)
r%'%& + 7 (Me Qe) -0

Die Bewegungsgleichungen der Ionen- bzw. Elektronenkomponente der
Flussigkeit lauten mit den skalaren Partialdrucken Pyjs P

e
d;qﬂi PJPC- W
RTe * pop V0o = emlE Sa)-7p,
(2¢2)
W0e : e -
pER £ p(a-0) = - en e RAb)-Tpe
Die substantiellen Ableitungen sind dabel durch
do _ 2w
e, e, (oY (2.4)
definiert [3]. - In diesen Gleichungen sind die Gravitationsterme

vernachlissigt; ausserdem wurde angenommen, dass Ionen- und Elektro-
nenladung gleich gross sind, Die Gleichungen gelten also nur fUr ein-
fach geladene Ionen, beispielsweise fllr ein Wasserstoffplasma. Die
Bewegungsgleichungen fUr die einzelnen Komponenten sind durch Rei-
bungsterme miteinander verkoppelt, in denen unelastische St8sse
zwischen den Teilchen der beiden Komponenten mit der Stossfrequenzy
berticksichtigt sind. Die innere Reibung jeder Komponente fUr sich




ist darin nicht enthalten.

FUuhrt man die makroskopischen Gr8ssen

Gesamtdruck P = P£4'P°
Massendichte p= ﬂ 4 fe.
Raumladungsdichte o= £(M-Me)
Stromdichte 3" - 2 (M, - me ©e )
Geschwindigkeit 0 = %‘(ﬁ'md + f’c, e )

ein, so erh8lt man durch Addition der Gleichungen (2.3) die Bewe-
gungsgleichung des Plasmas (11]:

f’ -2 LN 4 = —vp + E7xb +0E (2.5)

Auf der rechten Seite dieser Gleichung stehen die Krdfte, die auf
das Plasma ausgellbt werden: die Lorentzkraft, der Gradient des Ge-
samtdruckes p und die Kraft des elektrischen Feldes, die wegen der
Raumladungsdichte § auftritt und im Falle der Quasineutralit#t des
Plasmas (ni = ne) verschwindet.

Die Glieder auf der linken Seite sind durch

day _ 9w _hp_(_m "—’%(nv)m m.'me(fm. rmt)(J I+ (2.6)

bz, Z";ﬂ""}[- +%9]
P, = e [em fui 3 (2) o o 2(8) ] 0 -

e gy () = megy BT+ £ (G- Dfeny + @] +

‘ref[no V(’"‘ ')]ﬂo +[¢T’3V ('Wle% —m,-%)]no -
*f["”(ﬂt . J— +%[T'V ) ]ﬂ (Bl
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definiert, Diese beiden letzten Beziehungen ergeben sich, wenn man
bei der Addition der Bewegungsgleichungen (2.3) die Geschwindig-
keiten ?Oi, 70e gemiss

. 7§L. . , P e
M = M M. nem e d / e MeMm MeMe J (2580

durch die makroskopischen Gr8ssen ¥ und Ja ausdrlickt. Sie gelten
fir ein nicht-quasineutrales Plasma; im Falle der Quasineutralitit
verschwindet der Terml“f7t. , wihrend d‘eé& dann in die von
Schliter [3] angegebene Form (2,4) Ubergeht.

Multipliziert man die Gleichungen (2.3) mit m, bzw, my, SO erh8lt
man durch Subtraktion das verallgemeinerte Ohmsche Gesetz (Diffu-
sionsgleichung) in der von List [1ﬂ angegebenen Form:

—4— M e .77 ..._4_. T e 6'40 =
2t n-m,,mcm;[ ﬁ * n’;l * » (7 )
£ . :
- g o N Me +Me M; OXK'} b €(m;fme+mwn;)

‘[(’me'm() %fx g - M, VP; + m; Vpe,] (2.9)

Die rechte Seite dieser Gleichung enth#lt die eingeprigten Felder,
sowle diejenigen Felder, die die Diffusion hervorrufen, In einem
quasineutralen Plasma bestimmen die ersten beidéen Glieder der rech-
ten Seite die in einem mit der Geschwindigkeit € bewegten Koordi-
natensystem gemessene elektrische Feldstdrke. Die Klammer enthdlt
den Hall-Term und die Druckdiffusionsterme. - Auf der linken Seite
bedeutet
et (mme +Me i) 4
/Z m; - WMe 4

die skalare elektrische Leitf#higkeit, O™ ist der durch die
elektrische Raumladungsdichte bedingte Konvektionsstrom, Die Zeit-
ableitung der Stromdichte beschreibt die TrHgheit der Elektronen,
durch die sich der Strom 3§ beil gegebener FeldstHrke erst allm&dhlich

(2.10)

einstellt,




Die Ausdrlicke
=

F-F - fl - wonr- g
e G S i

oo nr - dgemei@] O

und

. =_ﬂne_[m " %(%L) "*""'"e-?g(ﬁ—;)]ﬂo L

(2 &)eomos

g Me ; A2 2 2 My
+-%%l|}0476m{55'- mh%%sﬂ’w +Jﬁ;1§'7(”k %% + mﬂ;'%zj] ) (CCR 120

findet man wieder durch Einsetzen der makroskopischen Gr¥ssen 49
und T fur 'Mi, ’TOe nach GY,(2.8). ng verschwindet analog zu 72:_,
fiir ein quasineutrales Plasma.

Die hier betrachteten Vorginge sollen so schnell verlaufen, dass sie
als adiabatisch angesehen werden k¥nnen. Von Ohmscher Heizung, Wdr-
meleitung und Reibung wird abgesehen. Dann gilt fUr den Zusammenhang
zwischen Druck und Dichte das Adiabatengesetz

Pe = Co«w{-ff ; (k=¢e)

wobeil

R &
F=<F

das Verh#ltnis der spezifischen WH#rmen ist. Hier soll das Adiabaten-

gesetz in differentieller Form benutzt werden

2 dp
pitiat

d'.=

b ¢
dp. : dpe
4 .4

E

2519)



wobel der Faktor

Sﬁ R iEf_ ) (L=ige)

das Quadrat der Schallgeschwindigkeit bedeutet.

Die Beschreibung des Plasmas wird durch die Maxwellschen Gleichun-
gen vervollstdndigt:

7x$ = L7+ f%g (2.1%)
<y A.D_z_‘; (2

VX € c 0
VG =0 (2.16)
Ve = #wv (2 H )

Filr die folgenden Betrachtungen werden das stationdre Plasma in dem
Zylinder und das statische axiale Magnetfeld als homogen und zeit-
unabh¥ngig vorausgesetzt. Insbesondere wird'angenommen, dass der
Druck im Innern des Plasmas homogen und isotrop ist.

Ausserhalb des Plasmas gelten allein die Maxwellschen Gleichungen.
FUr die hier zugrunde gelegte Anordnung ist dabei im Bereich der
Spule (Stromschicht) Z’ = const. ¥ O zu setzen; in den beiden Va-

kuumbereichen ist 39 = @,



III. Linearisierte Gleichungen

1. StationHdres Plasma

Eine Raumladungsdichte § kann nach G1.(2.17) im Inneren des Plas-
mas nur durch ein inhomogenes elektrisches Feld aufrechterhalten
werden., Wegen der fUr den stationidren Tall vorausgesetzten Homo-
genitdt des Feldes ist dann

= ¢(M-m) =0
/n.{ = (n{, *_=_-fYL (3-1)

d.h, im ungestdrten Zustand ist das Plasma gquasineutral., Die Raum-
ladungsdichte verschwindet jedoch nur im Innern des Plasmas; an der
Grenze zwischen Plasma und Vakuum bildet sich nach Gl.(5.5) eine
Oberfldchenladung aus, die durch die nichtverschwindende Radial-
komponente des elektrischen IFFeldes im Vakuum hervorgerufen wird
(vgl. G1.(5.8)).

Im stationHdren Fall verschwinden die Differentialausdrticke der
Maxwellschen Gleichung (2.14), so dass im Innern des ungest8rten
Plasmas kein stationdrer Strom fliessen kann:

J‘" =0 (3.2)

An der GrenzflHche zwischen Plasma und Vakuum fliesst jedoch ein
stationdrer Fl¥chenstrom (vgl. Gl.(5.6)). Aus dem Ohmschen Gesetz
(2.9) ergibt sich fUr das station#re Plasma bei homogener Druckver-

teilung (vp = 0), verschwindender Stromdichte J’ und Quasineutrali-
tdt, dass im Innern des Plasmas auch das elektrische Feld verschwin-

det:
£~0 (3.3)

An der Grenzfl#dche zwischen Plasma und Vakuum ist dagegen die Ra-
dialkomponente des elektrischen Feldes unstetig und bedingt einen
Drucksprung an dieser Stelle (vgl. Gl.(5.12) und (5.13)).

Als zeitlich und rdumlich konstante Gr8ssen des ungest¥rten Zu-

stands bleiben dann
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fo =M, (M, + M)

Pc > Pl'.; w ‘Pe,c- (3.4)
Ao

Im folgenden werden die Gr¥ssen, die klein von erster Ordnung gegen-
Uber den Gr8ssen des ungestdrten Zustands sein sollen, ohne Index
bleiben; die Gr8ssen des ungestdrten Zustands erhalten den Index O.
Das Plasma wird dann durch die reinen St¥rgr8ssen

We = 0o (E) (k=ce)
I = { (x¢) i)

T = G (%t
£ =& (%t)

und die aus stationfren und St8rgr¥ssen zusammengesetzten Gr8ssen
P: = fro + fa (t)

P: = fPr, + Fk ﬁq6) } (k=(;e) (3.6)

& =4, +&(xt)

beschrieben,

2, Linearisierung

Beil der Untersuchung von Wellen kleiner Amplitude werden in den
Grundgleichungen alle Terme vernachldssigt, die klein von h8herer
als erster Ordnung sind. Ausserdem werden alle Ableitungen der als
zeitlich und r8umlich konstant vorausgesetzten Gr¥ssen nicht be-
rlicksichtigt.

Derart linearisiert lauten die Gleichungen (2.2), (2.5), (2.9) und
(2.13)  bilg=HEesd{)

= — M, V-0 (3.7)

= —m, V We (389




fo %’5’- sced) (T’x Be — vp (3.9)

wr 077 i >

- +_d =

wT b)) *2 ;
- €+ ¥doe

Em-%—)%fx‘?ﬂo MGYP. +m; VP@] (2102

dp: 1 dpr 11
; -f[ . M-,J?f,i‘ (3.11)

A dpe _ , A AR
Peo-j:f_ J fee At P

Vx = %Efn,e(qa.-'oe)- % %f (3.13)
Voc: f=-aa=C %% (3.14)
Ve =0 (3.15)
V-€ = tro (3.16)

Hierin bedeutet

w?' s #T@Z’no ('WL +

TMe) s 4reﬁno

| m; Me

Me

die Plasmafrequenz, die in dieser N#herung wegen der als konstant

vorausgesetzten Dichte ng ebenfall

s konstant ist.

Dieses System linearisierter Gleichungen stimmt bis auf Gl1.(3.16)

mit dem Gleichungssystem fUr das quasineutrale ZweiflUssigkeits-

modell Uberein. Wegen der vorausgesetzten Homogenitdt des Plasmas

und des Husseren Magnetfeldes, dur
stationdren Plasmas bedingt wird,

ch die die Quasineutralitit des
sowie aus der Annahme kleiner
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Amplituden folgt also die Anwendbarkeit der Gleichungen ftir das
quasineutrale Zweifllissigkeitsmodell.

FUr die St8rgrYssen dieses Gleichungssystems wird ein L8sungsansatz

von der Form

o = v e (S L10)

gemacht, d.h. fUr die St¥8rgr¥ssen wird rein periodische Zeitabhin-
gigkeit vorausgesetzt. Die Amplitude ;3 ist dabei eine komplexe

Konstante; die Frequenz ist mit w = 2nv , ihr Wellenvektor mit
AN W
8] - 4 - 40 - & (3.18)

und die Wellenldnge mit A bezeichnet.

Anstelle der Zeitableitung kann dann stets

_s)? = LW - (@55ile))

geschrieben werden.

Die Quellgleichung (3.15) ist wegen (3.14) fUr zeitlich periodische
LBsungen stets erfllllt und braucht deshalb bei den weiteren Betrach-
tungen nicht mehr berlicksichtigt zu werden.

Ist der Ionendruck py vom Elektronendruck Pe verschieden, so werden
Ionen- und Elektronendichte ny; und n, getrennt ben8tigt. Obwohl in
den linearisierten Gleichungen die Raumladungsdichte & nur in
Gl.(3.16) auftritt, muss sie in diesem Falle beibehalten werden.

Sie liefert ndmlich bei bekanntem elektrischen Feld é? die Abwei-

chungen von der Quasineutralitdt.

3, Vereinfachung des Ohmschen Gesetzes

In den folgenden Betrachtungen sollen St8sse im Plasma und der Ver-
schiebungsstrom vernachlissigt werden. Um einen Uberblick Uber die
Bedingungen zu bekommen, unter denen diese Vereinfachungen m&glich
sind, werden die Gr¥ssenordnungen der verschiedenen Terme der
Diffusionsgleichung nach der von LlUst C1] angegebenen Methode ab-
geschitzt.
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Dazu wird angenommen, dass alle Glieder der Bewegungsgleichung (3.9)
von gleicher Gr¥ssenordnung sind. Ersetzt man dann die Zeitableitung
gemiss Gl.(3.19) durch den Faktor iw, so bekommt man aus der Bewe-
gungsgleichung die Abschitzungen

A
W~ s &

3’1 (3.20)

7p| ~ o {] (3.21)

Flr die einzelnen Glieder des Ohmschen Gesetzes bekommt man damit

Pl w7
S ed 1= o | (3.22)
§ f
417 bov |
"Zld ~ 7 d. (3.23)

Hierbei wurde die Definition (2.10) der elektrischen Leitf#higkeit
'B benutzt., Weiter wird

0% 8,

A

(3.24%)

£ o |7

Hierin bedeuten

iy =" 8, (k=<¢e) (32b)

My

die Gyrationsfrequenzen der Ionen bzw, Elektronen.

me; =2 e 1
7ec |d x| ~ r wf; (fl (3.26)
M, -

Hierin wurde m, gegen m, vernachlissigt; ausserdem wurde angenommen,
dass der Elektronendruck von der Gr8ssenordnung des Gesamtdruckes

ist. (vel. 01 s(5:05))

Vergleicht man (3.23) mit den beiden letzten Abschi#tzungen, so er-
gibt sich fur 2
w? <« J:




=l
M= e T 1
Fl k| =~ g lipl «dloxt] G0
Wegen
e '
ist dann

wa <L L/!Zf JZe,

erst recht erftlllt, d.h. das TrHgheitsglied (3.22) des Stromes ist

klein gegen é}hoxg,] - und kann vernachlissigt werden, auch wenn die

beiden letzten Terme des Ohmschen Gesetzes in die Gr¥ssenordnung von
2-‘ |”o X Xf,' kommen.

Den Reibungsterm (3.23) schliesslich kann man mit der Bedingung

Vi <« JZ.' Jle,

ebenfalls gegen %ﬂﬂ)x;&o’ vernachlidssigen, Das ist also immer
dann m8glich, wenn V2>W oder pP«w ist, d.h. wenn die Gy-
ration der Teilchen wldhrend einer oder mehrerer Perioden nicht
durch St8sse gestdrt wird.

In einem Plasma mit grosser Leitf#higkeit, d.h. bei kleiner Stoss-
frequenz, wird dann das elektrische Feld -g fUr Frequenzen UU“JZ;
im wesentlichen durch den Term éPOx%el bestimmt. Damit kommt man
auf die Gleichungen der Magnetohydrodynamik zuriick, denn dann kann
der Verschiebungsstrom in der Maxwellschen Gleichung (3.13) ver-
nachl¥ssigt werden,

Mit den hier gemachten Einschrinkungen werden in den weiteren Rech-
nungen Stossterme und Verschiebungsstrom vernachllssigt.

4, Berlcksichtigung der Geometrie der Anordnung

Bei der hier vorausgesetzten Zylindersymmetrie der Anordnung sind
die Feldgr8ssen vom Azimutwinkel ¢ wund der axialen Koordinate z

unabh8ngig. Es gilt also

l . = . -g_ .. -
. 0 jraE o) (3.29)
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Die verschiedenen Vektoroperationen lauten dann in Zylinderkoordi-

naten (r, ¢, z):

va -i—@-aio}oj'

Wegen des axialen Magnetfeldes
()
&,;2.80

(2 = axialer Einheitsvektor) wird noch

Zx &, - {a,8 -8, 0%

Zur L8sung des Gleichungssystems werden anstelle der makroskopischen
Bewegungsgleichung des Plasmas und des Ohmschen Gesetzes die Bewe-

gungsgleichungen (2.3) der einzelnen Komponenten benutzt.

Dann er-

gibt sich das linearisierte Gleichungssystem in Komponentenschreib-

welse:

SOy © n s i L T 0
2 (v )

A

.(:wﬁ“:(u‘.r = - %&’__‘ -+ %eé{_ + ’7?.-,530

(:wﬁ'c @ivf = t;;

_ 4.0 g,

€7 /0))

(3:31)

(3.32)

(3:33)

(3.3%)

(3.355)
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IV. L&sung des Gleichungssystems

1. LOsung der Plasmagleichungen

Die hier angegebenen LOsungen der Gleichungen flr die verschiedenen
Bereiche stimmen im wesentlichen mit den bereits von K¥rper [4] an-
gegebenen L¥sungen Uberein. Mit Ausnahme der L¥sungen im Abschnitt
IV.1.3, die zusHtzlich noch Druckterme enthalten und einen weiteren
L8sungsterm ergeben, sind in den anderen LBsungen auftretende Un-
terschiede zu den von KBrper angegebenen Ergebnissen durch die hier
gemachten vereinfachenden Annahmen Uber die Stossterme und den Ver-

schiebungsstrom bedingt.

1.1. Aufspaltung des Gleichungssystems

Die Symmetriebedingung (3.29) hat stets

B -0 (4.1)

zur Folge. Ausserdem werden beil Vernachlidssigung des Verschiebungs-
stroms in G1.(3.40) die Radialkomponenten der Ionen- und Elektronen-
geschwindigkeit identisch und brauchen nicht mehr unterschieden zu

werden:

Uer = Vo =: Vs (4.2)

Die Gleichheit der Radialkomponenten Vi bedingt schliesslich nach
Gl1.(3.30) und (3.31) noch die Gleichheit der Elektronen- und Ionen-
dichte,

Me. .= M,..=:.M (4.3)
so dass statt dieser beiden Gleichungen
: g i
rwm = - m — —("7 (4.4)
Ix TP ( 7)
geschrieben werden kann.

Das dann verbleibende Gleichungssystem zerf#dllt in zwei voneinander
unabh&ngige Systeme. Das System I enth#lt die Gleichungen

(3:3%); (3.37)3 (3. 02y (adh




=8 =
mit den Gr8ssen
£ B, v, Ut

Hier sind also genau diejenigen Terme weggefallen, durch die sich
das Gleichungssystem flr ein Plasma im Magnetfeld von dem eines
magnetfeldfreien Plasmas unterscheidet.

Das System II enthdlt die Gleichungen
(B.4); (3.32); (3.33)5 (3.35);5 (3.36)3 (3.38)3 (5.359)5
(3.31); (3.45)

mit den Gr8ssen

rn, QJ-( ‘Pi: ) Pe) 61"’ E{f; (ot.P} 085’) 8?

)
Hier tritt auch das stationdre Magnetfeld zﬁ auf,

1.2, LBsung des Systems T

Aus dem Gleichungssystem I 1l8sst sich eine Besselsche Differential-
gleichung fUr B, ableiten., Eliminiert man ndmlich

Vi aus Gl. (3.34)

V.. aus Gl. (3.37)

EZ aus Gl., (3.44)

und setzt in Gl.(3.42) ein, so erhilt man

l[r ar("’&")] 2’& 8, =0 (4.5)

Die L8sung dieser Besselschen Differentialgleichung ist

Boeo) ~ ¢ L(Ke) + & X, (M)

wobel

k %Lku
T = §(~4) é.,((zw).,

daA+%)Y x>
(fu,z*'{ J(X % +( +_5+L) 332! 3




Z4gn

die Besselfunktionen erster bzw, zweiter Art von der Ordnung 1

(v = Eulersche Konstante) und

2
Zx g ..EL
Koe s

bedeuten,

Wegen des asymptotischen Verhaltens von 1: fir kleine Argumente
[14]

L X(X) = L (-—-;27_—%) —> — o0

X=> 0 X=20

lautet die fr r = 0 regullre LBsung der Differentialgleichung
B, = ¢, J, (k) (4.6)

Mit Hilfe dieser L8sungen lassen sich auch die Ubrigen Gr8ssen des
Systems I bestimmen. Man erh#lt

E) = - 2.2 ] (k) (o1
Vo (v) = ~ fri,'c - f‘ & (K-r) (4.8)
lex (1) = ,mfc ' ; L (Kr) (4.9)
JQ (r) = — ?‘:{ | ; | \‘];(x,) (4.10)
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1.3. LBsung des Systems II

Aus dem Gleichungssystem II 1Hsst sich eine Besselsche Differential-

gleichung fUr E ableiten. Eliminiert man nHmlich

n aus Gl. (4.%)

Py aus Gl. (3.38)
2 78 aus Gl. (3.39)
Er aus Gl. (3.32)
v, aus Gl. (3.33)
Vi aus Gl. (3.36)
vy aus Gl. (3.4%1)
B, aus Gl. (3.45)

und setzt in Gl.(3.35) ein, so wird

d |4 9 D g 9 ) -
?"’["" Bf[;r ar[»r or (- sv)]] E;a—;(fftq,) —NE =0 (g

wobel
M= —&Jf;z + aL(quja to )
¢ 1 (4.12)
N = L P
und < GPO
ﬁ. = M, (le‘+’W1e)
pe= ¥ (Pt pee)
ist.

Der L¥sungsansatz
(1‘) = ({"‘)

enth8lt eine noch zu bestlmmende Konstante  und liefert mit der
Differentiationsvorschrift

——J;(otX) = & [, () ?:‘:f;(“’()

Jmey = (- 1) T &




durch rlickwdrts einsetzen

'+ {H -MI) =0
Die Bestimmungsgleichung

R LRLE:

fUr die Konstante f ergibt vier Wurzeln

fo - 2 f4(~nx i) (112

von denen wegen der Beziehung
"
Ja = (A)"4h0
nur zwel linear unabhingige L&sungen liefern:

fo=EC-m~1m7m)
o = <G Vmy

Damit lautet die vollstidndige LUsung der Differentialgleichung
(b,11):

(h.14)

E;(T) = QG ‘]: (fa"') “f‘b'CyI‘ (ft'i‘)-l- C::K(\F«’f)" Q,*K, (&T)

Der obere Index p soll andeuten, dass sich diese Gr8ssen auf das
Plasma beziehen; I1 und K1 sind die durch
o0 X 2+

(%)

Lw = Z e

K, (x) = -%[ I(Lx\+ilf(¢x)J

definierten "modifizierten Besselfunktionen" erster bzw,., zZweiter
Art von der Ordnung 1.

Aus Regularititsgrlinden verschwinden in der L¥sung die Konstanten

9% *
CH& OF =10
und es bleibt

Ew = 6 L0 + <6, L () (1.15)
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als L¥sung der Differentialgleichung (4.11) ftr die azimutale Kom-

ponente des elektrischen Feldes im Plasma.

Damit lassen sich die Ubrigen Gr¥ssen des Systems II bestimmen:

Bl = Slef ) »ad f 1G] (v,

cw

r 7] - hmi'me ‘fmccw[ g I({” e { I ({T)] hy

2

U2 1) =il [C,; L)+ 6if ] (fcf)]

,h'l;-}'mc lfono €

~~

4

L

o) = ‘%—TE[ B3 () + 60 [I(f‘f)]

ol () = [(/h )g I (h1) + L f )4, ¢ ! ({f)} (4.

pl(r) - ,aafj_t el [(4+ £ )64 T (1) + (
(1 & ()it L)
pe o) = = e g—;[u@ e (o) + (

() e T o)

b,

b,

J+.

16)

i)

18)

.19)

20)

21)

2%
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2, LBsungen im inneren Vakuumbereich

Im Vakuum gelten die Maxwellschen Gleichungen (3.40) bis (3.45) mit

= m,e (0 -10) =0
Das gibt sofort

El(x) =0
o\ (4.25)
v
8-{ (T) - O
Aus den Gl.(3.41) und (3.45) erhdlt man die Besselsche Differential-
gleichung
vl4 D, - @
A A ) - 4,26
die durch
gv(f} = I (k+) ‘*Y:(k"") (4.27)

gel8st wird. Fur BZ ergibt sich dann mit Gl.(3.45)

\8; (1) = € (. (k) +Y;(ler)) (4.28)




Aus den Gl.(3.42) und (3. hh) erhdlt man die Differentialgleichung

@ 2
’c)fr[fr ar (T 89")] ¥ %B? =19 3g2)

die analog zu Gl.(4.26) durch

v ———
3@ (r) = J, (kr) + Y:(kr) (4.30)
geldst wird. TFir EZ ergibt sich dann aus Gl.(3.31)

E; (r) = =4 [J; (kr) + K(k*)] - (s

Die L8sungspaare E; s B; und E; 5 B;'stellen die beiden voneinander
unabhdngigen transversalen Wellentypen dar, die im Vakuum m¥glich
sind., Sie unterscheiden sich im wesentlichen durch die Polarisations-

richtung.

v
Das L8sungspaar E . BV ld4sst sich an das L¥sungssystem I anschlies-
sen, das LﬁsungSpaar E’ 5 B; an das L¥sungssystem I1I.

In der das Plasma umgebenden Spule kann die vorgegebene Stromver-
feilung nur den Schwingungstyp mit den Komponenten F 5 B; anregen,

Deshalb lauten die allgemeinen L8sungen fiir den inneren Vakuumring

E';(T) - CS-J:(k,'f') +C;Y;(Q’r) (4.32)

Bltr) = A[cg Jo(kr) + ¢ Y (k) (4.33)

3. L¥sungen im Bereich der Stromschicht

-
Im Bereich der Stromschicht ist J + 0. TFUr diesen Fall erhdlt man
aus den Maxwellschen Gleichungen (3.41) und (3.45) die inhomogene
Besselsche Differentialpgleichung

) :
L2 2ee] - fewj

die die elektrische Feldkomponente einer von der vorgegebenen Strom-

dichte j? erregten elektromagnetischen Welle beschreibt.




S obiie

Als L3sung dieser Differentialgleichung ergibt sich

QS&) = Cs |, (k’f‘) + c;}_f (kt) + ¢ .gf:J; S,,,,(kf) (%.35)

und damit

Bj('r) - 4 [CSI, (k) + CG_VQ(knr)} - ":foi(f*’ S (k9) (4.36)

Die TMunktionen

y@) = Qut (2)
sind Lommel-Funktionen, die als L8sungen der Differentialgleichung
2 I / +1
2y ey re-vy -2"
definiert sind [15].

Die Lommel-Funktionen lassen sich durch Reihen der Form

Sevr - 27 - lettizrt . B lleesroA.

darstellen. FUr sie gelten #dhnliche Rekursionsformeln wie fUr die
Zylinderfunktionen.

4, L8sungen im Husseren Vakuumbereich

Filr den Husseren Vakuumbereich erh#lt man wieder die Differential-
gleichung (4.26). Bei der LBsung dieser Gleichung fUr einen ins Un-
endliche erstreckten Bereich ist zu beachten, dass es sich bei phy-
sikalischen Fragestellungen stets um fortschreitende Wellen handelt,
die von den im Endlichen liegenden Quellen ins Unendliche ausstrah-
len, sog. divergierende Wellen. Das mathematisch gleichwertige Bild
einer aus dem Unendlichen einstrahlenden VWelle, die sich in den im
Endlichen liegenden Quellpunkten verliert (konvergierende Welle), ist
physikalisch nicht realisierbar.

Die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung [9] sichert die Eindeu-
tigkeit der LBsung dieses Problems, Sie bezieht sich auf das Ver-
halten der Wellen im Unendlichen. Die asymptotische Darstellung
der Bessel- und Neumann-Funktionen erster Ordnung [lir grosses
Argument (x—>ag)
:r e Z_’ 3 e
L) = e (X=UT)

Y ) ~ % frim (X~ 2 T)




= D

liefert mit

Jow-Yaw %//T—? U(P[-C(X“%YF)] = Hf')(XJ

Hankelfunktionen zweiter Art als L8sungen

3
E;’w = G Af' (k) (%.37)

. ) @
B =46 H, (k) (4.38)

Der obere Index w bezeichnet dabei den Husseren Vakuumbereich. Wie
man aus der asymptotischen Darstellung erkennt, ist die Bedingung

auslaufender Wellen erftillt.




V. Grenzbedingungen

1. Integration Uber eine Grenzfliche

Die filr das Verhalten der physikalischen Gr8ssen an der Grenzfliche
zwischen zwel Medien geltenden Gleichungen erhZlt man durch Inte-
gration der Gleichungen Uber die Grenzfldche hinweg [8]. Dabei wird

a‘ angenommen, dass der Sprung in den
- e physikalischen Gr8ssen in einem
_ Aﬁgf zum Normaleneinheitsvektor fi der

lf N S Grenzfldche parallelen Intervall
der Linge 6 stattfindet. Inner-
halb des Intervalls wird die Enderung der CGr8ssen als stetig vor-

ausgesetzt.

Fllr diese Grenzschicht lassen sich die Fl8chengrissen
* 8}:.

b (5549

einflhren, Die Annahme einer endlichen Flichenladung §* und eines
endlichen Flichenstroms 39* bedingt flir & =0 unendlich grosse

Werte fllr & und a’ in der Grenzfl¥che. Diese Darstellung kann also
nicht benutzt werden, wenn der aus der Trigheit der Elektronen re-
sultierende endliche Widerstand berlicksichtigt werden muss. Dann
sind die endlichen Dimensionen der Randschicht von ausschlaggebender
Bedeutung. Hier soll neben der unendlichen LeitfHhigkeit des Plas-

mas eine Grenzschicht verschwindender Dicke angenommen werden.

I"Mir die Integration einer in der Grenzfliche endlichen Grdsse
- FP°F
—
q =0&%

bzw.




|

gelten

dann folgende Regeln:

+4,

9
) Ny A

[Fqam -aG-7)

A
ijEidfn =/¢bx(rfij—qf)

[Sgan  -e-4)

“

Dabei weist der obere Index auf das Medium hin, in dem die betref-

fende Gr¥sse definiert ist;

M= DN

ist die Geschwindigkeit der GrenzflHche,.

2. Die GrenzflHche Plasma - Vakuum im stationiren Fall

Die Integration der Maxwellschen Gleichungen fUr das station#re

Plasma Uber den Rand zum Vakuum ergibt

-’?L X (:dcr_ gvv)= ECEJ:P* (5:2)

mx (& -&)=-0 (5.3)

i (’ZOP" Kf:) =0 (5.%)
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(-8 - e

(€500
Der obere Index bezieht sich auf das jeweilige Medium, Plasma oder
Vakuum,

Da vZ: und gc#

rein axiale Felder sind

fixd (B =B e -3 (8~8) -

wird aus Gl.(5.2)

?" ’*‘ (5.6)

wobel 2 urd ? die Einheitsvektoren in axialer bzw. azimutaler Rich-
tung sind., Der Fl&chenstrom
ponente,

3 hat also nur eine azimutale Kom-

Da im stationdren Plasma kein elektrisches Feld existiert ( 1§P = (0,
ergibt G1.(5.3)
—l
t0t=o
, (572
£l =0

Die Oberfl#chenladung des stationiren Plasmas wird dann nach Gl

(5.5) durch die nichtverschwindende Radialkomponente des elektrischen
Vakuumfeldes bestimmt

v
6% = — G (5.8)
2
Setzt man in die integrierte Bewegungsgleichung (2.5)
O e 2(I8) = R (=) r S 3 (E+ &) .9
aus den Gl.(5.2) und (5.5) fUr J?’ und G?‘ ein, so erhHdlt man
(xf‘) gl = (kf") er

(55103
3T

fr das Druckgleichgewicht an der CGrenzfliche zwischen Plasma und
Vakuum. In dieser Gleichung ist bereits berlicksichtigt
und pg verschwinden

1
dass éZP
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Die Integration des Ohmschen Gesetzes (2.9)

Q= ("Me m; ) C d %(KP*X ) Me (/P-C‘Pr':)"'
+m‘-f?,,(P€",-/Pe‘;) (5.14)

ergibt durch Einsetzen flUr a?* bzw. G:*' einen Zusammenhang zwischen

dem elektrischen Feld im Vakuum und dem Plasmadruck

(§3? = __1%6 (5.12)

wenn man alleVTerme vernachllssigt, die mg enthalten. Damit wird

aus Gl.(5.10)
P\& [ AYA
P“ +%f?) - __('f;) (5420

3, Die Grenzfllche Plasma - Vakuum im instationiren Fall

Die Integration der Maxwellschen Gleichungen filr den instation#ren
(gestBrten) Fall ergibt

fox (858 = S e (5.1

A o v s &r() v 1
(-8 - LB (pr ) (5.15)

m(8-87) = 0 (5.16)

A Y vy e
h (€)= 1@ (5.17)

Die Radialkomponenten des magnetischen St¥rfeldes verschwinden nach
GlL.(4.1) bzw, (4.25) sowohl im Plasma als auch im Vakuum, so dass
die Stetigkeitsbedingung (5.16) automatisch erftillt ist. Ersetzt
man die rechte Seite von Gl1.(5.15) mit Hilfe von Gl1l.(5.13), so er-
h8dlt man die Komponenten




(5.18)

of £ = - 8T Peo 2, (%)
5f+BJ c
Mit Vr(Ro) ist dabel die Radialkomponente der Geschwindigkeit am
Rande des Plasmas (r = Ro) bezeichnet. - Die axiale Komponente des
elektrischen Feldes ist also an der GrenzflHche stetig, wlHhrend die
azimutale Komponente eine Unstetigkeit vom Betrage ETF“ _1&(?0

e the . ¥e

aufweist.

Die Integration der linearisierten Bewegungsgleichung (2.5) ergibt

0= 70X $(874) + AT (&0 =R (- p)

»*

0,
M)

(E7+27) + %*(£p+£v) (5.19)
Setzt man hierin flr I?*, T , G5, " aud-den Gl.(5.2)3

(5.14), (5.5), (5.17) ein und multipliziert die Vektorprodukte aus,
so bleibt mit Gl.(5.4) und (5.16)

0= Sl (g-a)ra)| + Ang)E )+

wh (f-p)- E-ppee) - Ee-eere) e

Die Integration des linearisierten Ohmschen Gesetzes (2.9) ergibt
4 i g A =7
0 = (me=m:) Z do ) L(E L) + (me-m) 2 ST (88 F

_"Q”We,(F{P—'Pn'V)* o (PtP—PJ) (5.21)

7% -,
Setzt man hierin ftir fo und J" aus den Gl.(5.2) und (5.14) ein
und vernachl8ssigt alle Terme, die m, enthalten, so bleibt

& (-] + [ 8 e i (i) 02
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Berlicksichtigt man nun, dass im Plasma kein stationfres elektrisches
Feld existiert und der Druck im Vakuum verschwindet, so ergibt sich
aus (5.20) und (5.22) als Randbedingung

f?‘. (ﬁo) =0 (5528}
Vernachlldssigt man im Ohmschen Gesetz (5.21) m, gegen m, und nimmt

P~ P

an, so erh#dlt man die Radialkomponente

L (BB = w88~ p

man

Die Azimutalkomponente von Gl.(5.14) liefert

d‘\:r & ""f?(\g;—ﬁév)

so dass mit Gl,(5.6)

v P--- ¥
(3&"‘_3&") - (g&”»rge) %ﬁ% il ggigg' (5.24)

wird,

4, Die Grenzfl¥che Vakuum - Stromschicht - Vakuum

Der von einer Husseren Quelle aufrechterhaltene Fl¥chenstrom Ja*
fliesst mit dem Radius R, in Y -Richtung. Fir r = R, gelten dann
die Gleichungen

r"mx(Z'—Z‘”) =—qéf-¢\d# (525 )
Ao (£-2%) = 6 (5.26)

Dabei bezeichnet der obere Index v wieder den inneren, w den Husse-

ren Vakuumbereich., Die Komponenten dieser Gleichungen
W 4r
B -3 - 7
v W=_
Besl = ©

5 ~E - 0
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zelgen die Stetigkeit der Feldkomponenten B¢ > Ep , EZ beim Durch-
gang durch die Stromschicht, wihrend BZ eine Unstetigkeit von der
Gr8sse des anregenden Stroms aufweist. Subtrahiert man die Induk-
tionsgleichungen fUr die beiden Vakuumregionen voneinander, so
bleibt bei Berlcksichtigung der Zylindersymmetrie des Systems und
der Gl.(5.27)
g .

+ 6 -&7) - e (5.28)

als Randbedingung.

5. Bestimmung der Integrationskonstanten

In den L¥sungen flr die FeldgrUssen in den verschiedenen Raumberei-

chen - G1.(%.15) bis (4.24), (4.32), (%4.33), (4.35), (4.36), (4.37),
(4,38) - sind die Integrationskonstanten C}’ vinin 9 07 noch zu be-
stimmen, Dazu werden die Randbedingungen - Gl.(5.23), (5.24%), (5.18),
(5.27), (5.28) - die flUr den Ubergang der Feldgr®ssen Uber die Grenz-

fl8chen zwischen den einzelnen Raumbereichen gelten, benutzt.

Setzt man aus der LBsungsgleichung (4.21) in die Randbedingung
(5.23) fitr r = Ro ein, so erh#lt man

()Hﬁ‘;-ff){f,g LGr) e (&) fia LER) <0 e

Die Randbedingung (5.24) ergibt mit den L8sungen (4.16), (4.22),
{4e33)

&1 ({R)[w @hi - 1) - mﬁﬁ%)‘b? ”tipi fiz)f‘]‘*
P v gt
s LR SRR 1) - o Eanrdlen ﬁ)fé] B

LCSJ (hR) 1+ Bo~ &,] +,<:c6K(kR°)l:4+§} gj}’] (5.30)




Sl

Aus der Randbedingung (5.18) ergibt sich mit den L8sungen (4.15),
(4.20), (%.32)

Gl (fR) |4+ 2 & 3)&r( {)]”C'I*({R“)[/, ?% wf{)]
= &L UR) + ¢ Y (kR) i

Die Randbedingung (5.27) ergibt mit den L8sungen (4.32) und (4.37)

¢ TLkR) +¢ Y, () - B (UkR,) = 0 (5.32)

Schliesslich liefert die Randbedingung (5.28) mit den L¥sungen
(4.32) und (%.37)

Cg J:/(kR‘) ot C(" (kR) C;. ”U/(kR ) and x s

Die Striche an den Besselfunktionen deuten die auszufllhrende Diffe-
rentiation an.

Aus dem Gleichungssystem (5.29) bis (5.33) lassen sich nun die In-
tegrationskonstanten Cj, siie 3 C7 bestimmen.
Zur Vereinfachung der Rechnungen soll ein Plasma mit den folgenden

Parametern zugrunde gelegt werden:

& J, ) 7013 ‘Sl 2]

or e L0 (5.34)

e ge?s 9k

w = 108 [sec™"]

Fir diese Parameter wird noch

wp2 s Ben0et [sec-ej
Q; .o 10° [sec-1]
o, =~ 210" [sec™ ']

S ~ 1,4.10"° [em® sec™ 2]
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so dass die bereits angegebenen Bedingungen
e > w Lowow
: Ule w ) W,
fUr die Vernachl#ssigkeit des Verschiebungsstroms erftillt sind.

Mit diesen Parametern lassen sich die Bestimmungsgleichungen fUr die
Integrationskonstanten weitgehend vereinfachen. Diese Vereinfachun-
gen gelten bei festem Magnetfeld Bo = 104[F]fUF alle Frequenzen

w £ 107 [sec_1J; erhBht man die Stdrke des Magnetfeldes auf 105Lﬂl
so kann die Frequenz auf w < 1010 [sec_1J erhht werden. - Ausser-
dem gelten die folgenden Gleichungen bei der festen Dichte

no = ‘IO15 [bm'j] fiir alle Temperaturen T < 107 [OK]; erhBht man die
Dichte auf 1016 [cm—jj, so kann auch die Temperatur auf T < 108 [OK]
erhht werden.

Unter Vernachl¥ssigung kleiner Terme erh#ilt man aus den Gl.(5.29)
bis (5.33)

G4 L ({R) + (g uf; {jl; (t.R) =0 (5.35)

G LR +<qlf Lk ?o)[@;ff’g*fﬁf | “C;" {»;]=
N AR DA .

¢ L R) + LcJ,,({ﬁo)[@?;% | af; ﬂz+//] }

= ¢ J (kR) + ¢ Y, (kR,) (5.37)

C_;-I (hR.) + @ K(k?,) = %/,,(L)(k&) ='¢ (578}

Cs I/(k&) + G K/(k%) -¢, 1{,@@2’): ""r‘;‘*’(j# (5.39)

C
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als Gleichungssystem flir die Integrationskonstanten. Im einzelnen
ergibt sich

Ot éﬂ'a?k;ef 4[ ({;?) d

; (1-cA) L (k%)= R Y, (kR.) =
[QT%TYP & | LR TER)- LGR)LGR)

C,~ - LT kR, LR §*-

cZ.

, (1=<R) 1.0:R)~ AT, (kR) T
[(2;3359 wy? - *fﬂl #R) L (ER) -5 f—l;q?)l (1R

2t a?TCth? J (4 Lﬁ) (5.42)
Co = ~ -'Z%a;kﬂ—’ : J#H (5.43)
¢, - LLwkk w/er? J H"’?RR) [(A-M)I(k@,)-ﬁﬂ(ie&) (5.44)
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e g o+ L R T GR) L) -

g st 1T () T4 (L)L)

ale
L)

¢ LR TUR) TR+
22 L 4R) LR [ L6y - 10R)]+

e - AT (1 R) LGR) LGR)
*%&L b H({?Jl(m[ (kk)- T (4R,

(5.45)

bedeutet. Ausserdem wurde zur Vereinfachung der L8sungen noch die

Beziehung

J-Yw-Jw Yo%

fr die Wronski-Determinante der Besselfunktionen Jq(x) und Y1(x)

benutzt.

Mit diesen Konstanten sind nun die L8sungen des Gleichungssystems II
vollstdndig bestimmt.




VI. Der Brechungsindex

1, Die elektromagnetische Welle

Die mit den Ergebnissen von K8rper [h] identischen L8sungen (4.6)
und (4.7) des Gleichungssystems I beschreiben eine in radialer
Richtung fortschreitende Welle, Thr Brechungsindex ist durch das
Verhdltnis
R R a3
(4 : =

gegeben, Das ergibt

R (6.1)
s

Dies ist - bis auf den Summanden 1 auf der rechten Seite, der hier
wegen des vernachlissigten Verschiebungsstroms fehlt - die bekannte
Ecclessche Beziehung [12] flr die Ausbreitung transversaler elektro-
magnetischer Planwellen in einem magnetfeldfreien Plasma, Die Strom-
diechte - G1l.(4.10) - ist parallel zum Husseren Magnetfeld gerichtet,
ebenso die Geschwindigkeitskomponenten der Ionen und Elektronen.
Deshalb verschwinden in den Bewegungsgleichungen der Ionen und
Elektronen alle Terme, die xo enthalten. Durch diese Terme unter-
scheidet sich ein Plasma im Magnetfeld von einem magnetfeldfreien
Plasma., Da sich Zylinderwellen stets als Uberlagerung ebener Wellen
auffassen lassen, wird auch die Ubereinstimmung in den Brechzahlen
flir die beiden Wellenarten verstindlich.

2. Das Amplitudenverhdltnis der L8sungen

Die L8sung (4.15) fUr die Azimutalkomponente des elektrischen Feldes
zerfdllt in zwei Teile, fUr die das Verh#8ltnis der Amplituden be-
stimmt werden soll, ’

Aus der vereinfachten Randbedingung (5.35) ergibt sich

{4 Ic. ({1;\)0) {L?f)z
S ELGER) ¢

(;Cnf'-"'"-
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Damit erhilt man - Gl.(%4.15) -

PR = ¢ TR 4= 2%  L4R) L (LR 2
E;R) = 6 L({R)|4 £ Ton senl

Legt man nun die unter (5.34) angenommenen Parameter zugrunde, so

wird nach Gl.(4.14)
f, =~ 1 [cm_1J

3 -1
£, o 107 [em ]

Dann k8nnen die Besselfunktionen flir kleine bzw. grosse Werte ihres
Arguments durch die asymptotischen Entwicklungen approximiert werden:

— -? 4 n
N e 1]
J, &) T X (x —o0)
_&X
X) ¢ —(—5— - X —> o2
I;‘() V?ff— / ( )
Nimmt man den Radius des Plasmas noch zu RO
man eine Abschitzung des zweiten Terms auf der rechten Seite von

~ 1 cm an, so erhilt

Gl.(6.2)
i LR I GR)
et 1, ({R) I, (/%)

d.h. die Amplitude des zweiten Terms in der L8sung (4.15) ftirE:

ist vernachlissigbar klein gegen die des ersten Terms; als LUsung

bleibt im wesentlichen

£t =6 d.07)

(6.3)

3, Die Alfvéensche Welle

Der Brechungsindex der ersten L8sungsfunktion (4.15) ist durch das

/n=-i¢ j 4?=-£

Verh8ltnis

gegeben, d.h. es ist

a CZ Epz + ‘fl‘d?l "‘lb‘l ))-+ lf wez a)z - (UZ _— J&ﬂe*&,‘e (6 Ll')
s* & S ;

= 2 Ve c s?
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Legt man nun die Parameter (5.34) zugrunde, so wird

- (% Sl [ Nergse

und der Argumentfaktor

{i - Vz (V1+3F - 1)

l8sst sich entwickeln:
N
~ ||+ (6.5)
o~/

Damit wird der Brechungsindex

F A

Z &@ 4
~ | A (6.6)
”L JZ{JZ& 4 _'. wﬁtsz
' Rife €°

In dieser Beziehung tritt w nicht mehr auf, d.h. die Welle ist dis-
persionsfrei. Setzt man in diese Gleichung noch die Parameter (5.34)
ein, so erhdlt man flUr den temperaturabhingigen Term

2
(V]
s/ s IS 7 ( 6:79)
1747 0 i 1
so dass im wesentlichen
2
mhimoap (6.8)

JZ( JZ!,

der Brechungsindex ftir Alfvénsche Wellen bleibt. Die Ausbreitungs-
richtung dieser Zylinderwellen ist senkrecht zum axialen Magnetfeld
xu gerichtet. Die Schwingung ist jedoch - wile bereits von LUsT [16]

gezeigt wurde - weder rein transversal noch rein longitudinal. Das
ergibt sich aus dem LBsungssystem II, das flr die elektrische Feld-
stirke und die Geschwindigkeiten der Teilchen sowohl Radial- als

auch Azimutalkomponenten liefert. IMir die Stromdichte existiert da-
gegen nur eine Azimutalkomponente. Die Radialkomponente verschwin-
det wegen der Identitidt der radialen Geschwindigkeiten fUr Elektro-

nen und Ionen.
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Den Einfluss des dichte- und temperaturabhingigen Korrekturterms
(6.7) auf den Brechungsindex (6.6) gibt das Diagramm I. Bel Tempe-
raturen um 10° [OK] wirkt sich dieser Term erst flir Dichten ober-
halb 1019 [cm_jj aus, bel Temperaturen um 107 [OK] fr Dichten
oberhalb 107 [cm—?].

Unterhalb der gestrichelten Linie gilt also der Brechungsindex fUr
Alfvénsche Wellen, in den Bereichen oberhalb davon muss dagegen die
Korrektur (6.7) berlcksichtigt werden.

Ist (im oberen Bereich des Diagramms) sogar

—"’%»4

dann wird der Brechungsindex

peit gl L
4 = E il (6.9)

also eine nur von der Temperatur abhingige Gr8sse.

4, Der Brechungsindex bei der Hybridfrequenz

Setzt man im vollst#ndigen Brechungsindex (6.4) die eingestrahlte
Frequenz m2 gleich der Hybridfrequenz giQe des Plasmas, so bekommt

man die Dispersionsbeziehung
& L W', 7 & a{;e w‘
m -Zwa o + -g;_-) lf AP z 5,_ ({6, 51(0))

Der Verlauf des Brechungsindex als Funktion der eingestrahlten

Frequenz ist im Diagramm II dargestellt fUr die feste Temperatur
T = 10° [OK]. Dabei wird die Dispersionskurve bei verschiedenen
Dichten nicht ver#ndert, sondern flir steigende Dichten nur parallel

zu steigenden Werten flr wg verschoben,

LUst man diese Dispersionsbeziehung nach w2 auf, so erhdlt man
2 2 2.2

ot = e (c*—m*s®) ot
m;_ (-ZCZ'*’R“S?')
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Flr sehr kleine Frequenzen w-— O ergibt das

2
421 S!..

eine Beziehung, die auch im oberen Teil des Diagramms I gilt.

Einen Brechungsindex von der Gr8ssenordnung naﬁm 1 erhdlt man an-
-1

dererselts fUr Frequenzen der Gr8ssenordnung e 1026 [sec J. Das

bedeutet, wenn w2 = Qige gesetzt wird, Magnetfeldstirken von der

Gr8ssenordnung 107[F] ,

5. Der thermische Anteil der L8sung

Mit der bereits verwendeten Abschitzung

M* > N
erhdlt man flr den Argumentfaktor f2 der zweiten L8sungsfunktion
von Gl.(4%.15)

b= VAT )~ Jir e

Der Brechungsindex wird in diesem Falle
e M 2 , ™
m = F ((UP +dZ.JZ,,? (6512

Wieder wurde w2 gegen Qige vernachldssigt, In dieser Gleichung ist
wegen der Annahmen (5,34)

2
wrl = JZ.'JZe g_a

s0 dass im wesentlichen

m: - Lidle  <f (6.14)
wk 182

als Brechungsindex bleibt. Dieser Anteil der L8sung ist also nicht

dispersionsfrei und h#ngt vom Druck bzw, von der Temperatur des

Plasmas ab. Unter den Voraussetzungen (5.34) ist dieser Brechungs-

index um einen Faktor 106 gr&sser als der Brechungsindex (6.8) der

Alfvenschen Welle,
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VII, Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden die durch eine Hussere Strom-
schicht angeregten Schwingungen eines unendlich langen Plasmazy-
linders untersucht, der sich in einem homogenen axialen Magnetfeld
befindet. Der Plasmazylinder und das Magnetfeld werden als stationdr
angesehen; die von der Stromschicht radial nach innen laufenden
elektromagnetischen Wellen werden als St8rungen kleiner Amplitude
dem stationfren Zustand Uberlagert. Die linearisierten Gleichungen
des Zweifllssigkeitsmodells der Magnetohydrodynamik ftihren auf zwel
Besselsche Differentialgleichungen, durch die die beiden m¥glichen

Schwingungstypen des Plasmas bestimmt werden.

Die L¥sung der Besselschen Differentialgleichung zweiter Ordnung
liefert den fitr die Ausbreitung transversaler, elektromagnetischer
Wellen in einem magnetfeldfreien Plasma massgeblichen Ecclesschen

Brechungsindex.

Die zweite Besselsche Differentialgleichung ist von vierter Ordnung.
Das wird durch die BerUcksichtigung der Druckterme in den Bewegungs-
gleichungen der Plasmakomponenten bedingt, ohne die sich eine Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung ergibe. - Die L¥sung dieser Diffe-
rentialgleichung ergibt im wesentlichen den Brechungsindex fUr

Alfvénsche Wellen mit einem temperaturabhingigen Korrekturglied.

Im Gegensatz zum rein transversalen Charakter des ersten Schwingungs-
typs ist der zweite weder rein ftransversaler noch rein longitudinaler
Art.

Die L¥sungen in den Ubrigen Raumbereichen der Anordnung ergeben sich

unmittelbar aus den Maxwellschen Gleichungen.

Die Randbedingungen, Uber die die L8sungen in den einzelnen Raumbe-
reichen aneinander anzuschliessen sind, werden nach einer von Stix
angegebenen Methode der Integration Uber die Randfl8chen bestimmt.
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Danach wird die Oberfl#ichenladung des stationdren Plasmas durch die
Radialkomponente des elektrischen Feldes im Vakuum bestimmt. Ausser-
dem wird dem stationfren elektrischen Feld des Vakuums im wesent-
lichen durch den stationfren Ionendruck des Plasmas das Gleichgewicht
gehalten, wHhrend der stationfre Elektronendruck das Gleichgewicht
zwischen den stationsren Magnetfeldern des Plasmas und des Vakuums
bedingt.

Das elektrische Feld der StBrung besitzt eine stetige Axialkomponente,
die azimutale Komponente ist dagegen unstetig. Als weitere Randbe-
dingung des gest8rten Systems ergibt sich ein verschwindender Ionen-

druck am Rande des Plasmazylinders,

Beim Durchgang durch die anregende Stromschicht ergibt sich die
Stetigkeit der Feldkomponenten By, Ee, Ez’ wdhrend die axiale Magnet-
feldkomponente BZ eine Unstetigkeit von der Gr8sse des anregenden

Stroms aufweist.

Mit Hilfe dieser Randbedingungen lassen sich die Integrationskon-
stanten der verschiedenen L8sungen als Funktionen der stationdren
Parameter berechnen, Damit sind die L8sungen in den einzelnen Raum-

bereichen eindeutig bestimmt.
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