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ABSTRACT:

A method of calculating the propagation of rotational symmetric
waves 1n a hot, circularly cylindrical plasma with a weakly 1in-
homogeneous magnetic field is described. The frequency w of

the waves 1s not subject to any essential restrictions. Cyclotron
waves, 1n particular, are thus taken into account as well.
Attention 1n experiments 1s concentrated on rotational symmetric
waves. In addition, 1t is shown that there is a simple theoretical
reason for this restriction to the rotational symmetric case.
From a model given by STIXT) for the cyclotron damping one is
first led to believe that the damping depends "essentially on

the strength of the inhomogeneity. This problem is discussed

and 1t 1s shown that in a weakly inhomogeneous magnetic field

the cyclotron damping is independent of the strength of the in-
homogeneity. It 1s therefore possible to replace the weakly
inhomogeneous magnetic field in the usual way with a partially
homogeneous field. The Vlasov equation is taken as a basis to
calculate the dielectric tensor and the pressure tensor for
rotational symmetric waves in a homogeneous plasma with a homo-
geneous magnetlic field. The components of the tensors can be
expanded in powers of the gyroradii. Known boundary conditions

at a circularly cylindrical plasma-vacuum interface are used.
These govern the wave field in lowest order in the gyroradii.

The dispersion relation thus obtained is the condition for the
vanishing of a 5 x 5 determinant. In general it can only be solved
numerically. Restrictions on the frequency are subsequently
introduced in order to reproduce known resultsj).
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EINLEITUNG

Zu den effektivsten Méglichkeiten, die Energie einer hochfre-
quenten elektromagnetischen Welle in Wédrmeenergie eines vor-
liegenden Plasmas liberzufilhren, gehdren - bei hdheren Plasma-
temperaturen - die Prozesse der stoRfreien Absorption. Unter
ihnen wird die Zyklotronheizung™ am h¥ufigsten experimentell
verwirklicht. Abb. 1 stellt schematisch die experimentelle
Anordnung dar: in einem kreiszylindrischen Gef4R befindet
sich ein Plasma in einem inhomogenen Magnetfeld B,. Im Plasma
wird an einem oder auch beiden Enden des Rohres eine elektro-
magnetische Welle erregt, deren Frequenz w kleiner ist als
die lokale Gyrationsfrequenz § der zu heizenden Teilchen-
sorte am Anregungsort der Welle. Die Welle pflanzt sich lings
der Zylinderachse fort in Richtung auf die Mitte des Rohres
zu und erreicht eine "Resonanzfliche", die die Zylinderachse
bei Zp bzw. Zp schneidet und auf der die lokale Gyrations-
frequenz mit der Wellenfrequenz Ubereinstimmt.
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Je mehr sich die Welle der Resonanzfllche nihert, desto mehr
wird ihre Energie absorbiert, denn an einer Stelle z nehmen
solche Teilchen aus der Welle Energie auf, fiir die die Wellen-
frequenz durch die thermische Geschwindigkeit v, 1l#ngs Eo

so Doppler-verschoben ist, daB sie mit der lokalen Gyrations-
frequenz ilbereinstimmt. Flir diese "Resonanzteilchen" gilt also

Q)= w —ky,

An der Resonanzstelle selbst wird die Welle, sowelt sie nicht
vorher absorbiert wurde, reflektiert, denn im Bereich z, <z
<Zp ist die Welle "cut off".

Die vorliegende Arbeit beschliftigt sich mit der Berechnung
des Feldes der Zyklotronwelle. Falls keine Absorption vorliegt,
z.B. 1m kalten Plasma, und falls die Inhomogenitit des Magnet-
feldes_ﬁo hinreichend schwach ist, ist es gel#ufig, den Di-
elektrizit&tstensor an einer Stelle z zu berechnen, indem man
das inhomogene Magnetfeld durch ein homogenes gleicher Feld-
stdrke ersetzt. Falls aber Absorption vorliegt, ist es nicht
von vornherein klar, ob und ggf. wie die Absorption von der
Stédrke der Inhomogenit&t abh&ngt. Man vermutet zun#chst, daB
die Energieabsorption umso schwécher ist je stdrker die In-
homogenitét des Magnetfeldes 1st; denn das einzelne Teilchen
spuirt Resonanz fir umso kilrzere Zelt, je stirker die Inhomo-
genitdt ist. In Kap. I wird dieses Resonanzteilchenmodell
fir die Zyklotrondimpfung ausfihrlich diskutiert und gezeigt:
fir ein schwach inhomogenes Magnetfeld h#ngt die pro Volumen-
und Zelteinheit absorbierte Energie nicht von der Stirke der
Inhomogenitdt ab, weil die Zahl der Teilchen, die pro Zeit-
und Volumeneinhelt Resonanz spiliren umso gréfer ist, je stérker
die Inhomogenitit ist.

Damit ist es dann gerechtfertigt, sich in Kap. II auf ein
homogenes Magnetfeld zu beschrinken. Kap. II beschiftigt sich

+

) Die Bezeichnungsweise "Zyklotronheizung" wird verwendet,
veil sie sehr gebriuchlich ist, obwohl man besser von
"Gyroresonanzheizung" sprechen sollte.




mit der Herleitung einer Dispersionsgleichung fiir axialsymmetri-
sche Wellen im heifen Plasma unter Beriicksichtigung der Rand-
bedingungen auf einer kreiszylindrischen Grenzfl&che. In Xlteren
Arbeiten 1,2,3)
rilcksichtigung radialer Randbedingungen hergeleitet, allerdings
unter Voraussetzungen, die fiir die Zyklotronwellen nicht er-
f411t sind. Die Autoren 1)
Plasmas, 2) 18Rt kelne Wellenausbreitung lings der Zylinderachse
zu, wdhrend die in 3) gegebene Theorie nur Giltigkeit besitzt
fir Frequenzen, die klein sind gegen Plasma- und Gyrationsfre-
quenz aller Tellchensorten des Plasmas. Dagegen wird in Kap. II

wurden bereits Dispersionsbeziehungen unter Be-

machen die Annahme eines kalten

nur dle Forderung hinreichend kleiner Gyroradien erhoben,
wdhrend der Bereich der zulissigen Frequenzen nur durch die
Verwendung der stoRfreien Boltzmanngleichung eingeschrinkt wird.
Die Theorie in II. gilt also nicht nur fir Zyklotronwellen.

Bisher beschrinkte man sich darauf (siehe M)), die experi-
mentellen Ergebnisse zu vergleichen mit der filr ebene Wellen
im unendlich ausgedehnten Plasma giltigen Theorie. In 5) wurde
am Belspiel der Elektronenzyklotronwelle im kalten Plasma gezeligt,
daR die Beriicksichtigung der radialen Randbedingungen eine we-
sentliche Anderung des Wellenfeldes bringen kann gegeniiber dem
Feld der entsprechenden ebenen Welle. Neuerdings wird auch die
Moglichkeit der Plasmaaufheizung bei der ersten Harmonischen
der Ionengyrofrequenz diskutiert 6). Alle Effekte bel den Har-
monischen der Gyrofrequenzen spielen aber nur eine Rolle fiir
eine Welle, die sich nicht exakt parallel zum angelegten Magnet-
feld fortpflanzt. Man muf also die radialen Randbedingungen be-
riicksichtigen. Die in II. angegebene Theorie liefert eine Még-
lichkeit dazu.
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I. Zyklotronddmpfung im inhomogenen Magnetfeld

Problemstellung und Ergebnis

Das Phdnomen der Zyklotronheizung wird fiir das homogene Plasma
im homogenen Magnetfeld ausgehend von der Wlassow-Gleichung von
STIX ) ausfihrlich behandelt. Er gibt auch ein Modell fiir die
Zyklotronabsorption an, das im Folgenden auf den Fall des inho-
mogenen Magnetfeldes erweitert wird: Es wird die Energile P
berechnet, dle die Resonanzteilchen pro Zeit- und Volumenein-

helt aus einer gegebenen elektromagnetischen Welle
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aufnehmen, wenn die z-Achse dle Richtung des angelegten Magnet-
feldes Eo hat; k und w seien reell und die Inhomogenit#t von
go sel so schwach, daR k als konstant betrachtet werden kann
ber den rdumlichen Bereich von z bis z+dR, in dem das einzelne
Resonanzteilchen Energie aus der Welle aufnimmt. Das bedeutet
gerade: Im Falle fehlender Absorption kann man die Dispersions-
gleichung berechnen, indem man das Inhomogene Magnetfeld er-
setzt durch ein stilckweise homogenes. Dafiir ist Jjedenfalls eine
notwendige Bedingung

lk-n|>» 1

wobel L:= hﬁﬁkﬂ.ldie charakteristische Linge der Inhomogenitit
ist. Uber die Dicke dp der Resonanzschicht werden keine An-
nahmen gemacht, vielmehr ergibt sie sich aus der Rechnung als
klein gegen L; dR und damit die Kohdrenzzeit T = dR/v" sind
durch die Effekte begrenzt, die mit der Zeit zur Verletzung der

Resonanzbedingungfl:uJ- k-v, flihren, wenn diese zum Zeitpunkt
t=0 erfiillt war. Dafilr sind vier Ursachen verantwortlich:




(3)

i.) Zeitliche Anderung von v, durch StéBfe
ii.) Zeitliche Anderung von v, durch die Lorentzkraft v, x B
ii1i.) Zeitliche AEnderung von v, durch die Spiegelkraft in Eo
iv.) Anderung von$2 1lings der Teilchenbahn
Widre nicht k=const. gefordert worden, so mifte ézk natirlich eine
zu iv.) analoge Ursache darstellen. Aber selbst wenn lk/szlMIJ
ist, wird sich diese Ursache gegeniiber iv.) sehr gering auswir-
ken, da f2~w 1ist. 1iv.) bedeutet: Das einzelne Resonanzteilchen
nimmt pro Resonanzdurchgang umso weniger Energie auf, je stirker
die Inhomogenitét des Magnetfeldes ist. Fir hinreichend hohe
Plasmatemperaturen wird man den EinfluR der St&Re vernachlissigen
kdnnen. Es wird sich spdter ergeben, daR jedenfalls fiir Ionen-
zyklotronwellen unter den {iblichen experimentellen Bedingungen
immer, fir Elektronenzyklotronwellen flir nicht zu grofe Wellen-
amplitude die Ursache iv.) bestimmend fiir die Koh#renzzeit ist.
In diesem Kapitel I. wird gezeigt: Die im inhomogenen Magnetfeld

absorbierte Energie P i1st dennoch unabh&ngig von der Sté&rke

inh.
der Inhomogenit#dt und stimmt Uberein mit der im homogenen

Magnetfeld absorbierten Energie P Das liegt daran, daR zwar

h.
das einzelne Resonanztelilchen bel stlrkerer Inhomogenitit we-
niger Energie aufnimmt, dafilir aber pro Zeiteinheit umso mehr

Teilchen in Resonanz geraten.

Berechnet man die absorblerte Energie nicht aus dem im
ndchsten Abschnitt ausfiihrlicher beschriebenen Modell, sondern -,
was zundchst nur flr das homogene Magnetfeld mdglich ist, -
mit Hilfe des aus der mikroskopischen Theorie folgenden Di-
elektrizititstensors £ , so 1st

Die Frage nach der Ubereinstimmung von Ph mit Pinh bedeutet
dann also, nach der Gleichheit der antihermiteschen Anteile von
£, und &, zu fragen. Nun stellen - fir den Fall einer

skalaren Dielektrizititskonstantene¢ - die KRAMERS-KRONIG-Re-



lationen 8)

elnen Zusammenhang zwischen dem Imagin&rteil und
dem Realteil von ¢ her, der sich auf jedes Element von £
libertragen 1&Rt: Falls ¢g(w)> holomorph ist fiir Imw > 0O und
falls 1im Je(w)dw = 0 (Hk ist ein Halbkreisbogen in der
oberen Halbebene mit dem Ursprung als Mittelpunkt und dem

Radius R), dann sind Re ¢ und Im ¢ Hilbert-Transformierte von-

einander:
+eo
(4a) Reé(w) = _1_’]3]__1‘@_8_&9'_1 de'
. - w
iv) Im (W) =~ ‘—' 'P] pﬁ&“*” ol o
W - w

Unter der Annahme, daB® nicht nur éh sondern auch ¢;,, die
Voraussetzungen der KRAMERS-KRONIG-Relationen erfﬁlif, ist es
klar, dag Ph = Pinh gilt, wenn man die Gleichheit des Wellen-
feldes in beliden Féllen fordert. Falls man umgekehrt zeigt,
daR unter der Voraussetzung (k-L| » 1 P, = Py, 1st, damn
folgt aus den K.-K.-Relationen: | k'L|>» 1 ist nicht nur eine
notwendige, sondern auch eine hinreichende Bedingung fir

éh = %iﬂm . Nun wird im Folgenden (unter der Voraussetzung
k/ 2kleL ) P, = P, , nur nachgewiesen fiir den Fall der Zyk-
lotronddmpfung, also wa ; wenn man aber die plausible An-
nahme macht, daf die Intervalle der reellen w -Achse, fiir die
Img 45 O 1ist, hinreichend weit voneinander entfernt sind, dann
kann man (l4a) fir den Bereich w=x~§2 getrennt benutzen, da die
anderen Bereiche mit Im ¢ ¥ O einen verschwindenden Beltrag
zum Integral liefern. Unter diesen zusitzlichen Annahmen folgt
also aus der im Folgenden bewiesenen Identitit von Ph und Pi h,
daB |k L|> 1 hinreichend ist fiir En =E.n . Das ist aber nur
ein Nebenergebnis dieses Kapitels, dessen Hauptanliegen es
ist, die auf dem Resonanzteilchenmodell basierende Vermutung,
daf die Absorption mit wachsender Inhomogenitédt abnimmt, in

diesem Modell zu widerlegen.




a.) Das Modell fiir die Zyklotrondimpfung

Zundchst werden die Bewegungsglelichungen fiir ein Resonanzteil-

chen im inhomogenen station#ren Magnetfeld mit iliberlagerter, trans-
versaler Welle (1), (1'), geldst. Es sei also E, = 0; fir das
Magnetfeld der Welle folgt dann aus einer der Maxwellschen
Gleichungen:

g

“E

iP

g

Das stationdre Magnetfeld go mge in kartesischen Koordinaten
(x,y,2z) die Komponenten haben: ( By, -x ; By Bt = pe2) )
Um Fallunterscheidungen zu sparen, beschrinken wir uns auf eine
Welle, die (Abb.1) im Bereich z<zp auf die Resonanzstelle zu
lduft. Es ist also:

(5) ¥>0 5 k20
Fir y gilt:

(6) %] =1kLl»1

Sei q der Betrag, d das Vorzeichen der Ladung des betrachteten
Teilchens, m seine Masse, dann lauten die Bewegungsgleichungen:

(7a) $% = L% (E + L3 (1-y2) - BB opy - & ke § )

() fe= 3% (E - En(-pa) + rmex — 242 E)
L 30 ~r o~

(o) g = £ ( Py (wy —vx) v £ (Eow+ Epy))

Spaltet man das Wellenfeld auf in zwel rotierende Komponenten,
so nimmt das Resonanzteilchen nur Energie auf aus dem in seinem
elgenen Gyrationssinn rotierenden Anteil. Deshalb wird von vorn-
herein eine in diesem Sinn zirkular polarisierte Welle angenom-
men. Der Amplitudenvektor E habe also die Komponenten:

E= = E,=-——«4d



e B =

E sei rell. Stellt man die in der x-y-Ebene liegenden Anteile
aller Vektoren durch komplexe Zahlen dar

<>

._—_V‘ + (..JVV

?":X + LJy

so ergeben die Gleichungen (7a) und (7b) zusammen die Gleichung:

A

fell) & "
- dY - A1-ke)e™ - LQUIY - Qg F

Mit $
Vo=V, A:= &+ E ; ‘f{t)‘-= k-z(t) — wt
Q= Q,(1 —yzt) , Q= P
Und aus (7c) folgt:

Ay Lplt)
(8b) j? = Re[—LC‘?-Qo-K/z + K AV e’ _}

Durch die Transformation

4

(9 ¥ = sop(-%[Quyd
c
geht (8a) unter Benutzung von

d8) O

e

Uber in:

FA b 3 3
(10) ﬁi— + (-—532—“-’-) s = A1 - ‘;“‘-)up{cq(t) x —,‘L;JQ(t')olt' )

Gleichung (10) wird in der WKB-Niherung geldst. Dazu mup die
Bedingung

11) IQ‘Zj_%I < 1



erfiillt sein. (11) ist fiir ein Resonanzteilchen immer erfiillt.

Denn aus der Resonanzbedingung

(12) Q: w — kv, |

folprt

(13) | | < 1

und es 1ist:

Q

YL de

S

e
12
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k

i e J

In der WKB-liiherung hat (10) die Lisung
'%.- 1 - : t i I E F 1
= (Q() 2 {L(__(t)exp)*l‘jg(f)clt} — LC*(t)ap{%JQ(t)c;t]j
= ¢

Cl) = Y 5 le, (2 Q(t‘))-%em{(\r(t‘}+LJQ(E') dt' | dt

(W) I

; 4
= AV~ )2 Q) e ey df

mit den Anfangsbedingungen:

A NI _='\ . Lk, “ = . ~ L A
vit=0) =v, =:v e cox(t=0) =7, = o Ve

(=00 =Q, dh: z(t=0) =0, ¢(t=0)=0

Es ist:

<>
[

d __(

v o=

o

4

~
58
ol

k
Lo §Qms)ud—iﬁﬁﬁﬁj

Darcsus folgt:

t
\;z(\;a (Q(i%eu)‘z it A\’Y{t))-dx}a{viJ,Q_.(t')L{t’J

(14)
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(e (Q(t))ﬂ'(l - B op - plt) +0JQ(U')AL"HE

Damit 1ist die Ldsung von (8a) gegeben, wenn man v, als Funktion
der Zeit kennt. v,(t) wird in eine Taylor-Reihe um t=0 ent-
wickelt

69w =V Wt Ve 2u

£=0
Aus (8b) ergibt sich:
) Y = 8/2 Ve 4 k/(‘J AV, -cosd,

Das erste Glied der rechten Seite wird durch die Spiegelkraft
verursacht und ist unabhlingig von der Anfangsphase o, . Das
zwelte rihrt her vom Glied v x E und héngt ab von der Anfangs-
phase.

b.) Die Energieaufnahme eines Resonanzteilchens

Es waren die Anfangsbedingungen gestellt worden:

v, (t=0) =\, ;  z(t=0) =0

Das betrachtete Teilchen hat Resonanz zum Zeitpunkt t=0, wenn
gilt

kV, = w - Q.

Vo ist also negativ. Nach (16) ist dann:

z=Wt a3 £ =

Q) = @:(1— y2(8) = Q- (1 - yMt-ygaVEr.)

Und fiir das Argument der Exponentialfunktion in (15) erh#lt man:

(18 N A 2 t
By s QN = e — pavQ,

.
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(19) mit 2
! W I Vo i ok S
Q=0+Q ,-Q=<‘l'/z(k_2"‘ *"WQO);Q‘Z.WAV‘“M““
Bel der Auswertung des Integrals (15) werden nun zwei Vernach-
ldssigungen gem?cht. (15) wird spiter benutzt fiir Zeiten von
einigen T:={Q\' * . Man wird in (18) das Glied dritter Ordnung
in t' vernachlédssigen diirfen, falls

(20) Q] >>ly-9kv'52°"-z-\

ist. AuRerdem wird in (15)

gesetzt. Dazu ist notwendig

(21) Ik_ge:\_le« %
Das Bestehen der Ungleichungen (20) und (21) wird im Anhang 1
nachgewiesen. Ungleichung (20) ist nur erfiillbar, wenn f:=|z - zﬁ
4 Kd' ist. Die Rechnungen gelten also nur bls zur Stelle z
(Abb.1), die um eine Wellenlinge von Zp entfernt 1st. Das ist
keine zusdtzliche Einschrinkung, da die Voraussetzungen des
Modells - insbesondere |k/2:klZ L - in der unmittelbaren

N&he der Resonanzstelle 2z, sowieso nicht erfiillt sind. AuBer-

dem soll die in Kap. II eitwickelte Methode nur dazu dienen,
das von der Resonanzstelle gemessene Wellenfeld mit einem be-
rechneten zu vergleichen und die Frage zu beantworten, wieviel
der vom Sender gelieferten Wellenenergie die Resonanzstelle er-

reicht.

Mit den durch (20) und (21) gerechtfertigten Vernachlissi-
gungen ergibt das Integral (15):

(22) Y(t) = %—"-(Q(UJ%J(Q(F»‘%HP {it‘zQ] dt

bin)| "

QU N\
:‘(Rtto)) |
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Mit O < to < £ und

t
(23) d(t) = %jexp[if.lz@jd{'

Q' ist stets positiv, wihrend Q'' beide Vorzeichen annimmt. Es
wird die Annahme gemacht:

(24) Q > 1Q")

Das bedeutet gerade, daB die Koh#renzzeit durch die Inhomogenitét

-4
des stationdren Magnetfeldes B  bestimmt ist. Durch |z - z |l = k
ist ein minimales 1v,| gegeben: Iv"hmf ) il | K . Fir \v,\ Z1vyl,,..

und fir alle v,, ist (24) erfillt, wenn gilt

5

3 k =

(25) Y a2 2w A
Filhrt man den Brechungsindex n := kc/w ein, so hat man noch

zu berilicksichtigen, daR die Amplitude E der VWelle kleiner wird,
wenn die Welle sich in eine Richtung fortpflanzt, in der n an-
wdchst. Denn ohne Absorption muR der Betrag S des Poynting-
vektors, gemittelt lilber eine Wellenperiode, erhalten bleiben:

- = 2
‘S S ler 'V\'E
Ev sel die Vakuumamplitude der Welle, dann ist E* = nt E: und

mit we 2, folgt aus (25):
(26) ¥3 » A n B, Et
Wenn BO in G und EV in V/em angegeben werden, ist:
A = (%) (360°&)"

4

Ng=111" A= 56-10"

)
Bei vorgegebenem y bedeutet (26) eine Einschrinkung fir die
Wellenamplitude. Fir Ionenzyklotronwellen ist im Experiment



~ 10> G und n* =~ 10. Dann verlangt (26)

2 14
x,-g 10 cm 5 B
E, < 10% V/cm. Die Ubliche Gr&Benordnung der Feldamplitude ist
10* V/cm. Filir Ionenzyklotronwellen bestimmt also unter den iib-
lichen experimentellen Bedingungen tatsichlich immer die Feld-
inhomogenitédt die Koh&érenzzeit, wdhrend filr Elektronenzyklotron-
wellen (26) eine echte Einschrinkung bedeutet.

Wegen (24) ist @ > 0 und

((Qﬁ'!‘-’-
3lt) = i

(‘-Q)%je dx = ¢t -‘%—‘-’—Q‘%e F(Q te

Darin ist F das komplexe Fehlerintegral
4.‘1} A 4.{ (S.J‘)‘F%} 2
F(z) = F(ge =]F(3,J‘)|e & =: | &° dx

Abblildung 2 gibt den Verlauf der Funktion IF(Qii,Eh)\a wieder.
Die Kurve wurde nach der Tabelle 9) berechnet.

UE°

4

/\\//\\//\\/\ ;

o

L] T T

!
2 3 V. dg!
Abb. 2
hF* nimmt asymptotisch den Wert ™/4 an, und A geht ebenfalls
gegen /4, so dap ¢ fir t>» T:= Q—% den Wert annimmt

(27) b= ($ 1 = ¢ 2 [T g

o



(28)

(29)

(30)
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$. hingt iber © noch von V_, v,, und <, ab.

Fiir die Energie der transversalen Bewegung eines Resonanz-
teilchens mit den Anfangswerten V_, v,, und « folgt aus (14),
(15) und (22):

W= 2oy j x= (L= B)
= ML () 2 &_ £2(4) A.
W= G+ SRR g 20 All2en]

Der erste Term auf der rechten Seite von (28) liefert zun#chst

den richtigen Anfangswert. Der Faktorig(gfzg beschreibt den Uber-

gang von Energie der Lingsbewegung in solche der Querbewegung.

Das bedeutet also keinen Energiegewinn. Die gleiche Bedeutung
Q¢ S iy 0\ 3

haben die Faktoren /Q(t) bzw. (Q2,:§2(t.))" . Sile werden

bel der Angabe des Energlegewinns JM/ des Tellchens daher weg-

gelassen.

W= 2 AR + 2Av, [BB)] cos (s ~8(8) ]

Wenn t sehr klein ist gegenliber elner charakteristischen Zeit tC
fiir die Dauer eilnes Durchlaufs des Teilchens durch das Spiegel-
feld, dann wird man fir |$] und 3 in (29) die durch (27)
gegebenen asymptotischen Grenzwerte benutzen diirfen. Als cha-
rakteristische Zeit wird gew&hlt:

|

Vo
Da das magnetische Moment der Teilchen w&hrend der Wechselwirkung
mit der Welle nicht erhalten bleibt, ist eine genauere Bestim-
mung von tc nicht méglich. tc hat aber jedenfalls qualitativ

die richtige Abh&ngigkeit von L und VO. Mit der Ungleichung (13)
und mit (24) folgt dann:

L
(fV"* z%\ﬂ) Ml 12" << 4

-ul-‘

b3
t




(31)

c.)

Die Dicke dP:=iVO-cl der Schicht, in der das Resonanzteilchen
Energie aufnimmt, ist also diinn gegenilber L. Das rechtfertigt
die Annahme eines "Resonanzzonenmodells", wie es 4hnlich be-

10)

reits in benutzt wurde: In einer schmalen Zone um seine

individuelle Resonanzstelle nimmt jedes Teilchen die Energie

o= 2 A1 v A, 14 s (ko — %)

auf; auBerhalb dieser Resonanzzone bleiben Energie und Bahn
des Teilchens im zeitlichen Mittel vom Wellenfeld unbeeinfluft.

Die absorbierte Energie

Die absorbierte Energie P ist die von den Resonanzteilchen pro
Zelt- und Volumeneinheit aufgenommene Wellenenergie. Es wird
eine rdumliche Schicht § von z = O bis z = dz betrachtet. In
der Zeit von t = O bis t = dt befinden sich in L Teilchen
verschiedener Geschwindigkeiten, zur Energieaufnahme in L
wdhrend des betrachteten Zeitintervalles werden aber nur die
Teilchen beitragen, die zu irgendeinem Zeitpunkt wihrend dt
an irgendeiner Stelle in L Resonanz spiren. Die Resonanzbe-
dingung h&ngt von v,, und von «, nicht ab; daher werden solche
Teilchen betrachtet, die fiir t = 0 alle dasselbe V,, und &,
haben, aber verschiedenes v, (t=0) = Vg Mit v,=V, SZ(Z’O)=Q.
1st die Resonanzbedingung (12) fiir t = O an der Stelle z = O
erfillt. Aus einem wie grofen Geschwindigkeitsintervall dv
um v, o = V, stammen die Teilchen, die wihrend dt irgendwo in
Resonanz spiiren?

Da sowohl dz als auch dt beliebig klein sind, braucht man
offenbar nur solche Teilchen in Betracht zu ziehen, fur dle
z(t=0) = O ist. Fiir sie ist z(t) = v, t + ... . Damit die Re-
sonanzbedingung zum Zeitpunkt t an der Stelle z erfiillt ist,
mu

Q(Z) = w — k-V“(V"“t)
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mit t = z/v,, + ... eine Identit#t in z sein. Es muB also
gelten:

(QQ—) dr = el 2] dv— k‘(g?)m ($5).4

92z /7., Yio A, =V, _—
E=0 Yo=Y Yo=Y,
Mit
PR _ Qv 4 . OV, __ . Ot -1
2z - 48 o L) g =V =

folgt daraus

520 dvy = () (kY + p WIQ ) de = 2(k1w)) @ da

(33)

Die Teilchen, fir die v, (t=0) = v, wund «(t=0) =%, ist und die
wihrend dt in ¥ Resonanz spliren, haben also fiir t = 0 eine Pa-
rallelgeschwindigkeit v, , die zwischen V, wund V. + av,,
liegt. Sei f, die Verteilungsfunktion der Teilchen im Geschwin-
digkeltsraum zur Zeit t = 0. Es wird angenommen, daR f, nicht
von <, abhlngt. Das 1ist a priori nur richtig, wenn die Teilchen
zum Zeitpunkt t = O zum ersten Male Resonanz spliren. Denn die
Wechselwirkung mit der Welle wird im allgemeinen eine Aniso-
trople lber die Quergeschwindigkeit verursachen. Im Abschnitt d.)
wird aber gezeigt, daBf diese Anisotropie wieder verschmiert ist
nach einer Reflektion am Spiegel - Jedenfalls im Mittel {iber

die Teilchen, die in X Resonanz splren. Dann ist auch fiir einen
spdteren Resonanzdurchgang die Annahme ZL};EO gerechtfertigt.
Aus dem Element [M,M+'dwo},{mw,h.rclyL,}' Jao, %.velae I passieren
wdhrend dt die Ebene z = 0 pro Flicheneinheit

dN = 1V,| 'NQ‘TL(VD,VNJ -V, dv, da, oy

Teilchen. Zusammen mit (32) folgt daraus: Die Zahl JNR der Teil-
chen, die pro Raum- und Zeiteinheit an der Stelle z = 0 Re-
sonanz spliren, ist:

dE

hg

cha == ZVQ 'Nc. rﬂl(VU,\’;o‘).Vla 'CIV""CI"““



Da jedes Teilchen bei einem Resonanzdurcheang die Energie (31)

aufnimmt, ist die absorbilerte Energie:

Ar o

- JJJW '219—"N° Uv“\"v)"“mdm da,
0 o
Sel jetzt R
fue v =g o ;2 Jhoy dy =1

Der Mittelwert einer stetigen Funktion G(v, ) seil gegeben durch:

(GZ t= Zr J‘G h, v, dv

Dann ist
S 4

(31) P = )Eg( feme 1+ b) 5 T = S=3l

il

mit

o e w ‘
(35 e ( S A E-—') J]Q?vh 2 cos (ol - "'Q,)-Inu-v“ OJVL“-c!o(,.

w

4 P
Da Q'» @ , ist Q' =@t + L@ 2. ¢
Q' ist nach (19) unabhingig von Ay Q”==EZ“;A-mgomua . Damit
folgt:
(36) w KL o3 ‘z A
b= ki w7 ((2@ 2

b hdngt Uber Q' noch von y ab. Die eingangs aufgestellte Be-
hauptung, daf P unabhingig von ¥ 1st, 1st also nur richtig,
wenn noch b <K 1 nachgewiesen wird. Das scheint zunichst un-

méglich, da b—« fiir y — 0 ; aber der Grenziibergang y— 0 ist
an dieser Stelle nicht mehr mdglich, da durch die Forderung

(24), @ »1Q"], ein minimales y Dbereits vorgegeben ist. Mit
Q' nach (19) ist:

= 3’\1/9 'Td%<x&(k- >~ + .Q,-\vl.o\) -vj > iz

~)

ls
L )
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Es ist 1V,12 W k., =8“/2 | sei %X eine reelle Zahl z 1, dann

ist:
A - 2 2 -11- 3 2 L2
b=w (&% L2 _ wy* _ke __  w)
2w 52y © 2 -LLwr F A °
Und mit O £/§z<‘1_ wx [ , n = ke/wo und [ : = g/2mec ist
- - 3 A 2 _% =% S.B :f:"_-
bx(x® +« [ & B o . = =
(37) (2* + I ; ) T T - R

-

= . 1 -3 & -
mit T =0y, <V, > « Es ist T, =~ 8.p c?y-Er.,L,, [ =30 cgi ~Eb,
Fir die Iconenzyklotronwellen sind typische experimentelle
Z -1

Werte: wn = 10 ¥ = 1077 em B, = ™ & . b wird maximal

i )

fir A = 0 und x"= 1; daraus folgt
-1 T
b<m*§ E/mcz

._7 —
Da T /me* » 5. 10 fir T, = 1 keV, ist b,, << 1. Dagegen
kann fir Elektronen dieses maximale b grdfer als 1 werden,

wenn T, hinreichend grof ist. Man miiRte die Rechnung rela-
tivistisch durchfihren, um den tatsichlichen Einfluf dieses

Effektes abzuschiitzen. Fiir Ionenzyklotronwellen gilt aber

jedenfalls:
: 52 )y\* N .Q(Z)——w
8 . Il ____(_Z._) . E -
R 1= = g7 ( = c?“( k )

P ist also unabhingig von Yo obwohl die Kohlérenzzeit durch die
Inhomogenit&t des Magnetfeldes begrenzt wird.

d.) Die Verschmierung der Verteilungsfunktion

Bei der Berechnung der absorbierten Energie P (34) war ange-
nommen worden, daR dle Teilchen, die mit einem bestimmten Vo

und v, in die Resonanzzone eintreten, liber die Phase «., gleich-
verteilt sind. Alle GrdRen beim Eintritt in die Resonanzzone
selen wie zuvor mit dem Index o bezeichnet. HNun seien die Teil-
chen aber bereits vorher einmal durch die Resonanzzone Rs ge-
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gangen. Dle Grodfen bel diesem voran gehenden Austritt aus Rs

bekommen den Index -1. Da die Re-

( sonanz von der Richtung der thermi-

‘————> schen Geschwlindigkeit der Teilchen
l&ngs Eo abhingt, erreichen die

Teilchen erst nach zweimaliger

Sp Rs Sp! Reflektion am Spiegel (Sp) wieder
die Resonanzzone (Situation o). f_, sel anisotrop. Da man die

Dicke der Resonanzschicht vernachléssigen kann, ist - wegen

der Erhaltung von Energie und magnetischem Moment auferhalb
Rs. =-:

(39) Vo= Voo Vio = V,

Aber es ist im allgemeinen

D<-l0:= D(-g == 6 $O

«_,, ist eine Funktion von v,, und v,, . Wenn t;, die Durchlauf-
zelt ist (Die Zeit, die zwischen den Situationen -1 und o liegt),

so ist:
£ (Vo %)

°(-..,,(\4m,‘fu.) =j.Q (Z(HIO,Vm,f))'C/['

Es ist

(40) folUo Y ) = £ (Ve (Vo Voo ) Y (Ve Vi), o # o, )

’

=f (Vio, Vo 0o + oL,
=1

Die angenommene Isotropie von f, war bei der Berechnung von

P wesentlich fiir das Verschwinden des Gliedes
i

f((\f('vu,,‘-a(.))—z Z cos (v = T,) \::/g Ol
0

beim Ubergang von (35) zu (36); und P war berechnet worden fiir




- 0 -

einen bestimmten Punkt U des Ge- Vio
schwindigkeitsraumes. Durch U gibt
es in der Ebene o, = const. elne
Niveaulinie C(, Ay,

I - 2 -} . ! .
( 1) :,](vuo,v.w) - - \/J.O g Q : == COVJ\SJ': Avlo ﬁv:

Denn es ist%f- % 0 . C, hingt von « nicht ab. Statt P
wird nun der Mittelwert

4
(42) (P2 = %jP.dc
X

benutzt. Das Integral ist lédngs C, zu nehmen und { ist die
Lénge des Kurvenstiicks von X bis Y. L&ngs C, dndert sich aber
Vo , und der Anderung von v, um Av,, entspricht nach (32)
elne Anderung in der Lage der Resonanzstelle um

(43) Az, = _kz-l;l...,i Av,,

P kann daher nur dann durch den Mittelwert (42) ersetzt werden,
wenn AzJa klein ist gegen die Dicke dR der Resonanzschicht:

1

(4y) << _Z._i_ . 2@
vy kv =

(4h4) ist auch notwendig dazu, daB auf dem Kurvenstilck von X bis Y
(40) benutzt werden kann. Nun werden die Punkte X und Y so be-
stimmt, da® bel der Mittelung (42) die Anisotropie wieder ver-
schmiert wird. Nachtrfglich ist dann zu priifen, ob fir die so
bestimmten X und Y die Bedingung (44) erfiillt ist.

Die Anisotropie wird bei der Integration lings CN verschmiert,

wernn

(45) ’Aot-.o L= l % (X)) — ot (Y) ’ = 2
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ist. Ersetzt man das Kurvenstick CN durch eln Tangentenstick
im Punkte U, so hat man zur Bestimmung von Av,, die beiden

Gleichungen:

(46) gg—-ﬂ\fw + 11 Av, Vio == {
(47) |g°: Av, + gj DV, | = 2
10 e

Es 1ist

£,
Dd-la Qo‘ at.n & QQ az dt-

d Vio 0 Y, oz 9y,

3 "0 9

Y- 24 -
ayllo Qa a\’up * e oz 9\’;:0 dt-

mit z(t) =V*% 'bat: + Vw-ﬁ'

Wenn Rs genau in der Mitte der Splegelmaschine liegt, ist tD
exakt durch die folgende Definition bestimmt; wenn Rs nicht in
der Mitte lilegt, ist die Durchlaufzelt grtpRer, die bendtigte
Differenz Av,, also hSchstens kleiner als die unten bestimmte.
t, sel definiert durch:

v j(o/v.) J =0

Da auferhalb Rs das magnetische Moment der Teilchen erhalten
bleibt, ist:

dv, =

——el —_— V).n .
dt /]
und damit
_ E vl
L, = youl

Die beiden Gleichungen (46), (47) ergeben das Gleichungssystem:



mit

Und es folgt:

(50)

mit
A°= (QZI‘. ¥ QH_QT
2 2 -1

e (2 —QJHE-I« —-V...'Q}

1o 3wt 4

[ v Mow e M
[%k“" 2 K ZQ

¢ 0 und in dem interessierenden Bereich Zw =[S0 20 ist,

Da vy,
O .
ist A,>0 Jetzt ist mit dem Ergebnis (50) noch die Ungleichung
(44) nachzuweisen: 4 e 7.Qf 0 4A
k 'n‘.&;.y‘i

, 3
pE 8Q (2 k1l Q)2
T.S.E|.—‘ Zor k%2 [V |

el h N [N ks v ]

bestimmt,

Indem man das Minimum der rechten Seite liber v,

L[ >» 1

K "V,

bekommt man:

Z.Q%' Q'Ao >

z

Kk T8 Vi

wegen k/ yp > 1 und | kvi/pl < 1.



= PF =

Im Mittel iber eine réumliche Schicht, die diinn ist gegen die
Dicke dR der Resonanzzone, ist die Anisotropie der Geschwindig-
keitsvertellung also verschmiert nach einem Durchlauf der Teil-

chen durch die Maschine.
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IT. Wellen im heiRen, zylindrischen Plasma

Problemstellung und Ergebnis

Es wird ein Plasma betrachtet, das in eine Raumrichtung un-
endlich ausgedehnt und homogen ist. Diese ausgezeichnete Richtung
sel in dem rechtwinkligen, kartesischen Koordinatensystem (xi,
X5s x3) die Richtung der xB—Achse und des stationfren Magnet-
feldes EO. Dagegen soll das Plasma begrenzt sein durch eine
zylindrische Plasma-Vakuum-Grenzfl&che MP. Der Schnitt von MP
mit der xl-xg-Ebene liefere eine (zweimal stetig differenzier-
bare) Kurve CP’ von der nicht gefordert wird, daB® sie geschlossen
ist. Das von CP begrenzte Gebiet sei einfach zusammenhingend.
Dann ist es immer méglich, ein krummliniges, rechtwinkliges

Koordinatensystem (ql, P q3) durch

xi = Xi(qls q2) H X2 = x2(q1: q2) 5 x3 = QB =1 2

so elnzufihren, daf M, der Glelchung a, = const. = a genligt.

CP ist also eine Koorginatenlinie. In Richtung der q2-Achse
soll das Plasma ebenfalls homogen sein. Die Annahme einer
Plasmadichte, die im stationiren Gleichgewicht auch von qq un-
abhdngig ist, ist mit einer mikroskopischen Beschreibung des

Plasmas unvertriglich. In 11)

werden stationfre, nur von eilner
Raumrlichtung abhéngige Gleichgewichte aufgrund der stoBfreien
Boltzmann-Gleichung untersucht mit dem Ergebnis: Ein nur durch
ein stationsires Magnetfeld im Gleichgewicht gehaltenes Plasma,
das den einen Halbraum homogen fiillt, geht in das Vakuum im
anderen Halbraum iliber in einer Schicht, deren Dicke J von der

Ordnung des thermischen Gyroradius’ der Ionen ist.

Der EinfluB dieser Randschicht sel im Folgenden vernach-
ldssigt. Zur Rechtfertigung dieser Vernachlissigung miissen zwei
Annahmen gemacht werden. Es wird die Ausbreitung von Wellen
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einer gegebenen Kreisfrequenz w untersucht. Die Beriicksichtigung
der inhomogenen Randschicht wiirde eventuell zum Auftreten von
"universellen" Instabilititen filhren. Es wird angenommen, daf

die Anwachsraten dieser Instabilit&ten sehr klein sind gegen-
iber der angerepgten Frequenz « . Die zweite Annahme ist er-
forderlich fir die Beriicksichtigung der Randbedingungen. Sie
werden in II.2 aufgestellt filir ein bis an die Grenzfl&che MP
homogenes Plasma. Die Randbedingungen sind dann Sprungbedingungen
an der Diskontinuititsfliche MP.

wenn [ , also der Ionengyroradius r

Das schelnt gerechtfertigt,
4 , klein ist gegenliber

der Dimension des Plasmas in ql—Richtung und gegeniliber der Wellen-
ldnge, und zwar der Wellenlinge sowohl normal wie auch tangential
zZu MP. Letzteres muf man fordern wegen der Oszillationen der
Grenzfliche w&hrend der Wellenausbreitung.

L&ngs der xB—Achse sel ein homogenes lagnetfeld Eo angelegt,
dessen Stédrke gemiR der Gleichgewichtsbedingung Doy T BZZ /8r =
BY* /8v an der Grenzfliche MP einen Sprung hat (Ein oberer
Index p kennzeichne die GréRen im Plasma, ein oberer Index v
die Grodpen in der Vakuumregion, ein unterer Index o alle Grdfen
im stationfren, wellenfreien Zustand.) Im Gleichgewicht sei
das Plasma stromlos und neutral. In der Ebene x3 =z, werde ein
elektromagnetisches Feld erregt, das sich zeitlich sinusfdrmig
mit der Kreisfrequenz w &Hndert. Die Amplitude dieses Feldes
sel so klein, daB eine Linearisierung in den Komponenten des
Feldes wie in allen von ihm verursachten Abweichungen von den
Gleichgewichtsgrdfen des Plasmas erlaubt ist. Abschnitt II.1
beschiftigt sich mit der Berechnung der Wellenausbreitung im
Plasma, wihrend in II.2 Randbedingungen angegeben werden, die
das Wellenfeld eindeutig bestimmen.

Sei E”(p-e‘iut das elektrische, B (1) o B das magne-
tische Feld der Welle, dann hat auch die Stromdichte j die Form

—dw b

I(r)-a . Das Wellenfeld im Plasma ist bestimmt durch die



(1)

(2)

(3)

(")

(5)

- 26 -

Maxwellschen Gleichungen

rot EFf = ":"“ ':Plh
=k g o~ CP 4 o
et B = 7 - BN

wobel j 1n der verwendeten mikroskopischen Beschreibung des
Plasmas gegeben ist durch

Q(T't) - %: N“qg-cﬁ'J'ﬂ-t(r,g.t)-c{a

Der Index « moge immer die Teilchensorten des Plasmas kenn-
zelchnen; q, sei der Betrag, d, das Vorzeichen der Ladung
eines Tellchens der « -Sorte, f, die Verteilung dieser Teilchen
im Phasenraum. (Die Komponenten von u sind an jedem Punkt des
Ortsraumes auf das gleiche Achsensystem zu beziehen wie die
Komponenten von EP und B .) f, sel so normiert, daB die

Zahl der Teilchen pro Volumeneinheit am Ort r gegeben ist durch:

N B = N, | f(r utb)du

Darin ist N,. die mittlere r#umliche Dichte der betrachteten

Teilchensorte. f, 1ist aus den Wlassow-Gleichung zu berechnen.

In den kartesischen Koordinaten (xl, X5, x3) kann man das
Wellenfeld im Plasma natirlich immer beschreiben durch Uber-
lagerung ebener harmonischer Wellen:

0 i keox

"EP(I) = (=3

mu

Die Ausbreitung ebener, harmonischer Wellen in einem homogenen,
heiffen Plasma wurde in der mikroskopischen Beschreibung bereits
1 12) 13)
n
vereinfacht durch zwei Eigenschaften der ebenen, harmonischen
Wellen:

und berechnet. Dabei werden die Rechnungen wesentlich
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X) Fir Felder der Form (5) hat auch rot E"(r) die
gleiche Ortsabhingigkeit wie'EP (r). D.h.: auch fiir
EV’ (r) ist der Ansatz _’.ﬁ"-e"’-"—" méglich.

ﬁ) Fir Felder der Form (5) hat auch das nach (3) unter
Benutzung von (1), o« ) und der Wlassow-Gleichung
berechnete J(r) die gleiche Ortsabhingigkeit wie
EP(r).

Wie in II.1.a ndher ausgefilhrt wird, bekommt man aus der L8sung
der linearisierten Wlassow-Gleichung zusammen mit (3) die Strom-
dichte J in der Form einer Integralgleichung

Al

(6) jr ) = [f__K'(r'f_) _EP(;) dr +j£_l('r.$).§”($)olije

—_—

J hat also die gewlinschte Zeitabhingigkeit, widhrend seine Orts-
abhinglgkeit im allgemeinen eine andere sein wird als die von
EF (r).

Die Gleichungen (1) und (2) filhren also im allgemeinen auf
ein System von Integrodifferentialgleichungen. Im Fall ebener
Wellen aber garantieren die Eigenschaften « ) und B) gerade die
Existenz eines r&umlich und zeltlich konstanten Leitfihigkeits-
tensors & mit

Jo = = 'E;o

so daR die Gleichungen (1) und (2) nur noch auf Differential-
gleichungen filhren, die sich mit dem Ansatz (5) schlieBlich
auf ein homogenes, lineares, algebraisches Gleichungssystem

)

fir die Komponenten von Eo reduzieren.

Die Moglichkeit dieses einfachen L&sungsweges beruht also
wesentlich auf den Eigenschaften o.) und /), die bisher nur fir
ebene Wellen nachgewiesen wurden. Andererseits aber bringt die



(7)

Darstellung des gesuchten Wellenfeldes durch Superposition
ebener Wellen, wenn die (q,) nicht selbst kartesisch sind d.h.
CP keine Gerade ist, zwei llachteile mit sich. Erstens ist die
Form der Randbedingungen, die durch geeignete Uberlagerung
ebener Wellen noch zu erfiillen sind, in kartesischen Koordinaten
komplizierter als in den der Ceometrie angepalten Koordinaten
(qk). Zweitens: Wenn die Anregung der Welle so erfolgt, daf in
den Koordinaten (q,) gewisse Symmetrien herrschen, so gehen
diese Symmetrien verloren bei der Beschreibung in kartesischen
Koordinaten. Nun ist es geliufig beil der Beschreibung einer
ebenen Velle in einem unendlichen Medium das kartesische Koordi-
natensystem so zu wéhlen, daPR der Ausbreitungsvektor der Velle
in einer Koordinatenebene liegt, so daB man es tats#chlich

nur mit einem "zweidimensionalen" (soll heifen: nur von zwei
Koordinaten abhdngigen) Problem zu tun hat. Wenn man sich auf
ein analoges, nur von a, und q3 abhéngendes Problem beschrinkt,
so wilirde die Beschreibung durch ebene Vellen dieses zweidimensiona-

le Problem wieder in ein dreidimensionales Uberfiihren.

Man wird also versuchen, ein vollst#ndiges Funktionensystem
Ehtp==§fuhrexpukz) zu finden, das die zu «) und 3) analogen
Eigenschaften besitzt. Zunichst aber fiihrt die Forderung der
"Zweidimensionalit#t", d.h.: daf mit Eb(r) auch E”(E) nur eine
Funktion von a4 und q3 ist, zu einer Einschrinkung der mdglichen
Koordinatensysteme. In II.1.b wird gezeigt: Im obigen Sinne
zweldimensionale elektromagnetische Felder sind nur méglich
in kartesischen und in kreiszylindrischen Koordinaten. Fiir
Kreiszylinderkoordinaten (s,q,z) wird das gestellte Problem
dann weiter behandelt. Das gesuchte Feld Eﬁ(;) st

EFes ® E, {,(kes)
7 A,* " ckz
E'tm= | Eftsz) |= | E, J.(ks) | e
ED (5.2 D] k)



(8)

(9)

(10)
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Die Eigenschaft o) 1ist fiir dieses Feld bekannt, /3) wird nach-
gewlesen. Durch

o

é(k“h,w)'_E_o D= L:E" )+ E

ist der Dielektrizititstensor E definiert. Wie im Fall ebener
Wellen fihren die Gleichungen (1) und (2) auf ein algebraisches
Gleichungssystem

L E =0

—n ., * &g Exe (o, + €,
E - Eys -+ Egy ~N &
-ingn, + £, - £, = Wi
mit B, = ke/ww und n, = k,c/w . Die Komponenten von & werden

in 1. berechnet. Sie stehen in einfachem Zusammenhang mit den
Komponenten des Dielektrizititstensors fiir ebene, harmonische
Wellen.

Die Beschreibung des Plasmas mit der stoBfreien Boltzmann-
gleichung setzt voraus, daf die Frequenz w sehr grof ist gegen-
Uber allen StoBfrequenzen. Auferdem muf noch gefordert werdeniu),

daR die Zahl der Teilchen im Debyevolumen grof ist:

3 (V:l) 3/1
; v == N =€ Zay
Noa Ab T Noe ( 3-*"—1 >> 1
<
(!:> ist das mittlere Geschwindigkeitsquadrat der Elektronen.
Da welter nur klassische, nicht-relativistische Gleichungen ver-

wendet werden, muf noch gelten:

Jﬁ_l[-t = LWZL'<\£;>QV <% m-&'cz
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Darlber hinaus werden an Frequenz der Welle und Temperatur
der Plasmakomponenten zunichst keine einschrinkenden Forderungen
gestellt.

Dadurch unterscheidet sich die hier gegebene Aufstellung des
Dielektrizitltstensors fiir Wellen im heifen, kreiszylindrischen
Plasma von der in 3) durchgefithrten. CHANDRASEKAR u.A. 3) gehen
zwar ebenfalls von der Wlassow-Gleichung aus, benutzen aber von
vornherein die Niherungsannahmen w?<« I° und o? << 2> . sie
beschrdnken sich also auf den Fall hoher Dichte und starken
Magnetfeldes, wihrend fiir den hier speziell interessierenden
Fall der Zyklotronwellen w'=x gz: ist und fir die Elektronen-
zyklotronwelle in den meisten Experimenten auch '’z Eﬁ gilt,
Allein mit der Annahme E:z “J/Kli << 1 kommt eine N&herung
17) durchgefhhrt wird. Flir die Beriicksichtigung
der Randbedingungen in II.2. wird gefordert:

aus, die in

AT T R
(11) e 2= = kR, << 1
und
he:= ok <<

Die Forderung s, <<4 1ist schwicher als {,<c 4 , well

2z 2
I ‘V}H LI /kz _ Vm..t i
s S22 (“/&)® I,

ist und die Phasengeschwindigkeit der Zyklotronwellen von dcr
GroBenordnung der Lichtgeschwindigkeit ist.

Als Randbedingungen werden in II.2. die Sprungbedingungen

benutzt, die man aus den ersten 4 Momenten der Wlassow-Gleichung
erhilt. Dabel wird der Drucktensor

(12) B = 5 Mo | (= v ) (% —0v0) o, el
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berechnet mit Hilfe der bereits bel der Berechnung des Dielektri-
zitdtstensors benutzen Losung f, der Wlassow-Gleichung. Ent-
wickelt man die Elemente sowohl des £ -Tensors als auch des
P-Tensors nach Potenzen von f« » dann zeigt sich, daB® in nied-
rigster Ordnung in y durch die gew&hlten Randbedingungen das
Wellenfeld im Plasma bestimmt ist Natiirlich sind nur die
makroskopischen Gr&fen bestimmt, wihrend f¢ 1in den Gliedern
von hdherer Ordnung im Gyroradius willkiirlich ist. Die Dis-
persionsbeziehung ist die Bedingung filir das Verschwinden einer
5x5-Determinante, die sich im allgemeinen nur numerisch 18sen
1l4pt. Beschrénkt man sich auf kleiner Giiltigkeitsbereiche,
dann vereinfacht sich die Dispersionsbeziehung wesentlich. Als
Belspiel wird die Dispersionsgleichung fiir das "magnetosonic
regime" (), << 1, £‘<< 1) angegeben.
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1. Der Dielektrizititstensor

a.) Formale L&sung der Wlassow-Gleichung

Die Wlassow-Gleichung, deren L&sung f, zur Berechnung der
Stromdichte J nach (3) bendtigt wird, lautet, wenn f;, eine Funktion
bellebiger vollstédndiger Koordinaten im m -Raum und der Zeit ¢
ist:

(13) ??T{i =0

Dabei ist die zeitliche Ableitung 2zu nehmen lings der Bahn eines
Teilchens der o -Sorte im Phasenraum. Jetzt seien (qi’ P q3=z)
beliebige krummlinige, rechtwinklige Zylinderkoordinaten im
Ortsraum; dann kann man im Geschwindigkeitsraum immer ein kar-
tesisches Koordinatensystem einfilhren, dessen Achsen an jedem
Punkt des Ortsraums Tangenten an die Koordinatenlinien q, = const.
sind. Die gq; gingen aus den rechtwinkligen, kartesischen Koor-
dinaten x, hervor durch By = xi(q1’ q2), Xy = x2(q1, q2),

Xg = Qg = 2. Die Funktionen X4 (ql, q2) und x2(q1, q2) seien
zwelmal stetlg partiell differenzierbar (Bezeichnungsweilse fiir
Ableitungen nach q; : %%ﬁ = ! X,,. ). Wenn die Grenzkontur CP ge-
schlossen 1st, dann haben die Koordinatenfl&chen q, = const.
notwendig eine Schnittgerade, die Achse. AuBerhalb dieser Achse
sel

Qe = = [’(«1“' >0

Falls CP nicht geschlossen ist, gelte Q:‘>0 Uberall. Zwischen
den Komponenten v, des Geschwindigkeltsvektors u in den zu den
g: gehdrigen kartesischen Koordinaten im Geschwindigkeitsraum
und den Komponenten w, von u 1in den zu den Xy gehérenden Ko-
ordinaten besteht dann der Zusammenhang:

! ~% g _ -4 9_% lex e 3

o, = @-1_9_&1‘

K i @x'{
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-1 2 \
:Dm"(d..,) - (Q,,Q;Q;) D(qa.q:..ch) _ 1
0 (X4, X2, Xy )

Insbesondere ist:

VJ =W3 =:V':.

|

vi= (W 4V ) = (W o+ wr)

In den Koordinaten g, hat der rdumliche Gradient V, .y die
Komponenten ( Q;-}]&), wdhrend im Geschwindigkeitsraum der
Gradient natiirlich die Komponenten g&é hat. Dann lautet die
Wlassow-Gleichung (13): (Der Index « wird in Gleichungen,

die fiir alle Teilchensorten gelten, jetzt weggelassen, der Index
p ebenfalls, da in II.1. nur von Feldern im Plasma die Rede ist.)

9 dg: o odwe 9f  _
§%+Zdt§f +[1,olt5£”o

4

FlaRIf o () =0

=R

Es seil

of u =

R SR 4 :

mgE T K. + KK

Darin enthdlt Eo die Lorentzkraft des Gleichgewichtsfeldes und
die in den krummlinigen Koordinaten auftretenden Scheinkréfte,

w&hrend E die Lorentzkraft des Wellenfeldes ist:

A .
—<wt

(14) Kizuty= (4 [uxBm] + g Ew )e

—

Die Verteilungsfunktion f wird zerlegt in die Gleichgewichts-
vertelilung fo (u) die im Plasma nach Voraussetzung nicht vom Ort

abhfingt, und einen Anteil f(r,u,t), der klein ist gegen f, in



dem Sinne, daB gilt:
(15) (&%f}u g <B_V&F)Y

Der Mittelwert ist gebildet iliber den Geschwindigkeitsraum mit
einer beliebigen stetigen Gewichtsfunktion. fo i1st L&sung der
Wlassow-Gleichung flir das Gleichgewicht

(‘ﬁ.v&)f =g

Mit der durch (15) gerechtfertigten Vernachl#ssigung lautet dann
die Wlassow-Gleichung:

ao AWV ¢ A (V)= (K7 F

Nach der Charakteristikenmethode folgt als L&sung von (16):

‘c”r ; FV&)

us=u

£
an e Ketw T, fw
—au

?(h) ist eine sich aus den Anfangsbedingungen zur Zeit t = -
entwickelnde L&sung des homogenen Teils von (16). Da hier das
Interesse auf der L&sung fir den eingeschwungenen, quasistation#-
ren Zustand liegt, wird £'*)  vernachl&ssigt. rrir,ustt ),
u'(r,u,t') sind die Charakteristiken der Gleichung (16); sie sind
identisch mit der Teilchenbahn im Phasenraum unter dem EinfluB
des Gleichgewichtsfeldes Eo’ die gegeben ist durch das Diffe-
rentialgleichungssystem:

f i J i A ]
( n,lET 2 ' dt == m Ko ()
mit den Anfangsbedingungen: u'(t'=st) = u, r'(t'=t) = r. Ge-
strichene GrdRen mdgen im Folgenden immer Funktionen bezeichnen,
deren Argument l&ngs der Charakteristik zu nehmen ist. In kar-

tesischen Koordinaten ist die Gleichgewichtsverteilung fo be-



kanntlich eine Funktion nur von w,” und w, ; da aber v o= w}
- F - 2
und v, = w, , ist fo auch nur eine Funktion von v; und v, ,

oder allgemein:

[’, = fou u)

Dann ist

Vo f = ‘L'B—L

fl
=
-
[<]
-

vﬂ_r_f'fo ’ F"Z

€, ist eln Einheitsvektor in z-Richtung. Sei ferner

V.. = (@ & a.5, i 0)

[
i
N

A R P 7

R o= ke -v. fau
Yoo = KE o puy

dann folgt mit (1) und dem Ansatz E (r) = E(q,) e*®% qus (14)

U:{Vg)fo = chtlf {(‘EA.UL)-E + Ez' 0z + :)L_(E}VIJ_)ELE}

Da die Lorentzkraft des Gleicngewichtfeldes lkeine z-Fomponente
hat, ist u' = u, , und da das Gleichgewichtsfeld nur ein Mag-

= 2 _ 2 - - _ e =
netfeld ist, uj*= u , also fé = fo, Fl— Fl’ Fé = F2, £i: € F
Fiihrt man dann noch c=(£-¢') in (17) als neue Integrationsva-
riable ein und beachtet

<z

z' =z —Vz(t'-gj =z -V ,

so folgt aus (17) als formale L&sung der VWlassow-Gleichung in
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A

beliebigen rechtwinkligen Zylinderkoordinaten: i r= (- kev,)

(19) F’(r,_'t) S %hﬂ et‘f-[/(g:‘gl)’_—; " E’z-ﬁz{- f(gA._Z)'E“Z’,E]e*'?D(
0

Die so gewonnene Integraldarstellung fiir F ist zunichst
sicher nur giltig fir Imw > 0 und Im k = O, da andernfalls
das Integral divergiert. Man kann auch noch Imw = O zulassen,

wenn man wie in 12)

ein formales Stofglied in der Boltzmann-
gleichung mit beriicksichtigt. Die sich spiter ergebenden Kom-
ponenten des Dielektrizitéitstensors erweisen sich als analytisch
fortsetzbar von der reellen Achse aus in der komplexen Ebene
sowohl fir k als auch flirw . Nimmt man die L&sbarkeit des ge-
stellten Problems filir komplexe Werte von k und «w an, so muB
die analytische Fortsetzung diese L8sungen darstellen. Bei der
Berechnung des & -Tensors beschréinken wir uns auf solche Werte
von «w und k, fir die das Integral (19) konvergiert. Die Aus-
wertung der daraus gewonnenen Dispersionsbeziehung kann dann
fir beliebiges w und k erfolgen.

b.) Die Auszeichnung des krelszylindrischen Falles

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der schon eingangs
Kapitel II. erwdhnten Behauptung, daB die Forderung der "Zwei-
dimensionalit&t" unter allen Zylinderkoordinaten die ebenen
und die kreiszylindrischen Koordinaten auszeichnet. Es wird
also der Bewels geliefert fiir folgenden Satz: Es seien
X, = xl(qi,qz), X, = xz(qi,qE) zweimal stetig partiell dif-

ferentierbare Eunktionen von q, und a5 x3 = q3:
1) Q%= Lxg #0 fast Uberall L=4,23
Mal Bpu Xjng FHp,~%5, =D (Orthogonalitit)

Sel n; die Normale der Fl&che q;= const. in Richtung wachsender
q, - Die Komponenten V., (r) des Vektorfeldes V(r) seien: Vi(I) =
V. (r).n (r). Gibt es dann zweimal stetig differenzierbare
Funktionen E;(9,) und 3B, (q,) mit ]/3' dE; i 0 derart, da®
durch die Felder s B4
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111.)
E, (g,

! 4‘(*2—“’&)
Ez(q") - e

E, (4.)

™

iv.) 2
>, (94) hz - wk)

B =[B,(q,) | e
83(Q-1J

die Maxwellsche Glelchung

crlt E = “‘jg

erfiillt ist, so sind dle g, entweder kartesische oder kreis-
zylindrische Koordinaten.
Beweis: Wegen Q; = 1 und Q,, = Q;3 = 0 ist:

_f:k'Ez
> ilkz-wtb)
wt E = ‘kE, — R,3q,E; e
9 (E 2 A
6 (22) —a,0,E,-2 &
o4\ Q, "1 g, Q@
Wegen :Bz,z =0 ist Q, also nur eine Funktion von qq:
5T 2 2 2z
Q., =Xy, F Xg, = S (91) (b1)
Dann ist B,,, = 0 nur, wenn &, Produkt aus einer Funktion von
9, und.einer von 9. ist:
-2 z 2 .T,z. z
Qz PE Xy, ¥ Xz = (9,) 'U(q.,) (b2)

mit T-S-U $ O fast iiberall. Aus (b1) und (b2) folgt



- 38 -

quq'xnuz t Xziy s Xz21402 =0
(b3)

r 2

7 2

\

X2 'x-nzn t Xpiz “Xzjzya ";)q,

(b3) wird als lineares Gleichungssystem fiir die gemischten zweiten

Ableitungen aufgefaBt. Sei zunichst gﬁ- = 0 . Dann kommen
{1
zwel Fdlle in Betracht: Hat (b3) die triviale Losung x,,, , ==

= 0, dann sind die a4 kartesische Koordinaten. Hat

X21412 =

(b3) eine nicht-triviale L&sung, so ist notwendig

xdu 'xzu_ - xua. 'x.zm =0
Mitr iiu) 4‘1 X4|3. + le ‘XZ\z = O
folgt dann
entweder x1=x1(q1) und x2=x2(q1). Ausgeschlossen, da Q::E’ O wire!
oder x1=x1(q2) und x2=x2(q2). Ausgeschlossen, da Q"= O wire!
Sei jetzt ;9;}"*0 . Dann ist X, ,,,, = Xz,.,2 = O nach (b3) un-

mbglich. X4 und X5 sind also beide Funktionen der belden Va-

riablen ay und q,. Aus (b1) folgt

Xay = S(?d) - cos Gq (71,?2) mit g__g:'i:o fast Uberall

Xae = $(4.) s G, (g, G.)

Aus (b2)
X = 7 T(9y) - Utgey sin G, (9.,4.)
Xz2 = T(qy U(ga)-ces Ga (G4, 9.)

Da S'T-U # O fast liberall, folgt aus ii.)
— o5 G, -aim G, + 3in Gy co Gy =0 also (=G, = &

Durch Gleichsetzen der gemischten zweiten Ableitungen folgen

U2 i + UT 25w = -S 25 swa
q 94 G2

AT G — ; - DG,

M394 cei & Uu-T- ‘],\”’G .S Ty ws G
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Wegen ,%%'¢ 0 fast Uberall folgt daraus notwendig:
oG - I
aq” L?"f C qz

-
Daraus folgt ot +0 fast lberall und die einzige L&sung
faq-q

ist in diesem Fall (bis auf Integrationskonstanten)

1

X = T’(?I) s e G(?z_)
X = r(?l) Stk G ((f:.)
Also sind die 9, kreiszylindrische Koordinaten.

c.) Berechnung des Dielektrizititstensors

Nachdem im vorangehenden Abschnitt gezeigt wurde, daf elektro-
magnetische Felder, die nur von zwei rechtwinkligen Zylinder-
koordinaten abh&éngen, nur in kartesischen oder kreiszylindrischen
Koordinaten méglich sind, beschrinken wir uns von nun an auf den
Fall kreiszylindrischer Koordinaten (s,q,z). Dann ist @, = 1

3

Bs = & » @, = 1 und mit dem Ansatz (7) wird die L&sung der

Wlassow-Gleichung (19):

A

J" J - v oo [
(19) f(8.2.% ¥, v t) = —-,f.-}ez"L/[(I:‘sq(T +E W) ks R

. Alw-Rv)C
P ES( Lk f = ey Jikesy £) ]

Es soll nun gezeigt werden, daR es flir das Feld (7) einen Di-
elektrizititstensor gibt. Dafilir ist notwendig und hinreichend:
Flir jede Teilchensorte haben die Geschwindigkeitsmomente

oy o= [y fdy

die Orts- und Zeitabhiéngigkeit
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(%",
vy = [ g Ja sy | Y
<V,_°)“ 30 (k.t“s)

Und es gibt einen von Ort und Zeit unabhingigen Beweglich-
keitstensor M® , so dap gilt

-31(ky$)

(20)

(201) <¥o> — _‘%:_ ij.éo

of

Nach (8) und (3) ist dann der DielektrizitXitstensor

: cL'EZ ) % 7 Mo g
Y E=4 % 2 J oM [ - Lt
< “ -

Wir beschrénken uns auf die Berechnung des Beweglichkeitsten-
sors fiir Elektronen: de= -1, q. = e. Die Vorzeicheninderungen,
die sich fiir die Ionen ergeben ( J;= +1), kann man an den Er-
gebnissen dann nachtréglich leicht anbringen. (Der Index « = e
wird zunlchst wieder weggelassen) Alle Rechnungen vereinfachen
sich wesentlich, wenn man zu rotierenden Koordinaten Ubergeht:

Vi t=V 2y i By = E, 2J4E

Die Komponenten Mfi (1, mé&gen immer unabhéngig voneinander

die Indices +, -, z durchlaufen) gehen aus den Komponenten
Mg, (k,1 = s,y,z) hervor durch die Transformation:

. 44.'0)
22) s R _ =( 1 -¢ o
( EZ“H - Ei rtj‘k” Zi wit = 0O 0 14
Mit (19') folgt dann aus der Definition der ()

=2 429

(23) (}g') = £ e // E‘-?;(E,os'v_’ + E's'y’) -ZE'OZHQ-S') + g-&"};jo(gﬂ)

kv, o, A E R ,f 4'(&-!-/21/1)['1
w—_“:eg(s—y_vfaujz E j}(é-&/ & e L
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c1l.) Ubergang zu passenden Integrationsvariablen.

Wie in Anhang 2 gezeigt wird, ist:

i<8r :  , tode
(24) s'y, = Sy, e B ﬁv*-»,(e avy

(25) 12
S = [V.J‘m.Qr+ (1-cos §2r) [ + -Z‘-Z(i cos Sz )

Andererseits ist nach dem Kosinussatz:
|2 2
(25') § =8° — 2¢l-s.cosor + ¢
Es 1ist also:

2 z
ZZ-:S—ZV—';' Z(i—COJ“Qr)= Z-;‘%‘#thz_‘g_r

f-t:m.‘ = Q [VJm.QC+ (fl Co.r.Q(:)] .Q Z %JPL [V thfr*y"' ]

Daraus folgt:

2 Sin (42_“‘ J
\(r = Z Cos T ~Corol — Z.m, C ot d
R
Z "hh(ﬂ‘ Z'J' t Z (.”d
L/l |V? = (L =5 A TPEEE o CoJ — “divd
Und die Funktionaldeterminante
(v, V!) _ ,Qz g Qz ( i $ /
(L) L,_s,-“z%r 2 (A-emne) -0
Es 1st also
(26) vi= ("D
: J2T
-1 tild + ==
(26") D ¥2 = L *

Es erwelst sich als glinstig, diese Koordinatentransformation
durchzufithren, well (siehe 15)) in den Koordinaten ({f, « ) die
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Relation gilt:

(27) Jo(la,s’) = i Jm(kl.J)Jm(/g-() e

M =-ac

Denkt man sich s' durch f und o ausgedriickt, so hat man noch
die Integrale

00 gag g S0 2F
(28) (V) =% e‘-v\f/ (///g‘,(%(é;ﬁ’)(fﬁ-*Ej‘f"/d.‘,E__O * s E:)

4‘(‘\)"'sz)£‘

+¥(&15')/€ZE:]J¢JF)€ O{Vzc/f.‘

auszuwerten. Alle M sind von der Form (Anhang 3):

(29) My = Hy (60,0 v) Ripn)
mit R(p,n) = (s - 1 e*™ ) e'Pt ;| n=24,p5:0,%1%
Alle M,, haben die Form:
— 0 P« _
(30) Mo = He (€87 v,) e , p =0, %4

Die zu den verschiedenen Werten von i und J gehérenden (p,n)

bzw. p kann man der Tabelle entnehmen.

i g — “ E
+ (0,4) (2,-1) % 1
- (-2,1) (0,-1) - -1
Z (—4| '1) (1|_1) rd 9]

Tabelle 1 (pw)

Ferner ist

~

< ey z
Mz = =G (pey + pil) Vi

A

mib E(Ly,) = FLED, v,) El(tyv)=FE(ED y,)
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c2.) Die Integration lber « .

Aus (25') folgt:
2
9_3- — Z-s-gwha( / 93: Z(S—de.()

d « s
Und es 1st
4 | s
5-,,("?1'5) k 6: ’as (](k )-_ k 9{512)‘?( 'LS)
Der erste Integraltyp, der zu berechnen ist, ist nach (28)
und (29):

(31) j?(‘a,k ) s'"i-J(kJ 's') -0l

]

2a
=](S“(-Cc—:d -rf,MZ\Slh,() 64."‘(_;:% é?”—.';') cZ\(‘kJ‘\S‘)) ‘dd

J 4,‘ "“](4 ) o + <u(tos) /*f’*.g(g(ama

1ﬂ‘+ba

= 4f-2 4 i)/;y(éJ)](ke)e"”’”"d

] M= —ag

= -1,k l) ()" 2n g a,,,, ((*‘-' ) ”l,,”‘f“)

= Zrow J(tl) - T (As)

Der zwelte zZu berechnende Integraltyp ist:
Zr

(32) ]eﬁ'o*-y (4. s') - dd

]Z j,,,,(fk ¢) j(ﬁw) ”WPM J (#e,-¢) - 3(& ) -2

0 M=-w

Damit folgt aus (28) und der Tabelle 1:

(v, ) =< 53(?-‘2:(*§~J)
fwp < ' Fr (s

¥ % 64‘1»% (%, -5)
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Die Eigenschaft (20) ist also schon nachgewiesen. Die Elemente
des Beweglichkeitstensors werden in Anhang 3 berechnet:

. # o
(33) M, = z,‘Qjc/r]de e‘“"""‘v"‘z}
0 e
Nach (26) ist v,-dv, = D 2 d2 . Nach Riicktransformation der
Variablen 2 in v, erh&lt man fir die T

G
oo J

tS2t
(34a) T =je 2 o Edi dy

—_——

NiA

-+

(3he) . _ :fvzz-_Qd(e
(344d) T, = j’[fff(fl-e“‘ﬂr)?%-ﬂz 112-(74 = ff"z Ks(en‘ﬂ:% —33)5('57%)0(&

(3ke) o =va /vj/ 5 L igﬂr.yé’f.g Elnin) [ dy

-1
Argument der Besselfunktionen ist ﬂberall(kpggﬂ ﬂL

(34p) T = _j 2 J F (v w) dy

,Q % .
B _4)-4D ' oy

c3.) Die Integration iiber v,

Sel jetzt die Gleilchgewichtsvertellung gegeben durch:
(35) foivw) = gy -hoy®)

g(v, ) wird zunschst nicht niher festgelegt, dagegen sei h(v, )
eine Maxwellverteilung:

h (l'flz) _ F’%‘Z ex}o {__Az'ytz) ; /g_‘z"* m{ZJ: E)‘f
Dann ist /j“ _ ___2/5: (7 s

el g .
(358.) ﬁ"l _—_L)Ji :‘.‘.h}L
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i
It
o
—————
|
N

N
@
_
AN
|
€1
N
N
+
Eix
=y

)
(35¢) E-—sh(g& +2/3,4z‘yz.(?)-_—:h(*5"

Filhrt man die Verteilungsfunktion (35) in die Ausdriicke (34a - e)

ein, so treten als Integrale iiber v, nur noch solche auf, die
die Form haben:

._,6’:".\{'l _ _%‘
(36) j]’o(qti)e \ﬂ? 10/& =3 G(/’)‘9) ; Q:= kl‘:D

Diese Integrale lassen sich durch unendliche Reilhen illber modi-
fizierte Besselfunktionen I, (y) ausdrilicken, mit

RN L P W
(37) pi= ko2 = ()
Z«Be Astd 0
- = A T
G(oz2) = (2/5) ed"Z_ I, (p)e

Und die dann noch verbleibenden Integrale lber v, wund T haben
die Form:

(38) k-JX(V,)'/exP{[n-_Q—fkvz+w]-r oz oly, =-‘<X),,

X 1st eine Funktion von v, allein, da die t -Abhdngigkeit der
Tq mit in den Exponenten genommen wurde.

cld.) Ergebnis

Benutzt man die Definitionen (38) und (35a - c¢), so erhilt man
aus (33%) und (34a - e) als Komponenten des Beweglichkeitstensors:

=

Q-7 ”
Mi’t - 2% 4 ”Z_'m[ (4—-‘”‘[":1 * ‘% '(I" +‘Z":2)}(92,



= U6 =

Rt e
Mo =" Zpm ) (yI - % (2, +1.) )40
- ﬂp‘r v T
My =7 ok ) (I-L,.)4w @

o
i
N
o |
O,
n~
™
—~———
—
—
5
1
N
-+~
N
—
S"---i
+1
~
~+
\—
s
%
a
|
o
)
i
L-_J
~—-
N
e~ -e.-

M= 255 (T +a72( " ,h,)<v¢>

nz—cs

Argument der Besselfunktionen I.. ist uberall{

Mun wird noch die Riicktransformation auf das ruhende Zylinder-
koordinatensystem durchgefiihrt, um das Ergebnis unmittelbar mit
dem Beweglichkeltstensor filir ebene harmonische Wellen vergleichen

zu kdnnen. Die zu (22) inverse Transformation 1st:

-1
ﬂ“ﬂ) = R‘: -Q({J‘)'B__ L.J =+ -,2Z 5 k,( =5 &z

Mit dileser Transformation bekommt man unter Ausnutzung einiger

algebraischer Eigenschaften der modifizierten Besselfunktilonen:

-

M = 52T § 21 (e

Ss m -k

M, =M., =— LD S (L -1))<0

sy

Mw = —J-;?-:“y-kﬂ "Z [ ?—Iﬂ F (1, -1 )“Zd‘j <O>
¢ ¥ 2 i
oM™ SRR ) A (e - KB
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i-?L'm 'In <\G-C)Z

¥z -2

ko (L, — 1) (v ©)

o
e L

M, S Lin(ud) = <ty ]

An dieser Stelle wurden wieder Faktoren (—d ) eingefligt, die

§-8-
Je

fiir die betrachteten Elektronen gleich 1 sind. Sie wurden so ge-
wihlt, daf der Beweglichkeitstensor der Ionen filir rotations-
symmetrische Wellen auf die gleiche VWeise aus dem fir ebene
Wellen hervorgeht wie der Beweglichkeitstensor der Elektronen.
Der Zusammenhang mit dem Beweglichkeltstensor fiir ebene VWellen
wird im ndchsten Abschnitt erliutert.

Vergleich mit dem Ergebnis fiir ebene Wellen

Die Bezeichnungsweise in (39) ist so gewZhlt, daR ein Vergleich
unmittelbar mdglich ist mit dem Beweglichkeltstensor flr ebene

7)

Wellen, wie er in , Seite 188, angegeben wird: Der Beweglich-
keitstensor fiir ebene Wellen, deren VWellenvektor k in einem kar-
tesischen Koordinatensystem (x,y,z) die Komponenten (kx,O,kz)
hat, geht liber in den Beweglichkeitstensor fiir rotatlionssymmetri-
-1

Da es sich dabei nur um lNichtdiaponal-

sche Wellen, wenn gewisse Elemente mit einem Faktor 1 bzw.
multipliziert werden.
elemente handelt, geht nach (21) der Dielektrizit&tstensor auf
die gleiche Welse aus dem filir ebene Wellen hervor wie der Be-

weglichkeitstensor. Das folgende Schema gibt in einsichtiger

Weise an, wie man die Elemente des Dielektrizitétstensors fiir
rotationssymmetrische Wellen mit denen fiir ebene Wellen zu

identifizieren hat.

s ¢« | -

S E.,‘. E’vf O
i Eyx Eyy C &g
Z —4: ‘EI‘( — A E'ZY E‘z.-‘t-
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Setzt man diese Elemente des £ -Tensors in die Matrix L (10)
ein und vergleicht man L mit der entsprechenden Matrix Le fir
ebene Wellen, so sieht.;an: Le geht Uber in L, wenn man k,
durch k, ersetzt und in Le die letzte Spalte mit 1 und die
letzte Zeile mit -1 multipliziert; die Determinanten von L

und Le stimmen also Uberein. Die Glelchung
(Lo) Det L = @

ergibt die Dispersionsgleichung D0 (k, ;k,w) = 0, in der ohne
Randbedingungen die Wahl von k;, frel blelbt. Dlese Dispersions-
gleichung 1st fir rotationssymmetrische Wellen also die gleiche
wie fir ebene Wellen mit k, = O, wenn man k, durch k; ersetztﬂ)

Damit wurde ein fir das kalte Plasma wohl bekanntes Ergebnis
auch fir das heife Plasma nachgewiesen.



a.)

(41)

(42)
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2. Die Dispersionsbeziehung

Die Bestimmtheit des Systems

Die Gleichung (40) Det L = O 1&Rt die Wahl der transversalen
Wellenzahl k, noch frei. In diesem Teillkapitel II.2. soll ge-
zelgt werden: Es gibt Randbedingungen, die dle Wahl der m&glichen
k, fir die betrachtete Anordnung so festlegen, daf schlieflich
eine Dispersionsbeziehung der Form D(w ,k) = O folgt. Wie zu
Beginn von Kapitel II schon beschrieben, wird ein homogener,
unendlich langer Plasmazylinder vom Radius S, betrachtet. Er
befindet sich in einem metallischen Hohlzylinder vom Radius So'
In der Vakuumzone von 84 bis SO sel das Gleichgewichtsfeld_ﬁg,
im Plasma E;- Sowohl g; als auch §; selen parallel zur Zylinder-
achse. Mit der Gleichgewichtsverteilung (35) ist der Druckten-
sor im Gleichgewicht B diagonal:

-

P"’m = an'Jm - Pro ~ iono) 2“‘2'_ )

INs
W

Es muf die Gleichgewlichtsbedingung gelten:

B” e
Po + Py = ‘/;’r

In dieser Beschreibung wird die inhomogene Randschicht des
Plasmas vernachllssigt; das dirfte eine zul#ssige Niherung sein
unter den eingangs erwidhnten Voraussetzungen, also insbesondere
der hinreichend kleiner Gyroradilen.

Indem man die Elemente des Beweglichkeitstensors fir jede
Teilchensorte nach dem Parameter (11), AQ:-'%‘G:-k; entwickelt
(siehe 7); dort wird statt x die Bezeichnung A gewdihlt), be-
kommt man fiir die Elemente des Dielektrizit#tstensors eine Ent-
In 7) wird gezeligt: die Glieder
, My,und M., sind Produkte aus k;, und einer Tunktion

wicklung nach den Gyroradien.

MSI b M'.rz
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von Y« , widhrend die restlichen Elemente von M nur Funktionen
von ¥ sind. Entwickelt man die Funktionen von ¥ bis zur

ersten Ordnung in yi , so stellt die Gleichung (40) eine Gleichung

dritten Grades in k] dar: denn es war

-n ¥ Eg E‘sq t‘.'w*.nz + 8”_ \
— z — a2
L; == E¢s Sy B By <M -
' 2
A, + € Exy Eyp =
und &,, ( A,%x = 5,%) sowie Ezz sind, wenn man die Glieder von

h6herer als erster Ordnung in p vernachléssigt, Funktionen

vom Typ:

E‘Ax_ — b]k. + c‘“( "k‘[

€, (=2, T =5¢) & (§=5,¢4;T=2) sind Funktionen vom Typ:

Esr = 'ki(bn: + Cs’r"kxz)

b.. und c¢.. sind darin Funktionen von w und k und der Plasma-
parameter ('E ,80,, oy , T,y ), nicht aber von k, . Die Glelchung
Det L = O hat also in niedrigster Ordnung in den Gyroradien

im allgemeinen drei L&sungen:

kl(kﬁu) . v= 41,62

)

ky, ist im Folgenden immer als Funktion von k und w aufzufassen.
Das elektrische Feld im Pliasma hat dann dle allgemeine Darstellung

(43) A, 1 T lkys) e

E:v‘ Hn (kw‘s)

° T (K
~p 5 ESV 34( 5) L'(“?.Z—Wt)
_E_: =

V=4
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Die Koeffizienten A, sind aus den Randbedingungen zu bestimmen;
E;, und E,, ergeben sich als Funktionen von k,, , k und w aus
dem homogenen Gleichungssystem ;v-gi = 0, wenn man den in der
Lésung noch frei bleibenden Faktor so wihlt, daB Ei, = 1 ist.

Das elektrische Vakuumfeld Ef in dem Raum von s _ bis So

muf auf dem Metallzylindermantel bei s, = SO die Randbedingungen
erfiillen:

(44) El(s=S) = El(s=5) =0

Als rotationssymmetrische L&sung der Maxwellschen Gleichungen
zusammen mit den Randbedingungen (44) bekommt man:

~ - - Atz —wt)
F_: = — "Tle— A, ( L (xs) +C, K, (xu) e
(45) s — ARz —wt)
E'r - Ag ( L,(xss + C, K, (X-JJ) &
Ev _ A“(IO(*"J) 4 C; L(o (205 ) e{'(kz-mf)
mit
x® = o - §¥
C — j::l (XSO) . C - :Z'(J\C\Sg)
’ K, (x5,) : K (%S,)

(46)

K.. und I.. sind Zylinderfunktionen in der Bezeichnungsweise von
15). Jetzt miissen nur noch die Randbedingungen an der Zylinder-
fl&che s = B erfiillt werden. Aus ihnen werden die fiinf Koeffi-
zlenten A1 T A5 bestimmt. Dazu braucht man ein System von
funf linear-unabhéngigen, linearen Randbedingungen. Sie ergeben

dann ein System von finf Gleichungen der Form
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worin die a,,6 noch Funktionen von k und w sind. Die L&sbarkelts-
bedingung

(47) Det (Quw ) = 0
ist dann die gesuchte Dispersionsbeziehung D(w,k) = O.

b.) Die Randbedingungen

Als Randbedingungen an der Fléiche GEh werden die bekannten
Sprungbedingungen benutzt, die man aus den Maxwellschen Gleichun-
gen und den drel Geschwindigkelitsmomenten erster Ordnung der
Wlassow-Gleichung (16) erhilt. Sie werden z.B. in 16) hergeleitet:
An der Diskontinuitétsfliche mit der vom Plasma weg welsenden
Normalen n wird dem Plasmadruck das Gleichgewicht gehalten durch
einen Sprung im Magnetfeld, der der Relation (42) genligt. Im
Gleichgewicht mbgen die Magnetfeldlinien auf der Sprungfliche
liegen. Dann wird die Bewegung der Sprungfléche w&hrend der
Wellenausbreitung definiert als die Bewegung der Magnetfeld-
linien, die im Gleichgewicht auf der Sprungflliche liegen; an

der Diskontinulté&tsfléche gilt also immer B,.n,= O (Summations-
konvention!) Die Sprungrelationen bekommt man, indem man die
Maxwellschen Gleichungen und die Momentengleichungen in Ublicher
Welse integriert liber ein flaches dosenf8rmipges Volumen, das die
Sprungfléche umschlieft. So folgen aus den drei Geschwindigkeits-
momenten der Wlassow-Gleichung die drei Gleichungen

a8 e LT + Zun[(ExB)LT =0

Darin bedeutet [A] den Sprung der Grdfe A an der Diskontinultéts-
fliche. Ist A" der Wert von A auf der Vakuumseite der Fliche,
A der Wert auf der Plasmaseite, dann ist

[A] := A = A
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Alle Funktionen des Ortes in (U48) sind am Orte der Fliche zu
nehmen und u ist die Geschwindigkeit der Fl&che, T,, der Spannungs-
tensor

T _cj,“ 2 2
T.:=-P, + & (EE. + B B)-5=(IEI'+181")

Aus der Maxwellschen Gleichung (1) folgen die Gleichungen

(49) 2nulB8] = en.n [E.T

Und aus div B = O folgt die Gleichung ncﬂch] = 0; sie ist,

da auf der Fliche n,. B, = 0 gilt, automatisch erfillt. Die aus

den inhomogenen Maxwell-Gleichungen folgenden Sprungrelationen
werden dadurch erfiillt, daR sich entsprechende Oberflichenstrtme
und -ladungen auf der Sprungfliche einstellen. Nun werden die
Sprungbedingungen (48) und (49) linearisiert. Es sel E " P, +_§ mit

(50) Alfez - t)

Blrt) = ()< =5 Mum, [ €w) (k=<uo) f ol
=t ) Nogmy (<Hovey —<wp <wer)
of,

Die Normale n, im Gleichgewicht ist ein Einheitsvektor in s-Rich-

tung; es sei n = n_+ ﬁ . n muR der Differentialgleichung

nflgen (siehe Z.B.Tg)
dn
5E — b ® [ h X (‘751)21]
Daraus folgt
- 4
(51a) h, = o U

Die s-Komponente von u ergibt sich einfach aus der Bedingung,
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daB kein Plasma durch die Sprungfl&che hindurch tritt. Sei Vi

die Massengeschwindigkeit des Plasmas, dann muf an der Grenz-
fl&che gelten:

n-(V—u) =0

Durch Linearisierung folgt, da V und 4 GroBRen erster Ordnung sind
n(VY—u)=o0

(51b) g =V
3 s

Wie u und V ist auch E eine GroBRe erster Ordnung; der zweite

Term in (48) liefert also nach der Linearisierung keinen Bei-
trag mehr; aus der dann verbleibenden Gleichung

Hoc[:,::u] 44 ﬁt IITH:H =O

folgen mit (50), (51a,b) und (42) die drei Gleichungen fiir s

= sy
(s22)  p,, = =V (p ~ poua)

(52p) sy = O

(52¢) pey = — 2 (BB -B!.B)

Aus (49) folgen die beiden Randbedingungen:
A i b v _ P 4
(52d) : V(8 -B ) = E, - E

P
(52e) E* = E"

z z

Man erh#lt aus den Gleichungen (52) das gewlinschte Gleichungs-
system (46), wenn man 5: und BY durch Er bzw. Eyausdrﬁckt mit

Hilfe der Maxwell-Gleichung (1) und wenn man auferdem noch die
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Komponenten des Drucktensors erster Ordnung P, nach der De-
finition (50) als Funktionen von EP berechnet. Das geschieht
im folgenden Abschnitt.

¢.) Berechnung des Drucktensors

Wir beschrinken uns wieder auf die Berechnung des Drucktensors
der Elektronen, der Index « wird dementsprechend weggelassen.
Nach (50) ist:

4.(kz—f-déj

P = Moo (e = D) =0 () e

Die Glieder {V)>:{V? sind nach (20') von zweiter Ordnung in der
Amplitude des elektrischen Feldes E” , sie werden deshalb ver-
nachlédssigt. Die Momente zweiter Ordnung

(V"-V;,) .:va.,‘\/cde’

werden, wie die {V,) , berechnet unter Benutzung der Integral-
darstellung (19) von F. Dann erweist es sich wieder als praktisch,
zu rotierenden Koordinaten Uberzugehen, und es werden zunichst
Koeffizienten Sz (h,1,J = +,-,2z) definiert durch:

to0 o

p; =: N ‘j/\fh B op

"‘JI

(53) ((w—4ky, )T

olt -oly,

)

Dle S:} sind noch Funktionen von s,v, undt . Sie werden in
Anhang 4 berechnet. Man erh#lt:

+ .3

SH- 2/3:_‘@ e.t-t-z

T G(1,5) ], (ko)

+< 18

(54) 5; =—/3f .e G(3.5) -}z (fe,-s)

‘4

S- '—"—ﬁ:@.etizﬂra(ﬁ,b‘).]‘;{kf‘s)
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1+

]
il
W
I+

+

S; { e ﬂ ¥ G(24) t 5 ﬁ 95( “Qr G (4,5)- auﬂr(zs))}]
;=24 ¥~ 5 £ id
|5h ==V;-7:h-£hr';ﬁ

h
Se= w2 Jtees)  i+z S,
G(p,q) sind durch (36) definiert, @, ¢ ,¥ durch (35), T, in (34).

Toh

Zundchst soll gezeigt werden, daR mit (53) flir die Kompo-
nenten des Drucktensors die richtige Ortsabhingigkeit folgt.
Die Komponenten der Kraft 5? = SZ' P milssen komponentenweise

dle gleiche Ortsabhéngigkelt wie EP haben. Definiert man
(55 | . =2 -
) ’04» = 9(""44- +P——) j la__-z P“"f = ;’E(/OH //J~,)

dann bekommt man fir die Kraftkomponenten

g S-1~9,(52‘|0+) + %DSP- ¥ Dz‘nzs

~
I

’ s 9(shp) + a,_}oz?

S"DS(S-’(:“_) + Dz =

Benutzt man die Differrentialeigenschaft der Besselfunktionen

-n n
a-}-'(x : }H(Y))

A~
N %
l

'}"_1(»«') = X

so folgt aus (54)
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K K « T (k,s)

3 (&, s)

Die Komponenten von p haben also die richtige Ortsabhingigkeit.

H

Fir das Weltere beschrinken wir uns auf die Berechnung der
Komponenten des Drucktensors, die in den Randbedingungen (52)
vorkommen. Unter Benutzung von (55) erh#lt man als Rilcktrans-
formation:

Pss =}0+ +§-/9+_
(56)

Py = -

Es interessieren also p, , p_. , p,_ und P.s - Es werden Koeffi-
zienten Tf definiert durch:

jog, = & '};‘hfs"iz T, E,

t=154,2
2
(57) Py = C - ]o(ﬁi,s).z AR C =
£=sq,2
IOSZ = j(é*‘s)e%—a

Genau wie in 1.c.3. die entsprechenden Komponenten des Beweglich-
keitstensors lassen sich die in‘ fiir die anisotrope Maxwell-
verteilung (35) berechnen (Anhang 4). Definiert man mit den in
(38) gegebenen <...> noch die dreifach indizierten Klammern

SRR G WS G

dann bekommt man als Ergebnis:

= Bl S [L(-44O) <oy, (o, )

v Lf‘/s‘ e =0

vy L(2<0%,. — (@), )]
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321 Z{I( (021.1,++<®>n.2,+)
fY T (-840 +70) -—4(@)“4+<@).,,5,)J

¥ = -j-;‘f Y [-2Ion(#) +4% 1, (2C¥) —(¥), #2(48),,
L) - (248), = (F),, ) ]

R AN A VRSN CCI N I
+4 1, (-4402,+ (), +2(@),,“)f
Y/z) Z/,.,( 5(0) +{6), “(@),,z)
1(4<0y, —(@).,3)]

= T T (B, 4T, (B, = (),,)
ﬂl +X/g; n( l,(gﬁ) +<¢);,I,,,,.+Z<?3)n,z,f—(?.)”'3-'*)}

= deel () ) [1,(40), —n<0)) + 4 1,46),, ]

;3 372))“ [.(2€0) =<®),,,) +4, 1, (-4$0), +<O2,,
—(0),.)}
i = SN (IR LB, 2 ()
LB o4 1 (2aF) - (S, —(3) )]

e-‘r -
e T L, ¢ (nO),,)

o
|

7t = & L_I (-2, (v @) +h-Lv, ®> +<v‘@>m4.-)

et i
Sl e (IR PR OB S U S
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An dieser Stelle wurden wieder Faktoren (-J) eingefiihrt. Es

ist klar, daB alle me in gleicher Weise vom Ladungsvorzeichen
abhidngen wie M;, ; denn vfm geht aus Mg, hervor durch eine
weitere Multiplikation des Integranden in M,, mit v, , die

nicht vom Ladungsvorzeichen abhingt. Argument der Besselfunktion-
en ist lberall y - Summiert wird von n = - blis n =+#w , Ver-

wendet man die Reihendarstellung der modifizierten Besselfunkti-

onen
o n+2r
T E (¥/2) ; T T
— O L % h > Q . =
l”(x) - (h+1")" I ) ——ly h
T=¢
so kann man die Glieder niedrigster Ordnung in ¥ in den direkt
ablesen:

rf = ;*ﬁf; (3/'2)% [ (0),,. - <@)°,z,-f

i

?T,? ’-I-;f (%);—[ <@)o.z.+ - <@)o.4,+}

e e [ (20 () =~y (B ey (B ]

+ Y .

-Tc‘;g: [Py =2 AR~ FR, + (800

(59)

i = dJd.nt
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T = %‘-f—[d’/z)% / (67, /

Nia

i = A () 240y ~ (0, ]

= s [(4*3*) (¥} + % (-2 <¥2 +(?2,4,*)9f<§)"f’f’}

4

i\

s _ ;?J_ Jr-pp ey, + s (% 0)../

rf = I;E_ [ 1= 0N, +p (w02, 7 (% @/\o,z,-)j

=l ()b, -

d.) Diskussion der Dispersionsbeziehung

Mit diesen Koeffizienten E:” lassen sich die im Glelchungs-
system (46) noch unbestimmten Koeffizienten a..,, 1leicht angeben.
Zunichst ist mit (20') die Massengeschwindigkeit V per defi-

nitionem:

v . ZV(NOW)<_Y>)¢ _ i— c Z N
S = L= T (hem
2—— NOq‘m‘ ¢ 4
Damit folgt“aus den Gleichungen (52): (v = 1,2,3;v'= U4,5)

T s (M (nt - & e 5M.)) I s E

1<

'Eét‘L
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5 S T ks ¢ £ L] )
L

S 4Ry e cst?.ﬁoP‘]o(ka\su)jE:o

Yr.co

e g [Lo ¢ Gk xe]

a,, = [[é;(i——% )g;(M'MM“)*-E:"’]—1}-(74(4eﬁ,~s°)

o
@
fi

(o)
o
(o}
s
-+
£
I
S

q.+§= (11 (k-S,,) + C:. Ki(xsu))

Qsy = J: (k.w'so) ' E:“

(60exa,, = — I ixs)y +C, K, (x5 )
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Die Matrix der a,,, hat also die Gestalt:

s a,, Q,, 0 0

sy Qas Q,, 0 0
o Qs, s, Qay 0 Ay

a'u qu Q'vs 0 Qus

In den a,,, sind die Ez“ 3 E; und Mg, noch Funktionen von
w , kund k,, , wobei die k,, als Funktionen vonw und k aufzu-
fassen sind. Die L&sung der Dispersionsbeziehung Det(a,, ) = O
wird fir den allgemeinen Fall nur numerisch m8glich sein. Ein-
fachere Dispersionsbeziehungen erh#lt man, wenn man sich auf
kleinere Gliltigkeitsbereiche beschrénkt. Als Beispiel wird die
Ndherung betrachtet, die nur Glieder erster Ordnung inw/Q und

in § Dberiicksichtigt ("magnetosonic regime").

Die Wﬁ; und die Komponenten des Beweglichkeitstensors M,.,
werden berechnet unter Benutzung der in (59) gegebenen Entwick-
lung nach Potenzen von ¥ und der von STIX7) berechneten ent-
sprechenden Ausdriicke fiir M,, . Falls

= | (225)

dann kann man fir die Plasmadispersionsfunktion Fo(d“) die Ent-
18)

4
z

wicklung benutzen

- 4
Fad s £ (2 + 5o s )
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Mit dieser Entwicklung werden in Anhang 4 die E:" und M,,,
berechnet. Fo(d,) wird als von der Ordnung 1 betrachtet. Wenn
man ndmlich fiir Idel > 1, d.h. Phasengeschwindigkeit > ther-
mische Geschwindigkeit, auch fiir FO (e ) die obige Entwick-
lung benuﬁ;t, so sind m£, undsz1hﬁm Relhen aus Gliedern der
Form quva(“ZQ)P-E (do) 5 P»Q2 0 ganz; r = O oder 1. (Im
Dielektrizitdtstensor tritt nurﬁrﬂfhm auf) Die Tabelle 2 gibt
dle niedrigste Ordnung an, die in dem betreffenden Element FS"
bzw.S}qJﬂun vorkommt. Da die Glieder von der Ordnung 1 iber o,
auch noch von der Temperatur abh#ngen, ist der Grenziibergang
zur Temperatur O nicht dasselbe wie ¥y O . Dagegen bedeutet
der Grenzilbergang S4— e auch y— O

4%
1 b §
W:j TT-:P- Tr,,,?—

s R z
LASRT LA A A B
w -4 | -1
/‘—Q‘ Q'Nw | Q sz
Q' Mys 1| QM.
¢ ¢ §
5 n‘sz e / =
w5 1
/Q Q- M,
Tabelle 2

Flir den betrachteten Gilltigkeitsbereich 14Rt sich die Gleichung
Det L = O aufspalten in zwei GleichungenT):
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(63)
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Gleichung (62) beschreibt die um Temperaturglieder korrigierte
Alfvénsche Verscherungswelle. Diese Dispersionsbeziehung ist -,
wie man Tabelle 2 entnimmt, - unabh#ngig von k; . Die Disperslons-
beziehung der Kompressionswelle (63) ist dagegen eine Gleichung
ersten Grades 1in ki . Die Gleichung Det L = O hat also nur

eine LOsung ki . Dementsprechend sind A;_= A, = 0. Bleibt zu
zeigen: Auch dle Zahl der Randbedingungen reduziert sich um

zwel. Es wird nachgewiesen, daB in der betrachteten Ndherung

die Randbedingungen (52a) und (52b) identisch erfiillt sind,

d.h.: a,, = 0 (m=1,2).

Nach Tabelle 2 sind alle 1in a,, auftretenden Glleder von
htherer Ordnung. Es ist also in dieser Niherung a,,= 0. In a,,
sind alle Glieder von h8herer Ordnung bis auf “ﬁ: undgijSY .
Es muB also noch bewlesen werden, daf in erster Ordnung in wW/n
gilt:

T (ny — £ Ezme g ) —0

Nach Anhang 4 ist:

& . _k
w-8 -PL? Twr fg—
nos AR (- ) E = dxn-T)eE

Da das Plasma neutral sein soll, gilt N, q; = N, . Es 1st also:
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k(o) ] (27,

B N (BT N (BTl e f ey ) = Boex Ty
> o+ N T B, (3;4-.&1)-0,.&&*(1 )

Daher 1st auch a,, = 0. Dagegen treten in a,, und a,, Glleder
der Ordnung 1 auf. In Ubereinstimmung mit 3) bleiben also zur
Bestimmung der drei Konstanten Al, Au und A5 die drei Randbe-
dingungen (52c), (52d) und (52e). Und die Dispersionsbeziehung
lautet Q3 Qug— Q,.+Q,, = 0 » falls agy ¥ 0,

1
d.h. s =+ S,

Herrn Prof. Dr. A. Schliter danke ich fiir sein wohlwollendes
Interesse an dieser Arbeit und zahlreiche f8rdernd-kritische
Anmerkungen. Den Herren Dr. H. Tasso und Dr. H. Wimmel bin ich
fir viele klirende Diskussionen zu Dank verpflichtet.
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Anhang 1

Es wird die Ungleichung (20)

Z?V - | — veay - A,
12 | ¥ | l ¢ [% (4@-’9§V+3‘W.|J3“)%

-1
nachgewiesen fir f::]z - lel k . Da fir z<z, cﬁ(Z):a:(l +X'f)
gllt nach der Resonanzbedingung (12) fiir die Resonanzgeschwindig-

“h
keit V, am ort Jzk

e Mol

Das Maximum der rechten Seite von (Al.1l) liegt beil

Qtv = 2'_‘% lVDl‘(sz

bekommt man

| #2=4] s Sy

Und mit V, = ly,,|

Wiy

Als zweites ist die Ungleichung (21)

1> | Al |
zu beweisen., Es 1ist
,/k‘geV'r ____\ thV 1}
A [ 7 (kY +plVI)]*
2 | kav)* Yl EvS vk ALK
<<J2° ll’—.(&o+wyﬂ <<4.

Denn |¥/ k| << 1 wurde vorausgesetzt, und da die Phasengeschwindlg-
keit von der Ordnung der Lichtgeschwindigkeit 1ist, ist v, k/q,< 1
Nach (25) ist aber auch

LI |« |$|*




Anhang 2 - &7 -

Ist W= (w;,w;,w;) die Geschwindigkeit eines Elektrons 1ldngs
seiner Bahn im Gleichgewichtsfeld B,, so muB w’'der Differential-
gleichung geniigen :
-1 du! |
T = — W X
(jz d‘t‘ —_—

In den in II.l.c.) eingefiihrten rotierenden Koordinaten (W =w, * w )

N>
IN>
I

Y

1st dieses Differentialgleichungssystem :

0‘ i + ! d !

— M ':z__,(.._ﬂ‘w -~ —

T * ae V==V
Die LOsung mlt der Anfangsbedingung w’ (t'= t) = w ist :

i -‘FA:-ﬂI'
W, = Wi-e W, = W mit T=t =1

)
Mit = x * iy folgt aus %;3': w'! mit der Anfangsbedingung r’ (t=t)

i
= " 2
For

Ty = $v f%‘(é = 4.) il

Geht man jetzt zu Zylinderkoordinaten (s,q,z),(v,,vY,v;) iiber durch

X = 5‘CO".)Lf ; y= 5~/JQ4L(
4.0 Wik Ve =V TV
T = s-e el ,‘ V/i—-;Vr-ei'{ * ¥
so folgt
W, w. = Vv o=y?
2 . "(-(-Q 5 s
s =l = [ T ) e e (e ) ]
1 —a 3 - A
=sl+j=f(e Zd}k*%—d)+§§$M“(ﬂbii)f
2z 21.?_ Zh 3
= S + J:"' (4—Qmszr) - UT{: (Vs-auﬂr 2 V? (4~ C.,VJL/ZF))
Und aus 2! qJ
v!r =\4/;e+ Y :W; __E‘L-
folgt :
Vo s Ar : £l A
SV, = Wee (Ib%wz(e -1)+ 7 )
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Anhang 3
Nach (23) und (28) ist :
+ o0 oo
o J [ 8E e veee)E Juen ry Bl Jokes)
x , ) E_ ° '
— %)/1 % (s'-v.' " 5\4’) T'Ez'i(k“s)} OIV\,‘O{V_:,
co 27
i ..,1. ‘ ! i . 9 Ve A Wi b et _. . @ &
= jf {S, 31(4@5) (/\43+E++/\4J- E' + M Ez) +go(kJJ/-an Ezjd‘" ol¢
© 0
Es sel : E(e,vz) = E(EZ‘D’ Vz.)
ﬁ(t,vz) 5 E(CZ‘QD) V—:.)
fo (€s) += f.69,v,)
pa OWVeY) _ D¢ folgt fiir die linke Seite von (A3.1) :
(L, a)
i E 3 U [ £ a )

F vy D lkes) , EL | o dle
Daraus liest man ab :

| = ; . . A =
M, = '%'3'£'Y:'S v; F= 23Uy (5\& eit&ft:t‘%EZ'L (™= 1 ).)'E

:%1}263 ei{LQT('S _ Zlei-c'a()‘E_" — H++ -(S _e_ei,(.()

nach (26), (26" ), Anhang 1 und wegen

S

2-’.\&.#1 &
(.R - { €

: .M

Genauso folgt :

p ~r I'sz 41 z :4“,2 £

=

N>

:Dz-fl-e.t“ (S _ei-a-'-t__ f )E’ . H ‘8141 ( S-ei“‘—— f)



~ "-/zl - f-‘_.._. .
. — o« rA
0%y, - -ZMZ(SeM—()a 2::H+-(se.+4-—f)

ke, E
ﬁ/\,‘,z_—%u—_-(/\"-€++)“4—) E
A
— T 2 2 29T (44 (ﬂ?_‘) ~
N:z="tf°z'-"e":° N 7[02
-':I[z'l)z.:%ﬁz (e-u‘(,r_ 4)e+u¢ _ H,_z‘ei‘u

Lj.})

In (33) sind T,; definiert durch

22 teo
(v~ Ay,
M = 26 ] [T e g e
Aus der Definition (20°) der M., folgt zusammen mit (31) und der

Tabelle 1 :

oﬂzr'-

Tn‘aﬂ(‘ﬂrs) = —;_WJJ ’/5‘_. 31(4@,\\')‘ " o « - of ¢

= 31(&1-:;)]%J)“E’e“‘/z”.ﬁ;(&,u ol

Mit v?: D-1* folgt weiter :

X0

T,H _ J %:Dzelet(d?r‘E gn(kxf) oN —

0

0

Genauso folgt :

T;; - _j 2070 1 kil Flety,yde = -j.g- A 3(’%%) E (a2,

)

2 | jei""{),’d ¢ Je (58 ) F )



‘._J.LQr 2z
To=t[v s (™ 1) 30 J ikt Elev) d
2 z ,2 i todlc
fgz=fg-p‘e-f§2—(4-e )f(e,vz)gueu
— 2t t“/)rg (ki0) = T (de,-t) )]o/(
+

=.j/ 52_(4 —etx}_-fr)pé’./é 'Kz ‘}1/%) . 4‘;‘)4?,1 g K?" fz_‘ (ehl?cr?o __32 )jo(l&

—~

T =_} vz'[p-f kst + 22 ﬂ":,'z‘“a"fzﬂl-gd (%,-¢) /:'V] oll

:qJ\Q [Yﬂ}°(ﬁ%§&){;: + 4:%1 aj;ﬂrépi\{{él (@%;J o B J(j%

Wenn man die Definitionen (35a - c¢) und (36) benutzt, nehmen fiir

die Maxwell-Verteilung (35) die T;, die folgende Form an :

4

+ 4'L0r

.T|++_ z% @'G{O‘Q)'C
By
L =-5.@ G(2,4)

T. =i§£ ® G(14,3) % (614\,%_ 1 )-:D1L

2

T, = &

z 2T

(FY GO0 5 (4 - ")t 42 $ (G0 - i 4)]

To= B [ VGon -G 2oLyt § G a3 |

Nach RYSHIK-GRADSTEIN : Tafeln L, W,\[ ist ( nach Berichtigung
elnes offensichtlichen Fehlers ) :

Gpg)= Jgrf“")'e_ﬂ:x'lchh
{57 '(f"/s*)b

s )
- Zﬁf’-f-'(;a;zf) (.—?.Y,af-—(f/s:] ‘/':(uf'ﬁ i t’/‘{ )



« T =

mit der konfluenten hypergeometrischen Reihe

z 3
_ x z , x(¥t1) z x(xt)(¥+2) =z
AE(X,YaZ) /l * Y 1! ylyra) 24 yl(yt+ta) (y+2) 3} +
L'} 2
_ a Ji
Es 1st a2:= kiDiund “;'/3"1 = “5"3‘:3'(4*%&?)
z -y (A= co i = — A
QYP{_‘—%—' =e ' coa fc) _ ak‘z_ J_”(d,‘).e
==

Damit ist dann :

— andr
Gouy) = 2_/5"‘ [1~—3}(4—amf?r)] _e—y"z Loy e

. e_‘v i Lullr —
--2??—.,;_‘, ((4 X)I VH--: +£‘!’M—-4)
e cudr
Glzy) = ‘;_/-f/z‘.,y(/i-a‘oﬂr)e Z,!.(J«Jew
=¥ — 4:4001' -
= 22/;3 2— “ Z_I‘-"“'ﬂ - %In—q )

Gl = 2 () (-‘ﬁ)e""’Zf.,wg”’r

; A -¥ - _ Tuldr
G(0,2) = 25 ‘z;m.f.m(x)-e

Mit (A3.3) und (A3.4) und der Definition (38)

o

O fdl = kv # 90 B
<X>.1 £ fi}X(\é—_)Je( ) de o,

(8]

folgt dann filir die Elemente des Beweglichkeltstensors der

Elektronen :

St T or . _
M, = :_,Af_k [(-pI_+ % (L +T ) ]<e)

Nz -

W, =5 ) Lyd - gD, +1,)]<ey,



= 12 =
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Anhang 4

Die Berechnung der Komponenten des Drucktensors

Mo o vl

P = Py e Rl A /R VA = FE— b

;
1d8t sich auf einfache Weise auf die Berechnung des Beweglichkeits-
tensors zuriickfiihren. Es war

74(&: fev, T ar
///J‘g('{?‘g) (/M{+E+ +I‘1 E ‘f‘/“l..,_E)

+ Jlkost) s EL folaolt ] oly, ofc

2 (vi> =

s\a

My = H'.d.”.J?,rlvz) ‘P(PMJ s = ] (5—€-e"““)g‘7°"’

4
Fl'z = ﬁ(z ((,ﬂ.t.vz ) .64.;‘;0(
Und die Integrale
J_}' 31(4,'1.6.)'?(’/3«”’0“* = WJP({Q*“ 'prh(“e.l'f) j h = i4.

Jl(k‘-s-)-e*"“a« = Jr(k,nﬂme,u

fihren auf

o +20 ) _,kvs -
M, = 2r D Jde [ ore e I (vo)dve

Die fﬁ setzen sich linear zusammen aus Gliedern der Form :

X(v) - G(pg)

Yy = ganze Zahl

Die S (s,v, ,t) sind definiert durch

00 +.q

o tun]TE e e,

=4 =2

Die <v,.v;> gehen aus den (v;) hervor durch eine Mﬁltlglikation
Pa\s 4+

des Integranden in (A4.2) mit v; . Da v,= v.e bedeutet
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eine Multiplikation mit

V. P — P+1 5 G TP
L P pP-* 5 4 — ¢+1
Ve p — p N

"
Unter Benutzung von (A3.4) und 3-T= Fd)'}rliest man aus Tabelle 1
ab :

A

+
Niw

S = A O G (1,5) ], (4, )

S, =R @S Gas) -, ()

if:
|

-/f@et&‘ 2 0r G 4,5) - 3‘,(4@;:)
<, = S

+4 g L.Ql—

- [zﬁj.y‘/.;“ " G(2%) +f§/6’cf5 (e G(45) — é“'%ﬂrG(J.S))]jz“%ﬂ

L~
I

S = [zp 60w - BA PGS Zen ] ) Gh)

i

S.h = 2wy, .'T'{h 3‘1(4%_5) i B e

b
See = 2r v T, 3o Vs

Es werden Koeffizienten'ﬁi und1ﬁt definiert durch

Py = C '3;(4«;&)’;_?:‘ s By

. = €Uy ) TOE

ha+f_lz'

Durch analoge Rechnungen wie in Anhang 3 findet man
( Argument der I.. ist immer r )

T P (%)%;M<@Z[(I:;:—I:.:)_KP’T;‘:‘IJFI”—sI:::" :43”



o=t ) [(1,, 1) - ¢(s1, +1, -31.-T, )]

Tos =2 [ {(epL (T L) ]

AR L) v §(2] 20, 41, -1, )] ]
Es 1st :
Pri= 5o tp.) = %-jl(@-s)/rf,i BN 4T, B4R E+TE # IIE 40T E
= 53,(1@-:)-[?5 (E1<E)) # I (E-<E) 417 (B #4E) + 10 (E~<E)
+ (. +717) E, )7

+ - * - “ X : - 4 - o z
={£—(”u *"I'u I ‘f,’_——) ‘EJ t 7:'(7r~ —I’;# *ﬂ:"'—ﬂ:')'Ef * -;I(b:“ fﬁ;f‘)'E: icl[éd

Also ist :
—¥ A +
EETERv
],‘i’:-:—:-—(gr*:—, + T —-h-)
A
=% (n; + ot

WL mEL e el) it 3 (nhoa)

Nach diesen Umrechnungen erhdlt man die Ergebnisse (58).

Die 1Qi

( siehe (57) ) ergeben sich bis auf einen Faktor aus den M,, (39),
indem man {©) durch{v,0?,{¥? durch (‘Q‘f’)und {$) durch {v$] ersetzt.
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Falls Cd{n << 1 , kann man fiir die Plasmadispersionsfunktion die

Entwicklung benutzen 18) :

S

E(dh)::—:(ﬂ_ + 241 : A

ol
mit e _y2xky: R g n4+0 :k=k
(x" _( [ v + m./? * 4

Benutzt man die in 7) gegebene Darstellung der (...Ll , 50 bekommt
man fir n 4+ O :

z20 3 2. L
@ == () F + 5 (2 )(1-T) (4 +44F )
4 Ao < Ao r 7: /.éz
Mh(’?f})w*wpo - :(1'— —fj’_)((—d*"lb/))z
1 e . 7 1.4%3 e
<®>°.w.+ - ( ’%) %__ f‘%f?l - (/‘I a 7—%—) Zw‘ tql:j?L
24 A 4&3 >
<@>o‘w.-:—(:_‘:;j) w&'p,%)-j? +(/l“%") lfw :;_JZJ

(w0) = 2 (2 )(wT +0lT 0l ) (4 4w, F )

[

to-1 x 7],
. Ikz
o B (T - e R
M,wﬁ[1w+ndn(nn)+L”h] Z(wtnn)*
s ZAJ‘QZ —_ Ti Lu: —_ Z1I/kz' i? _LQ:
(V2@>o,v|,; (/1 T'; ) hzu,zz tut _]—1— Hz'(ﬂL
g _ 2.k _ Ty bok T, w
<V=O>on o ( 1 _ﬁ— )""‘7- * W FA .V’j'o?a

w 2xT.
e ap s T £’
v A-Ly A
- _E Lo
(‘PZ + a Lur( _{ f) Wi




(ebr = = 229 [t ) (0 rnd) (T-T) (A +aa,.-F)
o e ol Ry A
=~ wa (’1 T ) w + uf
(b, v = 2E (1 -1 )
~ Za _’1 B
et ® TE(4-2) 2 (4 + =)
(P, = 2(em)(vatE) ~ o £
_ Z&'kz -
<?’Zln.+ - w2 P'::J &
_ Lot w*
<?/>o.hl— N w? n? R°
L .. L R -1 *
(thf’)w-—,;"(i)(‘“’*"“’o)(4 + Ad, ) S

(WY =

Ou, 4 Hz'o‘zz

(v Y’ZM'_: ~

Zidz o
n- A

’1+‘“"JZ)

Entwickelt man die Komponenten (39) des Bewegllchkeitstensors bis
zur ersten Ordnung in Y » SO erhdlt man :

M. = ;;f;'f;? 1@y, vy, +¥<oy,, ]
- - o7 | ;
WM = e [COh. - 2p<ey o, ]
Mﬁzr}%ﬁ}-[(@km++%y<®z -3y, yiey,, |
= —Jd4 -k

e {8, —<¥2,. ]

=)

01+

(l

.

:‘w*

Tk {v.©),,

Zzs5




= T =

*;2‘ ! . =)
M= i [200 0, - (uo,.. ]

L

ZZ

m L 20y 2y - paty, ]

In den Gliedern (...) tritt F (®,) auf, das als Glied der Ordnung !
betrachtet wird. Dann liest man aus (A5.1) und (59) unmittelbar die
in der Tabelle 2 angegebenen Ordnungen ab. Weiter folgt in erster
Ordnung in y und /N

£ o AR (__'1‘:).2«'42_92:45.2
w-N Sy - !ff&f 2 7] to? A = /]
24 42 ) /fz A T ;
I, fﬂ?( == (2-Zl)-E= &-T5{i-T)&
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Bezelchnungswelse
Kap. I
d = tT:1V,| . Dicke der Resonanzschicht
q = Betrag
der Ladung des Tellchens
d = Vorzeichen
_ 9B
LQ T wm.c
JL
L=y =30
A 14
Y=Y, +4Jv =V, e
Q@ Q": definiert durch (19)
§:=|Z'—Z~gl mit J?(Zg)=‘~’
N.: mittlere Teilchendichte

T =

Kap. II

@(V;)} ‘.{’(VL), llf(Vx) : definiert in (35a-c) /3:' B ..

B la g

Quadrat der Plasmakreisfrequenz

Dicke der Randschicht

Index zur Kennzeichnung der Tellchensorte

Betrag

der Ladung eines Tellchens derd -Sorte
Vorzeichen

mittlere Teilchendichte

(01 (ﬁ‘ g &-L- Bb

: e
tJZ: ) g

G(p,q): definiert in (36)
(X5,

I, =

definiert in (38)
(2 dz' &)+H(ﬂ
(ZxT,") A2
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