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ABSTRACT: The behaviour of a fully ionized plasma composed
of one type of atom and subjected mainly to electromagnetic
forces (waves) is treated analytically: Forces due to the
stress-(pressure)-tensors of the ions and electrons, to gra=
vitation and to ion-electron interaction, as opposed to elec=
tromagnetic forces, are ignored. The mean thermal particle
velocities have to be sufficiently small compared with the
phase velocities of longitudinal plasma waves (LANDAU dam=
ping). The problem is described by relativistic (covariant)
field equations and equations of motion.

The general fundamental equations lead to a special system
of equations yielding wave solutions in which all partial
waves have the same space-time constant phase velocity. This
system of equations provides:

1. A strictly analytical periodic solution of the non-linear
initial equations. The solution describes a transverse,
circularly polarized electromagnetic wave and is wvalid
for phase velocities greater than the velocity of light
in vacuo. The relativistic correction term of the dis=
persion relation describes exactly the influence of the
ions and electrons.

An analogous solution is obtained for a fully ionized
Plasma composed of electrons and k (= 1,2,3...) types of
ions. The individual types of ions orbit in phase (with=
out a constant magnetic field). The magnitude of the or=
bital velocity is constant for each type of ion. Depen=
ding on the charge and mass of the individual types of
ions, the magnitudes of their orbital velocities may vary,
and hence their orbital radii may vary as well. In this
way it is possible to produce relative velocities between
various types of ions or between ions and neutral gas (the
latter not being affected by the wave field).




2. A strictly analytical periodic solution of the non-linear
initial equation obtainecd when the ion oscillation is
neglected. The solution cdescribes a longitudinal electric

wave.

The phase velocity of the wave has to be greater than the
maximum absolute value of the longitudinal electron velo=
city caused by the electric field. This exact statement is
a pendant to a corresponding relation resulting from the
LANDAU damping between the phase velocity and the mean
thermal electron velocity.

3. An approximate (up to the third order) steady-state solu=
tion of the non-linear initial equations for the simulta=
neous coupling of the plasma, transverse waves and longi=
tudinal waves. It is valid for phase velocities greater
than the velocity of light in vacuo. Relativistic effects
occur in the third order. The ion oscillation is ignored
because it does not affect the solution until the fourth
order.

Purely longitudinal electric waves result in a constant
second-order plasma electron drift velocity: The plasma
electrons stream toward the waves.

A transverse plane polarized first-order electromagnetic
wave 1is coupled with a plane polarized third-order elec=
tromagnetic wave: The third-order wave oscillates at three
times the frequency of the first-order wave and has a
maximum amplitude which is directly proportional to the
electron rest density of the wave-free plasma when the
plasma frequency is sufficiently smaller than the first-

order wave frequency.
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Die Arbeit ist ein Beitrag zum Studium des Verhaltens eines
vollionisierten, aus einer einzigen Atomsorte bestehenden
Plasmas, das im wesentlichen elektromagnetischen Kridften un=
terliegt. Die Beschreibung des Plasmas erfolgt makrosko=
pisch. Gegen die elektromagnetischen Krédfte werden Kraftwir=
kungen (1) vernachlédssigt, die von den Spannungs-(Druck)-
Tensoren der Ionen und Elektronen, der Gravitation und der
Wechselwirkung zwischen Ionen und Elektronen herriihren. Dis=
sipative Terme sind in den Gleichungen nicht enthalten. Da=
mit gilt beziiglich der LANDAU-Dimpfung (2)¥: Gegen die Pha=
sengeschwindigkeiten longitudinaler Plasmawellen miissen die
mittleren thermischen Teilchengeschwindigkeiten geniigend
klein sein.

Im eben skizzierten Sinne "kalte" Plasmen wurden unter dem
speziellen Aspekt ihrer Wechselwirkung mit elektromagneti=
schen Wellen groBer Amplituden (Laserlicht) in den Arbeiten
(3) makroskopisch behandelt. Der gleiche Aspekt soll auch
Jetzt eine Rolle spielen, jedoch keine ausschlieBliche.

Im Gegensatz zu den unter (3) zitierten Arbeiten wird das
Problem hier dem Formalismus der speziellen Relativitdts=
theorie (4) unterworfen. Die mdglichen hohen Feldstirken der
durch Laser erzeugten elektromagnetischen Wellen kionnen ent=
Sprechend hohe Teilchengeschwindigkeiten zur Folge haben.

Zunéchst werden im Weiteren benutzte Grsgen angegeben.

e e e o e ———————— —————— — — ———

e - Elementarladung

* Das hier zugrunde liegende Diampfungsdekrement wird in (2)
fiir ein Elektronen-Plasma aus nichtrelativistischen kine=
tischen Gleichungen abgeleitet.



7 ~ Zahl der im Ion enthaltenen Elementarladungen

m, -~ Ionen-Ruhmasse
m - Ilektronen-Ruhmasse
n, - Ruh-Teilchendichte (Ionen)

- Ruh-Teilchendichte (klektronen)

- Betrag der Ruh-Ladungsdichte (Ionen)

+
A_ - Betrag der Ruh-Ladungsdichte (Llektronen)
?+ - Ruh-Massendichte (Ionen)

?_ - Ruh-Massendichte (Blektronen)

¢, - Dielektrizitiétskonstante (Vakuum)

/U - Permeabilitdt (Vakuum)

c - Vakuumlichtgeschwindigkeit

A.2 Radiusvektor

——— o — — — ———

v mit den Komponenten -

17 8V4x 0 Ve T ey 5 Vas = BV 5 Vg = e

Fir das llement der Higenzeit gilt

] 2 :
at, = dt |1 —-p+ mit
2 03 .. 2 2 2
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\') - Die Komponenten und das Element der Eigenzeit haben
die gleiche Form wie im Fall der Ionen, nur daf der
Index + durch den Index - ersetzt werden muB.

A.5 TFeldtensor
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A.6 Dualer Feldtensor

0 - =T Ea ) B
cC & c Ty X
1l 1
e 2B, 0 - 2B, B,
' =
mn s
- = F = 0 B
c Ty g K Vi
-B, -B, -B, 0

A.7 Viererstromdichte

Fm mit den Komponenten -
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Treten in den folgenden Kombinationen indizierter GroBen
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anF;n = 0 ' Al4
A.12__Kontinuitdtsgleichung
o =0 A15

Die Darstellung des hier vorliegenden physikalischen Problems
geschieht mit Hilfe der FeldgroBen F_ bzw. Fy . Sie werden
gemessen. Ein Vorteil der Potentialform gegeniliber der Feld=
form der Gleichungen besteht filir den gegebenen Anwendungs=
zweck offenbar nicht.

Das Gleichungssystem (A11-A15) enthdlt teils lineare, teils
nichtlineare Gleichungen. Damit ist das Problem als Ganzes
von nichtlinearer Natur.

Die gesuchten Losungsfunktionen des Gleichungssystems (A11-
A15) werden jetzt allgemein mit @ bezeichnet. Sie sollen von
den Koordinaten eines eindeutig festliegenden Raum-Zeit-Iner=
tialsystems S(x1;x2;x3;x4) abhingen und reell sein.

§ = ¢(x1;x2;x3;x4) A6

" — —— i — —————————— i ————

i = Ux = k(gX - ut) A1T7
mit

X = E(x1;x2;x3)

g =

e(cos &, ;C0S &y;COS ¢3)



- B -
' cos?4, + cos’d, + cosds = 1 A18

_iin Vierer-Ausbreitungsvektor U mit den Komponenten -

. . - . |
;_cos .{1 s U2 = kcos d.2 3 U3 = kcos ¢3 3 U4 = ik 5

Fiihrt.

M,die relativistisch invariante Phase einer physikali=
_;Erscheinung, die sich mit der Phasengeschwindigkeit u
Gchtung des Einheitsvektors & durch den dreidimensiona=
Raum bewegt. o, ok, 45 sind die Winkel der Vektorkompo=
@n U1,U U3 gegen die x1—,x2—,x3—Achse im Inertialsystem
 ist dimensionslos. Also muBl U die Dimension einer re=
oken Lénge haben. Das bewirkt der mit dieser Dimension
,tete Parameter k.

* Betrag von U, lautet im Quadrat

N
'VfI
nn gilt
.’F-
< ¢ —— UU >0 (raumartig)
U = ¢ — UU = 0 (singulédr)
8
- . UU < 0 (zeitartig)

Die eingeschrinkte Losung ergibt sich nun zu
P = ey A20

Un eine derartige Losung zu erhalten, muB im Gleichungssy=
Stem (A11-A15) von den partiellen Ableitunszen nach den -9
auf totale Ableitungen nach t lUbergegangen werden -

Der Vierervektor U, ist konstant, d.h. er hingt nicht vom




s

. -
Vierervektor X ab. Es folgt
- 4P ag
2.4 = 9§ ay " Un'd-! A21

Die eingeschrédnkte Losung ist der wesentliche Inhalt dieser
Arbeit.

B. ERHALTUNGSSATZE

—— i —— o ————— i —— i — o — S = ——————

Mit A15 wird
anr; = AT -AV,) = O B

Die Ruh-Ladungsdichte der Ionen im Volumenelement kann nur
durch einen Ionen-Quelltexm Q+ und das Ein- bzw. Ausstromen
von Ionen gedndert werden. Fiir die Ruh-Ladungsdichte der
Elektronen gilt mit einem Elektronen-Quellterm Q_ das Ent=
sprechende. Q+ und Q_ sind relativistische Invarianten. Im
einzelnen muB sein

anr:-n = an.A+v+n = Q B2
anJ:n = anA_V_n = Q B3
Aus B1 wird

AV, -3 AV

n'M-4n

|
O

-1

Q. = Q B5

Die Neuentstehung oder das Verschwinden von Ionen und Elek=
tronen im Volumenelement ist im vorliegenden Konzept nicht
enthalten. Also folgt



-8 -
Q = Q. =0 B6
oAV = O BT
QAV_, = O B8

Aus B7 und B8 ergibt sich direkt

ann+V+n = 0 B9
qnVv., =0 B10
an?+v+n = 0 B11
3n?_v_n = 0 B12

Durch Multiplikation von A11 mit n, und von A12 mit n_ folgt
unter Verwendung von A5,A6,A7 und A8

?+V+nanv+m =\ +V+nF mn [ +nF mn B13
?—V—nanv-m = ~RY¥¥wm = = Ll B14
Fir die Ionen gilt

VPV = 3n3+V+nV+m - V+mang+v+n B15

Wegen B11 verschwindet der 2. Term der rechten Seite. fAnalo=

ges gilt fiir die Elektronen und es wird



4

q_V_nanV_m = 'ans _V_nv_m B16

Nach Einsetzen von B15 und B16 ergibt sich aus der Addition
von B13 und Bl14

3n(q+V+mV+n +QV_ V) = (M- )P = Fmn B17

Die Elemente des symmetrischen Spannungs-Energie-Tensors
(Tmn) lauten (5)

_ - _ 1
B = YR (B2 7 FPquqsmn) B18

nit Smn.—.o fir m#n und §_ =1 fir m=n.

Die Beziehung

I’nan = 9,1 . B19

liefert schlieBlich mit B17

d_(Q.V, V ) = 3T =
n'+"+m'+n T 9-VonVon = T/ = 9T = O BER

Fir m = 1,2,3 macht B20 Aussagen iiber die Impulsstromdichte,
flir m = 4 Aussagen iiber die Energiedichte.

Der durch B20 gegebene Tensor (ﬁmn) ist wie (Tmn) symme=
trisch,

B.4__Drehimpuls-Erhaltung

T T ——— ————— - -

an(xqun - qupn) = 0 B21

Ndheres siehe unter (6).
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Wie bereits unter A.14 bemerkt wurde, soll die Arbeit die

eingeschréankte Losung des Gleichungssystems (411-415) behan=
deln. Mit A21 ergibt sich dementsprechend aus A11,A12,A13,

A4 und A15

UpVin d§¥m - %f | . C1
UnVon E;:E - ﬁ% —nFmn g2
T U = Moln = ATy - ALV ) 3
%’f UFan = O c4
%T Unr; B %T U AV =AV,) = 0 C5

Aus C5 wird
Unrh = TV - AV .y =9 te

J ist eine relativistische Invariante. Mit C3 und C6 folgt

%T UmUnFmn = /uOJ CT
Wegen
UmUnan = 0 Cc8
gilt
J'r = 0 bazw. A L0, = A_Un\f_n Co



-«

Aus B7 und B8 wird mit A21

%T'A+Uhv+n = 0 bzw. AUV, = I, c10
%T'A-Uhv-n = 0 bzw. AUV, = J_ c11
und wegen C9

fp, = 4. = @ c12
d.h. C5 ist durch

Ay = 3'(Unv+n)-1 g AL = 3'(Unv-n)-1 C13

~
ersetzbar., J ist wie J eine relativistische Invariante.

N e e e e e e R - =D = Y - - ———— ———— .

Unter Verwendung von C13 ergibt sich an Stelle von (C1-C5)

+m  _ Ze
Unv+n ag = o Vnfmm c14
+
av_ .
Unv-n d‘ = - m—__ V..nan C15
d _ _ -1 ~1
af UuFmn - /o] [v+m(Unv+n) -V (U v_) ] C16
e —
fm = c17
o~ ~1 _ A -
A, = J-(uov,) und Al = J-(Uv_) c18

C_ ist ein Vierervektor.



e

Durch Multiplikation von C14 mit V+m und von C15 mit V—m
folgt mit Riicksicht auf die Antisymmetrie des Tensors (an)

V+m = const, und V—m = const. C19

Mit der Definition von V+m und dem Element der Eigenzeit A1

wird
h
4 42 2 2 g & .
V+4 = Ji:(e™ & V+1 + Vi, + V+3) = x¥1c 620
:
4k 1@ . .2 2 2
r; = 5 " = = (e + V+1 -t V+2 A+ V+3) c21
.
= 2 B 2 z . ~
T+n = CV+n(C + V+1 -+ V + V+3) - n = 1,2,3 c22

C20,C21 und C22 gelten gleichermaBen fiir die Plasma-Elek=
tronen: Der Index + ist durch den Index - zu ersetzen., D.h.

Vv = V = = cC C23
Die vierten Komponenten der Vierervektoren V+m und V_m erge=

ben sich damit aus den jeweiligen ersten drei Komponenten.

Aus C16 wird mit C8

%T UV P = /quU [ +m(UnV+n)_1 - V_m(UnV_n)_1] =

w ¥ c24
und aus C17 wird entsprechend

UUTF% = UcC = 0 o5

m n mn m m

Die Gleichungen der vierten Komponenten von C16 und C17 sind



e
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eine Folge der Gleichungen der jeweiligen ersten drei Kompo=

nenten.

Zur Ermittlung der 14 von ‘ abhéngigen Losungsfunktionen

5 . . ~ . . . . SR LW oW
VeriVa2iVasiVogiVooiVogiFy 3P0y Fs i B 55755

A+;A_ C26

sind also 14 Gleichungen (C14-C18) verfiigbar.

C18 ergibt sich aus einer einzigen Differentialgleichung
erster Ordnung (C5): Das Gleichungssystem (C14-C18) erlaubt
lediglich 13 voneinander unabhingige Integrationskonstan=
ten, von denen 4 bereits explizit als 01,62,03 und J vor=
liegen.

In der Arbeit sollen speziell Wellenldsungen ermittelt wer=
den -

Die Wechselwirkung des Plasmas mit elektromagnetischen Wel=
len wird als Verkoppelung ebener Wellen mit einem unendlich
ausgedehnten Plasma behandelt. Das bedingt eine im Vergleich
zu den benutzten Wellenldngen (und zu den Amplituden der
Teilchenbewegung) geniigend groBe Ausdehnung des Plasmas und
der Wellenfronten.

——— i — A —————————

9 = 0 ca27

wird als homogener Fall bezeichnet. Alle in (A11-A15) ent=
haltenen von den X, unabhéngigen GriéBen sind rdumlich-zeit=
lich homogen. Das wellenfreie Plasma muB damit eine ausrei=
chende r&umlich-zeitliche Homogenitdt besitzen.

GroBen des homogenen Falles werden mit dem zusidtzlichen In=
dex o gekennzeichnet. Mit C27 folgt dann aus (A11-A415)

VonTormm = © Ce8
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Voenform = O c29
Ao+Vorm = Ao-vo-m C30
Zudem gilt mit C20 und C21

1
Vors = 1-(c® V§+1 + Vc2)+2 + V§+5)E = Joiic C31

1
Vo, = i:.(c®+ V2 +v2 4 vg_s)é- = [,_ic c32
Mit C30,C31 und C32 wird
Ao = Ao = A, C33%
Vorm = Voum = Vom C34
und damit aus €28 und C29
Vonormn = © C35

Wegen der Antisymmetrie des Tensors (an) ist die Gleichung

v Vv F

om'onform = © €36

erfiillt; d.h. die Gleichung der vierten Komponente von C35
ist eine Folge der Gleichungen der ersten drei Komponenten.

Mit C34 gilt noch

or = Yo- = %o G357

—— — — ——————— D = —— T = ———————— ———

Die Wechselwirkung des Plasmas mit den elektromagnetischen
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Wellen wird in erster Linie unter dem Aspekt der Plasma-
Diagnostik betrachtet. Insbesondere erhebt sich die Frage,
wieweit den elektromagnetischen Wellen GroBen aufprigbar
sind, die den wellenfreien (homogenen) Plasmazustand charak=
terisieren., Es ist die Frage nach der Beziehung zwischen den
Wellenlosungen und dem homogenen Fall -

Mit C33 und C3%4 sind

. " . ] g R Rt S I

Vo1 V023 Vo33 F0143 0043 F 0343701437824 F 034 3R, Las
die den wellenfreien (homogenen) Plasmazustand kennzeich=
nenden GréBen. Nach C35 und C36 gilt die Gleichung

Vonform = 9 i

m= 1;2,3 C39
Damit sind lediglich 7 der GréBen €38 voneinander unabhin=
gig.

Eine geeignete Beziehung zwischen den Wellenldsungen und

dem homogenen Fall ergibt sich, wenn die gesuchten Losungs=
funktionen C26 zwei Forderungen erfiillen

1. Fir den wellenfreien (homogenen) Plasmazustand, d.h. bei
verschwindenden Maximalamplituden sdmtlicher Wellen,
sollen sie in die GroBen C38 iibergehen.

2. Gehen die Maximalamplituden simtlicher Wellen in C17 und
C18 gegen Null, so folgt

_ » i _
C, = UF* m=1,2,3 C40
I, = AUV, C41

C40 und C41 sind Grenzwerte. Der Grenziibergang ist wegen
der 1. Forderung an C26 durchfiihrbar und gewsdhrleistet,
daB der in einem wellenfreien (homogenen) Plasma an sich
sinnlose Vierer-Ausbreitungsvektor Um seinen wohldefi=
nierten Sinn beibehilt.
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Nun wird weiterhin die Gliltigkeit der Gleichungen
Cm = COm 5 m = 1,249 Cc42
J = 7 c
= J, 43
verlangt.
Aus (C14-C18) wird mit C40,C41,C42,C43 und m = 145249
dv
+m _  Ze
UpnVin ajy E: VinFmm C44
dv-m -
U a g = ~ 5 Tenlm 45
dygr = wAuv |v. (uv.) ' -ov (uv )T 46
df nmn /o™ "n on| 4+m' "n"4n -m* n' -n
« %
Unan - UnFomn C4T
_ -1
A AoUﬁVon(Unv+n) by
AL = AUV _(uv )7 C49
- onon'n -n

Im Grenzfall verschwindender Maximalamplituden sidmtlicher
Wellen ergibt sich aus C44 und C45 die Gleichung C39.

Wie die Rechnung zeigt, existieren fiir das Gleichungssystem
(C44-C49) eindeutige Losungsfunktionen C26, welche die vor=
genannten zwei Forderungen erfiillen.

tao  Iroie Farameser
In den Losungsfunktionen C26 des Gleichungssystems (C44-C49)
auftretende voneinander unabhidngige Konstanten werden als

freie Parameter bezeichnet. Es lassen sich zwei Gruppen von
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freien Parametern unterscheiden

1. Freie Parameter, die nicht aus der Integration der Dif=
ferentialgleichungen folgen. Dazu gehdren 4 durch den
Vierer-Ausbreitungsvektor Um eingefiihrte relativistisch
variante Konstanten: k,u,d1 und 52. d3 h&ngt nach A18
vono(1 und d2 ab. k und u kennzeichnen mit § verdnder=
liche Anteile der Wellenphasen. d1 und 12 kennzeichnen
die Wellenfortpflanzungsrichtung.

2. Freie Parameter, die aus der Integration der Differen=
tialgleichungen folgen. Dazu gehdren 7 voneinander unab=
hdngige bis auf Ao relativistisch variante GrioBen aus
C38, die den wellenfreien (homogenen) Plasmazustand be=
schreiben. Insgesamt sind 13 voneinander unabhidngige In=
tegrationskonstanten zulédssig. Damit bleiben noch 6 freie
Parameter {ibrig: Sie sind den Wellen zugeordnet und erge=
ben sich mit den Losungen. Im Fall der Linearisierung und
bei Darstellung der Wellen durch eine longitudinale und
zwel aufeinander senkrecht stehende transversale Schwin=
gungskomponenten ist zum Beispiel fiir jede der drei Kom=
ponenten eine relativistisch variante Maximalamplitude und
ein relativistisch invarianter konstanter Anteil der Wel=
lenphase verfiigbar.

Demnach besitzen die Losungsfunktionen C26 des Gleichungssy=
stems (C44-C49) - von Naturkonstanten abgesehen - 17 freie
Parameter, von denen 7 den wellenfreien (homogenen) Plasma=
zustand beschreiben und 10 die Wellen charakterisieren.

Aus den 9 Differentialgleichungen erster Ordnung des Glei=
chungssystems (C44-C49) resultieren 9 voneinander unabhédngige
Integrationskonstanten: Von ihnen miissen 3 mit 3 von den
durch C40,C41,C42 und C43 bereits in (C44-C49) eingefiihrten

7 freien Parametern zur Beschreibung des wellenfreien (homo=
genen) Plasmazustandes identisch sein.

Das Gleichungssystem (C44-C49) liefert die Losungsfunktionen
C26 in einem beliebigen eindeutig festliegenden Raum-Zeit-
Inertialsystem S(x1;x2;x3;x4). Die den relativistisch vari=
anten freien Parametern zugeordneten Zahlenwerte beziehen



1 -

= 1B = '

sich also nur auf S(x1;x?;x3;x4). bowohl diese Werte als auch
damit gewonnene Losungsfunktionen lassen sich durch LORENTZ~
Transformationen in jedes andere Raum-Zeit-Inertialsystem

S'(xi;xé;xé;xi) iiberfiihren.

Mit geeigneten Voraussetzungen iliber die Zahlenwerte eines
Teiles der freien Parameter gelingt die Erzeugung zweier
strenger analytischer Losungen des Gleichungssystems (C44-
C49). Allerdings hat die Vorgabe fester Parameterwerte auch
zur Folge, daB die bisherige kovariante Darstellung verlas=
sen wird. Es erscheint daher iiberhaupt zweckm&Big, die Vek=
torform im Dreidimensionalen zu verwenden. Dies bedeutet na=
tiirlich keine Einschridnkung der Allgemeingiiltigkeit des Weis=
teren.

Zunidchst werden die Tensor-Elemente durch die Komponenten des
elektrischen und des magnetischen Feldes ersetzt. Der Zusam=
menhang zwischen Tensor-Element und Feldkomponente ist line=
ar; d.h. die Feldkomponenten transformieren sich im wesent=
lichen wie die Tensor-Elemente.

Mit Hilfe der Dreiervektoren (Zahlenindizes wurden gegen ent=
sprechende Buchstabenindizes ausgetauscht)

V+(V+X;V+y;V+Z) vO("TOK;VO‘Y;VOZ)

XSV i Ui ) 0(U,30,30,)

E(Ex;Ey;Ez) EO(EOX;Eoy;EOZ)

ﬁ(BX;By;BZ) ﬁo(BOX;BOy;BOZ) C50

und der relativistisch invarianten Elektronen-Grundfrequenz

5 n.cre
W, = Lo ~ \ C51
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wird dann aus (C44-C49)
(TV ku)-cii—éﬁ- E+ (V. x B) C
+ ¥ i T om ¥ 22
av_ .
UV - yku) == = - — E i
( J. k) i m [r_ + ( XB)] C53
2
wsn
d [EE E + (U x ﬁ)] = &= (UV_ - Yy ku)#«
ET R ol R
n [v+(ﬁv+ - "+ku)“'1 -V (O0V_ - x_ku)'1l C54
B = BO el — [U x (E - Eo)] C55
L - -
A, = (UV, - yoku)(TV, - g ku) C56
/uOC e
uém_ - - =]
Ao = —— (U7, - y kw)(UV_ - y ku) C57
Juc e
Mit C50 lautet die Gleichung C39
'01730 + (W, %xB) = 0 c58

C58 ergibt sich aus C52 und C53 im Grenzfall verschwindender
Maximalamplituden s&mtlicher Wellen.

Das Gleichungssystem (C52-C57) dient als Ausgangspunkt fiir
alle folgenden Betrachtungen. Neben den beiden strengen ana=
lytischen Losungen wird eine NZherungslésung angegeben.

FALL
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D.1__Voraussetzungen

Es sei

al1 = @ § 0(2 = d\3 = g &l

ﬁ(Ux;Uy;UZ) = (+k;0;0) D1
V(v s oy Voz) = (0;0;0) D2
EO(BOX;BOy;BOZ) = (0;0;0) D3
und wegen C58 auch

EO(EOX;EDy;EOZ) = (0;0;0) D4

D1 besagt, daB sich die Wellen léngs der x-Achse in positi=

ver Richtung fortpflanzen. Die longitudinale und die beiden

transversalen Schwingungskomponenten der Wellen entsprechen

damit den x-, y- und z-Komponenten der Losungsfunktionen von
(c52-057).

Aus C52 und C53 folgt mit ¢55,D1,D3,D4 und n = y,z

(V.. + ==V ) = 035 V. ==V = D5

Gehen die Maximalamplituden sidmtlicher Wellen in D5 gegen
Null, so wird

Zm

= (']+-ﬁ;—-:)v D6

C
n
on e 0

Die Losungsfunktionen V+n und th sollen die Gleichung

[

] D
n Con 7
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erfiillen. Also ist
Zm_
V+n - Von - Eﬁf (V—n - Von) D8
und mit D2
Zm_
Ym = ~w T b

D.? Transversalitétsbedingggg

Wird das Magnetfeld B in den Differentialgleichungen C52,
C53 und C54 durch C55 eliminiert, dann ergibt sich die Be=
dingung fiir die Transversalitdt zu

Vv = vV = B = 0 D10

D.3 Ausgangsgleichungen und Lﬁsung

Mit D1,D2,D3,D4,D9 und D10 folgt aus C53,C54 und C55 das
Gleichungssystem

d V . >

5 + A V—n = 0 ; n=y,z D11
4y

dv dav

- -z . 2 2 _ w2
V_y d\ -+ V_Z d‘ = Q3 V_y + V—z = ¥ D12
w Zm

22 - s b g — = 1 D13

L= 1.(c? + ¥2)2 D14



w B
= 1?4 Z2m€ $2)% D15
r+ Tt m2
+
Nach D12 ist A = const.. IKir
2
AT > 0 D16
ergibt sich die Wellenlosung
V-y = V-81n(A‘ + 1) DA
+ ™~ -
Vg = . V-cos(Ay + %) D18
Mit A17 und D1 gilt
N ~
A‘t = Ak(x - ut) = k(x - ut) = kx - wt D19
20

=e

]

&

=

I
=€

Es bedeuten: k die Wellenzahl und w die Frequenz der Losung
(D17/D18).

Aus D17 und D18 wird mit D19,D20,C53 und

? = E?-l— ‘g‘“ D21
(o ~ L]

Ey = E-sin(kx - Wt + ¢) D22

E, = t i-cos(ix - Wt + ﬁ) D23

~ o <o e &

E = = wV bzw. V = o D24

Eine D22 und D23 analoge aus der relativistischen VLAS0V-
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Gleichung fiir die Plasma-Elektronen resultierende Losung
wird in (7) angegeben.

Mit D13 und D20 gilt die Dispersionsbeziehung

. | _ 1
2 %2172 zm_ 72,2 ¥21 2
L L v -] Bl I e Des
cm” LI + c m+ W)
2 .-
w
w = (-%)2 = %1 - &g D27
w
2
2 Wa
Il = 1--——"-2-Q D28
w

Die Phasengeschwindigkeit u und der Brechungsindex n sind
hier reelle, nicht negative GrtBen. Es ist

u>c

= ; n < 1 D29

Wegen D1 und D10 wird mit D17 und D9

av_ v_ o # ~
TEX = 3T = - E E'COS(kX - Wt + ?) D30
av v
+ + 2e = g
_dfl = _ﬁl = = E.cos(kx - wt + §) D31

+

Die Geschwindigkeiten lauten

(o]
Vo, = & & sinfx - Wt +¢) D32
. _ze B &
V+y = = m, W sin(kx - Wt + ?) D33



- 24 -

Das Entsprechende ist fiir V-z und V+z der Fall. Aus D30 und
D31 folgt, daB die Maximalamplitude der Teilchenbeschleuni=
gung nur von E abhéngt. Die Maximalamplitude der Teilchenge=
schwindigkeit ist nach D32 und D33 durch den Quotienten b/w
bestimmt.

Der relativistische Faktor Q (D26) enthilt die Quadrate der
Maximalamplituden der Elektronen- und Ionen-Geschwindigkeit.
Wird

D34

dann sind die Einfliisse der beiden Geschwindigkeiten von

gleicher GréBenordnung. Der Effekt beruht auf der relativi=
stischen Massenzunahme der Teilchen: Elektronen- und Ionen-
Maximalgeschwindigkeit ndhern sich der Grenzgeschwindigkeit

C.

Die Geschwindigkeit eines Teilchens kann selbst bei geringer
GroBe der Beschleunigung in die Ndhe der Vakuumlichtgeschwin=
digkeit ¢ gebracht werden, wenn die Beschleunigung in einer
Richtung nur geniligend lange anhdlt (kleines W). Bei der Ent=
scheidung der Frage, ob die Elektronen und Ionen einen we=
sentlichen relativistischen EinfluB haben, spielt deshalb die
GroBe der Frequenz W eine Rolle.

Der Ausdruck D28 fiir den Brechungsindex n weist auf die Mog=
lichkeit der Existenz von Wellen mit w < uJG hin, sobald
Q kleiner als 1 ist.

e e e e e e e e e e e o o e e e o o o o o o e ot = e e T — — —— = — S . = o o . — - o

Hauptvoraussetzung - Die Ionen- sind gegen die Elektronen-
Schwingungen zu vernachlidssigen. Damit
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kann v+ durch vo ersetzt werden. Die
Differentialgleichung C52 entfallt.

Weiterhin werden D1,D2,D3 und D4 vorausgesetzt.

C53,C54,C55 und die nichtlineare Transformation

1 d d .
kV = ku) — e mm et == vV ¥ u
( -X ‘-— W, d' d', ’ -X t’“
E _ u2 - 02 b X X u e B
= : -
b3 u = u2 _ C2 w.m_ X
uwd.m
— G - . — € "
Ey = = X 3 Y = = m Ly
uw . m
o G - " _ e .
Ez = —0 7 ; 7 = E

'LIWGII]_ Z

liefern das Gleichungssystem

X+ pX = - (Y1 + 22)
2

L u _

Y+ 31 =1
2

as u _

Z + x; u2 : 02 4 = 7ZX

1
242 2
i g -[(5()2 + (D)% 4 (2)2]]
cu

E1

E2

£3

E4

E5

E6

7

’,X,Y und 72 sind dimensionslose GroBen. Insbesondere ist b1

die mit dem Faktor w, behaftete Eigenzeit ?_ der Plasma-

Elektronen und damit eine relativistische Invariante.

Mit der Hauptvoraussetzung folgt aus B14,B16,B19,A21,C48 und

Cc20
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d 5 _ —

E_ ?_V-mUnV - - r;nbmn - r;nan - rinan = lonfmn =

= r ontmn -
also

d

a_ (3—- cn'-n " Tmn) = - [onFm e

E10 ergibt fir m = 4 mit A8,A6,C49,CS1,C20,C21,B18,055,A9,
D1,D2,D3,D4,E1,E2,E3 und E4

2 2r..2 2
d 1l u” -c u- - ¢ 2 2 2 _ :
ai Y~ + 5 5 [ 5 X~ & T~ % ] = 0 E11
c u
2 2.2 2
r 2 % = E ¥ [u } ¢ x° + ¥2 & 72] = ¥ E12
- c u .

Im Grenzfall des wellenfreien (homogenen) Plasmas gilt

HO = xO— = 1 E13

ﬁo ist die auf Eins normierte Ruh-Energiedichte der Plasma-
Elektronen. Aus E6 und E7 resultieren Wellenldsungen offen=
sichtlich nur fiir u > c und mit Wellen ist

~ ~
H > (HO =1) E14

E12 stellt die Beziehung zwischen der kinetischen Energie
der Plasma-Llektronen und der Energie des elektromagneti=
schen Feldes her. Mit E1 ergibt sich die Konstanz von I be=
ziglich ‘: Die Energiedichte N ist raumlich-zeitlich homo=
gen.

E,2 Longltudlnalltatsbedlngggg

Die Bedingung fiir die Longitudinalitit lautet



Mit E5,E8 und E15 wird

. 12 2 2.2 .
t - 3o L nff s G 2
bzw
1
. . 2.2 _ .1-
% d(X)z-[1 ;+ {u > g ) (x)2‘ 2 _ X dx
C u

Die Integration von E17 ergibt

(£)2 = a.(x* -bx2 +4d) = a-P(X)
mit
2 953
a = L0 E(EJ
4cTu
b = 2X§+—-V1+4a(X )=
I LI 2 o 0 o2 > wd
d = X] + z-(X,)° + 3 X3 V1 + 4a(X)

Aus der Integration von E18 folgt

X

G, (X) = I[P(X')] 2 axr = Va.(§ - %)
X
o]

- B =

E15

E16

E17

E18

E19

E20

E21

22

E22 liefert die unabhingige Verinderliche ¥ als Funktion
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Y(X). Gj(X) ist ein elliptisches Integral erster Gattung.
Gesucht wird eine der physikalischen Fragestellung angemes=
sene Umkehrfunktion X(’). X, und io sind die Werte von X und

X an der Stelle ?o' Zundchst gilt

P(x) = x* -pvx® +4q =

= (L - w1)(X - w2)(x - WB)(K - W E23%

)

Die Wurzeln von P(X) charakterisieren die Nullstellen des
Nenners in E22. Sie lauten

24
- +* b+ |b= l

w o= - v2 _ 7 - d E24
Wy —= & +
w s + - W = =W

2 4 1 E25
WB-—. - - W3 = —W2
w4--b - +
Aus E8 und E12 ergibt sich mit E15 und E19
= 2ax? 4+ V1+4Miﬂ =

2 » 12

= 2aX_ + V1 + 4a(XO) E26
Wird (X )% = 0, so nimmt Xg den Wert
u2 _ 1.~
X = Z_a(H-1) B2

an. X ist der maximale Absolutwert einer Wellenlosung X(Y).

; = AP Gl ~D i
Die Zuordnung von ¥, und ((XO) = 0;X7 = X ) bedeutet keine
Einschrénkung: ¥, ¥ann noch jeden beliebigen (reellen) Wert
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haben. Es folgt

- (- -
Wy o= X= + = w4 = Wy E28
— " . p— &
w, = + X ; Wy o= - X E29
W, > w, > W > Wy E30

Samtliche vier Wurzeln sind reell: Das Polynom E23 ist von
viertem Grad mit vier reellen Nullstellen E30; der erste Ko=
effizient hat den Wert +1. Wegen E27 gilt

1x| = X oder (w3 = - E) << (w2 = + X) E31
E22 wird fiir E31 mit Hilfe von

i 2
WoW - W,W,~,Sin“e
R 4732 . B32
w42 - w3231n (8}

w = w - W E33

in die LEGENDREsche Normalform

o 1
G,(0;k) = mJ[T - k°sin®0'] 2 a0r = Ya.(y - %) E34
(@]
4w, w
n o= i K° = SRy £33
1 2 (w1 + w2)

transformiert (8). Mit

@ = arcsin h E36

folgt aus E34



h -1
G5(hik) = mj[(1 - h'?)(1 - n'®)] % ant =
0
= F'(? - ?o) =l
Die Umkehrfunktion von E37 lautet (8)
h = sn[!%;-(y ~4)] = sent E38
Mit E25,E33,E36 und E38 wird aus E32
2
X(?) o w2(w2 + w1(1 - 252 £(%))) 359
wy o+ w2(1 - 2s8n f(?))
f = -'g:--(ml + wz)('f - 30) E40

Die im Komplexen erkldrten JACOBIschen Funktionen sn, cn und
dn sind meromorphe, doppeltperiodische Funktionen ihres Ar=
gumentes. Sie enthalten k als Parameter. In der vorliegenden
Anwendung ist k reell und im (beiderseits) abgeschlossenen
Intervall (0;1) gelegen; ebenso ist ¥ und damit f reell. Dann
sind auch sn, cn und dn reell: sn und cn oszillieren zwischen
-1 und +1, wihrend dn stets positiv ist und zwischen

k' = W1 - k2

E41

und 1 hin- und herschwankt. Die hier allein erforderlichen
reellen Periodenléngen beziiglich f betragen

sn f - 4K(E)

ecn £ - 4K (k)

dn £ - 21{(1‘5) mit

K(k) = 1.6,(8/2;k) = F(R/2;%) E42
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K(g) ist das vollstdndige elliptische Integral erster Gat=
tung. Beziliglich ¥ wird mit E40 und E42

K(k) £43

Aus E39 ist die Periodizitdt von X(’) mit der Periodenlénge
2K(k) ersichtlich. Die Losung E (?) ergibt sich durch Riick=
transformation von E39 mittels E28,E29 und E2

E (B + W(1 - 2sn£(¢)))
E (Y = - ==X 82 3 E44
W o+ ﬁx(1 - 2sn f(’))

e !\'

£(y) = Tom_uag (B, + W)(¢ -%,) E45
a0
B 20m_uaG e2 Ex
W= —\"*—53— E46
4c™m” UUG
o~ 4cm_uuc
K(k) = === K(k) B47
~ e(E_ + W) ~
4% W
k2 = —;‘_——L_Z H 0 5 k 5 1 E48
- (E_ + W) -~

-E = B X 4
b d X X

=R

E49

ﬁx ist der maximale Absolutwert der longitudinalen elektri=

™

schen Feldstirke mx.

Zur Transformation der LBsung Ex(ﬂ) in die Form Ex(') dient
die aus E1,C54,E8,E12,827 und L2 resultierende Beziehung

.

i 2(}73)2]

ay = D(§) = ku e X 14
¥ e R M
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- Xu | e by S § . —— - Ez))] E50
Weg | WL Wwyg 202111?\.9& * =
mit
B m_;“’.% B (0 + i‘éx)[w + ¥ (1 - 2sn2f(”))] -,
e sn f(f)- cn f(’)- dn f(f) E51

Es wdre die Bestimmung der Funktion 1(‘) erwiinscht. Das er=
laubt E50 nicht. M8glich ist dagegen die Ermittiung von

\1

1) = % +!D(1') day' E52
Yo

Die Forderung nach Eindeutigkeit wird in dem Sinne gestellt,
daB jedem }—Wert nur ein einziger §-Wert zugeordnet ist: E50
muB definit sein. Wegen der Periodizitidt von E44 geniigt die
Betrachtung einer Periode. An den Umkehrpunkten der Schwin=
gung (Ex(f) = f ﬁx) gilt ﬁx = 0. Dort also wird D(j) nega=
tiv: E50 muB demnach negativ-definit sein. Solange EX einen
negativen Wert hat, ist die Eindeutigkeitsforderung automas=
tisch erfiillt. Mit positiven Werten von EX ergibt sich aus
E50 eine Bedingung an u

a hd 2 — —
E 2 |E 2
u > c ﬁi l_zlﬂéﬁ_[c2 + E§ 1_5_%25 £53
- WG m” wG

Aus E53 folgt unter Verwendung von C54,E1 und C22

v > || nax E54

IExlmax ist der maximale Absolutwert von ES1. Iv—xlmax ist

der maximale Absolutwert der longitudinalen Komponente des



Vektors der wirklichen Elektronen-Geschwindigkeit.

Die Phasengeschwindigkeit u unterliegt auBer der durch die
LANDAU-Dampfung gegebenen Einschrédnkung hinsichtlich der
mittleren thermischen Elektronen-Geschwindigkeit noch der
Einschrédnkung E54 hinsichtlich der durch das elektrische Feld
verursachten gerichteten Elektronen-Geschwindigkeit.

Mit der zweiten Form von D(Y) in E50 wird die Periodenlinge
von EX beziiglich ‘

ku
25(5) = - ;;E I E55
%o + 2K
2 o
I = [1 A N (E2 = E2( '))]d ' E56
] 202m§ wé ¥ X T ‘,

Yo

Ex(}) ist eine periodische Funktion. Sie 148t sich in ein
harmonisches Linienspektrum entwickeln. Mit A17 und D1 gilt

Ex(‘) = Ex(k(x - ut)) = Ex(kx - Wt) B5T

ku = w; kL = 2K(k) = 2% E58

Es bedeuten

W - Frequenz der Grundwelle
k - Wellenzahl der Grundwelle
L - Wellenlédnge der Grundwelle

Aus E55,E56 und E58 ergibt sich
¥y - 2K
w = u(WG)EX) = 1 wG E59

W wird durch E59 bestimmt. u oder k ist iiber die Beziehung
E58 unter Beachtung der einschrinkenden Bedingung E54 frei
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wdhlbar. u und k sind nicht mehr voneinander unabhidngig. Das
steht aber in nur scheinbarem Widerspruch zu den Darlegungen
iiber die freien Parameter (C.5). An sich folgt 25(5) aus E55
mit voneinander unabhingig vorgegebenen u und k. Allein die
in E58 zwangsldufig getroffene Festlegung 2K(k) = 2W fiihrt
zur gegenseitigen Abhdngigkeit von u und k.

Numerische Losungen Ex(') lassen sich durch eine geeignete
Auswertung der Quadraturen E52 und E56 gewinnen. Um einen
Eindruck vom Aussehen der Losungen E57 zu vermitteln, werden
am SchluBl der Arbeit einige Abbildungen gebracht.

Moglichkeiten zur Anregung longitudinaler Plasmawellen sind
aus (9) ersichtlich.

an T =gin £ ;: enf=¢oa £ ; dn £ = 1 ;
K(0) = W/2 E60
Mit E46 und E48 erhidlt man
- -2
E I
2 _ 4. X 3I|¥ e _ X
E = TR T W [W i e T E61
- G o G
- -
nd ed "X
W = 1 + 22—2 E62
4c"m” W
Es soll
od
e Ex
2em_ Wy, << 1 £63

sein, also mit E61 und E51

Kk <€ 1 und B, < E E64
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Ist weiterhin

dann wird n&herungsweise mit E47,E60,E56,E59,E50,E45 und E44

o) = W; I = 2%; w = W, E66
DY) = -1; $-% = - (i - ‘0) E67
£ o= -7 4 -1 E{ = - ﬁx-cos(‘ - %) E68

Mit ‘o = -(W/2 +9),A17 und D1 folgt schlieBlich

(] (]
E, = EX-Sln(t + ?) = Ex-81n(kx - Wt +?) E69
Die Giiltigkeit der Ndherungslosung E69 hidngt von der GroBe
des Quotienten (ﬁx/\uG) und von der GrdBe der Phasenge=
schwindigkeit u ab.

e T D T G S G O S G S e e S e S S e e e S S G S S S S S S — — — —

Die simultane Verkoppelung von Plasma, transversalen und
longitudinalen Wellen wird als gemischter Fall bezeichnet.
Die Frage, ob das Gleichungssystem (C52-C57) strenge analy=
tische gemischte Losungen besitzt oder nicht, blieb allge=
mein offen. Unter der Voraussetzung (siehe ES8)

(u®

2 2 ® (] &
— ) [(x)2 + (1)2 & (2)2] <€ 1 d.h.
cu

ne
—

oy

(-
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188t sich (E5-E7) mit der LAGRANGE-Funktion

2

e 2 2 s 2 o \2 u 2 2
L = (q.)° -qg + (qd,)° + (4,)° - =—s+(a5 + q5) +

X . Yy z u2 _ c2 Yy Z
+ &.( 2 2% _ : _ " _
neu fassen (10)
d AL oL
—— E—— - = O = E—
a9 (3é3) 3, ; 8 = X,¥,% F3

Mit der aus F2 abgeleiteten HAMILTON-Funktion

1 2 o 2y2 ., 1.2 1.2, 2
H = 7(py - qy - q,)" + 7P; + 7°P; + qy +
+ —giéi—§'(q2 + qg) F4
u - 2c Y
—_ o 2 2 - o N °
Py =20y + 4y + 4, 5 Py =29, 5 P, = 2Q, F5
gilt
L] L] H
B = = agi i Qg = g%; ; S = X,¥,z Fé

Wird in E8 die Wurzel mit F1 entwickelt, so resultiert mit
E12 und E13 die Beziehung

2.2
2cTu ~ &
H = (0 - H_) F7
(u2 _ C2)§ (@]

Die Anwendung eines notwendigen und hinreichenden Kriteriums
von STAECKEL (11) auf die HAMILTON-Funktion F4 zeigt, dall es
keine kanonische Transformation gibt, welche die Losung von

F6 auf Quadraturen zuriickfiihrt.
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—— o ———— o ——— — ——— o —— ——

Der Ndherungsltsung liegt das Gleichungssystem (C52-C55) zu=
grunde. Durch die Transformation

V, = o, ¢ Vo o= ci_s VY, = c¥,;

- km 02 - - km ¢ _

= i~ - _ .

B = ¥ ; B = B F8

werden allgemein mit ﬁ(%) bezeichnete Funktionen und allge=
mein mit 50 bezeichnete konstante GroBen eingefiihrt, die
simtlich dimensionslos sind. Es wird (siehe C€21)

_at . w2
t+ - ax, B V'—’L H F2

Unter cer 7orauvsgsetbzung
T < : 2 « 1 .2
¥+ P l dqh. "+ — 2 C F10
gilt die Ndhexrung
at [1 =2 1 =4
= e = 1 4+ -= U+ . .] = 1+ N F11
I+ %, 7 e T8 Ay +

Fiir die Plassma-Elektronen und den homogenen Fall ist in F9,
F10 und F11 der Index + durch den Index - bzw. o zu ersetzen,

Mit F8 und F11 fclgt aus (C52-C55)

af, o fm_ o [of1ae W, Zm_ _
q{ - Cuw o ht ﬁ[EW+~'&T'_nl':(¥+xB)] -

dﬁ‘i" . Zm_ -
-N+[—-—+‘—'_--1§ F12
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ay_ - - dF_
T - e[ )] -
N[dﬁ" CE]' F13
- ‘ u J
2
T+ ax®] = -2 7 -
‘ koue T ¥
+<—1§a"_-n_)%‘—[ﬁ+;—u(ﬁxﬁ)]+
2
vl e [(FF )T - e@OT.] - 05 + an ¥ P14
;?;; ku o/f. ~— 8LUA_ +] of T BN _#,
B o= EO+E‘§;[ﬁX(E-EO)] F15
_ [ c 57 c m= -
g = |5 Uk, - (1 + NO) ol UKW, - (1 + N+)] F16
Die Gleichung C58 lautet jetzt
(1 +N)F, + (T, xF) = 0 F17

Die in (F12-F16) enthaltenen Funktionen @(}) werden ent=
wickelt

@(‘) = % + % + % ¥ oses P % e mee F18

Fir in (F12-716) enthaltene konstante GréBen ﬁo gilt formal
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by + 8, + 0 i
B, = B, + @, + o Foeee B+ Ll F19

und zwar in Verbindung mit der Vorschrift, daB auf der rech=
ten Seite von F19 jeweils nur einer der Terme von Null ver=
schieden ist. Dies muB bei der Interpretation der Losungen
beachtet werden.

In der Entwicklung (F18/F19) wird die Ordnung der GrdBen
durch den iiber ihnen stehenden Ordnungsindex n gekennzeich=
net. Werden Grofen gleicher oder verschiedener Ordnungen
miteinander multipliziert, so sei das Produkt von einer Ord=
nung, die gleich der Summe aus den Ordnungen der Faktoren
ist.

Die Ndherungslosung wird lediglich bis zur 3. Ordnung ermit=
telt. Das erlaubt wegen der Kleinheit des Massenverhdltnis=
ses (Zm_/m+) die Vernachlédssigung des auf den elektromagne=
tischen Feldern beruhenden Ionen-Einflusses. Statt Fi12 gilt
dann

= . =
e = Ky F20
und mit F11 und P16

N, %N ; g 2 1 F21

Mit F20,F21 und D1 148t sich das Gleichungssystem (F12-F16)
durch geeignete Differentiationen und Substitutionen auf die
folgende Komponenten-Form bringen

d2
S e = R F22
7 t ARy = Ry

5]



c 1 a
¥ = ¥t 73 1;2' (RHS
2
W 2 _ 42
2 . @2
Ax - que_’s vy Z
W_x %y
e =X 7X Ly
Ry [E ( ay ap *
2 —
Whoy) - 2 a2[W_,
al_. . )
+[u 2[N ( d‘ _EEX)
dzEx]
- N
- df
W 2k
Ry _[a(d‘ d‘+¥-x
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%) ; 8 = X,¥,% F23
)
2
2 We F24
- (u® - ¢?)
. ay_
: 2x) Az(?{ "-(‘r+¥ BOZ
3
)+ ¥_, (B EOZ)]] "
ay an aN_ af,
% _rd"x + ¥ox Ul B U
F25
2 .
iy, A2[(v0x - R ==
3
a%
2 -
Box| * & AW _x(Fy Ew4+
dN  dE
ay_ an_ -
By a * Hoy GE CERED
F26
o v,
2 . IS [CAREE T -
d‘Z



w Al =

- 2 n
- %oz _aiﬁ - WxPoy t Y—yﬁox] + % ATH (B, - @oz)l i

-x%oy

ay_, dN_ aN_ aF,

dy
2 . )
+[%A[N-( "_d}z‘%l*'z)‘No Ty F W ¥ ]|/ -

2
d™F
- N 22 F27
i
ak djp
c X X U L2
Ry = [a W Tf} Y-t ANy - N-Vox)] res

u ,2 .
+ g AN, - “_Voy)] F29
dp df
o] Z u L2
RYZ Y [Y-x _ci'i_ + 5 A (WoW_y - Vozu—x)] - [N- Ti-iz- ¥
u ,2
te A (Noy—z - N-Yoz)] 130

Die nichtlinearen Terme sind in den RS und RHS zusammenge=
faBt.

Die Wellenldsungen (Ag > 0) der homogenen Differentialglei=
chungen F22

Es(homogen) = as-sin.*% : 8 = X,¥,% F31

werden durch die von hoherer als 1. Ordnung kleinen rechten
Seiten Rs der inhomogenen Differentialgleichungen F22 ge=
Stért. Entsprechend der Entwicklung F18 gilt damit fiir die
Wellenldsungen der inhomogenen Differentialgleichungen F22



- 42 -
By = Es(inhomogen) = as'sin‘ys
2 5
+ B (a 18y 38,3 *X * *z ¥ (a oy By *x *Y *z
e epew b 8 = X, V.5 F32
In Anlehnung an (12) sei
1 2 3
1 2
\rs = As‘ + [ps + p_, + d‘ T, P34
bzw.
daS 2 3
d‘ = qs"l"qs"i‘-uo. F35
d* 1 2
—_s
d‘ e As+ps+ps+-co- F36
1
a,g und ?é sind konstante Amplituden- und Phasenanteile.

n n
Die GrofBen dq und Py sind Amplituden- und Phasen-Korrektur=

glieder. Ihre Einfiihrung ermdglicht die Beseitigung der sé&=
kularen Terme.

Hier werden lediglich bis zur 3. Ordnung stationidre Losungen
des Gleichungssystems (F22-F30) betrachtet. Derartige Lo=

sungen existieren. Es ist

g = B j n = 2,3 F37
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und
n
Py = const. ; noe 1,2 F38

zu setzen. Uber hdhere Ordnungen als die 3. Ordnung wird
keine Aussage gemacht. Sie konnen noch instationdre Terme
enthalten. Eine r&umlich-zeitliche Giiltigkeitsbeschrinkung
der bis zur 3. Ordnung stationidren Losungen darf deshalb
nicht ausgeschlossen werden.

F31 hat zwel transversale und eine longitudinale Komponente:
Im Weiteren wird entweder nur von den beiden transversalen
Komponenten oder nur von der longitudinalen Komponente aus=
gegangen. Innerhalb des verwendeten Ndherungsverfahrens
werden die Losungen von hdéherer als der 1. Ordnung durch F31
quasi "angeregt". Somit ist zwischen dem Fall transversaler
und dem Fall longitudinaler Anregung zu unterscheiden

1. Im Fall der transversalen Anregung sei mit F33 und F24

2
a, = 0 A% = 1 = i ;
= § EE = »
X k2(u2 - 02)
2 2
2 _ u -c”
A}C B ——-E__ : u > F39

2
a. = a, = 0 2o 2%
ead = - - ]
v Z X u2k2
2
= = et u > c F40
u - C

In beiden Fdllen sind u und k nicht mehr voneinander unab=
héngig, was aber in nur scheinbarem Widerspruch zu den Dar=
legungen iiber die freien Parameter (C.5) steht. An sich fol=
gen A und AX aus F24 mit voneinander unabhdngig vorgegebenen



o B
u und k, Allein die in F39 und F40 getroffenen Festlegungen

A =1 bzw. AX = 1 flihren zur gegenseitigen Abhidngigkeit von
u und k.

21
dES+A2% - 0 P41
dE s¥s
i
1
1 1 dly
Ve = ¥ . 1 s el S = X,¥,% F42

Losung der transversalen Anregung -

1

By = HgEin 743
1 ]

Vs = ¥og - T ag°cos iy ; 8 =Y,3 F44
1 1

Fax = Vox 745

Losung der longitudinalen Anregung -

Ex = a,- sin *x F46
1 1 -

w-—x = ¥oxr — 3 By H08 *x P47
1 1

Vg = Wog s s =Y,2 F48
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e e e e

Ausgangsgleichungen (mit F37,F38) -

22
d Es 22 1 2
-d—I-g- + ASES = ZAsaSpS-Sin *S + RS F49
2

2 2 2 aE 1

= L 5 ;
Fs = ¥os t 3 22 (RHS - 3‘ - 8gPg-cos *%) :

s

8 = X,¥,% F50

Von den Losungen der homogenen Differentialgleichungen F49
wird hier abgesehen.

Losung der transversalen Anregung -

2 1 1 .
by = (Boyyoz - Bozyoy) Ll 7] 1 - A2'(¥oyay'81n'ty -
X

1 1 1
- Bozay-cos "y + }Iozaz.s1n*z + Boyaz-oos*z) -

1 o Ai e 2 ad
-5 =5 Z—j—zg'(ay-81n 2*& + a_.sin 2*2) F51
X
2 17 1 T 1
EY - (Bozvox - BOXVOZ) 2
2 1 1 1 1
k, = (Boxgoy - BOYVOX) 2



2 2 2 1 1
s et 1
H—X - JOX = u2 - A2 (Hoyay-COS +y + Bozay.s]_n \Py +
X
“l 4

+ 4 a « C e - 3 i
{58, COS *z Boy8y-sin *z) +

3
o 1 2 2
+ — —5 (a_-cos 24 + a_ .cos 2
u34-A2_(y0 +y zcos 2¢,)
X
2 2 o L
Vo = Koo - Eagpnosdy i 5 =3,z

mit den Losbarkeitsbedingungen

1 1 a

_leg 2z
Py = 71 Rox a. sin A
1 1 a

1 ¢ .

P, = §ﬁBo.x'é'XSlnA
& 1
u Boxaz-cosA = U
8 1
= Boxay-coaA = B

F54

55

F56

F57

F58

P53

F60

F61



2 2 3 3
e = (Vo = % o a}zc) + -15 = ai.cos 2* F64
u u
2 2 02 1 1
H"Y - YOY - u_2. 22 _ (E}oz‘ax'Sln 1’}{ -
2'1
- A }(Oyax-cos *X) F65
2 2 02 1 1
¥z = ¥op ¥ u—2 22 - 9 (ﬁoan'Sln \\'x +
21
+ A“§, a8, - cos *x) F66
mit der Losbarkeitsbedingung
1 G 1
Py = U Fox FoT



- 48 -
Ausgangsgleichungen (mit F37,F38) -
% 5 2 1
a .
S 2 s 2 1 U
d‘z + Ak, = (2A,p, + pS)a_.sin *S + (2GE), + Ry F68
5 3 :
3 2
Vg = Wos t % j%'(RYS B :if - (26V)g4 - agpg-cos +s) i
s
8 = X,¥,2 F69

Die Terme (ZGE)S und (ZGV)q sind Zusatzglieder von 3. Ord=

2
nung, die sich aus der Ableitung der Es ergeben., Von den Lo=

sungen der homogenen Differentialgleichungen F68 wird hier
abgesehen.

Das wesentliche Interesse besteht an der elektrischen Feld=
stdrke. Die weitere Darstellung beschriankt sich deshalb auf
ihre Angabe.

Losung der transversalen Anregung -

3 2 1 1 2 2 1 1 2
by = (Boyyoz + #oyvoz - Bozyoy - ﬁozyoy) -
2
A 2 1T 1 2
X c 2 C
Y [(1 i® 1 w A2) “oxyoy T u yoy %
X %
17 1
C 2 :
& a7 . A2 uoypy] ay-51n.* +
X
2
A 2 1
1 ¢ X C 8
L 2I(1—_2' )#o:c—
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4+
N
o
N e
ol=
* |
I N I
> 2nDnO = M
- > =3
N + T
m @
) » o — B
o (@] (@]
7 ~ ™ o v s
N P O @ ~<d
@ ~— X N
p— q
r— (a4 )
B | - —
— o N
| (@] [QVE (a V]
~~ — [ of =
oV —
< = \,mdx I
ol=
oo] I < s
< EAX ] I —
i QNI ™ N
< ! <5
~— | [V
~—r — <t [
-
ol= olz - —
1 1 + |

F70
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3 3 1
2 C 1 1 c i 1 B 2
(2 = + = = -5 =):¥_ _aS.sin 2¢_ +
3u34-A2 3111—112 2 u oy y "y
X ®
4 2
1 3 e 3
(39-—--——-——-3,-51113 +
16 4 A A}z{ 64 2 1’y
(3 9:1: 1 -2 ==)+a_a -sin(+ * 2*’) -
TGu 4 - A;Z: 'GEHZ z y z
3 1
1 ¢’ 1 1 2. _
L (4 22T Rty 2y
X
> 1
1 c 1
% :5-,- 1 Az Boyayaz COS(*y -+ +Z) -
%
3 1
2 e 1 1 ¢ 2
(5 == - > =)+¥ _ _.a‘.sin 2\" -
5 .3 2 " 6 u’ foy“z Z
u’ 4 - Ax
o 1
1 ¢ 1 2
33 PR B,y COS 2*Z F71
.
2 1 1 2 g i
= (Boxuoy * Boxyoy - Boyyox - Boyuox)
3 3 1
2 e 1 i ¢ 1 f @ 2
(6 —— 4+ % = ————= = = =)§ a“.sin 2 +
3u34_A)2c 50 1 - a2 2u’ fozvz +z
4 2
(3 2 ! s o E’—)°<':13-81n 34+
Tgu‘q' 4_ _ A}zc E-Z u2 Z *Z
4 2
3 ¢ 1 _ 3 c-
(% n T Ai o » 3 a8, 31n(211y + ‘fz) +
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+3 ﬁ; (4 j A2 1 j AZ)'%OYa 209 24 *

i % ﬁ; 1 j A” Rogly2zcosfy + §;) -

2 (% ﬁ-; : in - % %)';{ozay sin Q-tV +

+3 f; ﬁg %oya:?f'cos Yy ik

o= - E e Syt GG - e -
-5 ié % 2 (ig 1 j A% 1).%§y "3 ﬁz 1 j A2 %gz ’
+%%[1130X;z+12305c"%1 in (Eoy;{oy+%§oz%oz)lz_§SlnA +
o i e e 28 - 35 T b,
- (-z—i ;—..J—;é' - 1)-;(Oy11,(OZ] % cos A F73

X
12)2 - "%;ng%;rox;er(%z_jlijAZ-%i;)ag"



= B =

ol =

ol=
—Joy

2
2
u

=

F74

cos A

a
"4
ay

J

1

1

2 1)'Yoywoz

A
x

1

<
22

(

+sin 2 A +

| .QE).a a2
4 u2 vz

LY
7
<]
1
B :
[0
I .
ay
Au —
~
w N
o
© 4|rr.\HVu
'Z 0
« — B
— _
N N
o o
— —
N B
o O
— & — &
IT
[QVUAS--
) <
o -
~— !
s
O —
i = [aVI 'a¥
o
of =
QNI
< +
A (]
o
— J.IvuﬁVJ
ols YW
.
1 P

FT76
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Losung der longitudinalen Anregung -
3 2 1 1 2 2 1 1 2
by = (Boyyoz ¥ Boyyoz - Bozyoy - Bozyoy) *®
2 5 1
1 .8 11 ¢ 4 ¢ 2
b g o~ =5 & 3 =z) W 8 Sin 24, +
u u
4 2
28 .2 8 .0 .4
+ (8 T~ B 2)-aX-81n 3+k BT
u u
3 2 1 1 2 2 1 T 2
by = (Boz¥ox * Poz¥ox = Pox¥oz - Raxlond +
A2 u2—202 02 o 1 1
=5 ( 2 T Ll a2 )'Yoxyoy -
AT -1 u u< A -1
2 T 1 2
c 1 o
- ;? 22 _ 1 BoxBoy 1 Yoy] 8y Sln‘* *
2 3 42 1 7
A c” A - 2 1 ¢ 2
+ s e . . 2 -
AE = 4 (u A2 _ 2 ) Voyax . *%
17 1
C A c 2
T A2 y [ﬁ (1 + e 1) Bozyox
2 1 1
C A
t 3 %2 4 Box¥oz Bozl o *' 4
3 2 2 1
c A AT = 2 z
+ == B._aZecos 2 78
u3 A2 -4 A2 _q 0z°X *k
3 2 1 17 2 2 1 1 2 .
b, = (Boxyoy o 13oxyoy - Boy}"ox - Boy“ox) *




= B4 =

+ A [(u2 -20® o _ 2 )-; % =

A2 -1 u2 u2 A2 1 ox"oz

2 1 1 2

c 1 C

- ;E 22 _ 1 BoxPoz — 1 voz] ax'Sln‘* *
2 . I
A ¢ A" - 2 1 c 2
t o (T B et B0 By #
1 1

o] A C 2

= = 5
BT A2 B 1['u (1 + A2 B 1) Boyyox *

2 1 1 2

c A

t 3 22 _ 1 13OXHCJy ¥ 1i’;oy] 24208 *x -
p) 2 2 1

6] A A™ - 2 2
- B..a‘.cos 2 ¥79

u3 A2 -4 A2 1 oy X *&
mit der Losbarkeitsbedingung
2 2 2 1 2

_ 3.8 .2 e Ly.y2 e
Py = -6 2% * (=5 = 3)Wox + 37 Vox ~
u u
2 1 1

1 ¢ 1 2 2
P, N B— i F80

5 77 oy * Fog)

Mit F33,F34,F37,F38,F39,F40,A17,D1 und s = X,y,z gilt bei
Vernachlissigung der Terme von hoherer als 2. Ordnung

1

ag = aos F81

1 2 .
(1 + pg + ps)‘ + 15 = k (x - ut) + ‘% =

Il

€



w B

L4
= ksx - w,t o+ ?s 82
3 1 2
ko, = (1 + p, + ps)-k F83
= uk
w, = 5 F84

Es bedeuten

ad

ks -~ Wellenzahlen der Losungen F31

“,s - Frequenzen der Lésungen F37

1. Im Fall der transversalen Anregung wird mit F39,F83,184
und s = y,z

1 1 2
w; - ¢?K2 = wi(1 + 2p_ + 02 + 2p) 03
1 1 2
~2 2 2 2 _
kg = ;-é-[ws —UJG(1 +2ps+ps+2ps)] :
> o 1 12 2
Wy > W1 + 2p, + pg + 2pS) F86

F85 ist die Dispersionsbeziehung. Aus F84 und F86 folgt
eine Bedingung an die Frequenzen wy und w,

2
UUy

1 T 2
2 2 2
- 1 4+ 2p_ + + 2p
W - Wil Py, + Py + 2p.)

2
MJZ -
- 1 1 2 -

2 2 2
W - WG(1 + 2p, + p, + 2pz)

IS

F87

NI

2. Im Fall der longitudinalen Anregung wird mit F40,F83 und
F84
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1 2
UJX = uJG(1 + D, + px) 88
G w
=
kx - u EED

Die moglichen bis zur 3. Ordnung stationiren Schwingungs=
moden lassen sich aus der Ndherungsldsung ablesen. In hbhe=
ren Ordnungen als der 1. Ordnung koénnen die GroBen Ex’Ey und
Ez aus wahren elektrischen Feldern und LORENTZ-Kriften be=
stehen. Konstante wahre elektrische Felder erlaubt die vor=
liegende Losung ersichtlich nicht: Die konstanten elektri=
schen Feldanteile entsprechen LORENTZ-Kraften und erfiillen
gerade die Gleichung F17.

F.9 Riicktransformation

Die Riicktransformation der dimensionslosen GroBen @(') und

Qo in die entsprechenden dimensionsbehafteten GréBen leistet
F8. Speziell gilt mit F81,F86,F89,F10,F18,#19 und s = x,y,z

1 1

8os = _%"ﬁﬁs; %os = 107 FI0
m c°k
- s
d.h.
2
m c .
i:'s = = ks-1o"1 F91

o i —— — — ————— ——— . —— —— o ———————————— o ———— f—

a:O;a:a;A:fg F92



Die Losung lautet

&=
Il

E =

F94,¥95 und F96 entsprechen D22,D23,D25 und D26.

Fesin(iix - wt + ¢)
+ o o
" Eecos(kx - Wt + ?)

2

2 1 e
k = WH(l - =
G 202111

2

=
]
=t
&
I
&

=)

‘52
2
w

= B =

F93

Fo4

F35

F96

FoT

F98

F99

F100
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Bemerkenswert ist ein in der 2. Ordnung auftretender kon=
stanter Term der Blektronen-Geschwindigkeit

2 ~ e2 52
2 b
m W

1
= F101

POj—

V-xconst.

N

d.h. die Plasma-Klektronen stromen den VWellen entgegen.

F.1g__§gezieller gemischter Fall

- ———— - — o ———— . — o — . ———

a = 8 = 0 F102

Ey = hy-sin* =
2
2 w
9 e G o3, .
- EZesin 3 103
51 22 Wlawl —wl) 7 Yy
- ¥ 5
1 e wé-V%? - Wi ~0
E. = -5 =— 5 5 5 Ey-sin 2*y F104
mit
B
+y = kgx - Wt o+ fy 105
2 2%
= k =
Wy, - ¢ y
2 2 ~O
w - w 2 E
=w§[1+%( 3 (}2_%)62_&2] 7106
Wwe - W, - ocml Wy
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F104 ist mit dem von SLUIJTER (%) angegebenen Term (EEX)
identisch.

Das Bemerkenswerte der Losung F103 liegt im Auftreten einer
Partialwelle von 3. Ordnung, deren Maximalamplitude dem Qua=
drat der LElektronen-Grundfrequenz u%}imlwesentlichen direkt

proportional ist. D.h. mit
Wi <€ w? F107
G << u”y

ist die GroBe dieser Amplitude iiber
u_ce
W = Lo — , F108

ein direktes Mafl fir die Huh-Bleklronendichte n, des wellen=

freien Plasmas.

bin abschlieflendes Zahlenbeispiel mége eine Vorstellung iiber

die zu erwartenden GroBenordnungen gehen -

Pir Rubin-Taser-Licht (W = 2,7-101% sec™!) gilt mit P91,
1"86 und F107

ﬁy’ < 4,6-109 V/cm ;

in F103 folgen dann aus

d.h. n, = 3,14-1016 cm"3

UOG = 1013 sec"1

Maximalamplitudenwerte 3. Ordnung von

2,%.10"1 V/cm filr B 107 V/em

1

2,3.10~1 V/cm fiir i 107 v/em

li
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ABBILDUNGEN

Die beiden folgenden Abbildungsserien geben fiir fiinf Para=
meter-Kombinationen Losungsfunktionen

E, = Ex(k}c - wt)

des rein longitudinalen Falles (siehe E57) wieder.

Es wird jeweils eine Schwingungsperiode zur Zeit t = 0 be=
trachtet, d,h.

E, = E_(kx)

Die dargestellten Kurven (bzw. longitudinalen Wellen) laufen
mit der Phasengeschwindigkeit u in positiver Richtung der
Abszissenachse durch das Plasma.

Zum besseren Vergleich der Kurvenbilder wurden die Abszissen-
und die Ordinatenwerte normiert; es gilt

x/L fiir die Abszissen

Ex/ﬁx fiir die Ordinaten

mit

L -~ Linge einer Schwingungsperiode

Ex - maximaler Absolutwert der longitudinalen

elektrischen Feldstidrke EX

Die Abbildungen sollen einen Eindruck von der Gestalt und
den Verd@nderungen der Losung E57 vermitteln. Das eigentliche
Ergebnis der strengen analytischen Losung des rein longitu=
dinalen Falles liegt in der allgemeinen Aussage E54 und im
Nachweis der Periodizitéat.

Die Parameter-Kombinationen der Abbildungsserien lauten

(Fortsetzung des Textes auf Seite 63)
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Abb. 1a
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Abb. Za
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Abb, 2b

Abb. 2c
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1. _Serie
Abb. 1a -
@ = & = 2,990 en/sec
W, = 1012 gec™1 ; n o= 3,14-1014 cm™>
W = 0,984:10'% sec”]
L = 0,191 cm
ﬁx = 0,5-10' V/em
Abb. 1b -
u = ¢ = 2,99.10'9 cm/sec
w, = 10'% sec™; n, = 3,14-10'% cn™?
w = 0,994-1012 sec™!
L = 0,189 cm
E = 0,5:107 V/cm
Abb. 1c -
u = ¢ = 2,99'1010 cm/sec
w, = 10%sec™ ; n_ = 3,14.10" e
w - 0,909-1012 sec_1
L = 0,188 cm
E, = 10 V/em
L
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2. _Serie
Abb. 2a -
wie Abb. 1a
Abb. 2b =~
u = 5¢ = 14,98-1010 cm/sec
W, = 1012 geo~! ;on, = 3,14-1014 em™>
w = 0,989-1012 sec™!
L = 0,952 cm
E. = 0,4-107 v/en
Abb. 2¢ -~
u = e = 2,99-1010 cm/sec
W = 5-10% sec™’ ; n_ = 7,85.10'5 en”?

W = 4,99.1072 gec™]

L = 0,037 cm

E. = 0,4.107 v/cnm
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Der rein transversale Fall besitzt eine strenge analytische
Losung nicht nur dann, wenn das Plasma aus einer einzigen
Atomsorte besteht, sondern auch noch dann, wenn das Plasma
mehr als eine Atomsorte enthdlt. Die Voraussetzungen und
Schliisse sind dabei im wesentlichen die gleichen wie im Fall
einer einzigen Atomsorte. Hier werden zusammenfassend die
wichtigen Abweichungen vom im Abschnitt D gelosten rein trans=
versalen Fall zitiert.

Das vollionisierte Plasma enthalte jetzt k Atomsorten. Durch
den Index k wird im Folgenden auf die Ionen der k-ten Atom=
sorte hingewiesen. Siamtliche Summenzeichen bedeuten eine Sum=
mation iiber k.

An die Stelle der Bewegungsgleichung A11 sind die Gleichungen

e
- k
V;l-knanv+km - m+k V+knan a1

zu setzen. Fir die Viererstromdichte A4 ergibt sich

I-m - Zr+km - r-m - ZA+kV+km 'A-V-m z2
mit

A = Zyenyy z3

Im spezialisierten Gleichungssystem folgt dann fiir C1,C3 und
C5

uv —e = =T F %24




d

ﬁUnan - /uorm - /uo(z A+kv+km"A—V-m)
d

%? Unr£ - E? Un(:E: AacVin - AVgul = @

oder statt %6

Un(Z KW AV = T
Mit 725,%27,C7 und C8 wird J = 0. Fir C10 gilt

MicnVim = 7

und mit %7,%8 und C11

Z A+k n +kn - A—Unv--n = Z Jk =g, = 0
Es sei

'] (]
J = Jd und Jk = NkJ
mit Z9 ist also
2 N =
Fiir C13 ergibt sich

_ -1 - -1

A+k = N J(U V+kn) und A_ = J(UnV_n)
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Z5

Z6

Al

Z8

Z9

Z10

411

212

Die Gleichungen C14 bis C32 gelten sinngemidB mit der ent=

sprechenden Abd&nderung fiir die Ionen. Ein C33 und C34 analoger

zwingender Schlufl ist im Mehrkomponentenfall nicht mdglich.

Daher wird hier angenommen, daB das Plasma im homogenen Fall

eine konstante (wirkliche) Gesamtstromungsgeschwindigkeit 70

besitzen darf, d.h.
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;o(‘ox;voy;voz) = const. und

Youdri = Mooy = %oy 9 N = X,¥,% Z13
Mit 7213 folgt

V0+km = Vo_m = Vom 3 m = 1:25:5:4 Z14
Z Aore = Ao = Ag 412
loae = 16- = & a4

C38 bis C50 gelten wiederum sinngemdB mit der entsprechenden
Abdnderung fiir die Ionen. An die Stelle des Gleichungssystems
(C51-C58) tritt schlieBlich

av 7 e
— k k = = =
(Uv+k - X+kku) —Eﬁ_ - ﬁ:; [YH{E (Vg 2 B)] 217
— av - - -
(uv_ - !'_ku) -# = - r-ﬂ‘-’:: [x_]a + (V_ x B)] 7Z18
2
d [kuz . xmy] o Wé ==
-a-,i-[?EJr(U xB)] = =5 (7, - py) #
% [Z NV, (07, - r+kku)_1 -V (TV_ - r_ku)-1] z19
B o= By gy [0 x (B - B 220
2
W .-m — -
A = g s (UV, = pokw) (U, - \'+1<k“‘)—1 221




= TO: =

A e ) (7 )1
= uv_ - ku)(UVv - ku 222
- /uocze 0 ro - r-
bE, + (T, xB) = 0 723
2 quC2e

Mit den gleichen Voraussetzungen und Bezeichnungen wie im Ab=
schnitt D folgt aus (Z17-Z24) die WellenlOsung

E E-sin(k ¥) 7
s = -81nkx—wt+¢r 25
E, = f E.cos(kx - Wt + ?) 726
w? - %K% = wia 727
1
2 2 17 2
Q = [1+ 32% +
cm” w
2 2 -1
Z,m_ 7Ze’ 217 2
o+ E Nkm 1 + 55— 7228
+k c m+k w
Ad
v o= 2 B oin(kx - Wt ) 72
= E—-:Sln X - +‘~‘f 9

_ + e E ~
v = _El—acos(kx—thrT) 230
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e
v = - v ; N = Y,5% 7231
+kn m+k -n
ol
_ 2 2 2 2
Yikn = CV+1{n [C + V+ky + V+kz] h
1
2e? %217 2
= V—}-kn 1 + c2m2 -C-;g 732
+k

1
L 22 -4
Voo = |Vl ;e il szez cd e 233
+k w C In+k w

Die k Ionensorten laufen phasengleich auf Kreisbahnen mit den
konstanten Bahngeschwindigkeiten ¥+k um., Die entsprechenden
Kreisbahnradien Rk lauten

s 1
Zo = dea &~ T B
E k E
Re = g2 |1 +t+=573 —=2 234
+k W c m+k W)

Grundsadtzlich also lassen sich im kalten Plasma Relativge=
schwindigkeiten zwischen verschiedenen Ionensorten oder
zwischen Ionen und Neutralgas (letzteres wird vom Feld der
Welle nicht beeinfluBt) mit Hilfe einer zirkular polari=
sierten elektromagnetischen Welle erzeugen. Die Frage nach
der Verwertbarkeit dieses Effektes zur Plasmaheizung mii3te
in einem iiber die vorliegende Arbeit hinausgehenden Rahmen
behandelt werden.
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