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ABSTRACT

Starting from the energy principle of magnetohydrodynamics

the stability of a linear bumpy theta-pinch is investigated.

The normal mode equations are solved with the help of a per-
turbation method. The expansion parameter is g_g = & (El— may“ MTJ

LJ = length of a period of the equilibrium.

Modes with 1 » 1 are shown to be unstable with the following
growth rates

4 2 2 |
1) G ~-3 ¢ Eﬁ"{rf + C?[ {y
A 2 Lim
2 B IET. T & o
2 ta ®-3 E T :;zz—[7f0(;/)
Ding 8,
= Ton mass

Mean plasma radius

lode number

o

o &
C

Y ISIE

3 d = Thickness of the boundary layer.




I Einleitung

In einer friiheren Arbeit(l) wurde bereits die Stabilitit eines
gewellten Thetapinches (Limpus) im Rahmen des Oberflichenstrom-

modells untersucht. Zhnliche Rechnungen wurden auch von F.A. Haas

(2) (3)

sich zeigte, daf ein solches Plasma auf Grund der Gebiete un-

und J.A. Wesson sowie von D. Morse durchgefihrt, wobei

glinstiger Krimmung l&ngs der Magnetfeldlinie instabil ist.

Ausgehend von einem Plasmamodell mit Volumenstrimen haben

P. Merkel und A. Schlﬂter(”) gezelgt, daR es unter bestimmten
Bedingungen auch stabile Bereiche im Plasma peben kann. Diese
Autoren benutzen das Energieprinzip von Bernstein et al.(S)

und setzen als Stdrung eine geeignet gewéhlte Testfunktion ein.

In der vorliegenden Arbeit soll nun - ausgehend von dem Energie-

prinzip - soweit wie mdglich minimalisiert werden. Wir benutzen

dazu die schon in (1) und(g) angewvandte Stdrungsrechnung nach
der Amplitude des pgewellten Thetapinches als Kleinheits-

parameter.

LL. Energieprinzip

Die Limpuskonfiguration ist ein periodisch gewellter Theta-
pinch mit der Amplitude @ und der WellenlﬁngeZJ . Die Ampli-
tude @ der Feldlinien ist im allgemeinen eine Funktion der
Feldlinie, wir nehmen aber an, daf immer gilt: o << L
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Eine Periode dieser Konfiguration kann man als Néherung fiir

ein Tellstiick einer toroidalen Gleichgewichtskonfiguration

ohne Rotationstransformation (11+S-Torus, Scyllac) betrachten.
Der Abstand der Feldlinie von der Symmetrieachse 1#A8t sich

als Fourierreihe schreiben, von der wir aber nur das niedrigste
periodische Glied betrachten. Die Feldlinien und damit auch

die Druckfllchen seien beschrieben durch

R
@ 1st hier noch eine Funktion von 7 (mittlerer Feldlinienab-
stand). Fir akK = 0 wird aus dem Limpus der ideale linéare Theta-
pinch.
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Es sel nun £ = E (Xjé&@zc¢f eine Stdrung des Plasmas, die

durch die Eigenwertgleichung
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beschrieben wird. Hierbei ist
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P, ?C ; B’C sind die Gleichgewichtsgrdpen.

Da sich die Gleichgewichtsgréfen nach ¢ = ak entwickeln lassen,

kdnnen wir auch schreiben
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I, ist der Stabilit&étsoperator des idealen Thetapinches. Be-
kanntlich ist der ideale ihetaplncb marginal stabil, d.h. das
Spektrum des Operators F’ liegt auf der positiven reellen
Achse.

Um nun die Verschiebung dieses Spektrums durch € # ¢ zu

(5)

die im zweiten Teil ihrer Abhandlung das Energieprinzip auf

untersuchen, folgen wir der Arbeit von Bernstein et al.

den Fall elnes rotationssymmetrischen Plasmas spezialisieren.

Im weiteren benutzen wir auch die Hotation dieser Autoren.

Es sei}p,zf,f} ein orthogonales Koordinatensystem, % = const
die magnetischen Fl&chen und 2" ist der Azimutwinkel. Die
= ; YT
Stérun : % schreibt sich:
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Fir die Lnergieinderung erhalten Bernstein et al.
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Diese Formel wurde abgeleitet fiir m > 1
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Beim idealen Thetapinch ist die Krﬁmmung-i = . JYVY?] ver-
a

schwindet dann nur fir ﬁ:i = 0, d.h./¥"= const ist somit die
marginale Stdrung des idealen Thetapinches.

Setzt man allgemein){ = const, dann ist Cgk/(?J < 0 ein hin-
reichendes Kriterium fiir Instabilitit. Dieses Kriterium wurde

in (4) auf die Limpuskonfiguration angewandt.

Die Stdrung, welche Sh/ minimalisiert, erh&lt man aus der

Eulerschen Gleichung

) (:%( F :/)g) /A -p 2 )IN=TDft)

| Stdrungsrechnung

Die Eigenwertgleichung (7) filir den Eigenwert_/L soll nun
ndherungsweise geldst werden. Wir entwickeln alle Gréfen in
der obigen Gleichung nach Potenzen von ¢ .
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ﬁ =£>(7;) mufl noch aus den Gleichgewichtsgleichungen bestimmt

werden.

Gleichung (7) 1ist im allgemeinen eine Integro-Differential-
gleichung. Entwickeln wir aber alle CrdBen bis zur Ordnung g ,
dann reduziert sich (7) zu einer Differentialgleichung. Die
Krimmung "4 ist von der Ordnung ¢ . Wegen der Periodizit#t
der Konfiguration ist {(}) von der Ordnung (EZ und somit wird
die rechte Seite der Gleichung (7) von der Ordnung 8‘3.
Weiterhin ist BIAX = ol <= dz (4 + of€%))

Die gesuchte Differentialgleichung hat dann die Form
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Fiir £ = 0 erhalten wir
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Bei periodischen Randbedingungen Xfﬂﬂ :,k/{Z) bilden die
Eigenwerte dieser Gleichung ein nichtentartetes Punktspektrum.
JALO = 0 ist der tiefste Eigenwert mit der Eipenfunktion)*ﬂ' const
/\o = 0 ist auch ein isolierter Eigenwert, so daB wir also
die Eigenwerte und Eigenfunktionen nach Potenzen von £ ent-

wickeln diirfen.
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Wir wollen im weiteren nur die Stdrung der Eigenldsung // const

betrachten. In erster Ordnung erhalten wir dann
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Multiplizieren wir die Gleichung mit,A; und integrieren ilber
Z , dann ergibt sich

(iE2) A =0 X )( ff—(d-—— tos K=

7 e /3 2

Und in 2. Ordnung lautet die Gleichung dann
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Multiplikation mit X und Integration ergibt
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Die Funktion .b(nJ wurde in (4) berechnet

, , / '

I

Damit erhalten wir

(16) A = £ P//’”;‘)

Da der Druckgradient negativ ist, wird somit die Konfiguration

immer instabil.



Setzt in oh’/ die Testfunktion;y = const ein und wendet dieselbe
Entwicklungsmethode an, dann lautet das Ergebnis:
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Bei genligend groRem Druckgradienten kann dieses Kriterium
erfiillt werden.

Eine Grenze flir die Gliltigkeit der ganzen N&herungsrechnung
liefert uns die Forderung

s X « X
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Dies ergibt mit Formel (13)
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Oder grifenordnungsmifig: _2/33{@;1;(1 ist ein Map fiir die
Abfalléinge des Drucks. '

Aus der Darstellung (13) der instabilen Stérung sieht man, daB
diese mehr auf die Gebiete unglinstiger Kriimmung lokalisiert ist
als auf die Gebiete glinstiger Kriimmung.

IV. Anwachsraten

Durch die Differentialgl. (7) wird nur die;z.—Abhéngigkeit

der FunktionX('y_I X ) bestimmt, die % -Abhéingigkeit bleibt
vollkommen willkiirlich. Wir haben damit zum Beispiel noch einen
Faktor g(r) zu der Stdrung )nsz (oder/A/[Z) ) frei. Diesen
Faktor bestimmen wir, indem wir die oben bestimmte Stérung
){tﬁ)~9(r) in den Ausdruck fiir die Anwachsrate — ( (O (l;( éj)
einsetzen und nochmals nach %(r) minimalisieren. Dies liefert
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dann die Radialabhingigkeit der Stdrung S (x) .

P L
Um die Norm AV =\Jf&*7f§f‘1/¥ in niedrigster Ordnung in
zu berechnen, benutzen wir den Zusammenhang zwischen den

—_

3 Komponenten von } , der auf Grund des Minimalisierungspro-
zesses besteht. ( (5) Formel 6.18). 4?'verschu1ndet in nullter
Ordnung in € .

Setzt man nun Gl. (16) in (6) ein, dann ergibt sich
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r ist der mittlere Radius der Wand. In diesem Gebiet ist
aber praktisch f’(T‘) undc 5c(7;) gleich Null, so daR ohne
grofen Fehler von O bis & integriert werden darf.

Minimalisieren wir nun (19) in bezug auf T} dann erhalten
wir die Gleichung

o o Y
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; 29 e
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Ilir den Zusammenhang zwischen Fﬂ37 und f;(T} wurde voraus-
gesetzt, daf die Temperatur im Raum konstant ist (f) ~ I
Die Randbedingungen sind Q[(Cl = y‘[a: =

Diese Gleichung 14BRt sich im allgemeinen nicht explizit l&sen,

wir wollen daher in einem Spezialfall die Ldsung abschitzen.




Es sei #; die Stelle des maximalen Druckabfalls. Der Druck
habe den Verlauf

(21) F = Py & Y-z wz2
(5]

Fir £[ﬁ)wﬁhlen wir eine lineare Abhingipgkeit. Die Differential-
gleichung (20) ist dann

) ’B¢ oL # 7 2 oltq, 2
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Entwickeln wir die Ldsung in der Umgebung von X = O in eine

Potenzreihe, dann folgt aus der Gleichung (21), daR diese
i

Reihe mit der Potenz X beginnt.

oo .
. K
(23) gé — a X
() = x 2 "
=0
Um nun die Anwachsrate abzuschitzen, setzen wir in (19) eine

Testfunktion %{k) ein, die die verlangte Form (23) besitzt
und die Randbedingungen befriedigt.

T

% —_ X

(24) 55(')() =X e

Das Maximum der Stérung liegt beil » =17, , die Stdérung wird also
mit wachsendem m auf die Randschicht lokalisiert.

Setzen wir (2U4), (21) in (19) ein, dann lautet das Ergebnis
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Diese Formel kann fir zwei Sonderf&lle n&herungsweise be-

rechnet werden
1) als o Laws

Das ergibt

| 2 .
(26) @'&x—ng.d ' /7%,:;/———))

2) Ly 55 ol
2 2 2K /
Lo % - SE, . /r’d 5 (,7 —+ CJ(;i
Aus der Druckverteilung (21) er51eht man, daB “’f ein MapR fir

ol
die Grenzschichtdicke ist.

Die beiden Grenzfille 1) und 2) lassen sich damit folgender-
mafen interpretieren:

Ist die Grenzschichtdicke kleiner als die Wellenlénge der
StSrung quer zum Magnetfeld, dann verhdlt sich dle Anwachs-
rate-io so wie die aus dem Oberfl¥chenstrommodell berechnete
Anwachsrate (1), (2), sie wichst mit find

Wird die Wellenlange,A aber kleiner als die Grenzschicht-

ZIJ o ab S

dicke, dann h&ngt die Anwachsrate nicht mehr von )7
o 'S P

sondern nur noch von der Schichtdicle ab.

Mit & —>% haben wir also einen kontinuierlichen Ubergang
zu dem in (1), (2) benutzten Oberfl&chenstrommodell.
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