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ABSTRACT:

The Quasilinear Theory 1s often used to describe the

asymptotic behaviour of a weakly unstable configuration

(e.g. a two-stream instability). Altshul and Karpman

extend the theory to include

elither 1) the influence of nonlinear wave processes, if
the particle distribution function further
changes adilabatically;

or 2) strongly time-dependent distribution functions,
if the nonlinear effects of 1 are further
neglected (which can be important for small
wave spectra).

The results of 1) and 2) are now derived as approximations

from more extensive expansions.

Under the conditions of the Quasilinear Theory corrections
taking both processes (1 and 2) into account can be given.
The corrections in case 2 are at least as important as

in case 1, as long as the quasilinear growth rate has not
become considerably smaller than the initial value.

The conservation of energy principle of the extended
equations thus gained can in general only be proved if the
quasilinear dispersion relation is also corrected.
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Einleitung

Die Quasilineare Theorie (im folgenden abgekiirzt: QT) be-
schreibt die Wechselwirkung der longitudinalen Wellen mit
den Elektronen in einem im Mittel homogenen Plasma, wenn
dieses schwach instabil ist (z.B. durch eine Zweistrom-
instabilitidt). Die rdumlich gemittelte Verteilungsfunktion

hdngt nur schwach von der Zeit ab.

Nach LAVAL und PELLAT [8] bzw. FRIEMAN und RUTHERFORD [16]
diirfen die Amplituden der VWellen dabei nicht zu klein sein
(die Energiedichte pro Wellenldnge muB z.B. groB8 sein gegen
den Wert im Thermischen Gleichgewicht), da sonst StoBglieder
mit ins Spiel kommen, die in der N&dhe des thermischen
Gleichgewichtes liberwiegen, wie das von LENARD-BALESCU.

Die QT gilt aus damit zusammenhingenden Griinden nicht mehr

in der Umgebung der Wellen, die marginal stabil sind.

Die QT gibt fiir die Poissongleichung eine (gute) Niherung,

die in [7] abgeschitzt ist. ALTSHUL und KARPMAN haben dariiber-
hinaus auch kinetische Gleichungen angegeben, die iiber die

QT hinausgehen und diese mitenthalten [H,Eﬂ :

1. Die erste Arbeit [4] behandelt Schwankungen (Fluktuationen)
der Verteilungsfunktion von hoherer Ordnung in den Wellen-
amplituden, wobei auBer einem homogenen Magnetfeld auch schon
beliebige elektromagnetische Wellen zugelassen werden.

Die dabei angewendete Methode und die erzielten Ergebnisse

sind aber erst in der Arbeit Eﬂ ausfiihrlicher dargelegt.

Der Ausgangspunkt ist die Vlasovgleichung, wobei die rdumlich
gemittelte Verteilungsfunktion zunichst zeitunabhingig voraus-
gesetzt wird. Der Ubergang zur .schwach zeitabhingigen Vertei-
lungsfunktion geschieht durch "Aufsummieren divergenter Ausdriicke".
Das Ergebnis dieses wenig durchschaubaren Verfahrens wird
nun klarer werden, da jetzt von vorneherein so wie in ﬁﬂ
zweil Gleichungen verwendet werden, nimlich eine fiir die ge-
mittelte Verteilungsfunktion und eine fiir die Abweichungen
davon, deren Summe wieder die Vliasovgleichung liefert.
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or; Iflkﬂ( der "Verallgemeinerten Quasilinearen Theorie")

wird die Zeitabhingigkeit der (ortsgemittelten) Verteilungs-
funktion nicht von vorneherein eingeschrinkt ( etwa wie in
[4,5] , wo sie sich nur adiabatisch #ndert). Diese Arbeit

weist die Richtung, in der es sich zeigt, daB die kinetischen
Gleichungen mit EinschluB nichtlinearer Prozesse von[ﬂ

fiir gewisse Zeiten noch einer Korrektur bediirfen.

Solche Gleichungen fir longitudinale Wellen, die sowohl die
in 1. wie in 2. behandelten Prozesse miteinschlieBen und fiir
die auch der Energiesatz gilt, sollen jetzt erhalten werden.
Die nichtlinearen Wellenprozesse von 1. wie auch eine expli-
zite Zeitabhingigkeit der Verteilungsfunktion werden nun

aus den Ausgangsgleichungen als Storungen hoherer Ordnung
gewonnen mit der QT als L&sung erster Ordnung - unter den
Voraussetzungen der QT sind die Zusitze meist klein.

In dem nach der QT zu erwartenden asymptotischen ( quasi-
stationdren ) Zustand z.B. kann sich aber die spektrale
Wellenenergiedichte stdrker durch nichtlineare Wellenprozesse

htherer Ordnung dndern als durch quasilineare.

In jeder Ordnung der Rechnung bekommt man ein kinetisches Glei-
chungssystem, das den Energiesatz erfiillt. Durch die Beriick-
sichtigung der Zeitabhingigkeit der Verteilungsfunktion in
hoherer Ordnung erhdlt man Zusatzglieder, die schon beim
Einsetzen der Instabilitidt eine groBe relative Bedeutung haben.

Wenn ein schwacher iiberthermischer Strom einer Maxwellver-
teilung iiberlagert ist ( wie in(1b] ), sind diese ZusHtze

umso wichtiger, je geringer die Temperatur dieses Stromes 1st.
Tatsdchlich wird bei Experimenten, die sonst die Bedingungen
der QT anndhernd erfiillen, meist mit einem Strahl sehr nied-
riger Temperatur gearbeitet, da man anderweitig nicht besser
eéine definierte Strahltemperatur erhilt [Eé].

Flir sehr niedrige Temperatur sind die hier verwendeten Zusatz-
glieder zwar nicht mehr brauchbar - da sie dann nicht mehr
klein genug sind und daher die Niherungsentwicklung versagt -
doch geben sie zumindest eine Erweiterung der QT in Richtung
elner niedrigeren Strahltemperatur.
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Eine andere Erweiterung der QT widre die Einbeziehung ge-
ringer rdumlicher Inhomogenitdten, die im Experiment nicht
zu vermeiden sind. Diese werden in [?{]behandelt - hier da-

gegen nur riaumlich homogene Anordnungen.

Wenn die Verteilungsfunktion in erster Ordnung nicht mehr

gut als adiabatisch mit der Zeit veridnderlich betrachtet
werden kann, sind die Gleichungen verwickelter: Sie cerweitern
dann die in Eﬂdargestellte Verallgemeinerte Quasilineare
Theorie fiir Wellenprozesse hoherer Ordnung. Dies sind die
allgemeinsten hier erhaltenen Glelchungen, die die anderen

Ergebnisse mit einschlieBen.

Im einzelnen wird die Arbeit so aufgebaut:

In Kapitel I wird noch einmal die QT aus den hier benutzten
Ausgangsgleichungen als Nidherung hergeleitet. Es macht nur
die geringe Milhe einer leicht allgemeineren Schreibweise,
sie zunichst in der "verallgemeinerten'" Form [6]zu erhalten.

In Kapitel II werden schlieBlich die Wellenprozesse hoherer
Ordnung unter 1. berechnet, wobei explizit keine Zeitabhdngig-

keit der Verteilungsfunktion beriicksichtigt zu werden braucht.

In Kapitel III wird das Ergebnis in der Entwicklung nach
Amplituden quasilinearer Niherung betrachtet - bel Vernach-
ldssigung hoherer Korrelationen - und mit Eﬂ'verglichen.
Fiir die spektrale Wellenenergiedichte und die Verteilungs-
funktion erhilt man kinetische Gleichungen, die gegeniiber
der QT noch weitere Glieder dazunehmen. Solange der
asymptotische Zustand der QT noch nicht erreicht ist,sind
diese um etwa eine GroBenordnung Kyﬁop kKleiner.

( xo = maximale Anwachsrate zu Beginn der Instabilitat,

We = 9w - Plasmafrequenz )

Glieder, die beim Einsetzen der Instabilitdt maximal
ungefihr von dieser Grofenordnung sind, bekommt man in
Kapitel IV dazu, wenn man die Zeitabhingigkeit der

Verteilungsfunktion besser berilicksichtigt.
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Kapitel V faBt die Entwicklungen von Kapitel II und IV
zusammen. Dabeil treten gemischte Glieder auf, wenn man
sich nicht auf die wichtigsten Zusatzglieder beschrankt.
SchlieBlich werden die kinetischen Gleichungen von

Kapitel III ergénzt.

In Kapitel VI werden die verallgemelnerten Gleichungen von
Kapitel I fiir Wellenprozesse hoherer Ordnung erweitert.

Im Anhang erschelnen zusammengefaBt schon bekannte

Ergebnisse sowle Rechnungen ohne neuen physikalischen Gehalt

oder solche, die zu sehr vom Gang der Arbeit ablenken wilirden.

Die Gleichungen sind nur fiir eine Teilchensorte (Elektronen)
formuliert mit der Masse m und der Ladung -e. Im rdumlichen
Mittel sei deren Ladung (durch ruhende Ionen) ausgeglichen.
Bei mehreren Teilchensorten miiBte also ilber diese noch
summiert werden. Ebensowenig wilirde ein konstantes Magnetfeld

wesentliches #ndern [5].
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T.) Quasilineare Theorie

1.) Die quasilineare LOsung ist eine LOsung erster Ordnung

in den Wellenamplituden aus den folgenden beiden Gleichungen:

(12) %§ = - < VPV

E.) %E eV v £VPUS, < - & (VPR f- (VPVLY)
Dabei soll bedeuten: ‘ro (H’),‘b) = <f(\.rlv.0,‘t)> die rdumlich ge-
mittelte Verteilungsfunk©tion

Abweichungen werden beschrieben durch die Fluktuationen:

(2) fo (W t): = f ~]‘o=f~ <]C> .
b A1 3
<"‘>::V—F°°V d\'
3
Die Teilchendichte w ::{1%(iv sel rdumlich und zeitlich
konstant. Das elektrische Potential qoﬁﬁt) (nur Potential-
schwingungen sind in (1) zugelassen) geniigt der Poisson-

gleichung:

(3) AP = hwe ff,; v

Der rdumliche Mittelwert des elektrischen Feldes g(\i‘,t)= —V‘P :

< N V(P >. =0 verschwindet,

da von auBen kein Feld angelegt sein soll.

Durch Addieren der Gleichungen (la) und (1b) erhilt man die
Vlasovgleichung

L LoV L VPUSf -0
ot ™

Aus den Gleichungen (1-3) 1#8t sich die Giiltigkeit des

Energiesatzes zeigen. Zur besseren Ubersicht iiber die

Ndherungen wird er spdter mit den erhaltenen L&sungen gezeigt.

Wie man auch an diesen nachweisen kann, bleibt auBerdem der

mittlere Gesamtstrom der Elektronen konstant, denn es




gilt:
m {l.f) ,%%_ d3V nach (la) = - 6{‘0<vtpv‘,fa>dg\f

durch partielle Integration mit (3)= .4_4,_ <V(p A (P> =g4_ <v£2>
i o0 .

Mit der Darstellung (8) des Potentials durch seine Fourier-
Transformierte erhidlt man dafiir:

-2 (&% bm b o(It) o(kt) ;g £+0
b V> o0 (av)" V

Wegen der Bedingungen fiir die Realitidt von 2? geht

der Integrand in sein Negatives iliber, wenn man‘& durch das
Negative ersetzt, so daBl das Integral verschwindet.

Wie in [3] dargelegt, kann man die Form der Gleichungen (1a)
und (1b) auch aus der Klimontovitch-Hierarchie erhalten.
Diese wire abzuleiten aus der Gleichung:

oN | . L ]
7 wV N = VPWN 0

fiir die Feindichte:

N () = S 8(x-X;t) X~ {wiw]
Dann widre in (1) zu ersetzen: fo - (N) , N= = <N)+JN

und <..» wiirde die Mittelung iiber das Ensemble bedeuten,
in dem alle moglichen Anfangswerte der‘X%(f)enthalten sind.

Die richtige Gleichung (1b) enthilt nun nur mehr die
flﬁssigkeitsartigen Bestandteile, in denen die Struktur der

€inzelnen Teilchen nicht mehr erscheint. Das wird schon in
[3] bemerkt.

Nach [3] bekommt man fiir die GroBen ¢ \VARvA 5N> in (1)

( fq-* JTV) eine Gleichung, die Mittelungswerte iiber Dreier-
Produkte enthielte usf. - So kdnnte man auch mit der nach (1)
aufgespaltenen Vlasovgleichung vorgehen und dadurch eine Art
Von Hierarchiegleichungen gewinnen [}4] . Man spart sich
aber das Anschreiben vieler Ausgangsgleichungen, wenn man zur




'T;Berechnung der Fluktuationen die Gleichung (1b) benutzt -
. die gewonnenen Losungen erfilillen auch die Gleichungen fiir
" gie Mittelwerte.

i ﬁenn in einer Losung erster Ordnung in den Wellen-
-amplituden alle Mittelungswerte liber Produkte von drei und
" mehr ortsabhingigen GriSen vernachlissigt werden, so ent-
f'spricht dem in der Gleichung (1b) das Weglassen der rechten
 Seite.

ffGenauso wird nun hier (im Unterschied zu ﬁ] » WO von den-
?lselben Gleichungen ausgegangen wird) gleich in I. Ordnung
Qherfahren und fiir (1b) ndherungsweise genommen:

;'" —ji - - £ v |o
@ AwVh - g VU

ﬁﬁn den Losungen hdherer Ordnung in den Wellenamplituden wird
‘das vernachlédssigte Glied wieder berilicksichtigt.

‘Das Glied auf der rechten Seite von (1a) kann man als Zusatz
H

;zur Vlasovgleichung : %5% =()nﬂt den ortsgemittelten

ﬁérﬁﬁen eines homogenen Plasmas auffassen [3,13], der jetzt
" mit (5) zu bestimmen ist.

- Zur einfacheren Integration wird die kanonische Transfor-
 mation eingefiihrt:

(6) o =W-l-0t \00'-=V) 'C:-:t

%mit deren Hilfe die GroSen Funktionen der neuen Variablen

werden-

f(unot) fa (o v0oT 00, T) o (0t)=fo(0oT)  Qrat) = P (rorinz,T)

Aus der Gleichung (5) bekommt man damit als Zeitableitung
j l&ngs der vom Potential ungestdrten Bahnkurven
:,jCharakteristiken)

Bi ( of 8P af_'a?) o 97

‘BI.DO fb\fro %Wo 'bl»!)c 'alﬂo -’a_ﬂ:;




Mit der Fourier-Laplace-Transformation! r‘eelles/& ) von
(P(“"ut) im endlichen Volumen V (auBlerhalb V werde

(P (,,r-t) stetig differenzierbar so fortgesetzt, 423
es hirnreichensi rasch gegen 0 geht):

_ o el )
Poit)) o = Blat) - [ @lit) e Ll -
[ fuo o ilirist) do @y
- dabei werde definie-:rt Pus Iﬁ"(f‘t (ot dF -

und mit (6) folgt aus (7):

@ . ”d"k “—;f P

DT L

oo + 0 (fewdo -
Wo + ( 7)) (J)T’eeaﬁ?

W)
Fs genligt, die Konstante ¢ in (8): C >max Imwzu rebmen.
Mit der Lawnlzce-Transformation:

- (Rt
(10) fn = ( ‘fo(nfi,f) e dt

folgt schlieBlich aus (9) als Ldsung fir f. {wie in [7] ):
-/

- -2 (A d2 (A2 oup ihra-ist) —2— '(’Lo‘
'ﬁ Pus e enp (. )/W)-w kLo 4

m o)

LR e (3R ottt i T

(11) A
+ (d'k Gu () erp i (fex-0t)
Bel der Irtecratior iiber (W oprauchen in (11) rnur mehr die
i’(}l";‘ von {p‘{‘_‘) beachtet zu i« rden.
Das letzte 11 riihrt von der Anfangsbedingung her

fe(wa,0) = [ qu(n) enp il eﬂ( Ao(w)= 0




In der QT, in grofBem zeitlichen Abstand vom Anfangszustand,

werden ferner die Glieder ~ emp(-b&”ftkmqmachléssigt

2

o - e ) Ge ¥ d -1
(Begrindung in [7, 8, 11, 12]) fiir Zeiten ¢ > Hﬂ{)q'
wflﬂ\rl et s e s e xm <
( ﬂ]ﬁl = Minimum der charakteristischen Breiten der Ver-
teilungen oinnf.gu ), da die zugehirigen elektrischen Felder
stark gedampft sind.
Mit der so reduzierten Losung (11) lautet die Gleichung (lia)

fiir die (gemittelte) Vﬁrtojlungsfunktion'ﬁ 2
(R -"t) Lo
Ge-t(B) < fflud . .
o L2
Z§§c“t(m < dki—.‘fq)“"“’“e A

(12) %) Bk' d}i' s l-(/"'\rl'-b-'-l.ﬂ é:g &' % -t
Y ﬂd 9w Pt € fﬁﬁ R'm-w‘fﬂ_ € b

Die Mittelungsoperation ergibt:

ol e ) w
<6L(&+.&)w”‘ > - &AM 1 (d'bv e

e J; 43S’ 5 P D pD (4D %E% ~L(nar )t
¢15) L(M) ffdk(_lrl?)t v&:\':oi(gﬂ\_;;‘v ‘&gm e —j—ﬁ;n_wi_ﬂ e

!. 1
Die Existenz des Grenzwertes Qoam xR QEiﬂi_gbﬂﬁ mu
Voo &% (Aw)PV

dabei vorausgesetzt werden. ( Pww hingt nach seiner

3

Definition in (8) auch von V ab.) Sie bedeutet, daB8 das
ortsgemittelte Quadrat der orts- und frequenzabhiZngigen Feld-

amplituden in ein Spektrum zerlegt werden kann:

< i v CP(“-"’J") VCP(J"(,Q') > = {a‘gk !'f‘ W %—M’u‘ Seww'

3w $T veo0  (QmW)V
also durch das-&—lntegral liber obigen Grenzwert dargestellt
Wird, der so die Bedeutung einer Spektraldichte hat.
Die Existenz dieses Grenzwertes ist gewdhrleistet, wenn die
Korrelationsfunktion (Wat=y+w)

< -g% V(P(“"-""")'V(P(“—l-“')kn =

4
837 Ty

oo & (8, VEPles) VG )

\"
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absolut integrabel ist. Dann existiert der Grenzwert als

deren Fourier-Transformierte.

Schwierigkeiten wiirden monochromatische Wellen machen, da
ihre Spektraldichte zu einer S—Funktion entartet. Bei

diesen kann man aber anders vorgehen (Kap. VI).

Statt erst in den Endgleichungen den Mittelungsprozes
durchzufiihren, h&tte man (vgl. Bemerkungen nach (4)) auch
eine Gleichung fir < V@ \Z,-f, > aus den Ausgangsgleichungen
gewinnen kénnen. Damit gelangt man im Falle, daB die ge-
mittelte Verteilungsfunktion nur adiabatisch von der Zeit

abhdngt (Abschnitt 2), zum gleichen Ergebnis, nidmlich der QT
i1

(13) ist eine "verallgemeinerte quasilineare Gleichung" Bﬂ
fir die Verteilungsfunktion. Durch Laplace-Transformation
bekommt man sie in der Form, wie sie in Eﬂ, Gl. 2.23 ange-
geben ist (siehe Kap. VI, Gl. (93)). Zu (13) gehtrt noch
eine Gleichung (Gl. (94)) fiir die Feldamplituden, die aus
der Poissongleichung folgt.

2.) Vernachlissigt man (Adiabatenhypothese [?,Q]) die Zeit-
abhingigkeit von 1; auf der rechten Seite von Gleichung (13),

SO erhdlt man sie in der quasilinearen Form:

. ~((wr)t
Wo_ 100" fs dwdw . Peues Pues 9 1 g
) 2= -iic) “dk )t o ey ¢ M-w'&‘{-ﬂ

Diese Niherung ist unter der folgenden Bedingung mdglich:

3 1
(15) (%lf- wo) & librige charakteristische Zeiten, z.B. IS (Imw)
Q

Dabei sei: Ak = charakteristische Breite des (instabilen)
Wellenspektrums, W soll ein mittleres |%EQ | aus dem
/A

Spektrum darstellen, W, den Betrag des Realteils der zuge-

hérigen Frequenz.
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In dem entgegengesetzten Grenzfall, dem Fall (zumindest
nahezu) monochromatischer Wellen
(Kap. VI) 1#Bt sich die Integration iiber £ in (13) in eine
Summe verwandeln. In diesem Fall wdren die nichtlinearen
Glieder rechts in (1b) fiir die Berechnung des Feldes aus'ﬁ
zu vernachlidssigen, wenn ( ‘eﬂf) ~ (m)ﬁgesetzt in (11) -
der Strich soll die Mittelung iiber fﬁ bedeuten)

l%’o V,‘f, { < l Le, v"f"l ist. Bei Vernachlidssigung

der zweiten Ableitung: %! &,V &’V”ﬁ’ | « l #.Vuﬁl

(vgl. die stdrkere Bedingung bei der gquasilinearen Ldsung
in Anhang 1) folgt daraus (mit (20)):

(16) et & |Atut)]| <« o™

wenn die charakteristische Zeit der Verteilungsfunktion gro8
-4

gegen (99 1ist (nach [5] hat diese angendhert eine Periode

von ungefdhr der GréSenordnung T ).

Beli dieser sehr groben Abschitzung ist angenommen, daB fiir
die nichtlinearen Korrekturen des Potentials die Teilchen aus
ndherungsweise dem gleichen Geschwindigkeitsbereich wie fiir
die linearen beitragen. Die Bedingung (16) ist also noch
etwas abzuindern, wenn man die unterschiedliche Gridfe der be-
treffenden Geschwindigkeitsableitungen der Verteilungs-
funktion beachtet.

Durch diesen Unterschied dndert sich bei einem breiten
Spektrum von Wellen (wo (15) vorausgesetzt ist) die
entsprechende Bedingung gegeniiber (16) um einen Faktor=ﬂ4m)pr’-—
Die griBten Korrekturen in Kapitel III sind asymptotisch

)
von der Ordnung 541 = EM,Wkkjgﬁh.)D= Debyelinge,
t
Definition von )DjxlAnhang 1) - das soll «1 sein -
< -2
bezliglich des Gliedes der QT. Dabei sei Ew: = 7:?4 GKQAp)
o

X
(sei < lkAyie in (16)), wobei jetzt W = LI ist
(nach Anhang 1). Yt sei eine mittlere Wachstumsrate zur
Zeit ¢,
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Diese Abschitzung gilt wie die folgenden im
eindimensionalen Problem lb] und soll es
wenigstens in diesem Fall ermdglichen, die GréBenordnung
der verschiedenen Korrekturen miteinander =zu vergleichen.

Durch die Zeitabhidngigkeit der Verteilungsfunktion erhilt

man ndmlich in Kapitel IV noch Korrekturen der relativen

Ordnung -}5— %‘E
P

(xo;? ¥t !t=0) = Yt fiir t & 'g,:). Wenn beide Korrekturen

( €€ 1 nach (15); denn nach Ejﬂ gilt

klein sind, ist die QT eine zute Niherung. Sie liefert fiir

die Verteilungsfunktion eine chorakteristische Zeit der
A

GroBenordnung -E-Ul die im Eindimensionalen auch durch
o

den Ausdruck (14) abgeschitzt werden kann [b]:

+=4
’ &y

Die GroBen genligen daher dort der Beziehung:
3 — 2 A 3
A g = Euled) - cu] |, leb)® 2 g (h)
Ko Lop t"'{'go

(17) :(%‘f wo) 'C}.Lr =T )

Wenn eine schwach instabile Anordnung wie in Ejﬂ vorliegt:
eine Maxwellverteilung mit einem schwachen iiberthermischen

Strom der dortigen GréBenordnung, ist ndherungsweise

Ak & fs 2 un 2 = ° " Wenn daher
(Ak)" ~ (keds) 1 ¥~ (h)" . venn aaner g

o

nicht wesentlich kleiner ist als xo , 8ind die Korrektur-

glieder ~ €, und ~ Jﬁ—l&L hochstens von der
e Ak
GréBenordnung -_Xt—lﬁL- ~— Nach (17) gilt dann:
W Ak

— & -9
( sl ) ~ X = Ew = “ti‘q_ (“\'WID) 2 €, so daB die Gr&Ben-
- 2 Lo '

ordnung von €&, folgendermaBen abzuschitzen ist:



[ VEw e _fi 3 Yo Yol
= (ko )) ; P L(,)D)T ~ (o) szf-t ko)o) S A (&)

Solange die Amplituden der instabilen Wellen noch nicht

sehr groB sind, wenn also tw < f; ist und auBerdem
noch Yt = Yo gilt, sind die Korrekturen ~ £, sogar

noch klein gegen die ~ Jﬂl—gﬁ; . Im asymptotischen
We

Bereich der QT dagegen kann man diese gegen Jjene vernach-

—

2 3
ldssigen, da dort Zw = Ew und Yo > ¥t o gilt.

Wenn €4 23‘1 wird, muB man die Gleichungen der QT sicher

Ak

. 3 t
erganzen._Unter der Voraussetzung (12~) = (ko)b)
e

erhdlt man wie in [16] aus (17) die Beziehung: -392- e o (1773,
¢

Ew hat die anschauliche Bedeutung des Verhdltnisses der
gesamten Wellenenergiedichte zur gesamten Teilchenenergie-
dichte.

Dieses Verh#dltnis ist im Thermischen Gleichgewicht kleiner

o A 2=\ SheTe
und nach [:8]: n_/\'? 1 p trnet

Aus der Ableitung der QT aus der BBGKY-Hierarchie in lB]
folgt, daB schon im stabilen Fall, flir geddmpfte Wellen,
im dreidimensionalen Raum gelten muB:

2
I%(ﬁ’.z)l s kT
a0 &7 - (2W)TV

kann. Die in [8] erhaltene untere Schranke wird aber fiir

1

damit man die QT anwenden

kleine lgnl S0 grof3, daB die QT in der Umgebung der Stellen

8“ =0 versagen muB3, also z.B. im asymptotischen Zustand
der QT. Nach [8] und B6] kommt dann in der Gleichung fiir die
Amplituden noch ein inhomogenes (StoB-)Glied dazu.

Wenn man von der Vlasovgleichung ausgeht, so wie in dieser
Arbeit, ist ein StoBglied nur durch ein Testteilchenmodell zu
gewinnen. In Anhang 3 ist das fiir das Thermische Gleichgewicht
versucht.
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3.) Um die zu (14) gehdrende Gleichung fiir das Amplituden-

quadrat zu gewinnen, berechnet man die Amplitude aus (3)

mit den Fourier-Laplace-transformierten GrdBen:
(%)) 3
2
(18) Lo Puws = ~-b4xe gfm ) d’y

wobel umgekehrt wie in Gleichung (8) ist:

@ 7 —(fr-st)
(19) _fku (0):= ! \[ f4 (rot) e (E—‘E)l dt

Dazu muB3 noch ein Integral addiert werden von gleicher Bau-
art, in dem fq ersetzt ist durch eine stetig differenzier-
bare Funktion, die 'ﬁ au3erhalb V fortsetzt und hinreichend
klein wird mit groBem Abstand von V . Dieser Zusatz ver-
schwindet in dem schlieBlich untersuchten Kirr N o0 und
ist deshalb nicht angeschrieben.

Setzte man jJetzt f, nach (11) ein, so erhielte man die zu
(13) gehdrige Gleichung. In der QT, mit der Bedingung (15)
fir 11 » 1st dagegen einzusetzen:

_ e 3 dLJ L(‘&ﬂ"k)'t) A :
(20) {-..(»r,m,’c) = ™ ”d k % Puw € m &%&

~heurt
(bis auf die Ausdriicke ~ € )
Das Vorzeichen des Imagindrteils des Nenners (Qﬂo-cj)‘d
fiir die instabilen Wellen bleibt auch fiir die Auswertung der
Residuen bei stabilen Wellen richtig (allgemein in I}é]
festgestellt, speziell im vorliegenden Problem schon in Eﬂ,
i 35 lﬁj}, was durcn analiyolise 2 Fortsetzung [é} gezeigt
werden Kann.
Wenn man bei der Transformation in (19) rn:-~h einmal {~egen
(15)) die Zeitabhingigkeit von f; vernachldssigt, belzamut

man aus (18) die Dispersionsbeziehung:
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£ -.’I-(FNa ’&{%% d>v < 0
(21) Ko = w et fewn - oo

~Sewnt

(ohne Vernachlidssigung von Ausdriicken ~ e
Anhang 2.3) Die asymptotische Ldsung fiir die orts-

transformierte Amplitude ist dann:
() () -igu«d‘*'
(22) @ (At): = Pu e

mit der NdherungslSsung 9= W« mit '8"'= IIMU;‘ | <« l&w«}
nach Anhang 1.

Die wichtigsten Korrekturen zur besseren Berlicksichtigung
der Zeitabhingigkeit von f: folgen in Kapitel IV und V.

Fir die Wellenenergiedichte erhilt man damit folgende

Gleichung:

L C(VPEt) > - 2 <L A (4 lin Qﬁ;%%’

V>

(23) 4 G K Q&) pliet) C 9y By I Q(Aet) p (k)
dt veo  go (@a)tV Vs gn (9m)RV

Fir die Verteilungsfunktion der Teilchen folgt aus (14):

o _ oL GHolkt) , 0 4 Ue
(24) ot ( ) gdk &f’; an)_SV ’&D'ﬂ Aev)- v ,eerb"o

(23) und (24) sind die kinetischen Gleichungen der QT.

Flir die instabilen Wellen (Ku>0) kann man (24) verein-
1] 1
fachen; denn bei der Herleitung in (12) kann man lf und f
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vertauschen und erhdlt dadurch statt des Nenners (ka%wa)'1
in (24):

" 4_ ___i__ _ .._._..4____ = lXH
(25) 9 ( £ev) - WOk Aewy - w-«) (eﬂ../)‘ &wu)g*- ¥t

Nach £5,6], vgl. [B] kann man bls auf in IE%Echfquadratische
Ausdriicke [7] ersetzen:

lptkt)t (Y
V00 w (9%) v Uewn-Reoo) 2+ yut

durch:

25y a v %) b Py

Ndhme man niherungsweise nur das Glied mit der d-—Funktion ﬁl],
konnte man den Energiesatz der QT nicht zeigen (Anhang 1).

Bei stabilen Wellen (Xucio ) ist wegen der Bemerkung nach (20)
fiir solche Teilchengeschwindigkeiten, die gleich der Phasen-
geschwindigkeit einer Welle sind, in (25) bei der Auswertung

eines Residuums au durch |Xu| zu ersetzen. Daher ist in

(25') der Faktor L3 wieder zu streichen.

1gw]

4.) Um spdter die Giiltigkeit von Ndherungen hdherer Ordnung
zu zeligen, ist es wiinschenswert, sich nicht auf eine
spezielle Ldsung der Dispersionsbeziehung eilnzuschridnken, die
vielleicht dann keine hinreichend gute Ndherung mehr ist.

Statt speziell fir die quasilineare Lésung (22) - wie in
Anhang 1 - wird deshalb hier der Energiesatz ohne diese Vor-

aussetzung gezeigt [11]. Er fordert:

9 o 3 ¢* )
(26) 9—{;((—#0](0“/'1' -8—": > = 0

: e ¢ & A - .
Im folgenden wird statti e = zur kiirzeren Schreib-
V= oo Vv

welise stets nur mehr 6- geschrieben. Der Grenziibergang ist

in den betreffenden Formeln dazuzudenken.
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Dann ist:

en D ocm futf vy e g futBeay

e & T (D A olud) gl
& (27) Vv

Mit (14) bekommt man fir die Knderung der thermischen Energie-
dichte:

ot

) e (0{3 Zﬂfds dcodco &‘%ei(dmn)t&ﬂ &%

™ (@m)*  (a0)>Vv M oo’
Durch partielle Integration iiber 5%2 folgt aus (29):
|4e)
(30) _ . _e__z du'dw” P-uv" Puos et @«ﬂ-u'hu'_& 3
b E, ff (@t v ¢ Tl v

\(ut yis
dw dwo 5 ' Q-m.a f W'
(31) = U[d k (am)* L (20)3V f/&m o dv

Etwas anders geschrieben ist der Ausdruck (29) daher gleich:

(32) Lk & gre” ((dwde' L Pk Py kel &%{ﬁ; I
T S w ' )] (2m)t (Q-—)“V ¢ Co-d

YD)

Die Losung fir die Amplitude Puw , die (18) geniigt, 1HBt
sich (wegen (21)) umschreiben als:

() Q) A )
(33) Puw = Puos  mit Puo = = F M () Puw
und
g P

Xﬁnm

]
(34) M) = 1- Euo = Z:f;g Av
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Damit erhdlt man fir (32):

PL4) % ¢ 1)

_ A 3 A
(Z’D) = e gd k /& (21'(),3\/

3

=)

Da hier wegen (33) q;u(ki)r (Pﬁ&i) ist, folgt schlieBlich
dafiir:

A (a4 gt 9 _Qlut) pltt)
& Sdk’e( ot @uy*y

Daher ist (29) negativ gleich der Anderung der Wellen-
energiedichte.

Der Energiesatz gilt wie die Gleichungen der QT auch fiir
ein Spektrum stabiler Wellen. Da nach [B] dabei die Energie-
dichte pro Wellenlinge aber grdBer als etwa die thermische
sein muB, ist die QT nur in diesem Sonderfall anwendbar.

Durch nichtlineare Prozesse, z.B. wie sie im folgenden
untersucht werden, kdnnten auch stabile Wellen angeregt
werden. Ein Wellenzerfall, der dies bewirkt, kommt aller-
dings in der nidchsten Ordnung der Rechnung nur bei weniger

einfachen Dispersionsbeziehungen als hier vor.
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IT.) Los sungen hoherer Ordnung fir schwach zeitabhingig 13

Lie Losungen der QT werden als erste Nidherung fiir die
Losung des exakten Systems (la, b) betrachtet. In diesem
Kapitel werden die Korrekturen durch die in den Wellen-
amplituden quadratischen und hdheren Ausdriicke behandelt,
Jjedoch sei von der expliziten Zeitabhingigkeit der Verteij-
lungsfunkticn ‘ﬁ in Gleichung (1b) bei den Integrationen
noch abgesehen. Im Kapitel IV wird das nun vorzufiihrende
Verfahren auch fiir eine zeltabhédngige Verteilungsfunktior
ausgedehnt. Die erhaltenen Glieder sind dann die Anfangs-
glieder einer asymptotischen Losung der Ausgangsgleichungen
(la) und (1b), also der Vlasovgleichung (4)._Unter der Ord-
nung der Ndherungsrechnung dieses Kapitels werde die Zahl
der Amplituden verstanden, die in den jeweils berechneten
Fluktuationen vorkommen.

1.) Der Ansatz, der bei der Berechnung der Glieder zweiter
Ordnung 1n den Wellenamplituden gemacht wird, unterscheidet

sich von (1-3) mit (5) lediglich darin, daB jetzt in dem zu
berlicksichtigenden Stérglied -§; \7?’$Zfi ndherungsweise

'f 'f gesetzt wird. Damit ist gemeint, daB dort die
Fluktuationen ndherungsweise als Funktional der Verteilungs-

T
funkt ion fo (der Index II bedeutet: in IT. Ordnung) ge-
nommen werden und zwar in der Form, wie sie in (20) als

Funktional der Verteilungsfunktion I. Ordnung gewonnen sind.

\ -

Die Gleichungen (1-3) lauten damit:

O .
Gta) 2 s - & KVPWETD

o) LV £ VOV~ € (VoulE <VOVE>)
CONEE SERS S I S N
(38) APwt) = 4ae (-f.tdeix
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Um Indizes einzusparen, wird fiir die Rechnung in II. Ordnung
Jetzt bezeichnet:

9) 'fi: = fhn:“ {;I
o) P Bty AQbae [(£TAY 4G e [ fodh

(
\

\

A

Genauso wie 'ﬁ als Bezeichnung Tfiir (20) eingefiihrt 156,
(¢ 9] T
wenn dort fb durch f@ ersetzt wird, und ebenso unter W

das Potential in zweiter Ordnung, verstanden wird, soll jetzt
A

X
of. , _ (1)
- den Wert (24) bedeuten, wenn dort rechts o
I .
durch f; ersetzt wird.

Unter Beriicksichtigung der Gleichungen und Losungen I. Ordnung

erhdlt man damit aus (%0):

AT S| S
(41z) —%]CT———% == = VO Vife> )

(41b) %ft& +wV = - & VAL - %ﬁ?

(42) ](‘E : ‘](ol* ]E:ri ¥ fz

("1a) stellt den Zuwachs in der Gleichung fiir 1& dar, der von

der in (41b) rechts nun auftretenden St8rung herriihrt.

Wie z.B. bei der Herleitung der QT in Eﬂ gut zum Ausdruck

A L
kommt, sind in der QT fn und ’& ((P(&-'['”
&n-(Qw)3V

Anfangsbedingungen unabhingig voneinander vorgegeben

ariable, deren

vwerden kidnnen. Als spezielles Ziel wird auch hier versucht,
in den h&éheren Ordnungen kinetische Gleichungen aus den Aus-
gangsgleichungen zu gewinnen; dazu werden die Fluktuationen

zunfdchst einmal durch T% und (P“Q ausgedrilickt.
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Die Gleichungen (41) enthalten nur mehr den zu eliminieren-

den Fluktuationsanteil fi . 5ie gehen iiber eine reine Storungs-
rechnung (vgl. [lb]) der ungestdrten GroBen ‘f,,muno‘ gﬂm(fd‘)
dadurch hinaus, dalk jetzt 'fo und (Pﬂ&#) (bzw. t?“w ) hier

in IT. Ordnung eine neue Bedeutung haben und insoweit die
Lésungen der vorherigen Ordnung nur formal mitbenutzt werden
(die deshalb ein A Zeichen bekommen).

Ein Vorteil dieses Verfahrens liegt einmal darin, daf fiir

die daraus resultierenden Gleichungen der Energiesatz ziem-
lich Ubersichtlich zu zeigen ist. AuBerdem kann man spiter bei
der Herleitung der kinetischen Gleichungen weitere N&herun-
gen gut iberblicken. Es muBl aber die Poissongleichung
noch ndherungsweise geldst werden. (Das geschieht in Glei-
chung, (70)).

Khnlich wie in erster Ordnung wird auch beim L&sen der ver-
kiirzten Gleichungen zweiter Ordnung verfahren, wobei die
Zeitabhdngigkeit von ‘ﬁ in (41b) zunichst ebenfalls ver-
nachlédssipgt sei. Aus (41ib) erh#lt man analog (7):

o U e (700 okt o
T

w1 w1, %“’o ralfro ?5_550

Darin ist nun f: als Funktional in der Form (20) einzu-

setzen (W:=WorVl,T):

«a( L+ T oL okt (s - Y w i {(Rw-wz)
'a«-c = L(-MTJ) [gfdll( ‘i—l_l' CPK'-)' e, /&5':'0. Sfd’k E‘?Ku"e R e

2w

i4 ) i(Kwe) gl %" Aoy (lew-wT) | u
e o T G0 R e ) -

2%
-3

wA

() o ( e )2 “ d;u%:;%u {(les-o) {[ 2 %5 (Pu".,_,--é ’ ¥

Die Integration iiber die Zeit unter Vernachldssigung der

- dewt

Glieder ~ € wie bei Gleichung (11) ergibt:
' d Y . E(R&&')\y-{(diu")t
(45) fo- &) ) Hd"‘k o A % P Paliat: 2 '

_ 1 o 43 ey
Ewlo-o-a * o T (1 () m)




22

Man erhielte in den hBheren Ordnungen noch Summsnden

w-1 -lgf'ﬂt . . ) )
A_t e (n = Zahl der Ordnung ), die aber wie in
I. Ordnung einen vernachlissigb:ren Beitrag fiir die Ampli-
tuden liefern.

Der Zusatzausdruck rechts in (4la) ist dann:
MEED e < vty it e

e D G (1. JEE) A > Jee“%l
P Putrer Puee (4 (9:,,)3\/)'& % (s k')~ o"'a"bv/‘ Jen-vo ?

“ &

R

() S )

(46)

Die Existenz des hierbei auftretenden Grenzwertes

Lipnr P-v', (P"‘W CPU. " muB nun gefordert werden (ebenso
V=00 (1‘")
spédter bei noch léangeren Produkten). Khnlich wie in der

ersten Ordnung die Absolutintegrierbarkeit einer Zweier-
korrelationsfunktion wiirde dafiir hier die Absolutintegrier-
barkeit der entsprechenden Dreierkorrelationsfunktion hin-
reichen.

Die Gleichung fiir die Verteilungsfunktion ist nun in IT.

rdnung : Qﬁf i @ﬁf . <8 ;1)

ot ot Ot

mit den Ausdriicken (24) und (46).

2.) Um schlieBlich die Enderung in der Gleichung fiir die
mittlere spektrale Energiedichte der Wellen zu erhalten,
wird der von 11 herriihrende Potentialzuwachs nach G1. (40)

berechnet. Nach Fourier-Laplace-Transformation analog (19)

und (8) erh#lt man aus (P(ii_, = I I (Pf,”[u'ﬂet{&“-ot) -QG!_ dt
e (47)°

mit (45):

(Pu&i); = fr"rre ) H Hopk’ %?' d‘k"(if' Pulor Pt Slle-le-4e') [1- 5(&&))

(@n)>v
TR (g&

Jycexry fi CrmeRE vy el

(47)
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Diese Beziehung gilt nimlich zunidchst einmal fir jedes end-
liche Volumen V - solange man also noch nicht zur Grenze

Chinm V= & iibergegangen ist. Aus der Existengz der Spektral-

2
dichte fiam B q)"“"s (p“":‘ (G1. (13) £f.) folg
Vsm & (@)

daf der (ij//’ existiert.
\f-:voo V

Durch partielle Integration iiber Céﬁ erhdlt man

Purs b £ d 3. d " - A\(fﬂ
(.:o)\‘rxv: &C! G”Hdl‘ o Ak DM“”‘“‘“ (ﬁ)‘v)
i Y e
(-0 - 1o" Sd v (W't he') -3 3')E (fe'1-1>7) % W)
as 1Lt sich mit einer Abkiirzung,, die schon in Eﬂ verwen-

det wird, schreiben als:
(2) b e s, FEaA +
Hd‘k Al 4 dw ) Qi Qui (- L‘e))(,, Ik MJ

e 1
(49) %—: = "':e: s 9@ 1= M W “((L-w-w a3V

. wy)p ! « Ofo
mit (tl __I_ _’@_ ﬂﬁl (&'*k)ge - e & i s (Z)ds
i s “ . [ (@'&*)W-ﬁ)“(&«o-@) M(X ’
(2)

(wie in Eﬂ kann man /h rnmt;133€“ﬂn-+4(!?‘.qp'1f(uﬁLl& “y

Wegen der Zerlegung (40) lautet dann die Gleichung fiir die

Feldamplituden in Fortfiihrung von (33):

@ @
( 50 ) (PKNO = (PKLD i (Pun...:
@ .
Darin ist Quew> aus (49) und dus Q@uw  der ersten Ordnung
einzusetzen:

(T QW ‘& G ¥ 7%}
Ewes Tv-:—-\_l— = (4 m;}'- Kz%—%-vaLW

(3] ! i gl 1 @Pi'u' Cp«-u',u-w' L (S”‘f)
o [ P ) B ey

(e)
Indem man den Ausdruck rechts na ch den Amplituden (puu "
den Losungen der asymptotischen Di spersionsbeziehung €uw,=0 (21)’

entwickelt (siehe (70)), kann man in dieser und hdheren
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Ngherungen Abweichungen von der quasilinearen Dispersions-

beziehung priifen.

Eine Gleichung flir die spektrale Wellenenergiedichte konnte

man durch Zerlegung bekommen aus:

4 A& cpé&f)qo(u) A ([dsd B Qs s K

G @ ™ (aay at N @t g @ty © -
[ AS S sy USRS e
(53 | e e g0 (gn)V

( =) () (CI Y G o #»p

Pt Quu" + @m—: (P"“"‘* CPW_, CP“°. +CPuu Cfulo +.. )

Dabei werde die gesamte Wellenamplitude (51) nach quasi-
linearen Amplituden (P“$ entwickelt gedacht - so wie in
(70) bis einschliefBlich des Anteils dritter Ordnung. In

(52) ist diese Entwicklung nur bis zu Gliedern getrieben,
die quadratisch in den Amplituden sind.

Bei Phasenmittelung mit Vernachlis ssigung hoherer Korrelatio-
nen (Kap. III) sind die Glieder in (53) mit ungerader Zahl
der Amplituden von hdherer Ordnung klein.

(ﬁ){&{_ 2
Der Ausdruck fir den "Wellenzerfall" 0 hfL——élL ist
CoF @n)-Vv

proportional f/uvl ! 8 (R (a0 - ou )) (vel. [5] ). Ep
ist nach [ﬁ] schon magnetohvdrodynamisch begriindbar (wie in
[é] abgegeben). Die quasilineare Dispersionsbeziehung (An-
hang 1) erlaubt aber nicht zugleich:

(51;) ﬂ Wy + &Qk-- = RLL.’)« und ‘efl**" = &’

Daher gibt die zweite Ordnung in der angegebenen Ndherung
der Gleichung (53) nur den schon aus der QT bekannten

Beitrag. Erst das nsdchste Entwicklungsglied in der Poten-

tialgleichung, das proportional drei quasilinearen Ampli-

tuden ist, verschwindet hier nicht. Es wird im ndchsten




no
N

T 4+

Kapitel zusammen mit den gleich wichtigen Beitrisen der

dritten Ordnung berechnet.
Im fol nden St ler Fne esatz Tir d Zusatzaus-—
a1 r Lt el U igt Shafal: tlso die Glei-
,,,,, geT 1 N _
C il (0} 1 1ic 11 ] ) urnc {

D diec h ubtrahie Glieder =z mmern Null 5
wird genausc wie in (29) - (32), (34), (35) berechnet.
(Das gesamte Potential besteht aber jetzt nach (50) aus
zviel Anteilen - anders als nach (23))

Es ergibt sich: S%Vlt % (-fan~ ‘FaI) dv -
e)’ ;H If ”d’kd I A G A" Peos cP“L.(punm..(,,, S5 )

= - (17)3 '3 Bt

(56) = iy R
(&b Ly g0 i ') A ! Ol

( v q w} ’&gw [(ﬂ"fe(.}l.f)-w'-kb" ‘Q% &':/)-U"& ‘%'QEO]

und durch partielle Integration:

Fesr e S (fer u} fewn 9 A ¢ Ofo
G- - & M o Vs ¥ o K &

M, éfnwa’}g\, &S &'.3_ few
| "“‘ @=)* v 40" W) (g
Uete) et 1900 el RG] i)
\(&mln W - )2 (U503 ) 2

111n . N T S TR _
durch Vergleich mit (%8) folgt fiir (58)

(e
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Cu Rt Ptit) & ¢ led)

o) =-2 | Y

b
1ie nach (55) zu verlangen ist.

t.) Die Gleichungen III. Ordnung lassen sich geniusc aus
aden Fluktuationen Ti der zweiten Ordnung berecchnen, wie -
die Gleichungen der zweiten Ordnung aus den Flukbtuationern ﬁ
der ersten Ordnung. Wenn man ndmlich im nichtlinearen Glied
rechts in (1b) fiir das dcrtige‘f}m, die in der zweiten
Ordnung der Rechnung gewonnenen Fluktuationsanteile 'fy
einsetzt, bekommt man Fluktuationen IIT. Ordnung in den
Wellenamplituden (d.h.\proportionnl einem Dreierprodukt

von Wellenamplituden).

Man erh#lt (mit den Fluktuationen IIT. Ordnung wie in An-
hang %) zusammen mit den friiheren Ergebnissen (24) bzw.

(1%) und (46) als Gleichung fiir die Verteilungsfunktion:

th_t_ f‘!")z (9- }-

o iz
o |/ f[ et Eg 7 ¢ T s o s (Fei+i) Jﬁ{:«,,u. loca)-

(61) (f=) 2V

ﬁdw. ( ot Uyl W Uads Putedy Pt L) 3(&*8&
m e 'L&fp;vq)! wPe (Bt k )i((i)‘v)

Da nach den Voraussetzungen (‘V‘P(‘ﬂ“) =0 sein soll, ist

stets ‘&tpqul =0 . Dadurch sind gepeniiber der Darstellung
=0

(40) noch Faktoren mit § -Funktionen einzusparen.

Folgende Abkiirzungen =ind verwendet:

(62) X(”(k.w«) = ()" ,&:ﬂ-bﬂdl k‘%g)
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Aus der Poissongleichung folgt mit den 1ruhe1cn Ergebnissen
(32) und (49) - in Erweiterung der Gleichung (51) der zwei-
ten Ordnung:
3 (1
o o g Lo ) e
Uvﬁ ica VVT ,&l /A

[dst‘* 49*" }/Eu (e, 00 Bo- B, 15 15) Do C,p““\'/_"“nw-@- %

”dsi( d k dtijwt /’((”(ﬁ'.,wei ‘e‘:,tﬁt ! g"b.‘ e‘t,C}O,- DL) ;

. (/] J(ﬂl.-r 0&) ) ?l(-. L4 (ft(g Wy (:‘P(.(.u,. e LDty
@)V 2

mit den Abklirzungen:

( )
/M }(ﬂhuoq) nach (34) = 4‘“’: Ii;%%qol:\v -~ {X(J 3V

&t(&# 2(9_ 3{ %,%
(w e )-000 ) 2]

= & ()( dv

(
/ﬁu{&nqiﬂfz'wt) nach (49) = % 4'ﬁc

(65)

() _ L L3 NUXI' XN,
(Rerr; e, 00 %y 03 ) + = (&2 me” {ad ——Jes .
3 e ) . s {{Re Yyt ‘q(’s) -0, '-5):‘05)1(( fer MW‘U’“—H

,1 o
"o Har B o < e (A

Damit stehen die Gleichungen III. Ordnung explizit da
bis aufl cine Gleichung fiir die spektrale Wellenenergiedichte,
dle z.B. in der Form (53) dazuzudenken ist mit den Poten-

tialanteilen aus (64).



leizhungen pepgeniibzr den cunsilinearn (23595 ([F9 ) beoteht
aber darin, def in ihnen statt der spekiralen Vellenenergie-

dichte noch die frequenzabhingigen Amplituden stehen.

,_
-
~
-
T
=
|

Um die Form von kinetischen Gleichungen zu er
fiehlt sich daher wie in [5] die Ent

die die Dispersionsbeziehung der ersten Ordnung erfillen

wicklung nach Amplituden,

(siehe Kap. III).

Der Energiesatz fir die Zusatze dritte:
Ordnung wird analog wie in zweiter Ordnung bewiesszn. Dabeid
werden die Abkiirzungen (63) und (65) beniitzt.

Statt dzr Umformung des Ausdrucks (58) der zweiten Orénung
muB umgeformt werden:

"

§ (s he's '+ e ) £ a fe w _
(2my*V f v R (it “° (fe+ &w lw-w-w'-w:

&' 4" [ (e 9("+ B )uy- w-u'—c.)'] - [ B (e ks )]
( ('e“gl"*- £ Y- w-f-d'—g,.)')e

m Ma

= (&*&g{'-k_%“) 3 (t3)] ’&"Be‘"(_&'"m_u‘d_wn)* p (p" "
W\M's (Qﬂ)'.SV‘ : gdv X \r(/e?*&t-hef"}lﬁ‘t.%c.)-u )2

S Uee K+ ') (s e o) = A ( w*w'uo")
(9x) 3V { x ( = ((%bu& Jur- Lo-w-w )2

Y

(66) rech (05 = ,ﬁ;_@_éﬁ ('sl(lfu;&:,__)',_{‘\r"'ur.)
i

Darzus folgt wie in der zweiten Ordnung der Energiesatz.

Aus der Umrechnung (C6) 148t sich noch folgende Beziehung
. (3) . ) 3
zwischen M~ und X’ angeben:

~bwe { dv X (o, t0) g O U EI) {&o b 46)

(67) WD+0*" 09 (Gee b e - 030"




eziehung, ist also der Ausdruck des Energiesat
(2) () (3) (v

man x durch X und /M Adurch /H und ebenco

die enteprechenden Variablen, =0 erhiit mrn die Beziehung,

die bereits durch die Umrechnung von (53) in (59) fiir den

Energiesatz II. Ordnung bewiesen icst.

n

5.) Die Gleichungen (61) - (65) lassen sich auch fiir be-
liebige hohere Ordnungen anschreiben.

Die Gleichungen (n+l1)-ter Ordnung sind aus denen n-ter
Ordnung genauso abzuleiten, wie die Gleichungen der zweiten
und dritten Ordnung aus den vorhergehenden.

Wie aus der zweiten Ordnung und Anhang 4, 5 hervorgeht,
_ )
treten die X (&“b%;-—- p&unﬂu) immer zusemmen mit dem

rarctor L (4- O (Yo leyr - +he) . e

N / aul’, ebenso die Groien
=)V /

fir W23 . Der Energiesatz der n-ten Ordnung kann nach dem

bisnerigen lchern bowiesen werden. Er stiitzt sich zuf die
(w4a)

Giiltigleit einer Bezienung #hnlich (67), die

. w 4 i 3 4
mit X(’ verbindet. Der Bewels ist sofort erbracht,

wenn man beachtet, dai: Zhnlich wie in (66) gilt:

(‘" k {‘&1"’&* 1-&.“4)
63 kwe Ol3V (Et.,o,;.. i B 00) net ¢
o ' { X (('&"b&'ﬁ it +£fnﬂ)"0"wq’|-)t' LD:M'!)Q

= /"(“MJ (&1|wﬂl‘. S ,"e(hlwn H kn-}q,‘-\f)n-m )
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II1.) Entwi ung de Ordnung noach Amplituden
auasilinec e Vernachléssipgung von
Rorrelationen hdh dnung
.} Die erhaltenen Abweichungen von der NT konnen besszer

-

iibersehen wverden, wenn man sie nach den asvmptotischen L{-

sungen der quasilinearen Dispersionsbeziehung (wie in der

QT, aber mit der Verteilungsfunktion III. Ordnung
fuw = 0, ndmlich W« bzw. dem Potential
(=0 () :

]
s
>
&
b

entwickelt.

Durch die Entwicklung von (64) bis zur dritten Ordnung in
diesen quasilinearen Amplituden folgt fiir das Potential

(siehe [5]): (o) (g (y) )
Guo = Puos + Puw + Puo + Puos =

[0{ k, dj‘kl dw1d‘52 /lﬂ(z}(Pl(::a q)u“:lﬂt é]/&-‘e";&e)

Piao — —— w (an)t | i)

9 !__10{31(01 o dodae 0 S(l-feidee)

Gz )t “R o0 L)

1 dydo, @ 0 @ J(fe b fe,)
' [mz diodle S @mt M Pa o i[w“‘-’""’"}+

+

(70)

dw. dbﬂq_ dl-:);; (3 b o) (el)

. ﬁ[dlk.. ka,_d:‘k} T f/\ CP:(,D, (Pu‘;_uz_ cp‘ﬁws
« S (e ol fey) —— (4- M)

LD W3-y (¢a)*V

(v
Fir M muf hier die symmetrische Form (nach (49) fr.)

genommen verden.




- 5 . 4 . ~ o 3 i o . " R B P
(70) wird in (61) eingesetzt. Es werden nur Glieder bis
zu vier Amplituden behalten. Nur die Zusatzausdrii

ick
egeniiber der QT sind zundchst explizit entwickelt:

Sy )t ) AL

B5¢

Ofo . (e 3 dﬂqd‘af_l Pug Puw,
“-dft_ - (;) Sdk (gm®r  @wr*v ¢ #99 Feur-o,
() (el of ci oty
- (832 ol Ol?‘l( dud, ooy duws @u’ e, Piao cédtwle (O 40 )'{T
! (_h_"i) ( ! L (Q“)S (2n) 2V

. 9 i d Aty
( ("%3)/ Y, (%9«:);)@«- B 80 o ]+
ey,

(4 (or} -l(D +C3!ﬁ.31)t

(71 ) 2 : (%\3 gdS‘(" dskt d.w-, (z;j:)gu:); (:P VQ-KI,LZ)!?,I(;P-:,J. Cpulw_; e

(BT'/) R"“ e =g
s Farleg )1-0F Oy D) - 00 s

5[(‘“5)/ 9 fey 9 ‘&1% } .

(&) (o) (et) (e¢)
Aw . dudy duy A, Wp-Uy LD s Pruy00; Puestds

= (-E:)‘t Sdak' ok, s (2w ] (25)*V
A ) _

(g=) v

[ateten & —*s a _dy 3 %E’]
W @lf ,j%)lﬂ Vr0p-Ws % @rlee)1-00,-01 0 feun-con

.w(-a(%_w;)t) (1-

Im dritten Summanden muf der Faktor mit dem angehdngten Syw.

. . R (= \ .
bezliglich der “f. ,Q.) (¢ /1.2,'5__4 svmmetrisch genommen

h 1 - 3
weraen.

Um alle schnell von der Zeit abhingigen Phasenfaktoren los-
zuwerden, werden wi ‘_] iie Phasen ge;nittelt( {‘} =

(Ein neues, weniger einschrinkendes Verfahren stammt von Dupree -

BJS.F7),



[A®]

Dabei werden hdhere "Momente" vernachlissipt von der Bausirb:
) (o) @) )

SFPLG dzkz dgks d3ktr A (&nt‘i.e‘slh) CFL(’ ((PW' (Pws (__Pm. J(’klfgﬁlhges* ::?4) -

7YV |
(&) (O () (e
3 3 . J (E-l(q éElf-l i 1—‘(’_ Q‘(z
—?)Sd k‘ld k,. A{&’.'Eﬂ'?(g,%z) (2“]-3{/ (21?).3‘/

(der Ausdruck A ist in den Jfe; (¢=1,234%) symmetrisch
vorausgesetzt), d.h. es werden Ortsmittelungen <...>», die
mehr als zwel ortsabhidngige Faktoren enthalten, angendhert
durch die Summe der mdglichen Ortsmittelungen iber je zwei

Faktoren.

Ein Beispiel: Die Energiedichte in der Niherung durch

b4 5
LRY
quasilineare Amplituden: E:-= géé;Fl 1, DES1tZE das
q'\n_ .
@ )
drtliche Mittel: <E> = 2= Sd‘k £t) g‘ﬂ %t
&a (217)" 74
Ihr Quadrat im Mittel < EY> wird angenihert durch:
£ _ — 2
<{E-#:> = 3<E?" | pas heiBt, die Momente ( von der oben

angegebenen Form): < Ef> -3 <>t = (K (E—<E>)2> -9<¢E>t
werden vernachlidssigt.

Dafiir darf also etwa E im quadratischen Mittel nieht um
GroBenordnungen von seinem Mittelwert abweichen. Diese
zusidtzliche Bedingung (zu (15),(16), die i{iblicherweise in
der QT gefordert werden) macht sich erst bei in den Wellen-
amplituden nichtlinearen Gliedern bemerkbar. In der QT
selbst sind diese Abweichungen noch von den dortigen kine-
tischen Gleichungen entkoppelt.

Allgemein ist hinreichende statistische Unabhidngigkeit der
Phasen der Amplituden mit verschiedenem f zu fordern,
damit die Phasenmittelung sinnvoll ist.

Aber statt z.B. die Momente der Bauart <E2>—3 <E~‘>'-

zu vernachlidssigen, konnte man auch eine Gleichung dafiir
aufstellen und erst entsprechende Dreiermomente vernach-
ldssigen. Dadurch wdren Viererkorrelationen der quasilinearen
Amplituden beriicksichtigt.



22

Vor den Viererkorrelationen wdren natiirlich noch die Dreier-
korrelationen der quasilinearen Amplituden zu beachten und
als neue Variable in dem Gleichungssystem einzufiihren. In
einigen Fdllen kann man aber hthere Korrelationen (und
daher auch die hier definierten hoheren Momente) iiberhaupt
nicht mehr als klein ansehen und nach einer endlichen An-
Zahl abbrechen: Bei monochromatischen Wellen oder bei

rAumlich stark konzentrierten Wellenpaketen.

Ein Beispiel fiir letzteres: In einem Volumen \{ , das

periodisch fortgesetzt gedacht wird, befinde sich ein

Wellenpaket der mittleren Energiedichte Es -
Wenn es auf ein Volumen (3 <V, = |3 ¢

p

konzentriert ict, ist die mittlere

Py ) ¢\3
Energiedichte in V, :+ <E>=E, (-E)

und rir das Zweiermoment < (E- <E>)E> -2 <E>L

erhdlt man:

PR s () e

Es ist also keineswegs gegen 3 LED> zu vernachlédssigen.

Die QT wire vielleicht dann noch eine gute Ndherung,

wenn (%) —und €.<«7 ist (fiir €4 siehe (16) fr.
und Arhang 7).

Bei einem r&dumlich angendhert homogenen Srstem sollten die
hoheren Korrelationen bei geringen Abvielchungen vom Thermi-
schen Gleichgewicht klein bleiben [B, 16] . Sie kOnnen ver-
hachlédssigt werden, wenn man sich auf Korrekturen niedriger
Ordnung beschrinikt

{

Durch die Phasenmittelung erh#lt man aus (71):
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> 1 PR ke )%,
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) k110-ur iy, 09 (e Sy ) W~ s~ ey
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Der erste Ausdruck ist gegeniiber der QT durch zusdtzliche
: . . . - " ?
Potentialanteile erweitert. Bis auf Grofen, die um etwa(é?)

¢
kleiner sind, kann men ihn anndhern durch (vgl. (29)):

(L) (d k2 [ [ (- Reo)s B2 ).

L (fewr- o)t O

(72")

_ L out) ollt) » ] {e 'Qfg
@ v ]

Der QOperator 6; soll hier nur auf die Amplituden wirken,
nicht auf die Verteilungsfurktion.
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Der zwelte Ausdruck riihrt von den Fluktuationen zweiter
Ordnung her. Der erste Summand in der geschweiften Klammer
entspricht bei der Energiebilanz dem in der Rechnung zwei-
ter Ordnung besprochenen "Wellenzerfall". Dessen Beitrag
zur Amplitudendnderung ist vernachlidssigbar. Daher be-
schreibt dieser Summand nur einen Energieaustausch der
Teilchen untereinander.

Der zweite Summand (in der geschweiften Klammer)braucht wie

A A
der erste nicht an dem Pol —— = =~ BE
€ U, Wuat LIwy "b_ga (L-vw) [Leurwg

ausgewertet zu werden, da fiir das Residuum die Bedingungen
(5%) nicht erfiillt sind. Der Hauptwert kann vernachlissigt
werden, da er einen Beitrag kleinerer Grofenordnung gibt
(so wie der in (25')).

Wie im ersten Ausdruck in (72) kann man auch in den rest-
lichen zum Grenzwert %g;—’o Ubergehen und die Pole als
Residuum und Hauptwert auswerten. Dabei braucht nur je-

weils ein Pol so ausgewertet zu werden.

Um ein vollstidndiges kinetisches Gleichungssystem zu be-
kommen, brduchte man zwar zu (72) nur die Gleichung fiir die
spektrale Wellenenergiedichte in quasilinearer N&herung

dazuzunehmen (formal dieselbe wie Gl. (23)), doch ist der

L o) t
Ubergang zur Variablen I {ff)l statt ﬂ?:)'
(45)°V (£e)V

zweckmédfiger, wie noch gezeigt wird.

Im Gegensatz zu Eﬂ ist hier der Energiesatz flir die Gleichui.-
gen exakt bewiesen, aus denen ndherungsweise das vollstin-
dige kinetische Gleichungssystem folgt (und fiir das er auch
noch gezeigt werden kann - Anhang 9). Es bliebe aber das
H-Theorem zu zeigen, das bisher nur fiir die OT untersucht

ist [8].

Dadurch, daB von vorneherein die Vlasovgleichung aufgespal-
ten ist, hat man sich das wenig durchschaubare Verfahren

von Eﬂ sparen konnen, mit dem die (rAumlich homogenen)
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Zusdtze zur gemittelten Verteilungsfunktion in den hdhe-

ren Ordnungen aus der dort berechneten Verteilungsfunktion
(samt Fluktuationen) herausgesucht werden - was also streng-
genommen nichts mit "Renormierung" [}8] zu tun hat, zumin-
dest kann man diese nach der hier durchgefiihrten Rechnung
harmlos als die Riickwirkung der Fluktuationen auf die ge-

mittelte Verteilungsfunktion verstehen.

Das Ergebnis (72) mit (72') stimmt im wesentlichen mit dem
von [5], Gl. (65) und EHJ Uiberein. Die Gleichung fiir die
Amplituden wird jetzt noch genauer untersucht als dort.
Dadurch kann man sie auch noch mit anderen Arbeiten ver-

gleichen.

2.) Der Ausdruck (72') miiBte mit Hilfe von (70) noch genauer
berechnet werden. Die dabei anfallenden umstindlichen Inte-
grationen kann man umgehen, wenn man statt der quasilinearen
die gesamte spektrale Wellenenergiedichte als Variable ein-
fiihrt. Die quasilineare wird dabei schlieBlich zu eliminieren

sein.

In der Gleichung Qﬁr die spektrale Wellenenergiedichte be-
kommt man mehrere Beitrédge, wenn man die Zerlegung (70) be-
nutzt. Wie in der Gleichung fiir die Verteilungsfunktion
sollen die Phasen gemittelt und nur die Glieder einschlieB-
lich behalten :werden, die quadratisch in der Wellenenergie-
dichte sind.

d
Am einfachsten ist der Beitrag des Amplitudenteils ¢7ﬂkf
zur Anderung der gesamten spektralen Wellenenergledlchte

zu Ubersehen: (}{) M}
9 Re Q ;

(73) = LR {’a (P (&{.) (dbﬂ e*“"f fd I d lh L ( A(&.*&t))_

Cuva (LO Wy- LIug~ Oty vty ) (#rv

(y () ()

(3)
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I_\M 1 (d‘&k4 ( f,\(”(b"_)«.--f(ﬂw_u‘ i‘&4.‘-‘3%)-&/’{”{‘&4&1m;*,Uu;&a,wm})-

) k ! Qfxm Juddt (gt
{14y = . . I(P IC&.«) [(28-‘*28-1.)6 ‘9-31.«6
T

Ebenso 148t sich der Beitrag von (@6(&*) berechnen

(Anhang 8.2). Nur in diesem Glied treten ,verschachtelt, die
in der zweiten Ordnung berechneten Amplitudenanteile auf.
Es ist etwa von gleicher GrdBenordnung wie (74), wie sich
herausstellen wird.

Wegen der Bedingungen (54) tragen dagegen die aus der Rech-
nung zweiter Ordnung folgenden Amplituden ?ﬂsﬂkf) sehr
wenig bei.

ZusammengefaBt 148t sich dann die Gleichung fiir die spektrale

Wellenenergiedichte schreiben als:

2 lpUkt)* 2 Ny A
5 I 4 {{;—n—‘W LA S PR X T gd “ 0w '
i @ 1 &
(75) '[1 o (e, 00wy Be-J0 O 0O, ) m (e o)+

4
(e E e, Ourton,

B) (3) .
(I (-0 B 00 ) 4 1 [l o Moo Ko, oo \)]9_&;}1
@)y
Wenn man (wie auch in (72)) die .QL____. durch (ke )2
(2=)*V (2)3V
ersetzt, macht man einen weiteren geringen "Fehler" von

der GrdBenordnung (ﬁ?)tbeZUglich des Gliedes der QT (der
?
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in Wirklichkeit die GroBe des Amplitudenquadrates genauer
beriicksichtight und im n&dchsten Abschnitt begriindet wird).

In [5] wird diese Gleichung erhalten bis auf einen hier

.. . @)
unverstandlichen Faktor % mehr beil /1

Wie in der Gleichung (72) filir die Verteilungsfunktion

koénnen alle Pole im 1lim éi-+-0 betrachtet und in Haupt-
wert und Residuum zerlegt werden. Flir den Integrationsweg
liber die Pole ist (wegen der analytischen Fortsetzbarkeit
aus der oberen Halbebene nach (20) ff.) stets der gleiche
Weg - unter den Polen - zu nehmen wie bei instabilen Wellen
(fir die y« =0 1ist).

3.) Bel der Entwicklung nach quasilinearen Amplituden mit

Phasenmittelung sind nur Amplitudenanteile iibriggeblieben,

die aus einer ungeraden Anzahl quasilinearer Amplituden

zusammengebaut sind. Man kann nun die Phasenmittelung schon

in den einzelnen Amplituden durchfiihren, bevor eine Gleichung

fir ihr Quadrat berechnet wird, und fiir die gesamte Amplitude
—i&sudt

einen Ansatz ¢ﬂkf)= du(t) e (79) mit schwach zeitabhingigen

Koeffizienten 0k versuchen.

Dadurch erh&lt man tats&dchlich die Gleichungen (72) mit aen

angegebenen Vereinfachungen und (74), wenn dort schon

) ? 2
[ (gi” durch ,@{aﬁgi ersetzt ist (Anhang 6).
=)V )

I
Re Low

der quasilinearen Amplituden durch den nichtlinearen Zusatz

In Anhang 10 wird weiter eine Anderung der Periode

abgeschédtzt. Diese Anderung ist bisher noch nicht beachtet,
obwohl sie nach ihrer GroBenordnung mit anderen hier erhal-
tenen Korrekturen durchaus zu vergleichen ist.

Die in diesem Kapitel gewonnene Gleichung fiir die Verteilungs-
funktion nach (72) ff. ist:



e
29
O (& [ AR, [t o) R
) [ R WA G ot
(76) ‘[(&‘fk‘)‘%’ (ﬂmea)wfo-u.m_u, (% 5 Exﬁaﬁf”% ’ﬁ%’?&«.)*
12k, 3 M K w4w«, % gu,( (et m; the gw (,k,ﬁ’;ﬁ; -0 ]‘%"’

+(%)4 gd’iu Oﬂ( lgﬁ(f({-)lz [Q{ffz, Rey

n)3y (:br)’v 'M Ay - LYy
Kyl A ( 0 Moo _l 9 _ Ko )Qﬁ
) (Jea Ry )W) -tIua- 10y "0 Aeg ) + (D.uey %) fe, 119w, | 09

Der zweite Ausdruck darf Jjedoch nur in einer bestimmten
Ndherung betrachtet werden, um mit der N&Zherung in Uber-
einstimmung zu bleiben, die zur Berechnung des - hier
nahezu verschwindenden - Wellenzerfalls (der Rechnung zwei-
ter Oronung)gemacht wird [5] Dort wird bei der Integration
Uber f(’ 2( der folgende Pol ndherungsweise ausgewertet:

Vil A
o
32 l(..-tul,w/
IS 0= O, +LIuy

Dadurch ergibt sich fiir den Wellenzerfall ein Ausdruck

Et Uy, W, + LUy - (Wrtaricg - Oua ww,)

proportional S(RE((A)K'\QK,. = Lu, - Oy, )) , der bei der Dispersions-
beziehung hier verschwindet. Andernfalls wire das ndchst-
groflere Glied um = %% kleiner, es ist asymptotisch

P

( -\é; — 0 ) also nicht wichtig.

Ebenso wie dort muB3 daher dieser Bruch auch in folgendem

Teilausdruck von (76) ausgewertet werden:
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( ) gd 2 d k! (ﬂn) (%a)3V = (ﬁ’ be)? Evrr g ,w¢,+wu,
(77)
1 fo3 9 Lo _ff
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Wenn man ihn noch genauer oder anders beriicksichtigte (wie
bei der Behandlung des Restes von (76) _ in Anhang 8),
miiBte man das auch in der oben zitierten Berechnung der
Wellenenergiednderung tun, damit der Energiesatz in gleicher

Genauigkeit gilt.

Der Teilausdruck (77) ergibt bei obiger Auswertung der
Energiebhilanz dann keine Anderung der gesamten Teilchen-

energiedichte.

Flir die spektrale Wellenenergiedichte folgt aus (75)1Lf.
und Anhang 8.3

b
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Die Zus&dtze der QT sind im asymptotischen Verlauf wichtig,

WO gf_.o geht und die Wellenenergiedichte einen quasi-
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stationdren Wert erreicht. Dort sind die verschiedenen
Wellenprozesse von unterschiedlicher Bedeutung: Am wich-
tigsten sind dann die Wellenprozesse, die durch Resonanz
mit Teilchen auBerhalb des instabilen Bereichs zustande
kommen. Flir diese brauchen die Pole mit den einfachen Re-
sonanzen in (76) und (78) nicht ausgewertet zu werden.

Die GroBenordnung der nichtlinearen Prozesse, die - asymp-
totisch - {ibrig bleiben, beziiglich der quasilinearen, ist
(nach Anhang 7.3%) im Eindimensionalen abzuschidtzen als:

oo £, 2

Doch heben sich die Beitrige dieser Ordnung dort gerade
- ko ds)*
heraus. Es bleibt nur ein um { ° b) klieinerer Beitrag,

darunter der gut bekannteantisvmmetrische Db,16].

Im asymptotischen Verlauf miiBte man auBerdem die StoBglie-
der beachten, die nicht aus der Vlasovgleichung zu erhal-

ten sind.

Die vernachl&dssigten hbheren Korrelationen sollten sich
nach [16] in der Genauigkeit hier noch nicht bemerkbar
machen.

Die Energiebilanz wird in Anhang 9 betrachtet. Wenn man
die einfachen Pole beh#lt, kdnnen einige Ausdriicke erst
erkldrt und verstanden werden, wenn man die Dispersionsbe-
ziehung genauer als in quasilinearer Ndherung untersucht
(Anhang 12).
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‘IV.) Losungen hdherer Ordnung der linearisierten Gleichun-

gen beil explizit zeitabhidngiger Verteilungsfunktion

Im Kapitel II werden aus den Gleichun=en (1-3) Losungen
hoherer Ordnung berechnet durch Beriicksichtigung des in
der QT zundchst vernachlédssigten Gliedes rechts in (1b).
Wenn die in der ersten Ordnung, der OT, gemachte Annahme
(15) gerechtfertigt ist, kann es (z.B. bei geniigend kleiner
quasilinearer YWachstumsrate) auch in den hoheren Ordnungen
sinnvoll sein, die Zeitabhéngigkeit der Verteilungsfunktion
nur in adiabatischer N&herung zu beriicksichtigen. Ohne eine

solche Beschriankung dagegen ist sie genauer zu untersuchen.

Um den Umfang der Rechnungen dafiir zundchst wieder etwas ein-
zuschrinken, wird jetzt das nichtlineare Glied rechts in (1b)
vernachléssigt - und damit die bisher untersuchten nicht-
linearen Wellenprozesse.

Die vollstidndige LOsung wdre in diesem Fall die verallgemei-
nerte Gleichung (17) zusammen mit der zugehdrigen Gleichung
fiilr die Wellenamplituden. Dafiir wird nun eine N&herungsldsung
gesucht, indem wie in Kapitel II von der QT als I. Ndherung
ausgegangen wird._Die Ordnung der Rechnung wird in diesem
Kapitel gez&hlt nach den in den Fluktuationen berilicksichtig-
ten Zeitableitungen der Verteilungsfunktion:

In denen IT. Ordnung kommt die erste Zeitableitung vor, in

den Fluktuationen III. Ordnung auch die zweite usf.

1.) Ehnlich wie in Kapitel II in Gl. (1b) rechts die Fluk-
tuationen als Funktional eingesetzt werden, wie sie in der
ndchstniederen Ordnung erhalten werden, so kdnnte man nun
auch mit der Zeitabhéngigkeit von fo verfahren:

Die linearisierte Gleichung fir die Fluktuationen

(%) %{_E +'-J?V'f4“’ %V?vao = 0

ergibt zu der Ldsung (20) dazu einen Zusatz, wenn man filr
die Zeitableitung von fo nach partieller Integration das

Ergebnis (14) der ersten Ordnung einsetzt:
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Wie bei (11) ff. braucht man nur die Integrale an der
oberen Grenze zu nehmen. - Auch hfhere Ordnungen kann

man berechnen.

Wenn man die Gleichungen flir Wellenenergiedichte und Ver-
teilungsfunktion aufstellt, ist ndherungsweise auch eine
Dispersionskeziehung einzufiihren.

Zumindest in erster N&herung wird man die quasilineare
Dispersionsbeziehung beniitzen - die lineare ist nur fiir einen
recht kurzen Zeitraum eine gute N&herung.

Durch die Verwendung der quasilinearen LOsung (I nihert
man die Amplituden also zuerst durch die quasilinearerNZhe-
rung an.

Die geringe Zeitabhidngigkeit der Losungen X« (t) im Exponen-
tialfaktor der quasilinearen Amplituden ist aber dann ebenso
wie die der Verteilungsfunktion f% durch partielle Inte-
gration zu berilicksichtigen - jedenfalls wenn man die
Glltigkeit des Energiesatzes flir die zu gewinnenden (Gleichun-

gen verlangt.

Geht man von einem Ansatz fiir die Amplituden

- w at
(79) cP[Bfl'{') = dw“) e ILO

mit noch (gering) zeitabhingigen Koeffizienten ©®«w aus,

dann bekommt man als Losung von (4) statt (20):

¢ & chﬂ‘
f’l (\Illfl','lf) = - % (dlk friak= J’ ) oy k%ﬁ

fewr - Iy
i (lew- (b—-')l‘(d{') 1
) £ 3 —_— .

'[duﬂ(a @F-"IJr o 8 %%“ 9"‘“ ﬂ'%]

owv 9t Rewn-ww JE
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0 . 1 . - 5 . .
2&; sel der Ausdruck (24), wie schon bei (41) definiert,

Y sei die Lbleitung von I« , wenn sich ‘ﬁ: nach (24)

dndert. Die schwach zeitabhingigen GrdéBen sind jetzt mit
. T S . + . ”
lhrer ersten Ableitung berilicksichtigt ¥ o in hoheren

Néherungen sind spiter auch hdhere Ableitungen Zu beachten.
-

Nach der Poissongleichung (3) folgt aus dem Ansatz (79)
" It ]

und den damit berechneten Fluktuationen (80):

brel ﬂ% 3 . frre? ( v )
- j e (Jep-coc) *

£KL-91( &w_w“ g M&,Z

(Ol‘) ﬁl o (k]
el U A Box 5 e 4% )

) ot Fv- Oy ot olu Ot o)
Da 63=£$Ma)eine Losung der Dispersionsbeziehung €uww =

sein soll, bestimmt diese Gleichung nunmehr die Zeitab-

=

dngigkeit der Koeffizienten u :

0l e
(fe) e

| oh "
&[5, 1 e[ ffe«%-ztﬁ i | (ﬁw%%«)?’ dh e

2)
= g

Qo

(

(

&9&31 & &.2.‘: 3&1 Sg

i) ) A
Flw) 2 m (SFM).- 108 d b o
ot U"(}fm'hang 1.1) N g ' ﬁh Hkl)gt

Durch den Ansatz (79), dessen Koeffizienten o4 hier in

gewisser Ndherung bestimmt sind, kann man kleine nichtlineare

Abweichungen von den guasilinearen Amplituden beschreiben.

Von 4 @_rg(f_w ist nur der Realteil Re g—ﬁ. I berlicksichtigt,

ol ot

W -
e g braucht man dann auch nur den Realteil zu nehmen.
Andernfalls wilirde man auBer der GrdBe der fmplitude auch noch

etwas den Realteil der Frequenz korrigieren (Anhang 10).

+) die ndherungsweise aus der QT eingesetzt wird
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2.) Die Gleichung fiir die spektrale Wellenenergiedichte lautet

damit:

0 k2 lpled) > 5 9 ]
rbt B —(—2:%— ﬁgu 1 R a{_&dw =

05w bem 4 tm Jk%ﬁ
ﬁ3“+2[& / ) wrflg&no &w«‘a’c !Mgwd

3%

Setzt man die Fluktuationen (80) in Gleichung (la) ein,
so folgt filir die Verteilungsfunktion:

Q
: W ad T (p) )
o - (&) (v e, [fr bt + i o) i L2

7k B
(84) ( )l {d k %910 (,6’(-0 Rewow)t _(%L)-"V k'@‘? %‘é t

L (3 O A lp()]* 2% O R
+(%) (dk}eﬁho (Lewn®ou)? (4n)3v ‘5% ot

Der Energiesatz verlangt, daB die Zusatz-
glieder in (83), (84) zur QT insgesamt eine Anderung der
Teilchenenergie ergeben, die entgegengesetzt gleich der zu-

sdtzlichen Wellenenergie@nderung ist:

e (d'w (o Ao (;’Ut’ca o) AR 0%

9 (fewr- Revone)® (27)7
1 3 fewn aaw. Mﬁ (k) [*
-& g‘m‘ v (k- R (k & v el @V
(85) )

unter Benilitzung on %? €u = 0

- (A AL g o)
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Die Energiebilanz fiir die Glieder in den Gleichungen, die

schon in der QT vorkommen, ist dieselbe wie in Anhang 1.

Die neuen Wellenprozesse in Cleichung (83) hat schon
Baldwin [15] erhalten, das erste der beiden neuen Glieder
in (8%) Altshul und Karpman [E]. Dieses ist das wichtigste
der hier gewonnenen Korrekturglieder: Legt man fiir die
charakteristische Zeit der Verteilungsfunktion gemél der

N . ses
QT: & T~ zugrunde, so ist es etwa von der Grofenordnung:

Je
A,EL_l&_. bezliglich des Gliedes der QT im Bereich der
We Al
Resonanzteilchen.

Dagegen ist das letzte Glied in (84) von der relativen

k
GrdBenordnung £ €w- Al':( , die neuen Glieder
in (83) haben eine relative GrdBenordnung Ew und

dédmpfen die instabilen Wellen.

Wenn man in der Energiebilanz Fehler dieser Ordnung zuliele,
kdénnte man die gerade erwdhnten Glieder in den Gleichungen
vernachlédssigen. In dieser Ndherung &ndert die hier gewonne-
ne Erweiterung nicht direkt die GroBe der nach der QT zwischen
Teilchen und Wellen ausgetauschten Energie, nur mittelbar,
insofern das zweite Glied in (84) die Gestalt der Verteilungs-

- . i +
funktion veridndert. )

Wenn nach der QT die Verteilungsfunktion ihren asymptoti-
schen Zustand im Bereich der Resonanzteilchen erreicht
(wenn n#mlich ihre Geschwindigkeitsableitung dort gegen
Null geht), verschwindet aber die Bedeutung dieses Gliedes

gegenliber dem der QT.

Nach folgender Abschitzung sollte es im Eindimensionalen

\
)

(in der GrdBenordnung ungefé&hr gleich - in seinem

Vorzeichen - entgegengesetzt gleich dem schon in der QT

+) (Anhang 11) Dieses, gegeniiber dem Ausdruck der QT kleine
Glied vermehrt im Bereich der resonanten Teilchen die Zahl
der schnelleren Teilchen_im wesentlichen auf Kosten der
langsameren Teilchen.
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Fr
erhaltenen Hauptwertglied sein:

Es werde das spezielle eindimensionale Beispiel der 2T
wie in Dﬁﬂ gewdhlt: Im Bereich der Resonanzteilchen
sieht die Verteilungsfunktion im Lauf der zeitlichen Ent-

wicklung nach[}ﬁ] folgendermal3len aus:

! |

o)

-3 1}

Die fAnderung der Verteilungsfunktion ist durch den Aus-
druck (24) der QT abgeschitzt - mit dem ersten Glied

der m"ylorent'lcklung ( vielleicht etwas zu groB, da die

Instabilitdt nach Ehﬂ schwdcher wird und einem quasi-

stationdren Zustand zustrebt ):
o%(rl
o FlERO - R olg)~ ot

Fiir die Resonanzteilchen erhdlt man dadurch aus (84)

ohne das letzte Glied - die Abschitzung;

P
; Y _ lprkA)1" y g Ot
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% lp)|t "y
(&\ﬂtt&lﬂu)’- (Qﬁ)-sv ‘eem('fﬂ{a,u) -fu{‘“)]
N S ﬂﬁ&"‘)(ﬁ[ﬁo)“ﬁ(ﬂ) nicht viel kleiner als

ra-,g—'j(ﬁ) riir < i;

D
0 s B‘l‘ l(p(‘k{')l
%or (fcted, [ (wdllo-ken)+ e ) . Tl b

» S50 dafBl man damit erhdlt:

(87)

Vienn man sich bel der Zeitableitung der VWellenenergiedichte

auf die quasilineare Lnderung beschrinken kann, sind die
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letzten beiden Glieder in der Klammer von dhnlicher GrdfGen-

ordnung, aber von entgegengesetztem Vorzeichen.

3.) Ebenso wie in erster Ordnung von (%%—Ei Kann man
¢

die Zeitabhingigkeit von o auch bis Zu guadratischen
g1 1
Gliedern dieser GroBe verfolgen:

Dann kommen zu den Fluktuationen (80) noch folgende dazu:

f So(sk enpl(i i(lerfowdt) ) Fean-cou) [dk,&a 'B '%]f? .

T T o
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0
(68 - {{ter-wou) (%‘- gla*"))* ; %(““&M ot * ra“%%f"J
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ot Feun-(Iu
B o y ra];w ® 65« {()‘:(Il aﬁ‘_{_‘f _a_ BO

Aus der Poissongleichung (3) erhdlt man damit folgende(zu—
sdtzliche)Zeitabhidngigkeit der Wellenamplituden durch die

Koeffizienten Qlu :

1k
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I° :9 7 o “ &n ol
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Dabei sei ™~ der Ausdruck (82).
Die zZeitabhéngige Verteilungsfunktion ist damit zu be-

Stlmnen aus:
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% _of
Dabei sei.éﬁz‘éﬁ der Ausdruck (84), wenn auf der rechten
ot 9t ([ @
D 2

Seite die Ableitungen A~ durch ——
ot ot

und aufBlerdem wieder eine Ndherung riickgingig gemacht

ersetzt werden

wird:

ndmlich wieder M durch e ersetzt wird.
Wenn man den Energiesatz flir die Gleichung
(90) und die Gleichung fiir die Wellenenergiedichte:

9 &° eIt _ Iyt @ O fdl,
ot b $7 (3)3V yer L ot

0lnle
0t

das in der Genauigkeit der Dispersicnsbeziehung der vorigen

mit dem Ausdruck nach (89) zeigen will, gelingt

’

(zweiten) Ordnung:
In dieser selbst ist der Beweis des Energiesatzes nur in
der Genauigkeit der Dizspersionsbeziehung der QT gelungen,

5 8
da L. fuise =0 Dbeniitzt ist.

Die dritte Ordnung ist nun ebensc konseguent behandelt

wie die vorhergehende, da man fir den Beweis des Energie-
i

satzes bendtigt, daff  §f Cuwe =0 ist. Dabei werde

fir guw, nhEherungsweise das Ergebnis der zweiten Ordnung,

die rechte Seite von (81), eingesetzt und dazu dort ebenso
o=

)

L2 0.

rs

4]

I
wie oben EL durch
ot

Die hier i:n dritter Ordnung erhaltenen Korrekturen sind
jedoch (wegen des Faktors L) so klein wie die der vierten

Ordnung. Man miiBte daher diese gleich dazunehmen.




V.) Hthere Ndherungen bei Uberlagerung der bisherigen

Prozesse

Es ist also mbglich, die Zeitabhingigkeit der Verteilungs-
funktion in htheren Ordnungen zu berechnen, wenn man von
der QT als erster Ndherung ausgeht.

Die Bericksichtigung der ersten Zeitableitung der Vertei-
lungsfunktion ergibt einen Zusatz, der mindestens so grof
ist wie der Zusatz von Kapitel III durch das nichtlineare
Glied der Vlasovgleichung, solange die GroBenordnungen von

at und Jo noch dieselben sind. Asymptotisch, mit %g;.+0
aber verschwindet diese Zeitableitung. Dort sind alleinr
Wellenprozesse wichtig, die durch das nichtlineare Glied
der Vlasovgleichung erzeugt werden. In einem Zwischenbe-
reich sind beide Arten von Zusatzgliedern zugleich zu ver-
wenden.

Will man die Zeitabhidngigkeit der Verteilungsfunktion

in noch h&herer Ordnung, z.B. wie eben: in dritter, be-
achten, dann diirfte man auch nicht immer die Zeltabhidngig-
keit der Verteilungsfunktion im nichtlinearen Glied der
Vlasovgleichung vernachldssigen und erhielte dadurch noch
weltere Glieder, die bei der Uberlagerung der beiden Ent-
wicklungen: der nach der Zeltabhdngigkeit der Verteilungs-

funktion und der nach dem nichtlinearen Glied entstehen.

Beide bisherigen Entwicklungen kann man aus einem liberge-
ordneten Gesichtspunkt ordnungsweise erhalten:

Man kann beide als hdhere NZherungen fiir den Ausdruck Y%PYth
auffassen. In nullter Ndherung sei er Null gesetzt, so dasB

) . fo
man ndherungsweise aus (la) §£ =0 bekommt.

Berechnet man unter diesen beiden Annahmen die Fluktuatio-
nen mit Hilfe der Gleichung (1b), so folgt fiir den Ausdruck

‘747Vaﬁ in (la) derjenige, der der OT zugrunde liegt.
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In zwelifer Ordnung kann man die berechneten Fluktuationen
und die berechnete Zeitabhédngigkeit der Verteilungsfunktion
wieder in Gleichung (1b) beniitzen, woraus man die Fluk-
tuationen zweiter Ordnung von Kapitel II bzw. Kapitel IV
bekommt (diese sind dort fiir den Ansatz (79) der Ampli-

tuden angegeben).

Will man Zusatzglieder zur QT berlicksichtigen, die in der
spektralen Wellenenergiedichte hdchstens quadratisch sind,
dann bendtigt man nur die Zusitze dritter Ordnung von
Kap. III und die Zus&tze zweiter Ordnung von Kap. IV -

ohne weitere Glieder aus der Uberlagerung:

In der Gleichung der Verteilungsfunktion braucht man nur
die Zusdtze der Gleichungen (76) und (84), in der Gleichung
der spektralen Wellenenergiedichte die von (78) und (83)
zusammen zu nehmen.

Dadurch sind zu Beginn der Instabilitdt die Korrekturen

5
der Ordnung H y asymptotisch die der Ordnung S,=(ka)o)-£w£8f
P *
eingeschlossen. Beide GrdBenordnungen wiren in einem mitt-

leren Bereich miteinander vergleichbar, in dem

z b
+
(é%\ = QW'(k°AJ ist. Der Energiesatz ist fiir diese
zusammengefafBiten Gleichungen zu zeigen (Anhang 12), wenn
man die erweiterte Dispersionsbeziehung von Anhang 10 be-

nlitzt.

Einige wichtige Korrekturen #ndern im Eindimensionalen

die gesamte Wellenenergiedichte bzw. thermische Energie-
dichte in geringerem MaBe als die Zeitabhingigkeit der
spektralen Wellenenergiedichte bzw. der Verteilungsfunktion:
Die asymptotisch bedeutsamen antisyvmmetrischen Wellenpro-
zesse (Anhang 8) lassen die lingeren Wellen auf Kosten der
kiirzeren anwachsen, wenn nur in einem einzigen Geschwindig-
keitsbereich eine Abweichung von der Gleichgewichtsvertei-

lungsfunktion vorkommt.

Die Ruckwirkung der Zeitabhingigkeit der Verteilungsfunk-
tion auf diese selbst verschwindet dagegen im asymptotischen
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Bereich, ist aber beim Einsetzen einer Zweistrominstabi-
1itdt wichtiger als die Korrektur durch das nichtlineare

Glied der Vlasovgleichung. Im Bereich der Resonanzteil-

chen ist sie bei Voraussetzung der QT groBenordnungsmiafig
ungefdhr negativ gleich dem in der QT erhaltenen Haupt-
wertglied (in (25')). Schnellere Teilchen gewinnen

dadurch Energie auf Kosten der Zahl der langsameren Teilchen.

Die eigentlichen nichtlinearen Wellenprozesse, wie die
antisymmetrischen, werden bei groBer Wellenenergiedichte
und in den Zeiten mit kleiner quasilinearer Wachstumsrate
wichtig, diese Teilchenenergiednderung - durch die Zeit-
abhidngigkeit der Verteilungsfunktion - dagegen bei schmalem
Wellenspektrum (geringerer Temperatur des iiberthermischen

tromes als die der thermischen Elektronen). Sie verschwin-
det aber im zeitlichen Verlauf zusammen mit der quasi-

linearen Wachstumsrate.

Freilich darf auch das Wellenspektrum nicht zu schmal
werden, da mit schm&lerem Spektrum hohere Korrelationen |
zZzunehmend eine Bedeutung erlangen und schlieflich zu einer

zeitlich periodisch verdnderlichen Verteilungsfunktion

flihren konnen. Dann miiBten die entsprechenden verallge- |
meinerten Gleichungen des folgenden Kapitels herangezogen
werden.

Folgende Eigenschaften der htheren Ndherungen sind hier

erstmals erarbeitet:

Die Zeitabhdngigkeit der Verteilungsfunktion kann wie das
nichtlineare Glied der Vlasovgleichung in hoheren Ordnun-
gen berlcksichtigt werden und liefert wie dieses Korrek-
turen zur QT. Fir nicht zu grofe Zeiten ist es die wich-
tigste Korrektur. Der Energiesatz wird fiir die erweiterten
Gleichungen gezeigt. Dabei ist auch die quasilineare Dis-

persionsbeziehung zZu erweitern._Im asymptotischen Bereich

f]§§-+0) ist die Berilicksichtigung der Zeitabhingigkeit

der Verteilungsfunktion weniger bedeutsam.



B e e o s s S S S e e e e

53

VI.) Die verallpemeinerten guasilinearen Gleichungen

bei Erweiterung durch nichtlineare Wellenprozesse

Es 1st gezeigt worden, daB sich in den hdheren Ndherungen
zur ST zwel verschiedene Entwicklungen iberlagern:
Die nach nichtlinearen Wellenprozessen im engeren Sinn und

die nach der Zeitabhingigkeit der Verteilungsfunktion.

Bei einem sehr schmalen Wellenspektrum (vgl.Eﬂ) wire es
gunstiger, die Zeitabhingigkeit gleich exakt zu beriicksich-
tigen (statt eine schlecht konvergierende Entwicklung zu
versuchen),auch wenn man nicht mehr die Form von
kinetischen Gleichungen ( fiir die gemittelte Verteilungs-
funktion und die Wellenenergiedichte ) bekommen kann.

Vernachlidssigt man das nichtlineare Glied der Vlasovgleichung,
S0 bekommt man die verallgemeinerter quasilinearen
Gleichungen ( Kapitel I ). Man kann die Gleichung (13)

flir die Vertellungsfunktion mit der Transformation (10)
umschreiben zu:

k dods' Puw’ Quy 2, 0 1 ’aff?-u'. .
ﬂfa : { (aﬂ? (an)3v (&) %30 - L &'a,;,] 7

~

™y

X (k‘w'eﬁ) [‘f/l-u'-o"]
Nach Anhang 2.2 gehdrt zu (93) die Dispersionsbeziehung
( bis auf Glieder ~ exp(- dewt)

)¢
%) Ry ) bw i?jgﬁi?
(9%) gd{; ¢ [- W' i z’

- wi Jew)-0

1.) Die nichtlineare Wechselwirkung kann man in zweiter
Ordnung dhnlich wie frilher in Kapitel II beriicksichtigen,
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Anstatt (44) erhdlt man jetzt in II. Ordnung fiir die

Fluktuationen:
ﬂéﬂJt) ngov o et
(95) M (M) [d%( dw qpm,a' e [dsk %_L:_T_ P/( v )

KD (a0 4 32

7 Rw-n" N
-
S INIAY dos, dusy , {(atleeha-opr0)t )
ooy forf - (B et bl o
-t
, da 2 %0 ____._&‘% e
¢‘(1'-34 CPU'!LDI gﬂﬁ (j’e,\t(ez);/)-w,-n,-[) 13‘0 Bz,_v,'_(,al-g

Der r&dumlich homogene Anteil davon ist:

7 7 - - 1ch.r_lt'
eedt> - f5 0 ()t (i dode enguo, T

'[i@ A % 2 ﬂegf" e-{ﬂf

T A ™ R W S

A

I . ; ; ; :
f; ist also identisch mit dem 1; , das aus der Gleichung
?

13) durch Integration gewonnen wird.

Als zusdtzlichen Potentialanteil erhidlt man aus (95) statt
der friilheren Gleichung (417):

(2) - (feus- wt) d’ _
Prees (0(3 gfz (sut) e =t at -

o - ue (d’v (‘M) (dst"‘ 0 ity e30 Pl eo-omf ;{2_

a

o (fe-te,) 9 ‘&&

Xewu v @!g{)+w1-w . @"")—%V)
(96) 3 3, o, dod
= - g JE kel S Qe By Stk
. gd_/_z { lHre € g(iBV /3'1@01*9& oy ?
. 2T LW JL w ((f?‘-’ +E¢z )U) W9y~ Q)z I#!W-L}g 1) 3 /

vV

{2)

L
Dieser Ausdruck tritt an die Stelle des friiheren G:g%s in (49)
Ll
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Genauso verliuft die Rechnung in htheren Ordnungen, so daf
man als Ergebnis wieder Gleichungen vom Typ (61)-(65)
zt die Verteilungsfunkticn Fourier-trans-

1)

erhidlt, nur daf jet
: B = . (¢
in den Definitionen der M und X

formiert wird und
auch die IFreguenz /M dieser Verteilungsfunktion vorkommt
ebenso wie in den d -Funktionen, die die (i.a. komplexen)

Frequenzen der Amplituden enthalten.

Diese Gleichungen sind die Erweiterung der verallgemeiner-
ten quasilinearen Gleichungen von Eﬁ] flir die %Wellenpro-

zesse hoherer Ordnung. Sie werden unter den angegebenen Be-
dingungen gut angenidhert durch dic im vorigen Kapitel er-

haltene doppel¢te Entwicklung.

Bei einer sehr schnell zeitabhéngigen Verteilungsfunktion,
wie bei einer starken nahezu monochromatischen Welle etwa,
ist aber (15) nicht erfiillt und sind daher die friheren
Gleichungen dafiir unbrauchbar.

Man kdnnte auf die hier beschriebenen verallgemeinerten
quasilinearen Gleichungen, u.U. mit Berlcksichtigung von
nichtlinearen Wellenprozessen, zurlickgreifen. Doch sind
sie um vieles schwieriger zu behandeln, da bei ihnen auch

noch die Zeit transformiert ist.

2.) Zuletzt soll noch gezeigt werden, wie die verallge-
meinerten quasilinearen Gleichungen - so wie in |§] bereits
in gewisser Ndherung verwendet - auch auf den Fall eilner
monochromatischen Welle ausgedehnt werden kénnen, obwohl
fiir diese die durch Grenziibergang (Gl1. (13) ff.) zu gewinnende
Funktion . Puw" Pua’  nicht mehr beschrinkt ist.

&n - QY *V
LaB8t man solch eine idealisierte Spektrallinie zu, braucht
man gar nicht zur Ortstransformierten der Wellenamplitude
iibergehen. Die Welle mit dem Potential:

{ ¥ -k
(o7)  Plet)= at)e L a) e

ist durch die Fluktuationen auszudrilicken als:




ifeur " e
Wenn man daher 'f4 ansetzt als b(lf)|’t )@ + b {lf),t )6-

und die Laplacetransformierten GrofBen einflhrt:
o I st
oot ' .
s s a({_)et dt | bu: = SH“O-”(’/ diJer—l::é.],t man aus (5)
o Q

die Gleichung:

(98) (&mqg) bo = - & S &’q%; o, Al

™

*
Fur tk, gilt die konjugiert komplexe Gleichung.

-

= . oy e - (oo o i T, —— {1 \ =z \ o X E .
Damit hat man statt der Gleichungen (1i2), (13) fir die

oo o -8
— " 2@ % fenr-w-1
O«
Aus (O7') und (€8) erhdlt man dazu als asymptotische

Gleichung flr die Amplituden:

o Qe

z

(100) aw = ___L*"‘””l gd L R S ; }
w T Jen -0

Eine Ndherung flr schwach zeitabhéngige Vertzilungsfunktion
ist hier nicht sinnvoll: Die Abschitzung in [6] zeigt, dafl
diese in der Nihe der Phasengeschwindigkeit einer monochro-
matischen Velle angen&hert pericdisch (mit einer Dampfung)

7 -+
schwankt.




Ebenso kdnnen die in der Wellenamplitude nichtlinearen
Glieder (Oberwellen) dazugenommen werden, die bei geniigend

starker Energie der Welle angeregt werden.
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Anhang 1

Als asymptotische Losung von €ww=0 (21) erhdlt man nach hﬂ:

t4 =
- 3 Lfmwne
1.1 RC’..L-DK = ’&'\Du i P % (’1+ %%P’. Wh ) *) C._‘)P=(“M
3
OF Recaw - I4ell
< e X e | .
1.2 XN t‘-*flt{)u 9 %! BU“ U:&"'——D-‘-‘ I&DOH'\ |£¢‘
Y el

also ndherungsweise wie in der linearen Theorie ﬁO], wofi
zeitunabhidngig ist.

Dabeil bedeuten: O, = ‘&U? U = gF(U.\U-O{U-u EF: gF(U.) UuldUn

o - Bu Fla):- 2 (o 8(w-62) £ofo)

Die Bedingungen, unter denen nach [7] diese LOsungen gelten,
sind:

9 9 2 s . 3
1_3 Bu << (&,wu) ~< (,,9? und & (U“ - Uy ) << (.OP

(Letzteres bedeutet nahe dem Thermischen Gleichgewicht und

5 Yy
bei Uy = O : Wellenldngen 3> Debyelénge A : = (LM /-LgP )

Aullerdem muf gelten:

o o [(BgE) |

‘BUu!
Oy = m

daraus folgt nach 1.2:

IH’eII

Ow 1 L (,:J\o

1.5 2
00 o= i3
Aus 1.2 und 1.2 bekommt man die Bedingung:
W PRE
1] = wl

%) B8s% aen Ausgangsgleichungen (1) ist W), / = (" zu fordern.
S t=0
Nach (4) ff. gilt dann stets W, = 0,

Q)K




instabilitit bedeutet Hx?O,::l:—:f:- fir -&—,;F 5% 2 ‘BF

Wenn man aufBerdem nichtlineare Prozesse betrachtet, die
:S  Po - o I Alea 3 e -~ 3 ~ 1 sriad §and-
um etwa -(f “leiner sind als die gquasilinearen, genugt
A

nicht mehr die Niherung 1.2 flr die quasilineare Dis;)ez”sic-n:—
beziehung. Man mufl die Ldsungen von E£w =0 ebeni

e
3 ("‘1' ~ 3 nerechne Addie nach i bis a £
;H\..Lu L_C;OC,L,(,I’}, @ O I nacn { 15 aul

ger ge

Griflen der Ordnung ( ) Zu gewinnen sind aus:

S
RC Euw.‘ - /] - ('_:-?,_\t' SF _iL— 0‘3\1 =O und IM gukﬂuzo

R AR Py )

Der Energilesatz der OT fiir diese LOsung (&hn-
lich wie in [al] : Die Gleichung fiir die Verteilungsfunktion
\
/

=

v
in der QT mit dieser Losung lautet (nach (24

bet Yp(let) W .
[d (vﬂo ( )3( 'Q""a“ Kz 13"%‘

Dann ist fir b’u)o beim Beweis des Energiesatzes in (29)

die quasilineare LOsung einzusetzen und zu ersetzen:

durch L‘Hw = " e{aff’
o) - WO (few)- Redie) + Yu oW

— 70 ) Lo
vam nal mal 1 (,.J'-(.-“ statt

Nrriale TeaT aorein et e fdaaiie
maren Zerlegen wlira aaraus:

e (g2 deoFeo - R (0 — Yo}
3 g&@'ﬂ (feu)-ﬂm‘;)tfa’ui dv - g& (fﬁf) ﬂ.l—)w} +3w Y
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pis auf Korrekturen quadratischer Ordnung in éﬁ; (nach ?

«

der Behandlung der Dispersionsbeziehung in fﬂ ) kann man

fiir die Integrale in 1.11 zum %ifv:o {ibergehen und erhilt
“ i

damit aus den einzelnen Gliedern als Beitrége (filr alle E;Z()

gliltig):

112 &~ "K" S(P)%q Gl::/ = 5\4 ﬁewu S (&i‘%’w 0{\/ e T gﬂqa‘f— J{ﬂ'ﬂ Revou cﬂ\,

Dieses Ergebnis wiirde direkt aus (25') folgen, statt wie
hier niherungsweise aus (25). Nach 1.7 heben sich die
letzten beiden Summanden in 112 gegenseitig auf. Nach
GlL. (26) - (28) ist der Energiesatz erfillt.

In der Néherung (feuou|x Wy erhdlt man

w b
1,13 =~y = F Ly \z:'re, (1-1)

Bei instabilen Wellen tragen die mit diesen in Resonanz stehenden
Teilchen nur iliber das dritte Glied in 1.12 bei. Daher
kann man fiir 1.13, nach den Beitrédgen von diesen resonanten
und den {brigen, nichtresonanten Teilchen aufgespalten,
auch schreiben:
w wde
=" 25" bwel R el

Die nichtresonanten Teilchen dampfen also die instabilen
Wellen Etﬂ.

Das Ergebnis 1.13% folgt auch kiirzer aus der Umrechnung des

4 /&"'0 ® 3
L g*_‘__&..mﬁcw ,&% dv

Ausdrucks 1.9:

pYc

(wie in Abschnitt I. e S _ Mo 4y
Fewr - ou
mit (271 ) hET14 ma we i < 2
mitT \=1) Clhult man neltel . M’ef
= \wh 2
Ltwe

Der Realteil davon stimmt aber mit 1.13 Uberein.
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Anhang 2

Aus (18) zusammen mit (11) folgt als exakte Dispersions-
beziehung der ersten Ordnung (vgl. Gl. 2.22 in [b]) - be-
trachtet im f/vwa V-0

T (a0, 45

2 = 3 A Ao AN
Wuo =g Jare - |Tgnte e 55
' vy 3‘&01:" ¢ dt /ce W'
2.1 _4me' g 2 (dre™t (((derdw . 2
W dv gd ﬁ ot ¢ P i
it ~ eyt
_Lae gd3v S e O (v)
Daraus folgt in anderer Zusammenfassung:
(C4ed " 0 & i
A [ . AEE A ) <
g e | oy - e o vl
1c-o0
.0 Q-T'e, 3 A . )
- T (D e 3@
e 35

< q’“ez gdil go-;:—"'-_l‘?l Puw!

wp.fﬂ! 9 Rewr- '

Bel Vernachléssigung der zeitlichen Verinderlichkeit Vonfb
wie in der QT gilt ndherungsweise:

Cur Pus = [ 1- ‘*”;, (aﬁ, %%% ) Puo =

no
o

fwe (3 1 g ‘ ‘&%
W Gy (e £ 5 e 405

Bei Vernachléssigung der zeitlich ged&@mpften Potentialanteile
rechts und bis auf die Korrekturen hSherer Ordnung fiir die
Zeitabhangigkeit der Verteilungsfun {thD (Kapitel IV) erhdlt
man aus dem Ansatz gﬁ&+)==duH)€”Sw“ (79) die Disper-

sionsbeziehung = 0 (LOosung: Anhang 1).
& W Wy O
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Anhang 9

Fir ein stark geddmpftes Plasma gilt die Lenard-Balescu-
Gleichung (Literatur in [8]). Dabei spielt die spezielle
Gestalt der Anfangsbedingungen der Fluktuationen (11) keine
Rolle DQ] (aber auch keine Wellenprozesse hoherer Ordnung -

und die Verteilungsfunktion ist anndhernd zeitunabhingig).

Man kommt mit dem Ausdruck (20) fiir die Fluktuationen aus,

erhdlt aber eine andere asymptotische Losung filir das Poten-

tial als (22). Nach [?] ist dieses fiir ein Testelektron am Ort
Wo mit der Geschwindigkeit We

—6 e—(#u’n l, _/1._ ¥*

w = . ’ €' = Luw = & w-w*
R N P W G Pt

Dabei braucht {iir die asymptotische Zeitabhéngigkeit jetzt
nur der Pol bei W=AHw, beriicksichtigt zu werden. Als Bei-
trag dieses Testteilchens zur Anderung der Verteilungsfunk-
tion erhdlt man nach (1%) - die Verteilungsfunktion wird
dort rechts zeitunabhingig angenommen:

] (_@i) _-(e)’ y i(‘ﬂ‘ o A 5 f‘%—,

j L |— — 8 - et e
\ot L, W@ 2 VT Ve AV fg Eagg, 07 G,

Hier ist, wie bei (20) erkldrt, bei der Integration iber

few
q|

wert trigt aus Symmetriegriinden hier in Strenge nichts bei,

unter allen Polen zu integrieren. Der Haupt-

da der Pol ganz nahe der reellen Achse liegt. Nun wird 3.2
noch vor dem @wm V=0 ilber alle im Volumen vorkommenden Test-
elektronen mit den verschiedenen Geschwindigkeiten Wl

summiert (jetzt ist also iiber alle Pcle hinweg zu integrieren):

B &k g ( v fa) % o

3.7 ot (@w )('Migo’- ( J&f{' 5'-0 V- 00 \ .'\ < v fewn \Q é@"lﬂo E’W)d\l
_ ™ (2[t g fjﬁf 'a % Fl wﬂ %&

B v NI T T

ey s
F(f) = Jo fea) 435 )




rkF.

62 1

Das ist die eine H&1fte der Lenard-Balescu-Gleichung.

andere Hilfte erhielte man hinzu, wenn man in 3.2

fo () & %L‘EB("")
1
Sk - few)o
die Argumente W) und W) vertauscht, so dall statt f,(wo),&%ﬁ;(ﬁf))

in 2.2 -‘ﬁa(f-ﬂ) 2(,%%)6("0-) erscheint.

Die
bzw. 2.2 1im Ausdruck

Dadurch wird auBer der Wirkung der von Testteilchen erzeugten
Fluktuationen auf die Verteilungsfunktion auch noch die Riick-
wirkung der letzteren beriicksichtigt. (Dieser zweite Teil

ohne Beweis).



Anhang '

Die Fluktuationen, die in dritter Ordnung dazukommen,
erhdlt man aus denen der zweiten Ordnung ( ‘ﬁ nach (45))
analog der Berechnung der Fluktuationen zweiter Ordnung
aus denen der ersten Ordnung (Gl. (44)). Wie bei Gl. (47)
bemerkt, existieren die Potentialanteile und daher auch
die Fluktuationen im ﬂhﬂlVed?zwar nicht, wohl aber der

Wert, den man erh&lt, wenn man vor dem Grenziiberg:zng

durch VV teilt. Daher wird gleich dieser Wert angegeben -
das Zeichen ([am Vs® wird zur Abklirzung wie bisher nicht

eigens dazugeschrieben:

V-t ’%{_ (L) (el dodiond, , irbedi)a-ilononnt

(2m)® 3%
4.1 &E ée.
. Puad, Purdy Pusess ( ‘J(f“k )(1_ J (&1*92-*3"3)) &;%— M
W @V @Y M ) 0:0,
Die Zeitintegration nach Muster der Gleichungen (9) - (11)

ergibt noch einen Faktor 3
(feur fear foy )1y~ © -1y -L9y
unter dem Integral. Damit kdnnen dann die Zusitze dritter

Ordnung fir die Gleichungen der Verteilungsfunktion bzw.

die Dispersionsbeziehung berechnet werden.

Durch den Faktor ( (@ )'3\1 CVE" gfﬂeh])ln 4.1 ist der rdum-
lich homogene Teil abgezogen, der die Form des Zusatzes
zweiter Ordnung in der Gleichung flr die Verteilungsfunktion

hat: @&K_ Q&T
ot

‘ot




Anhang 5

Die Fluktuationen aus Kapitel II kOnnen in einer Form ange-
schrieben werden, die der Darstellung in Eﬂ, Gl. (56)
entspricht. Dabei sind die Ergebnisse von (20), (45) und
Anhang 4 mitverwertet:

Dabel werden die Abklirzungen verwendet:

g (Mi0i) = ~me e & (wi-w) R Y S IV 8

i T8 ) O B %26

OWo  OWho

I
Dann ist, wenn der Integrationsweg der (o, (nicht von w; )

-

lings der reellen Achse verlduft:

A _ a0t ”‘4.‘-3;). o Wr2a
Fefeef) vE -y [ dkdodsle Lfoode] oo

w Ly dio,disy dusldisl, o B0 vt

,..

Lg(Hex 1), 908, 0) £1) Pucion Puis, ( A- é(u,m,)) .
(L1-192 ) (Wat0-1,-00) W @V

i %0o}oot

+ ((i'u'l; g( d"’k\ d i)-(rlii-ﬂlol;)e

[ qles,u08), [olkee,u0y), [glt120), £.1])

(011 ) (193 41D9g - 13,7191 ) (L4 4105 410 - 13,719,103

watdy Pu Y3L9s (4_ Csa‘ﬂ*kl)). (1- LS_@':M)

WV (@=r*v (2a)3v
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Bel elektrostatischen Schwingungen in einem HuBeren Magnet-

feld z.B. miiBte fiir obiges 9(&hbaf) eingesetzt werden [5]:
P

(-e)- ( exp (R (T)-{wT) dt , wobei W(t)die von den Schwin-

-0
gungen ungestdorte Bahn beschreibt.

Im Orts-Zeit-Raum lautet diese Funktion ?[\J,'f]= GQ){W{(&J{C}%&R)G(QIH

= Q@)(ﬁﬁ)3 6(“'WFT)) und beschreibt

bis auf den Normierungsfaktor die Ladungsdichte eines (un-
gestorten) Teilchens in Abhdngigkeit von seinen Anfangs-
bedingungen.
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Anhang 6

-1 }’L-Du df
Wenn man die Amplituden Q{‘H’) ~ ault) € (79)

benlitzt und - anders als zu Beginn des Kapitels II - eine
Stérungsrechnung der quasilinearen Ndherung durchfiihrt
(vgl. [16]), erh#lt man gleich die nichtlinearen Potential-
anteile von (70) bzw. die entsprechenden Fluktuationen.
Durch die schwache Zeitabhingigkeit der ofy bekommt man
dazu noch einen weiteren Anteil - wie in (80). Dieser ist
nur durch die Art des Ansatzes (79) bedingt und &ndert
nichts an den kinetischen Gleichungen von Kapitel III.

Wie dort sei die Zeitabhingigkeit von fo vernachlédssigt.

Statt bei der Herleitung der Gleichungen (76) und (78)

kann man jedoch schon in den Fluktuationen die Phasen mitteln,
wenn sie ungerader Ordnung in Ok sind. Diese lauten somit _
bls auf den Anteil gerader Ordnung, der in (33) untersucht

ist: { i,,[;r,w!'{)
W

i (len- o dt) A -4
gdshe (% S T 0(\.(/&% VT,
. 3 e ¢ (dewr- fooudf) p &ry_ rao(w V" .
1 W gd i{{w)-ww)‘ w2 ’){'
3 3 {(gl,d-fbou.& s (”afn,qu.g( Ulq) g'i
4.(%’! gd k“d kz ¢ “‘.’ff‘z\lfu,wmwu, ’ W
#(yu dt
ot % R ’g R (o)) R Aok
(4=V>v &,10- (s~ LiYuy 9 (Bt leg) - O uy W) fary,
ey~ fowdt) |Chuce |2 2(Yadt
3 Wa ?
_(_%V Sdstﬁd kz ¢ _W *@.:)-_?\-/ e .
R 9 1 £, 9 9 -&z 0l h&
R«W-wa‘zib“t Qet‘aw (&,—f&)d}—m«,‘rwzl "0 fop - LQ:; “haa, 09 fe,u- L)w.)(b")
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Von der zweiten Ordnung bekommt man den vorletzten
Summanden als Beitrag niedrigster Ordnung, wenn man
vor der Phasenmittelung die Amplituden mittels der
Poissongleichung (wie Gleichung (64) bis auf den An-
satz (79) fiir die Amplituden) durch nichtlineare
GroBen ausdriickt.

Die Wachstumsrate filir die nichtlinearen VWellenprozesse:

3 I ol
Re -

angenommen. Daher kann sie in den Fluktuationsanteilen

vernachlédssigt werden, die in den Amplituden 0y nicht-

ist gegen die quasilineare: X“ sehr klein

linear sind.

Wenn diese Annahme nicht mehr zutrifft (wie z.B. im

asymptotischen Zustand nach der QT), miiBte man dort X«

o
durch 8u+&'ag? “ ersetzen. Wenn diese Korrektur noch
klein ist, kann man nach !agggf entwickeln.

(So ist z.B. auch der zweite Summand in 6.1 das erste

Entwicklungsglied des ersten Summanden danach).




Anhang 7

Die Wellenenergiedichte &ndert sich in Gleichung (74) bzw.
(75) nicht nur quasilinear, sondern auch wesentlich nicht-
linear. In diesem nichtlinearen Ausdruck kommt aufler den
bisherigen einfachen Resonanzen auch eine neue Resonanz
bei (Xe-,&.)w= fe (Ww-Vw.) vor. Da sich bei ihr die Ver-
teilungsfunktion im allgemeinen wenig dndert, ist diese

insbesondere im asymptotischen Zustand der QT wichtig

(wo —QL—-a-O geht; mit ¥t verschwindet die Geschwindig-
\ g

We
keitsableitung der Verteilungsfunktion an den einfachen
Resonanzen: 4QUJ=|%ch ). Die Prozesse mit diesen Reso-

nanzteilchen hdngen im wesentlichen nur von der augen-
blicklichen GréBe der Wellenenergiedichte ab - widhrend die
quasilinearen Prozesse mit der Geschwindigkeitsableitung

der Verteilungsfunktion gegen Null gehen konnen.

Der nichtlineare Anteil von (74) durch den neu auftreten-
den Pol wird nun untersucht - die librigen Pole werden als
Hauptwerte genommen. Deren Beitrige widren etwa um die
GroBenordnung  (Kolo Ys§§ Xt(k3)o) kleiner als die
von 7.2, also um .~ ¢, - (kb)pTi (£ WA nach (17)f.)kleiner
als die quasilinearen. Bis auf GroBen, die etwa um -Ji—EL
kleiner sind, kann man zur A—Funktlon Ubergehen und g}%k
hdlt damit von dem zu untersuchenden Pol aus (74)f.:

& lglkp)* ) g ltet) pllet)I®
% s @)V i ( {(pw:w) 2y }) (um‘v)

s (o vt i R s

(ﬂ l-l)' u“)” w

-Ebenso bekommt man eine asymptotische Gleichung fiir die
Verteilungsfunkticn, wenn man in (7€ ) nur diesen Pol
beachtet. —

; " 2 g 2 . s .
Bis auf GrofRfen, die um z(KoAn) kKleiner sind, kann man

9€uw dureh —

ferner S }wu.ou e ‘ﬁ:w.‘\

ersetzen und nur den
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Anteil herausnehmen, der zur gesamten Wellenenergie&dnde-
rung nichts beitrigt:

Dieser ist antisvmmetrisch in den Variablen £, %, . Man
erhdlt ihn, wenn man sich auf den Integrationsbereich be-
schréiankt, wo @Oy und Wk, gleiches Vorzeichen haben.

Im Eindimensionalen ist er {ibersichtlich zusammenzufassen,

2
bis auf Glieder ~ (Uodp) ist er dort gleich:

1"_" ()(d-”k & [qlle.d) %(Wewu*ﬁcw.«)_

T W (av)y*V el  |Rewua)
[ k-«
o A
e 'bu‘. 4 hf 6 u..)
Uy "E 9‘—1 (kd‘.) &LD«

G S 3 S & 5
Definition von WUy Wwie in Anhang 1.2

Wenn ein kleiner lberthermischer Elektronenstrom uUber die
Maxwellverteilung liberlagert ist, ergibt dieses Glied
positive Integrationsbeitrige fur |k |>Walnegative riir
lklcluﬂ_ Es gibt daher ein mittleres kw, wofiir das Inte-
gral iiber Wk, verschwindet. Die Wellen groRer Linge wachsen,
kurze werden gedadmpft. 7.1 ist eine nichtlineare Stofifre-

quenz von etwa der Grofenordnung

(K (o ds) Ew - L mit (g%&ﬂ>( " 4 y1

2

Im folgenden Anhang wird nun ebenso der Rest des Gliedes
(75) an der Resonanz der Kombinationswellen untersucht.
Man erhdlt ebenfalls den Anteil 7.2, aber mit negativem
Vorzeichen, insgesamt bleiben nur Glieder ibrig, die um

etwa (k030\4 kleiner sind, also etwa von der Grdfenordnung [ﬁﬂ
5
7.4 (ke o) £ - p

In einem FElektronen-Ionen-Plasma, in dem die Ionentempera-
tur T: grofl gegen die Elektronentemperatur Te ishs ge-

winnt man dagegen das Glied 7.2 bis auf einen Faktor ﬁ=($%)e Exﬂ'
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Anhang 8

Von dem Potentialanteil in der Entwicklung (70) aus der
zweliten Ordnung erhidlt man folgenden Beitrag in der

Gleichung flir die spektrale Wellenenergiedichte:

o
i_a_‘?c{c]pﬁd-) (i’t{-}}

o @ v
D @ay* ® doo V(1 i @)
-k 2 Gl gy o (Ao ¢ o W0 Ry
8.1
() 1 g1 { 2) £(’t s ~fﬁ~ﬂf] ; (ﬂ\' (el .
e e W S I e el et
(A) oy
X (eet (zee)
= QXu'ﬁh { @
fcp ks 1 % . . _
+3 Twm @’V ’ae‘m, {d (fe, 1 9r; Wby Dt 0.0, )
8.2 B laeen ”
4 & lo ()
' '&1.D-k1;£l|0'l —L—"— =
f\l—\l._wu+hlu4’(fﬁ‘£(-.)z /.A { ) (ﬂn)-sv
(4] H
) o Llet) ()
= 2 & { (Q.r}-sv $ +
P a0 L (f g el 4
£ L(.‘ L 5
+i (g )_3‘/ tw H-L—) (M) gd (R— -3V (&‘hdzglﬁ“q.\.}uow.\q
8 j 'aLD LWy
e ( AV X o o[ M (o) % &
i (inﬂ-hou.‘ Wy LDu\t (‘&1‘0-('9'('!) (ﬁ(tﬂ-tﬂu" 9 5«.)1 ((&-Rf\)W‘LDU'(.D.u‘,)
_ Lruezg p 9 A o9 '3 W 3
W (Xc-k)w-wu—w-«, (2(9"7 %)+ u, lh‘-g:’) 2&/}4.3.:) o) dv

Asymptotisch sind nur die Pole an der Resonanz
(‘f'—’?«)v) = fe ((«'Ju*k.’J-vq) von Bedeutung. Beschridnkt man sich
auf diese, so folgt bei einem eindimensiona -

len Wellenspektrum fiir den nichtlinearen Anteil von .58



.

—‘2—’ ALl (Q?&:’ )-1(§)2 gd‘ik ’@w{&,,ﬂ,t fwet 4

2 '&l (Q'll')_?’\/ 0w 2 Wy ,ac'l&")z(iﬁisv m &E“'u‘lluwf‘—)dlﬂ -
. D & 2%
[ { s (&*‘l)k ) ’efﬂ‘%& (CFR JC&% ‘@&lﬂ‘-&wm tem*d) &w«)‘gg dV
(zfl-/)-ou—ZiBu,)'(kau. (fe- ke V) - Re (LWw-wIus)
8 B e Rlea| d (LA A\
: £M£i~u. o :«‘) A (A{U"' Wi ), K R, k\l.’&wn) Bv..dv)
y WA dwa p
. Ufon d ( A ___\F
(—1'\.4 it i) L kk (k _k)( ve A s'au.. Ve Ffewwe - Revou D0n A
& Ew-uy, 0wt s kus- &‘J“)i((k )V r‘:‘Iv-"w Uw‘.)) (k‘k‘l )Un- Re (0u-19va) L

i Sl i 4
i k Yt kel PAVS "’f‘s (u.. Re (- w.f)J W Q0 dy,- g Bl oV ReLOuwa  Uuy-fetdw ndlu, +
Wl U-%1  J(ku,-Red)? (WM 0~ Refwu-Vun)

%F(o-) y ”
W e " 9u-LIwa) a 3
T B -
S (\4\1.“ g(l.-)u ({l“l‘(‘v)l’f &(wu‘wua}) ! S (U K- )r[)Ull ( k-:Uh &wu, ‘(U“‘&w\‘ quu-]

8.4

Dabei sei nach (21):

2 a.
T 2
€\(‘“1‘Dw+h_')_u1 = /I _ 4' e . (’& ‘&n) ‘BW d‘s\/
w(lef)" | (fe-fe)w - We- O,
und im Eindimensionalen gleich:
2 oF
(N Un
Ca (B
’ U
Wie in Anhang 7 braucht man in 8.4 und 8.5 asymptotisch
nur die Pole bei Uu=U, V= Re(on-09c) il (/H Dua {94 )
-k 9 Ou - [Lua |

Zu beachten.
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Flir kleine Abweichungen vom Thermischen Gleichgewicht

ist
9

p _ngz_ On - Fuddu N We "(k—'&)‘l 2

R?' Eu-t.(..,um Wwa =

8.6 T wa) ) KT -(u..-“‘%—f;—‘fi:‘)~4+(k-u,)‘\3}'” :
Von dem Ausdruck in den geschweiften Klammern { ]

in 8.4 heben sich die groBten Beitridge gegenseitig auf.

Es bleiben nur Glieder iibrig, die (mit 8.6) um 4=@G)n)z
kleiner sind.

Diese hdtten dieselbe GroBenordnung wie der Rest von

8.4, wenn dort nur Glieder iibrigblieben, die um 4%0619)4
kleiner sind.

Wenn man zu dem Rest von 8.4 nun den Ausdruck 7.1 addiert,
ist das wirklich der Fall:
<q loted)]” (’Qfﬁ )'4(9_)1 o' Il I°_ dve® 204062 (1)

£ @a)°V \ow . (fe-de.)*Ua)V W

(AR 94

dv, +

A _ A 'M:
) (-IWI E\(-K«Qu*uu,) ) g l%\;u du\l i 5 ( k})u‘ &Uw. Wy Rebow )3—6..
(& E -\, 1 Ou+ I-3-V4)t (kun’ &utf)l ((k'u" Uu‘ &{wf ‘Jiﬁ\) ((k‘kﬂ ) U. = & ‘wu' Lua ))!

A _ 4
2 w:-|k-“«l'1( (- o) & au.,[ (Gorioe e i,

K-\ (k\)n‘ﬁwﬂ)t ((k"‘ﬁ\Un‘ &(Uﬂ‘wifc’)z duu+

Re € wtta,Bur 15 ata

8.7

(g, Refdrn) A 4 aF | '%E., Ay
* W-Ua ‘3(0“ K-\ka )E%u (“Nu‘ Reldw, ‘(\’.*&Uu)%ﬂdw j(k\h'&wu)"( ﬂ:—k-}ﬂn'&{ww W-.)) )+

K- ka a - Re(Lu-tOv,) 1 P
+ -_—__|“'k1\ ) gCWUn e )(wr&w“)rf 55; dl)u]

8.7 ergibt zusammengefafBt:

=9 1qlht) | [‘azm/ )"‘ (&Y (cﬁc, wlﬁzkff'-.’f)l‘- w0l i )

A\
.[ 1 S %&;dml ((Mm;hu% mk&w)ﬁﬁ dv. -
(Re Evrrer rermien) D) Uy Re o)) W Rewd)? | ((leben) Vi - Re (w100 ) )2 '

L3
. TWDe g ) O o, +
Y S (o-vo) 5,



]

T4

A A A
+R:£u.u..,wmo-u. | f (IV-VAU»—&(w--w««))(w.r&uu)‘ +(lk'm)Uy-‘&(L)u*ﬂn))!-(k'm)
8.8

it - e v gy

Kk-Ua w) A 9
+ wp"- w g(g(Uu Uu) (L(U,-&w“)q- 30, dun]

Es bleiben nur Glieder iibrig, die um A (kods)* Kleiner

sind als das letzte Glied (das von Anhang 7 iibernommen
ot ).

Wenn man nur die einander dhnlichen Integrale mit den
J-Funktionen weiter entwickelt, bekommt man die anti-
symmetrischen Wellenprozesse von [EB] und [}6]

Vom letzten Glied erh#lt man:

<g Lol ey ) (0 e A b ey

fet (1“‘) Vv 6 520 (&&all(’a )3V
. K-l —_ . 'bF ) -4 A
iy ™ 900 3 don - o (1-3 T
8.9

aus den librigen zusammen dagegen statt des letzten

Bruches: -2
(A-3 e, Xt )*

Die Summe ergibt gegeniiber dem Ausdruck 7.2 den zusitz-

lichen Faktor: 4. —?—(L(L\’aflé)e = (?"""L("’)P!)tr

Um diesen sind also die Summen der Prozesse von Anhang 7
und 8 kleiner als der Ausdruck 7.2,




Anhang 9

Wenn man den Energiesatz filir die Gleichungen (76) und
(78) zu beweisen sucht und dabei die N&herungsldsung
I v Wy der quasilinearen Dispersionsbeziehung
Zww = 0 beniitzt, muB man einen bestimmten Fehler
in Kauf nehmen:
Um die Rechnung nicht zu umfangreich werden zu lassen,
sel sie auf einen Teil beschrinkt: Statt der Zesamten
nichtlinearen Anteile in (78) werde nur der nichtlineare
Zusatz (74) betrachtet, entsprechend in der Gleichung (78)
flir die Verteilungsfunktion.
Die zeitliche Anderung der thermischen Energiedichte
dieses Teils ist: ?_ ('M g__f dsv )

S S & lQU‘{ )|E [(2 Q&%qu) ((&"%fh-o Ay +(fe S &%dv

@=y?V o Revse (%ew)- Reoa)t

+(Rewx ) - ..g (fewn- &Uw)%— dv+( ) Ide,k @&L‘—

9.1

.wufiixw, 'é_ 1 8 &1 fe f()f:
Jeuh-1on- Ly &“Bv) w.\wm.:( 0 few- s xf o) fesn- wa) ]

Mit Hilfe der Beziehung Ewvsie # 0 folgt daraus:
9.2 [g_{& N Wadls 5 9E.
= " = Fw * 2& e =
5]_ ( =y [?3' (4>} ot L0 ]

Der Energilesatz gilt, wenn man hier die GrdBen der

Ordnung Ew vernachléssigt. FE, ist wie im folgenden
Anhang 10 definiert (und im Eindimensionalen von der
GroBenordnung €w ). Wenn man die quasilineare Dispersions-
beziehung entsprechend erweitert, Wonnen =2uch die hier zu
vernachladssigenden Clieder im Energiesatz beriicksichtigt

werden (Anhang 12).
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Anhang 10

In Kapitel III ist nur die Knderung des Imagindrteiles
der Frequenz durch die Fluktuationen hherer Ordnung
beachtet.

Diese beeinflussen jedoch auch den Realteil. Aus der

Poissongleichung (3) folgt fiir diesen, wenn man sich auf

die Fluktuationen von Anhang 6 beschrinkt ( dies genligt,
um den Energiesatz - Anhang 12 - zeigen zu konnen )

g(ﬂ&d’ (—{ e ('

fewy-ReLiu few-feudu

"0 (B )9 Re(DetO)

a & _a_ »8'4 -1 ’Q[‘&"{)[Z
(&3"’) Rewh - Re Low ‘e?a"’i Gen+fey, %ﬁ? 9 (% V2V

Y E 2
e (g, (qlle 1" SR
= d l‘( * N 3 .
(M) ( 1(**2"')!&€umq,wuﬂ.)m (QT)_,V
@) - _ fea o 4\
‘(?'(&+efq;:ﬂ-&(l3wfﬂm) ( oW ﬁu, R L, ‘&’ a._a &VJ ReUu ) dV

i 9 Je+ S —(le. 13_ _.’e"_'_
SP, Lo - Revdy {&“ 0 (feelen ) - Re (e 4Ly ) (feke) ™ bR,

Zur Veranschaulichung soll diese erweiterte Dispersions-
beziehung im eindimensionalen Beispiel ndherungsweise
fiir den in Anhang 9 betrachteten Fluktuationsanteil aus-
gewertet werden. Dafiir ist das letzte Glied in 10.1 weg-
Zulassen. Man erhilt:

R g S 5
O (feod)t " () (5 (11T)3v o 0

" £ ..
10.2 V0t

Durch diese Erweiterung wiirde sich der Realteil der
Frequenz gegeniiber dem quasilinearen Wert um den Faktor

¢(4— %?) dndern, dadurch wiederum die quasilineare

Wachstumsrate nach 1.7 um den Faktor: (4— }z' EN) —

Jofed



(£

- abgesehen von der Anderung von So _
Ull !&b&&l
U T

Wenn man jedoch die ganze Erweiterung 10.1 vornimmt,

bleibt nur noch eine Korrektur der GroBenordnung

(kv Ap\i " Ew iibr'ig.
Asymptotisch, mit {él - 0 s verschwindet auch die

¢

Korrektur der quasilinearen Wachstumsrate.
Der dann verbleibende nichtlineare Ausdruck #ndert sich
ebenfalls durch die Korrektur des Realteils der Frequenz.
Solange aber der asymptotische Zustand noch nicht er-
reicht ist und die QT gilt, ist diese Anderung aber von
kleinerer Ordnung.

Bass et al. &Kﬂ haben die QT formal auch schon fiir eine
endliche Autokorrelationszeit des elektrischen Feldes
erweitert. Flr groBere Zeiten konnte dadurch - in besserer
Ndherung - weiter ein Spektrum der Ldsungen von 10.1 be-
ricksichtigt werden.

Nach Abschluf der vorliegenden Arbeit wurde eine Unter-
suchung von Dupree (Phys. Fl. 9, 1773 (66)) bekannt. Er
definiert eine "trapping time" fiir Teilchen. Wenn diese
gro genug ist gegen die Autokorrelationszeit des Feldes,
bleibt die QT eine gute Niherung.

Die Phasenbeziehungen werden dabei genauer betrachtet als
hier im Kapitel III, wo {liber die Phasen gemittelt wird.




Anhang 11

pie Fluktuaticnen in (80) kann man ndherungsweise auf-
spalten in zwel Anteile: einen, der nur die Vertellungs-
funktion beeinfluflt, zber die spektrale Wellenenergile-
dichte nicht dndert und einen anderen, der diese &ndert,
zber keinen nennenswerten Beitrag zur Anderung der Ver-
teilungsfunktion liefert.
Dazu wirc allerdings auf GréBen, die von der Ordnung
(k;)p)l klein sind, verzichtet.
Die zusitzlichen Fluktuationen (80) - vom quasilinearen
Glied sel abgesehen - kann man aufspalten in die Teile:
dek el(&'r [‘Juw’)([ & a{ 3 w“&%& a\.}.‘ gd“&% w&%‘?)])
_ L () o)t WMot 3 Gnde B DY T TR
. 1
In der Gleichung fiir die spektrale Wellenenergiedichte
ergeben diese iiber die Poissongleichung das Glied (wie
in (82)): “;am.‘& (B T (-8 - g R o
D =0 3 ket (Bewn- (ew-ow)®  Of
ft
EAI LA L)

R .

no
<V

)
X
(fen-)* (fFwv-v)® Bt ]

Dabei ist 5 o2 H
ey e (R

_at( G 8)f & 9_3_-_: 00t fodv fwﬁ 2.0¢ én iod"v N
) & g(gw-&wu)qd" o -8&§(#‘n &Q‘)bm— L&Q" tbt ((/I %&0 =~ 0

bis auf GréBen ~ (ko)

! LdBt man den geringen zweiten Teil der Fluktuationen 11.1
P Weg, so fallen - in dieser Niherung bis auf GriBen
~ Uﬁ)p)t - die Zusidtze in der Cleichung fiir die
Spektrale Wellenenergiedichte heraus. Die (leichung fiir

die Verteilungsfunktion lautete 4"”ﬁ statt (84):

- O
QL - (&) gdk h%[( d(le-Ruve)r —PL m Rt %) J%E;-—iv— f‘%&

(AL ‘ &{Mz & 4 DAY
+( \ gdkkw (R ﬁlbx)" (%> V [h'dv)'at 3 &y %%[-0 QJ

+




Anhang 12

Benlitzt man zum Beweis des Energiesatzes fiir den Ausdruck
9.1 (Anhang 9) statt der quasilinearen Dispersionsbeziehung
die Beziehung 10.1 (wobei das letzte Glied von 10.1 veg-
zulassen ist wie filir 10.2), so brauchen keine Glieder mehr
vernachlédssigt werden - die asymptotisch eine Bedeutung
haben konnen.

Statt des Ausdrucks 9.2 erhilt man dann:

“f [ KU 1 (1 e) g Tt g %

12.1 +Ew(18q%2&%§‘%%“) -Eu{ﬂfcg%_g_w)}

und mit Hilfe der (gekiirzten) Beziehung 10.1 folgt:
(o Xkl Baste 4 0.

_A 3 1 oy _ d

W gy [ 28 52 Y ]

Das letzte Glied in 12.1 erhilt man dann, wenn man in 9.1

o

ersetzt (was in hBherer Genauigkeit aus dem Ansatz (79)

auch im nichtlinearen Ausdruck Y. durch Bu

folgt - vgl. SchluB von Anhang 6).

-9 'DEL

In 12.2 stdrt noch das Glied . Wenn man aber

die Zeitabhidngigkeit der Verteilungsfunktion durch ein-
malige partielle Integration berlicksichtigte, erhielte

man - nach (85) - noch den weiteren Ausdruck - gﬁétf

ot

dazu; dieser ergibt mit jenem zusammen Null, da (mit 10.1)

vorausgesetzt werden darf, daB die folgende Zeitableitung ver-

schwindet: %% (éus+Eu ) = O
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