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ABSTRACT

From the thebry for MHD-generators the power-output of the usual generator-types
has been calculated for the Lwo cases of constant and variable conductivity, taking

into account Hall-effect and ion-slip.




I. ALLGEMEINE VORBETRACHTUNGEN

Ein Kanal mit rechteckigem, konstanten Querschnitt werde von einem Gas mit dem Druck , der
Dichte j’ und der Geschwindigkeit .4 durchstr8mt. Die Elektronendichte set klein gegentber
der Dichte der Neutralteilchen { o ieeE = a <€ 1). Ein kartesisches Koordinatensystem sei so

Mot M
eingefUhrt, dass die positive x- Hi:lnuny mit der Richtung der Strmung identisch ist und die

¥y- und z-Achse auf den Winden des Generators senkrecht stehen. Quer zum Kanal in der posi-
tiven z-Richtung existiere ein Magnetfeld )} . Senkrecht zu ];. seien eine Stromdichte j

und ein elektrisches Feld ‘€ zugelassen (Fig. 1). Die das Problem beschreibenden Gleichungen
lauten dann unter der Voraussetzung der StationHdritit:

Massenerhaltung: ’/L‘/U' 5”0 =0 (1)

Impulserhaltung: g WP + 'a ’L (2)
1. Hauptsatz der Thermodynamik: S’ %.[L = fﬂll — iE (3)
: It At

Ohmsches Gesetz: ’(j = G‘{r +[‘O’I;J ’K[‘l“t‘]*?‘[[ﬁ*“"lﬂg (%)

d :
mit E = MH ‘H“J (5)

und [:i , >\=

(6)

Durch skalare Multiplikation mit j findet man aus (%)

\z

3 (1od8) - (39) + (i-[ar¥])

wobel der Term auf der linken Seite der Gleichung mit der Joule’schen WHrme zu identifizieren

ist. Da nur Joule’sche WHrme zugefUhrt werden soll, kann man in (3)

J durch .3_ 6 ersetzen:
¢ ;{f . {A P\B)

Ak 3(g) o4

"t




Aus (2) gewinnt man durch skalare Multiplikation mit ,lﬂ einen Ernaltungssatz fur die kinetische

¢ %Q:Z . {«eaﬂlr) —{6‘[49*’“)

(9)
In (9) kann man (] -[49;%} ) mit Hilfe von (7) eliminieren:

S"%':;Z . -{AO-*{GJF) v(3+f) - g{/w)d’) (10)

Durch Addition von (8) und (10) (und unter BerlUcksichtigung von (5) und (7)) erh#lt man nun
den Erhaltungssatz fUr die Gesamtenergie:

- 3
pA(#0) - fj1)
woraus mit Gl. (1) schliesslich:
dhw g% +4) ~ (i) .
wird,

Aus dem Ohmschen Gesetz (4) kann man jetzt allgemein die Matrix der Leitfdhigkeit herleiten:

3 - bort) ki) Nt A

er: : = G- g * i 12a
o 7 GSE makugx{(’“&\xw = GKH*””JE e

Mit: %0*=(E£,ET-/WOK, 0)

und ﬁﬁ %] B (B(ET- U‘B)’ -E‘B ! D) erhdlt man daraus:

- A+G)\R C s kR i 1
’JX G(A*'G)‘B!)I#G‘tkl.gl k,\ G (4+¢}\E‘}1+ szzB.-_ {t’.‘, U;E) (12b)

2 /I+G"XBL

XY OB e E

(L'_f W-K) +G [ kB E

(4T K




Unter BerUcksichtigung von (6) und mit M, E;o = \{‘. kann man nun schreiben: ‘u s/"’l‘-)

L3
T e A, eB.g___E__ o = ‘.i,_:‘;___
L 1 B Y A 00
7\_B~ el /S - K6 Le ~ Bie .
K ~ AV = a o €Eo ‘

Mit (13) wird dann aus (12a), (12b) und (12¢):

o (rpep) ¥ - %H? 2] (14a)
/A Q‘*/”:/S;o)L % /Se

\ =<5~{ (1 p) B = fe(E-0.8) i

mit: /t.];L @+/‘:{.-5{a)2’ {_/,‘3. (145}
- A, Ex + (Mepup)(E-%B) 75
h e (orp) v e €l

Von Fall zu Fall kdnnen die Gleichungen (12a - c¢) oder die Gleichungen (14%a - c¢) zur Ver-
wendung gelangen, je nachdem ob die einen oder die anderen vorteilhafter sind.

IT. BETRACHTUNG SPEZIELLER GENERATORTY PEN

1.) Kontinuierliche Elektroden als Begrenzung des Generatorraumes senkrecht zur y-Achse (Fig. 2a)

E}ﬁfo r E’]*O( 'bﬁﬂ-'o; ’37#03

Aus den Gleichungen (12b) und (12¢c) bzw. den Gleichungen (14b) und (14c¢) wird dann:

; ck R ~ —¢p) fe [E -v.8)
= e L tpe E U‘,,B = =0 —Sr— % (152)
3 (’”G\gl) +G K B ( . ) (41-’-"&?/":‘0) t /e

ad
'f
1l

i

N _6‘ /116_}3:' ( ‘Ig G__JL—L—-—{E ) (15b)

& (#e\B)" + ™I B (4ef )i«
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Unter der Berlcksichtigung, dass Ex = 0 1ist, folgt aus (7) fuUr die nach aussen abgegebene

Leistung:
. (/'Hs‘*}‘?t) s
] w ) Bl v —— ) = At Be i =
(/'J \{} /‘]TLV Iy Ko+ A Ve O,V‘B* —‘—,E-/S—L_ 9 (16)

Aus (15a) und (15b) erh#lt man:

/Se (17)

I)f T 37 At B bio
- Y A /g:
oder: Q‘ = 01 (A+A S
/ (/.o)
. 2 (s A8, ) A -
Damit wird: /013 q, 1 'J\, = { L e})m) *: 0:. (18)
’ (A¥p i) ’

und aus (16) ergibt sich:

S na\B) +6'K'BT it ) e pe e 09)
L= & Qo8 ms(«cm‘) s WOB Ty Y

2.) Segmentierte Elektroden als Begrenzung des Generator-Raumes senkrecht zur y-Achse (Fig. 2b)
(=0 (PRANE L Ey o)

Mit J,L = 0 wird aus den Gleichungen (12b) und (12e¢):

= A+)NB I =S 6¥B __(£,-wp) (208
0 G‘(Afcr}-gl)" +6 ktRY 44 [1463RT)" + 5 %K' B ( L

- G kB o A+ ENES (€, - v,38)
(N S (146)) +G'K'B" Ep 59 (4+&NB) + ' ICE T (=l
Aus (20a) folgt dann:
= ckR ~ (21)
£ SB[ u) L —=— (6~ 13)

A+GHER*

und damit wird aus (20b) ]

(g - v.B) (22)




Flir die Leistung erh#lt man aus (7) unter Bertcksichtigung von 3 an
s

L - ’\i,f B s ')1 (1+6)%) (23)

3.) Segmentierte Elektroden als Begrenzung des Generatorraumes senkrecht zur y-Achse (Fig. 2c)
(Hall-Generator)

E?T =0, Ep*'oi UF O 57 *0

Ausgehend von den Gleichungen (12b) und (12e¢) erhalten wir fUr die Komponenten der Strom-
dichte:

; (1) Ex + skB 0B } (e
w0 (1+6XB) + Gk B

o] _6kBE - (#e)T)uE (24)
Uy = U+)B)*+ 6k B"

Durch Eliminieren von Ex erhflt man aus (24a,b):

Y

(25)
QY N A+G}~3‘ ( )

Aus Gleichung (24a) erh#lt man durch Multiplikation mit Jx die nach aussen abgeflhrte
Leistung zu

e [“""“L)l*ﬁlklgl] i, - 6kBov.B)-q, (26)
L' Qﬂ * G‘{/HG‘)\BlJ

III. DIFFERENZ ZWISCHEN DER SCHWERPUNKTGESCHWINDIGKEIT vo DER NEUTRALTEILCHEN UND DER

x-KOMPONENTE V4iyx DER SCHWERPUNKTSGESCHWINDIGKEIT DER IONEN

Durch Kombination der Schluter’schen Gleichungen fur Ionen und Elektronen erhdlt man:

A Eeo 1,
J': M (Fn o [ﬁ ] + Eig"&u “ (27)

WO 31 die Ionenstromdichte ist.




G
Ferner gilt: } = LM ("‘0.- = /Lgc) (28a)
und: 9, = em (- %) (28Db)
Unter Verwendung von (6) und (28b) wird aus (27) dann:

0, 4, < €2k y+ N [56 2] : (29)

0

unter der Voraussetzung, dass Ee0 << Eio ist.
Die x-Komponente dieser Gleichung lautet:

G!o . (298)

[} 8

ity rackes L Dbio e odec €0 _ % (s. G1. (13))
E-‘o /5“ [ 6: )thr
erhdlt man dann: (30).
\Tir’\r",‘ g_‘_°|'_<—o+}\_3._ 7-}_’3,( 'J\* .
v, Eo o v, W oGk ! 'Jv)
\}‘,"" \ID A . K
oder L 2 N E s = (30a)
v, /g"(ﬁz“** 07) v,

Wendet man auf (30) bzw. (30a) die Ergebnisse fUr die verschiedenen Generatortypen an, So

erhdlt man Folgendes:

Fall 1) kontinuierliche Elektroden (Ex-':_ 0)

SkB (Ey - v:B)
S o (1 %) +6K'R? Y
(1+S)\ §) > -0, B)
und 3y = G d _ (Ex=Y
~ iy (2+62%) +6'K*B" )
wird \\:'L- P _ {6)\218'. Ey- v, B (31)

Vo (mOW) G v.3




Fall 2) segmentierte Elektroden (jx = 0)

Nach Gleichung (22) ist: j = W({:Y - 0. k)
t+

Damit ergibt sich flUr Gleichung (30)

L
—— . = —-A
Us A+ GIR* VB A+GNBY
Fall 3) segmentierte Elektroden (Ey = 0, Hallgenerator)

Hier ist nach Gleichung (24a,b)

(AAT)E, + (GKB) VR }

Jx = G {/11—(5‘\3?)11' 6_2 krt :Bi.

" (sk3) Ex - (HSME)uR g
{ [/H'G)BZY- + GYK'E"

Allgemein gilt also nach (30)

T
i~ A+aNB* = shB

=

0. X0, (map) 1 oKE e

W E _ S F(1+6\E")

* 5, A xS T T (4SAEY e SR

L
3 B (A+cMR 4o k'8 ) _E_!. (33)
(thg ) .) .gi;:gigj‘:jg?F_gf— VR

\To = - (4+6‘?\§Z\' rle.lBL




IV, DISKUSSION DER ERGEDNISSE

1.) “e und 'i‘p migen von der Stromdichte j oder der elektrischen Feldstirke Tl nicht abh4ngen,

Ist Jks die Kurzschlussstromdichte und EZO die Leerlauffeldstdrke, so errechnet sich dann die

maximal nach aussen abgebbare Leistunpgsdichte Lma:f elnes Generators zu

4. - :
Lo * % 2 Eo (34)

a) Fall 11,1 (E, = 0; E ¢0; J, # 0; J, #0)

Aus (15b) ergibt sich

L

. 'y » -S‘, o
/dkS—- -—GUB A%:‘E‘B zsz'z &= *M:_/)_s_)r ‘-]é (35a)

[1+6}8') to (A r,-'-,/‘).-,\ v e
und E, = 0% (35b)

Damit errechnet sich aus (34):
A 1 B‘- /’+{T“>BL A U-:' /3a io (’“’/“A"’) (36)
Ll‘a; T oV, (146))" +6K'RY . L (A'/"f""‘r v

=

1 2
mit /)l};ﬂ:u/’thﬂ < _)_\_ und ,€:. T-}“_%;.L_ wird ‘{J; oL Pe (/“0{»‘) (36a)

1\ ¢ r
oy -1 o (/I+a/>‘) f/gt
Lmax wdchst monoton mit B an und ndhert sich fUr grosse B dem Grenzwert (s. Fig. 3a)
L
L st (37)
AL ' }‘
B>oe
B-» 0° 1ist identisch mit dem Fall, dassGNB° = p_p; > 1 ist.
Ist & A B << 1, so wird
L "G\)‘L}.l- A oA w."_,_/,"é';ﬂ_- (37a) l
g - © o T o= L
LY ¥ h A +(;‘k‘§ ¥ A A+ /’z

Fur die Differenz der Schwerpunktsgeschwindigkeiten von Ionen und Neutralteilchen erhdlt man

1
aus 1) mit E ==E
(31) Ymax 250

0t z
g VieVe 4 (5)¢) : L [mini (38)
5, U 1 O AR

d —
; 2 {4+/'-,¢/'~.|.,) +»;-

_



L, oLl’)l > WY D j) 4 '-Ylf.c
d it s ™ t ;v STr | b 2
oder m /jZ/ . / ! ki ! < (,ff.;(/ker-r : (38a)
(siehe Fig. 4a)
Fur grosse B (6_‘A B> 1) wird dann
Vs, =V,
AY oL TSP | A
5 - = - -— = - 8b
v, 2 P Uy = 200 (38b)
2
Ist dagegen G}\ B «= 1, so erhilt man
(hepa)
A = e J
UI.? lrn i -g / 51 :7 U-t". P U~° (380)
\Ic /‘i‘-/‘k
b) Fall I1,2 (E, % O0; E #0; J, = 0; J, * 0)
Aus (22) erh#lt man
,.‘ = - G U‘.B und Eo = UQB
Jies (1+ )3
Die maximale Leistungsdichte ergibt sich daher zu
P 1 [N
| --16ub 4l /e (29)
wii ¥ AGNBE ¢ D Adpepis

L
oder mitﬁﬁ;.:bl—/)tl" o= A und /eg __E_“"'_"_. wird ,e = —0{—2‘/— (39a)

4 A v + oL e
3 AV
(3
Lo wHchst monoton mit B und n#hert sich flr grosse B {b—)\; 3‘)4) dem Grenzwert (s. Fig. 3b)
[N
L A Ty
==t 3\‘ (39b)
E-e?

Ist nun G » B2 < 1, so erh#dlt man

. T
AT A%
L.‘“_' ifG\r“ K ot ¥ '?_\' $ }z/é.ﬂ (39¢c)
Fur die Differenz der Schwerpunktsgeschwindigkeiten von Ionen und Neutralteilchen erh8lt man
1 1
aus (30) mit J =il gzU,,I'D und E =—E =—-vVvB
¥y Y 2 2
max 2 /H—U')SL max o o
Vix=-V B 5 40 :
s SVl 4 SR i e pio (40) .
v, AT S /1+‘/"a/l'.'o |
2
oder mit B_ps, Wie bei (39a) (s. Fig. ib) e (40a)
j) =5 P ot
.
/L



0=

R
Flir grosse B (6‘}_{, » A) wird daraus:

boou B
b,"f-__-—" = __‘_{ = U‘_ = :1 [T
v < VS G (40b)
4
Ist dagegen (T}\ B £=< 1, so erhilt man
v AP { ! 40c
Vir o g-’,-sz Yoo =5 L‘l'} = U, ( )
J

¢ 0; Hall-Generator)

c) Fall II,3 (Exq; 0; EyE 0; J 4 0; J}{

Aus (24a) erh#lt man T G
,] = > lk ‘B‘ g o U.. E
Ny (Ms)ZR) +6kKR

und Ei= ~ G T e

damit errechnet sich die maximale Leistungsdichte zu

St )
g A ]_"—k!KL —— cuiR" (41)
“ay 't (Ms}‘g)l(afr;)}) +GkBV]

3
oder L a's. 4 ‘-}-.; /)‘/5;0 (41a)
TS Tl s A

L e L he

oder, mit /’,}hﬂ!ﬁ ;ot= FE};‘T und ¥ = = : wird: _g: - TSR (41Db)

& G ;:_ (41“'/‘%”:{"*9‘4;.{) +/£¢)
Lmax durchliuft hier ein Maximum als Funktion von B, wenn (s. Fig. 3c)

L t :
B "5 4 e +3 ist, (¥2)
X {3
r__________,-—-—"'__'__''l
L—

oder genauer B pe A .4 +y3 o+ --—L—-z-/—'_' (42a)

Gn A 2 .3

A
L=

—— ist




Beschrénkt man sich auf die 1. Ndherung und berucksichtigt man, dass im allgemeinen

so erhdlt man
B ~ K
(L««JM
* A Yo
. 2h -40 10
Beispiel: Flr n_ = 10" "; E. = 10 3 Y, = 5.10 (alles in m, k,
o io e
7 ; L
By ~ AT - it0kl
Wi
Beli einer weiteren Steigerung von B nimmt die entnehmbare Leistungsdichte wieder ab.

Der

Ist

Fur
aus

Wert von Lm

e h ic
ax rrechnet sich zu

(43)

s-Einheiten) erh#lt man

Pl T3
A Up
~x - - = (44)
LMFIN‘< [} }‘
nun G}\ B = 1, so ergibt sich aus (41)
1 2 Z
Lo AU he 4 g SKE
e e e AtpE p 0002 gt {45a)
fur & AB° » 1
[ N R N YO o
AR LY A"/’?o L D A+ l‘_!;BL_

die Differenz der Schwerpunktsgeschwindigkeiten von Ionen und Neutralteilchen erh#lt man
(33) bei maximaler Leistungsabgabe:

o i u”"ﬂ‘r)("hnt}‘+C\‘)\Et(/f+®)~31ffslkzsl) (46)
v, 204 +) 3 [(Mc)\gz)a ; G_zszf]

Ll ah) B ahelds a2 )

2 . RS
oder mit GAp = >7l’l.°-d , ots A wird & 4 s e T (46a)
k (e 2 (’“"'}’ﬂ)k““ﬁcl ",51_1 (s. Fig. ke)
Fur G}* B2<¢ 1 wird daraus Mﬁ z - 4 \--)-)‘Bé = U= J, (46b)
Vs i
lgf- lg"I.
Fur G\ B°>> 1 erh#lt man: Vie= Ve -4 A+ 5 s _/"* 4 /% (46¢c)
v, 2 T4 }..E‘I 2 ‘LA*,’"o\




/

Ist nun ausserdem ,L’Iu':"/l' ( }:;EB<<A) so wird Vie =% =S () = Aan (46d)
AB N

Ist dagegen f).‘h » A ( "E »4) so wird L‘fu—‘ Ve = -4 => U‘i,.: = 0 (46e)

Berlicksichtigt man in (46) die Bedingung (43) fUr maximal erreichbare Leistungsabgabe, so erh#lt

man mit /K"G" 5.4
P

Zusammenfassend kann man folgendes sagen:

Im Ohm’schen Gesetz Gl. (4) muss der Term )1}3’24 ‘Z] immer dann mit berticksichtigt werden,

wenn der Ausdruck @ _B; = G‘) B? nicht mehr gegen 1 vernachlissigbar ist. Dus ist der Fall bei

kleinen Neutralgasdichten (po < 1 Atm.) und bei sehr hohen Magnetfeldern (B > 100 k['). Die

Berlcksichtigung des o. a. Terms hat ferner zur Folge, dass die maximal auskoppelbare Leistungs-
1

: S R
dichte Lmax aller Generatortypen einen Grenzwert Lmax,max = m -SL besitzt.

Beisplel: FUr p = 1 Atm; T = 10°

o
5 K und Vo & 500 m/sec errechnet sich eilne maximale

Leistungsdichte von:

boom bef Vs = p00 i

LY IS
2.) Te ist eine Funktion von j, Beziehung zwischen Stromdichte j und Elektronentemperatur Te

a) Zunichst muss der Zusammenhang zwischen der Elektronentemperatur Te und der Stromdichte J
hergestellt werden. Hierflir gilt, dass die Elektronen ihre in Form von Joule’scher Wirme ge-
wonnene Energie durch St8sse wieder abgeben. Die Bilanz lautet dann:

23
a. we 34(T-T, (57)
= 2 é;f"g \L- é { [ c)

My 2

Der Term auf der rechten Seite von Gl. (47) gibt den Energleverlust der Elektronen durch
elastische StBsse mit schweren Teilchen wieder. Der Faktor & berlcksichtigt eventuelle Ver-
luste durch unelastische St#sse.

{4
Mt & = EMe¢ erh#lt man aus (47)
Mg Ve
. i Tl ”b
Av=ip IR ?_T (48)
q Melﬂ.g(t )
T
Die Sahagleichung liefert Me . g(ﬂ) (49)
MD

so dass man durch Kombination dieser beiden (Gleichungen

J = J(T) (s. Fig. 5a,b) (50)

e H1t. Damit ist der Zusammenhanyg zwischen Stromdiechte und Elektronentemperatur hergestellt.



b) Berechnung der auskoppelbaren Leistungsdichte.

< 1

Allgemein gilt fUr die nach aussen abgebbare Leistungsdichte L mit §p
: e ia

[ =

2
r 9,8 (s. G1. (7))

QY|

Der Zusammenhang zwischen jy und j ist abhingly von dem betrachteten Spezialfall des Generators.

Im Fall II,t1 gilt nach G1l. (18)
W2 o~z
3 =(2%p) Uy (51a)

Im Fall II,2 ist: jy =] (51b)

2 2

Im Fall II,3 mit j° = j_° Jy° und 6l. (25)

X

L Py i bt (51e)
-

Mit Y, = Y, (T,) ist dann auch G = & (Tg)s By = B (Tg) und Iy = Iy (Te)

so dass man also erhilt: L =1L (Te) (52)

In den Fig. 6a,b ist nun die Leistungsdichte L eines Generators mit segmentierten Elektroden
(Fall II,2) als Funktion der elektrischen Feldstdrke dargestellt. Zum Vergleich ist auch eine
Kurve mit & = const mit eingetragen.

In den Fig. Ta,b ist die Leistungsdichte L eines Hallgenerators (Fall II,3) dargestellt. Auch
hier ist zum Vergleich eine Kurve mit G = const eingetragen. In den lolgenden Diagrammen ist
dargestellt, wie sich die maximal auskoppelbare Leistung als Funktion von Gasdruck, Gastemperatur,
Magnetflfeld, Verlustfaktor & und der Konzentration "C" des "Seed"-Materials #dndert.

Die verwendeten Wirkungsquerschnitte wurden einer Arbeit von C.H. Kruger und J.R. Viegas ent-

nommen ("The Influence of the Ramsauer Effect on Nonequilibrium Electron Temperatures", Proc.

Vth Conference in Engineering Problems in Magnetohydrodynamics, Boston, Mass. (1964)).
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E=0,; E#0, 40, j#0.

14

kB

e — — 3 e
9% 2110287 Tofih,

Viox %)
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9% = AR 14Be fio
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i 1.6A8%)
g’é
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Fig. 2 a - ¢ Vektordiagramme der Generatortypen
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Fig. 4 a - ¢ Relative Differenz zwischen der Schwerpunktsgeschwindigkeit der Neutral-

teilechen und der x-Komponente der Schwerpunktsgeschwindigkeit der Ionen

als Funktion von Be
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Fig. 9 a L ax 21s Funktion von p; mit B als Parameter; ¢ = 10 ~;
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Fig. 9 a Liax 2ls Funktion von p; mit B als Parameter; ¢ = 10 ~; & = 1
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Fig. 9 b Lma.x als Funktion von p; mit ¢ als Parameter; B = 2; & = 1
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Fig. 10 a L als Funktion von "c"; mit B als Parameter; p = 1; &6 =1
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Fig. 10 b Lmax als Funktion von "e¢"; mit p als Parameter; B = 2; &6 = 1
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