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Abstract

The experimental results presented at the Third International Symposium on MHD Electrical
Power Generation in Salzburg indicate that there is a significant discrepancy between the
experimentally measured Hall and Faraday voltages and the theoretical values computed by
means of ldealized mathematical models. An attempt 1is made here to estimate the voltage
losses caused by the tinite electrode segmentation alone at various values of the Hall

parameter,




Zusammenfassung

Die experimentellen Ergebnisse, die auf der Salzburger Tagungx) vorgetragen wurden, zeigten,
dass zwischen den in MHD-Generatoren gemessenen Hall- und Faraday-Spannungen und den Spannun-
gen, die mit Hilfe idealisierter mathematischer Modelle berechnet wurden, eine erhebliche Dis-
krepanz besteht. Es wird hier versucht, die von der endlichen Elektrodensegmentierung verur-
sachten Spannungsverluste bei verschiedenen Werten des Hall-Parameters abzuschitzen.

Einleitung, Grundgleichungen

Die Ubliche Voraussetzung, die man in den Analysen der Strom- und Potentialverteilungen von
MHD-Generatoren vorfindet, ist eine homogene Verteilung des magnetischen Feldes und der Plasma-
parameter (Leitfdhigkeit, Hall-Parameter, Dichte, Temperatur und oft auch die Geschwindigkeit),
d. h. die Existenz von rotationsfreien Feldern. Unter diesen Bedingungen sind die Strom- und
Potentialverteilungen in dem auf Abb, 1 gezeigten MHD-Generator durch die folgenden Gleichun-
gen definierbar (die Endeffekte sind vernachlissigt):
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mit
Etang = E, =0 entlang einer Elektrodenoberfliche,
(1.5)
Jnorm = Jy = 0 entlang einer Isolatoroberfléche.

Wenn alle physikalischen Gr8ssen mit v, B, & und H als Vergleichgrssen normiert werden, er-
reicht man das folgende System von dimensionslosen Gleichungen:

An einer Elektrode: An einem Isolator:
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In diesem System bezeichnen die Striche dimensionslose GrBssen. Die drei Gr8ssen sind durch
das Ohm’sche Gesetz miteinander verknUpft:

%i’ Bt -gx’

= wobei lf" = P’ + % ist, (1.7)
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Flr die eindeutige Definition der obigen Gr8ssen ist noch die Annahme der Periodizit#t not-
wendig:

v(xM487,y7) = v’ (X7,¥7) o+ Agy’
Hon (x’+S’,y’) = LPI-: (x*,¥°) + AS?*’ (1.8)

¥’ (x*+8%,y%)

l?.l (x’,y,) + ASL‘)S
Aus der Beziehung zwischen 'F* und Y folgt, dass

B = 8g4’s BP" = Agp* + 1 ist, (1.9)

Die Quantitidten T'ﬁHY’ und -T‘bsv’ sind die normierten Gesamtstr®me in x- und y-Richtung,
(T ist die Tiefe des Generators in der Richtung des angewandten magnetischen Feldes.)

Unser Ziel ist es, die Spannungen und StrBme, die in einem Generator mit endlichen S/H- und
C/s-Verh#ltnissen auftreten, mit denen eines idealen Generators zu vergleichen (ein idealer
Generator entspricht homogenen Feldverteilungen, d. h., einer unendlichen Elektrodensegmentie-
rung). Dazu werden wir erst die fundamentalen Beziehungen, die zwischen den Spannungen und
Strmen eines idealen Generators existieren, als Funktionen der Generatorgeometrie und des
Hall-Parameters darstellen.

Ideale Generatoren

In einem idealen Generator sind die Potential- und Stromverteilungen homogen., Man darf in
diesem Falle die Komponenten der Stromdichte und des elektrischen Feldes durch die Durch-
schnittswerte der entsprechenden Gesamtcharakteristiken ausdrlicken:
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Nun kann man G1.(1,7) in folgender Form umschreiben:
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= = 2.2
; 552 . (2.2)
El H E » H
AH? +1 3 B AHT AHy -5 B AH?’+1
A) Idealer Faraday-Generator
In diesem Falle ist die Richtung des Stromes festgelegt: J = J:,r » Jx = 0. Daher ist
bgy? = 0 (3.1)

Flur ideale Faraday-Generatoren ergeben sich also aus Gl.(2.2) die folgenden Beziehungen:

a g = BASY’ (3.2)

AP 41 = S o (3.3)

H S "8 -
Demnach ist Aé?' =B % (a4’ +1) (3.4)

Auf der Basis der absoluten Grissen der Spannungen und Strtme, die im MHD-Energieumwandler
aulftreten, kann man die folgenden Betriebswelsen definieren:

1. Generatorbetrieb. Das elektrostatische Feld innerhalb des Generators wirkt in diesem Falle
der induzierten EMK entgegen und ist kleiner oder gleich der EMK (s. Abb, 2a). Der Strom
fliesst in Richtung der EMK, die E‘X,E -Kraft bremst das Gas. Da das elektrostatische Po-
tential in der-y-Richtung zunimmt (das E-Feld ist in +y-Richtung gerichtet), kann diese Be-
triebsweise durch die folgenden Verh#ltnisse beschrieben werden:

Leerlauf Kurzschluss
-1 £ oAMT F 0 (3.5)
0 < AHqﬁ’ = 1 (3.6)
< s S
o] B B (3.7)
< » r _S__
0 $ gy £ q (3.8)

Gl.(3.5) folgt aus den obigen physikalischen Betrachtungen, die Ubrigen folgen aus den
Gl.(3.2) - (3.4).

2. Beschleunigerbetrieb. Die EMK des Generators ist in diesem Falle durch eine zus#tzliche
(4ussere) Potentialquelle, deren Spannung die EMK Ubertrifft, gesperrt,der Strom ist also
gezwungen, entgegen der Richtung der induzierten EMK des Generators zu fliessen (s. Abb, 3a).
Die J x B-Kraft ist jetzt parallel zu der Geschwindigkeit, d. h. das Plasma wird beschleu-
nigt. Das innere Produkt J * E ist positiv, dem Plasma wird Energie zugeftthrt. Wie in dem
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vorherigen Falle, ist auch hier der Gradient des elektrostatischen Potentials in die ~y-Rich-
tung gerichtet, ist aber grtsser als die EMK:

-3 ag =2 (3.9)
-0 % Adﬁ” B 0 (3.10)
—pe £ adp? = 0 (3.11)
P Bgy? N 0 (3.12)

3. Bremsbetrieb. Eine Hussere Energiequelle ist in diesem Falle mit dem Generator in Reihe
geschlossen, Die entsprechende Stromdichte ist grUsser als die im Generatorbetrieb unter
Kurzschlussbedingungen (s, Fig. 4%a). Das Plasma wird gebremst, die E X B-Kraft ist grisser als

die, die in einem normalen Generatorbetrieb zustande kommen kann. Dieser Vorgang kann also
durch die folgenden Beziehungen beschrieben werden:

(0] B AH'-F" = %o (3.13)
1TF AT Seo (3.14)
B% = ASI.F-' < oo (3.15)
% £ ASY, £ o0 (3"-16)

B) Idealer Hall-Generator

In einem idealen Hall-Generator sind die gegenllberliegenden Elektroden in der y-Richtung
kurzgeschlossen, fUr die Energieerzeugung wird die axiale EMK benutzt. Also gilt:

88" = 0 (4.1)

und aus Gl.(2.2) folgt, dass
(1+6%)8gy" = pagp’  + § (4.2)
(45 = Hagr 4 (4.3)

Die Kombination der Gln.(4.2) und (4.3) liefert eine dritte Beziehung:
By’ + pagy’ = 1 (4.4)
5 % BApy” = :

Zuerst werden auch hier die mBglichen Betriebsweisen und die damit verbundenen Bereiche der
k] ER r
Variablen ASY s AHY und Agp betrachtet.

1. Generatorbetrieb, 1In diesem Falle #ndert sich die Spannung zwischen 0 (Kurzschluss) und
BVBS (Leerlauf)., Damit ist der Bereich der entsprechenden Variablen durch die folgenden Glei-

chungen gegeben:
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Kurzschluss
0 < oy ¢ g (4.5)
TiLBE = by’ 2% 20 (4.7)

Die entsprechenden Strom- und Feldrichtungen sind in Abb. 2b gezeigt.

2. Beschleunigerbetrieb. Im Gegensatz zu Faraday-Generatoren, wo der Strom im Beschleuni-
gerbetrieb entgegengesetzt zu der induzierten EMK gerichtet ist, fliesst der Strom in

diesem Falle parallel zu der induzierten (Hall-)EMK und wird grbBsser als der entsprechende
Kurzschlussstrom, Daher ist das axiale elektrostatische Feld parallel (und der Gradient des
entsprechenden elektrostatischen Potentials antiparallel) zur Richtung der Hall-EMK gerich-
tet. Wie man aus Gl.(4.2) ersehen kann, verursacht eine Verminderung von ASW’ (es #ndert
sich zwischen dem Kurzschlusswert O und -e) auch einen Abfall von Asy’, wodurch die

3& x B Bremskraft reduziert wird. Wenn AST’ = - S/pH erreicht wird, verschwindet der trans-
versale Strom, und mit AgW’ < - S/pH fliesst er in die entgegengesetzte Richtung. Es sind
also in dieser Betriebsweise die folgenden Beziehungen glltig:

- = AP’ .0 (4.8)
~w 24y S qlm (4.9)
oo = AHy’ z ;_%2’ (4.10)

Die Feldrichtungen, die dieser Betriebsweise entsprechen, sind in Abb. 3b gezeigt. Die zu-
sdtzliche Potentialquelle ist in diesem Falle mit dem Generator in Reihe geschaltet.

3. Bremsbetrieb. Die #ussere Energiequelle, deren EMK grdsser als die des Generators ist,
wird in diesem Falle parallel zum Generator angeschlossen (siehe Abb, 4b),., Der Strom fliesst

entgegen der Hall-EMK; die transversale EMK, die von diesem Strom induziert wird, ist par-
allel zu v x B. Daher ist die transversale Stromdichte grisser als die in einem normalen
Hall-Generator und auf das Plasma wirkt eine grdssere Bremskraft. Dieser Zustand kann durch
folgende Beziehungen beschrieben werden:

S s
BE < ASLF < oo (k.11)
% £ gy’ = on (4.12)
Z Ay’ 2T - (4.13)
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Vergleich von realen mit idealen Generatoren

Zu bemerken ist, dass die Gln.(3.1) bis (3.4) bzw. (4%.1) bis (4.4), die die Beziehungen
zwischen den transversalen und axialen Spannungen und Strdmen der idealen Energieumwandler
bestimmen, von der Betriebsweise des Energieumwandlers unabh#ngig sind. Diese Gleichungen
sind besonders glnstig flr den Vergleich der Charakteristiken idealer Energieumwandler mit
denen von realen Anordnungen. Es wird hier versucht, aufgrund dieser Beziehungen einige
sogenannte "Qualitidtsfaktoren" fUr Faraday- und Hall-Generatoren zu definieren.

A) Faraday-Generatoren

In Zusammenhang mit Faraday-Generatoren interessieren uns die relativen Gréssen der trans-
versalen und axialen Spannungen und des transversalen Stromes im Vergleich mit den entspre-
chenden Werten eines idealen Generators.

1. Transversale Spannungen

In einem experimentellen Generator entspricht einem gegebenen Gesamtstrom (pro Elektroden-
paar) eine bestimmte Potentialdifferenz. Gesucht ist die Potentialdifferenz, die in einem
idealen Generator beil gleichem Gesamtstrom (unter gleichen Bedingungen) auftritt. Das Ver-
h8ltnis zwischen den zwei Spannungen, d. h. Aﬂwl/ﬂﬁ?id mit Asy’ = ASYid liefert den ersten
"Qualitdtsfaktor" eines Faradanyenerators:

G _ 8,¢° ~ A’
QF1 - AHlP’id -~ H Ay? 1 B H A 1 ()
5 8s¥iq - 5 837 -
ASY’

wobei AHW’ und A,y’ aus den entsprechenden Messwerten zu ermitteln sind.

gY

1.b) Vergleich bei gleichen Belastungswiderstinden

Den zweiten Qualitidtsfaktor erh#lt man durch einen Vergleich der Spannungen in realen und
idealen Generatoren unter der Voraussetzung von gleichen Belastungswiderstinden. Diese Be-
dingung kann analytisch folgendermassen dargestellt werden:

#)
“_Eg-_—:-i‘f = - A, P
Ra+Ri vBH H®
by Afig

Ra = - Ry TR = ~Riia T,

Aber A
H 8P
Ri1a = s " Ry = My

x) Nur gliltig, wenn Leerlaufspannung gleich vBH ist. Das ist z, B, der Fall in den
Berechnungen, wenn nur die Effekte der Segmentierung betrachtet werden.




Daher ist das Verh#ltnis

bsv' 1t M s (5.2a)
2 - ’ L . 2a
AH? + 1 1+ AHT AH?id

w
2,
w|m

die Bedingung von gleichen Belastungswiderstdnden .fUr Faraday-Generatoren, Aus dieser Glei-
chung folgt der zweite Qualitdtsfaktor

»
AH‘P

8fia .

QF2 = ASY, - AHLP, (5-2)

2. Transversale Strdme

Man vergleicht in diesem Falle den Strom des experimentellen Generators mit dem eines
idealen Generators bei gleichen Klemmenspannungen
H
E] 3 i ]
Ag¥ gy 5 SsY

Q _ . O A (5.3)
F3 A.Y? S A + 1
sYia i Fa g + 1) uf

Wie in 1.b), so ist auch hier der Qualit#tsfaktor durch die Strdme, die in realen und
idealen Generatoren gleichen Belastungswiderstidnden entsprechen, bestimmt. Es folgt aus
den Gln.(3.3) und (5.2a), dass

[

Q’Fll AsY’ = ﬁHlf, (5-4)

gleich QFE ist.

3. Axiale Spannungen

Der Wert der von dem Hall-Effekt induzierten axialen Spannung ist ein gutes Kennzeichen der
Effektivitit des Generators. Es gibt drei Moglichkeiten fiur den Vergleich dieser Spannung
mit der eines idealen Generators: Bel gegebenem Strom in der transversalen Richtung, bel
gegebener Spannung in der transversalen Richtung und bel gleichen Belastungswidersténden,

Der Qualitdtsfaktor, der diesem Fall entspricht, ist durch den folgenden Ausdruck gegeben:

s’ AP’ A’
pa— ____S = --—--——S = S
o5 T AT B agrlq B Agr” (3.5)

r
ASY
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In diesem Falle sind die folgenden Beziehungen zutreffend:

a e’ N B s’ "
fia B S (a¥:. + 1) BS (s +) =51
SRl i PH %'iq * B Pyt *

Wenn die zwel Generatoren (real und ideal) den gleichen Belastungswiderstand haben, wird
das Verh#dltnis der entsprechenden axialen Spannungen durch die Kombination von Gln.(5.2a)
und (3.%) definiert:

o ALY’ P’
S S 1 S H
Qs = 57— = = g 37 (g 857" - a*) (5.7)
F7 Asi{’idL B%”ﬁ"’id* 1) B BgY" '5°S H
a
und Q.

Der Faktor QF? ist gleich dem Produkt der Faktoren Q

Fl F5°®

B) Hall Generatoren

Im Falle eines Hall-Generators sind die relativen Gr8ssen der axialen Str®me und axialen
Spannungen im Vergleich mit den Werten, die unter gleichen Bedingungen in einem idealen
Hall-Generator erzeugt werden kdnnen, von besonderer Bedeutung.

1. Axjale Spannungen

1.a) Vergleich bel gleichen axialen Strbmen

Es folgt aus Gl.(4%.3), dass
s e §_ 2
6gPiq = ® [p = g AHYid] ist,

und daher ist der entsprechende Qualitdtsfaktor durch den Ausdruck

H
AW T 0P’
Uy = K%Fr_ = e 5 (5.8)
sfid -~ B - (1+%) 8y’

pegeben,

Zunschst wird hier ein Ausdruck, der der Bedingung gleicher Belastungswiderstidnde entspricht,
abgeleitet, Diese Betrachtung ist nur fUr die F#lle glltig, in denen die Leerlaufspannung
gleich pvBS ist, wie z. B. in unserem mathematischen Modell. Dabei findet man die folgenden




Identititen, die im Falle eines Hall-Generators gllltig sind:

R, ¥y o
Y ¢ 5 [=] ]
Ra+ Ri BVBS B S S
daher ist
'y ]
T ag¥ - 85%14
al™.¥4 TEY N T e /TN
By - 83 B~ AgTig

In idealen und realen Hall-Generatoren sind die inneren Widerstdnde durch die folgenden
Gleichungen gegeben:

BVBS - A Y
R = (4p) S, R, = —mp—
i id o HT i T v

Eine Kombination der obigen Gleichungen liefert den folgenden Ausdruck:

s S , .
Ri 1a _ ASF Ba-8%%a (149 s iy - (14p?) S By’
- — . L . - . ey e L P T
Ry b PI4 8 % N2 6~ HT BVBS - B H ﬁ% _ Asq,,
Also ist die Beziehung
i 2 5 H
8034 [(1+{3 ) gy’ + 3 As‘f’] = B A’ (5.9a)

die Bedingung fUr gleiche Belastungswiderstdnde von Hall-Generatoren. Damit kann der nichste
Qualitidtsfaktor folgendermassen dargestellt werden:

Ny,
g APia

= 5 [(1+|32) bY + g aS‘f’] (5.9)

Ra

2. Axiale Strbtme

Da
byvia =73 (B -5 ;)
ist, gilt
Ay’ (1+6%) Ay’
%W = Byig st (5:49)
H'id |y oo B -3 8P

Unter der Voraussetzung, dass die Leerlaufspannung (EMK) gleich BvBS ist, liefern die
Gleichungen (4.3) und (5.92) die folgende Beziehung:

Ay’
Q= 'B':{m = % [(1+132) by’ 1--SH-AS‘-P'] (5.11)

Ry
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Verbindung zwischen dem Wirkungsgrad eines Generators und den Qualitidtsfaktoren

Bemerkenswert ist, dass QHE und QH4 (bzw, QF2 und QFQ) identisch sind. Es lohnt sich, den
Grund dieser Identitat zu erdrtern.

Fir jeden Generator kann man einen Wirkungsgrad - 7P definieren, wobei

2 2
S LR - L) _Ra - 8% Ra 14 (5.12)
e Pig (T 8954 Isa] \Ra 1a 8:%1q Ry

ist; P ist die Leistung des Generators, I und AaW sind der Gesamtstrom bzw. der Potential-

abfall durch den (4usseren) Belastungswiderstand. Unter der Bedingung Ra = R erhilt man

a id

W2 = %y =V pp
(5.13)
Ua = %y =Y Mpn

Numerische Ergebnisse

Um die Spannungs- und Stromverluste, die von der endlichen Segmentierung verursacht werden,
abzuschdtzen, werden die Gln.(1.6a), (1.6c) und (1.8) fUr verschiedene Generatorgeometrien
und Hall-Parameterwerte mit Hilfe einer IBM 7090 Rechenmaschine numerisch geldst. FlUr jeden
berechneten Fall wurde die Verteilung des Stromes und des elektrostatischen Potentials be-
stimmt, die durch die Verteilungen festgestellten Gesamtcharakteristiken (Potentialdifferenz
zwischen zwel Elektroden, Gesamtstrom des Generators) wurden dann fUr die Berechnung der
Qualitdtsfaktoren verwendet. Die Ergebnisse sind in Form von Kurven in den Abb. 4 bis 12b
dargestellt.

a) Faraday-Generatoren. Die Abb. 4 bis 8 entsprechen Faraday-Generatoren mit verschiedenen

S/H-Verh#ltnissen. Der normierte Gesamtstrom wurde in diesen Berechnungen konstant erhalten
(asy’ = 0,1), die transversalen und axialen Spannungen ebenso wie die Qualit#tsfaktoren
sind als Funktionen des Hall-Parameters g dargestellt.

Wenn der Strom konstant gehalten wird und g zunimmt, f#1lt die Klemmenspannung (-AS ?) und
damit die Leistung des Generators von einem Maximalwert bei g = 0 auf Null (Kurzschluss)
bei einem bestimmten p-Wert. Die Charakteristiken des Faraday-Generators sind bel diesem
kritischen p-Wert identisch mit denen eines Hall-Generators im Leerlaufbetrieb (AHy’ =0,

AH‘P’ = 0) .

Die Qualitdtsfaktoren, die der transversalen Spannung und dem transversalen Strom entspre-
chen, fallen mit zunehmendem B ab. Es lohnt sich testzustellen, dass QF) (Vergleich der
Strtme bei gleichen Spannungen) identisch mit dem Verh#ltnis der inneren Widerst#nde

(Ri 1d/R1) ist. Von den Qualit#dtsfaktoren, die der axialen Spannung entsprechen, nimmt QF5
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bei wachsendem § zu. Der Zuwachs von QF5 wird dadurch verursacht, dass man sich den Kurz-
schlussbedingungen n#hert (die induzierte Hall-Sapnnung ist maximal, wenn der Generator

in der y-Richtung kurzgeschlossen ist) und bedeutet in keinem Falle, dass sich die Charakte-
ristiken des Generators mit zunehmendem B verbessern. Das kann man auch folgendermassen be-
welsen: Wenn die Kurzschlussbedingung erreicht ist, arbeitet der Generator wie ein Hall-
Generator im Leerlauf. Die axiale Spannung eines Hall-Generators ist aber unter diesen Be-
dingungen durch QH1 charakterisiert. Ein Vergleich von QFS mit QH1 (AH¢’ =0, AHy’ = 0)
zelgt, dass QFS unrealistisch hoch ist und daher fUr die Charakterisierung der Faraday-
Generatoren nicht benutzt werden kann.

Ein Vergleich der Abbildungen 5, 6, 7 und 8 miteinander zelgt, dass der kritische p-Wert,
bei dem AHT’ = 0, d. h. keine Belastung m8glich ist, sich vergrdssert, wenn S/H zunimmt

(bei konstantem Asy‘). Dieses, im ersten Augenblick widerspruchsvolle Ergebnis, kann fol-
gendermassen erklirt werden:

Die Bedingung Asy’ = 0,1 = konst bedeutet nicht, dass zwei Generatoren mit verschiedenen
S/H-Verh&ltnissen den gleichen Gesamtstrom haben. Die Gesamtstr®me 4ndern sich proportional
zu H. Die entsprechende Anderung von (AHT’) kann man aus der folgenden Betrachtung erkennen:

s ¥, *
- a0 = - s AT = (/)T R,

Wenn man zwei Generatoren mit verschiedenen S/H vergleicht, gllt:

¥,
(H 40", @)y Hy ey (W),
5 = |+ pli = = ’
(H 8,9%7, (CI Hy bgYy (757,
oder

konst (), yopey
F3

S
A "P*’
konst = [QF} . AH_W"'(%)
S

1

-8 =

und der Index "2" ausgelassen ist. Da QF3 sich langsamer #ndert als S/H, fH1lt demnach
-AHW’ ab, wenn H/S zunimmt. Das Verhalten der entsprechenden Qualititsfaktoren kann man
aufgrund #hnlicher Betrachtungen erkl#ren.

b) Hall-Generatoren. Die Charakteristiken der Hall-Generatoren sind in den Abb. 9a bis 12b
als Funktionen des S/H-Verh#ltnisses und des Hall-Parameters § dargestellt. Die Abbildungen
9a, 10a, 11a und 12a ergeben die normierten Gesamtstr®me in den X=- und y-Richtungen als

Funktionen der axialen Potentialdifferenz im ganzen Betriebsbereich des Generators (Kurz-
schluss: ASW' = 0, Leerlauf: AHY’ = 0) fUr drei verschiedene p-Werte.

Die Abbildungen 9b, 10b, 11b und 12b stellen die entsprechenden Anderungen der verschie-
denen Qualit#tsfaktoren mit A§P‘ wiederum als die unabhingige Variable dar, wobei g der
Parameter ist. Beim Vergleich der Charakteristiken von zwei Generatoren mit verschiedenen
S/H-Verh#ltnissen sollte man bedenken, dass die Gesamtcharakteristiken durch H als Ver-
gleichslinge normiert sind. Eine Leerlaufspannung AS?’ = 0,165 mit S/H = 1/5, (B = 1) ent-
spricht AP’ = 0,825 mit S/H = 1/1, wenn S = 1 = konst ist.

Ich bin Frau I. Heiss fir die Hilfe bel den numerischen Rechnungen, Frau H, Stade
und Herrn R. Franzel fiir die Ausftlhrung der Zeichnungen zu Dank verpflichtet.
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