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ABSTRACT: In the following paper we investigate the equilibrium
and the stability of toroidal plasma configurations which were
found by F. Meyer and H.U. Schmidt[?B]. These so-called M- and
S-surfaces are characterized by a vanishing total azimutal
current (*jdz = 0‘) Starting point is the model of a field-

less plasma with surface currents. From the equilibrium conditiocn

B = 8%7) we obtain a differential equation for the surface S .

x' axk =1
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( 9ix = metric tensor of 5 ; ¢ J é)z V¢ on §

FJ = plasma pressure, Xz ([=’12) = surface parameter)

2
The surface S 1is described by its distance 1-(x7:k ) to a
closed reference line. If Qb[k 1X2) is given, the equation
above yields a differential equation for T('x:.kQJ
- QUr A
Q0 = & (~ ™ 2
K AT | g
In the first part of this paper we show how to obtain approxi-
mately a solution of this equation. The stability is investigated

using the energy principle of magnetohvdrodynamics.

It is shown, that the equilibrium surfaces calculated by Mever

and Schmidt are unstable against pure interchange perturbations

(4 = o)

Furthermore a stability criterion for interchange disturbances
is given. In the limit of a vanishing aspect ratio (linear
bumpy {f—pjnch) we also consider perturbations which change
the magnetic rield ( 5@?* O‘)

We obtain instability for perturbations with constant amplitude

along the magnetic field lines. The growth rates are estimated.
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I. Einleitung

In den Experimenten zur kontrollierten Kernfusion sind toroidale Gleich-
gewichte zwischen Plasma und Magnetfeld von besonderem Interesse. Nach
den Gleichungen der Magnetohydrodynamik muB das Magnetfeld ﬁl, das dem
Plasmadruck p das Gleichgewicht hdlt, ganz in den Flichen p = const
liegen und darf im Plasmavolumen keine Singularititen besitzen. Nach
einem Satz der Topologie 1_1_7 148t sich aber nur eine zweifach zusammen-
hdngende Fldche singularitdtenfrei von einem Vektorfeld iiberdecken. Hier-
aus folgt also, daB die Druckfldchen p = const toroidale Flichen sein

missen.

Es sind nun in den letzten Jahren verschiedentlich solche toroidalen
Gleichgewichtskonfigurationen berechnet worden, wobei immer Nizherungsme-

thoden angewandt wurden, um die Gleichungen der Magnetohydrostatik zu 16-

Sell.
- -
J x B = gradp
L
rot ﬁ' = a3 ,_]_. (1)
(o]
-
div B = 0
( § = Stromdichte, p = Plasmadruck, B = Magnetfeld.)

Qe
SJEp) geht man in

Bei der sogenannten Entwicklung nach kleinen B8 (B =
nullter Ndherung von einem Vakuummagnetfeld §' aus imB ersten Schritt
die Riickwirkung der Plasmastrome auf das Feld B . Die bekanntesten Bei-
spiele flir diese Art von Glethgerchten. B €« 1 sind der "Stellarator"
4—2_/, "Tokamak" Z_3"7, "Bumpy torus" Z 4_/.

Bei der zweiten Klasse von toroidalen Gleichgewichten macht man von dem
Pincheffekt Gebrauch. In diesem Fall sind aber die Strome im Plasma so
grofl3, dall das Vakuumfeld E; durch diese Plasmastrdme erheblich gestort
wird. Die Entwicklung nach kleinem B ist nicht mdglich. In diesem Fall
benutzt man gerne das Modell, in dem die Plasmastréme nur in einer diinnen
Schicht auf der Plasmaoberfliche flieflen, so daB sich also die Berechnung
dieses Gleichgewichts im wesentlichen auf die Rerechnung dieser stromfiih-

renden Schicht reduziert.




Dieses Modell wurde theoretisch von R. Kippenhahn /5 7, R. ILiist und

E. lertensen / 6 /, L. Biermann et al. / 7/, F. Meyer und H.U. Schmidt /8 /
untersucht. Die vorliegende Untersuchung ist eine Fortsetzung dieser friilheren
Arbeiten und befaBt sich im wesentlichen mit den sogenannten M-und-S-Flichen

/ 8_/. Die M-und-S-Konfigurationen sind durch einen verschwindenden Gesamtstrom
in azimutaler Richtung Iaz = 0 charakterisiert und stellen das toroidale Ana-
logon zu dem gewdhnlichen linearen Thetapinch dar. Man kann daher ein M-und-S-
Gleichgewicht auch als toroidalen Thetapinch bezeichnen. Experimentell sind sol-
che Gleichgewichtevon E. Remy et al. /9 / untersucht worden, wobel die Mog-
lichkeit eines solchen toroidalen Gleichgewichts bestitigt wurde.

In der vorliegenden Arbeit soll nun die in Zﬁ7_7 gefundene Klasse von M-und-S-

Flachen verallgemeinert und ihr Stabilitidtsverhalten untersucht werden.

Ich danke Herrn Professor A. Schliiter fiir die Anregung zu dieser Arbeit. Eben-
s0 schulde ich Herrn Dr. D. Pfirsch fiir zahlreiche Diskussionen herzlichen

Dank .




II. Modell und Problemstellung

In Wirklichkeit kann nun eine solche stromfiihrende Schicht auf der Oberflizche
des Plasmas nicht unendlich diinn sein, da sie ja aus um die Feldlinien gyrie-
renden Teilchen aufgebaut wird. Einfache Abschdtzungen liber die Dicke der
Randschicht Zt10_7 filhren auf das geometrische Mittel zwischen Ionen- und
Elektronengyroradius (§ = V@:@Z). Weiterhin muB man beachten, daB auf Grund
der endlichen Ieitfahigkeit das Magnetfeld in das Plasma hineindiffundieren
kann und auf diese Weise die Randschicht verbreitert. Dieser Effekt nimmt aber
mit steigender Temperatur ab und ist bei Fusionstemperaturen (kT = 10 keV)
wahrend der erforderlichen EinschluBzeit des Plasmas vernachlissigbar. Wir
konnen daher erwarten, daB das obige Modell brauchbare Aussagen liefert, so-
lange wir uns auf Dimensionen grifer als einige Ionengyroradien beschrinken.
Dies ist besonders filir die Stabilitdtsuntersuchung von Wichtigkeit. In Arbei-
ten von M.N. Rosenbluth et al. /11, 12 / wurde gezeigt, daB die Beriicksich-
tigung des endlichen Ionengyroradius stabilisierend wirkt, sobald die Wellen-
ldange der betrachteten Storung gegeniiber dem Ionengyroradius hinreichend klein
ist. Hingegen liefern dltere Untersuchungen von J.B. Bernstein et al. Z_k5#7
im Rahmen der unendlich diinnen Randschicht grundsidtzlich Instabilitdt, sobald
die Randschicht ungilinstig gekrimmt ist, d.h. der Krimmungsmittelpunkt im
Immern des Plasmas liegt.

Es soll daher in dieser Arbeit hauptsiechlich das Stabilitidtsverhalten gegen-
Uber nichtlokalisierten Stdrungen behandelt werden, Stdrungen, die groBe Tei-
le der Plasmaoberfliche erfassen. Besonders interessieren hier die Austausch-
storungen, d.h. Storungen, die das Magnetfeld im AuBenraum unverindert lassen
(88 = 0). Auf diese Stdrungen haben HuBere leitende Winde keinen EinfluB,
S0 dafl also das Stabilitdtsverhalten allein von der Form der Plasmaoberfliche

abhingt.

Von der Theorie her gesehen ist die Form der Randschicht S das Primare, wih-
rend dagegen in der experimentellen Situation die Dinge anders liegen. Hier
Sind im allgemeinen die Form der HuBeren felderzeugenden Kompressionsspule F
Sowie der Anfangsplasmadruck die gegebenen Parameter, und es fragt sich, ob
in einer vorgegebenen Geometrie mit vorgegebenem Parameter Uberhaupt ein

Gleichgewicht moglich ist. Da das Magnetfeld B parallel zur Plasmaoberfldche
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verlaufen soll und auf dieser die Gleichgewichtsbedingung 8 % p = B

erfiillt sein muB, haben wir es hier mit einem 'freien" Rand zu tun. Dieses
Problem ist analog zu jenen Problemen des freien Randes in der Hydrodynamik
und im dreidimensionalen Fall &dullerst schwierig zu ldsen. Wir umgehen
daher diese Schwierigkeit, indem wir nur die Randschicht S berechnen. Da-
mit kennt man dann auf S auch das Magnetfeld nach GroBe und Richtung, und
man hatte dann zur Berechnung des Magnetfeldes im AuBenraum ein Anfangswert-
problem zu ldsen. Wie R. Kippenhahn 5_5_7 gezeigt hat, ist ein solches Pro-
blem fir analytische Anfangsflichen eindeutig 1&sbar, und wir wollen uns da-
her bel unseren Betrachtungen auf analytische Gleichgewichtsflichen beschrin-
ken. Weiterhin wollen wir auch den Fall ausschliefBen, daB im Plasmavolumen
noch ein rotationsfreies Feld eingefangen ist. Dies vereinfacht die mathemati-
sche Behandlung der Gleichgewichtsfliche wesentlich, da Ja ein solches Innen-
feld duren die Form der Randschicht pestimmt wird, andererseits die Rand-
schicht iber die Gleichgewichtsbedingung wieder vom Innenfeld abhangt. Auller-
dem ist eine solche Situation auch im Experiment nicht wiinschenswert, da im
allgemeinen Innenfeld und Aufenfeld auf der Randschicht nicht parallel ver-
laufen und diese Verscherunp bei Berlicksichtigung des sehr kleinen aber endli-

cneu Widerstandes des Plasmas AnlalB zu Widerstandsinstabilititen gibt.

Durch alle diese Vereinfachungen reduziert sich die Berechnung der Plasmaober-
fldche auf die Behandlung einer partiellen Differentialgleichung, die im

IIT. Kapitel abgeleitet wird. In Kapitel IV soll das Stabilitdtsverhalten einer
solchen Randschicht untersucht werden, wobei wir von dem Energieprinzip der
Magnetohydrodynamik ausgehen /16 7, 5—1?47. Insbesondere wird ein Stabilitits-
kriterium fir Austauschstdrungen (Bii = 0) abgeleitet. In den folgenden Kapi-
teln werden dann die allgemeinen Ergebnisse von Kapitel IIT und IV auf spe-

zielle Gleichgewichte angewandt, vor allem auf den symretrischen M-und-S-Torus

und auf den gewellten linearen Thetapinech. Es zeigt sich, daB man Uber die
Form und das Stabilitdtsverbalten des M-und-S-Torus einige allgemeine Aussagen

machen kann, ohne die Differentialgleichung fiir das Gleichpewicht zu l1lGsen.



III. Gleichgewicht zwischen Plasma und Magnetfeld

Das Gebiet G des Raumes werde von Plasma mit konstantem Druck p erfiillt.

Das Plasma sei durch eine stromfiihrende Randschicht S vom Vakuumgebiet V
getrennt. Eine ideal leitende #uBere Spule F moge das Vakuumgebiet V be-
grenzen. Das Magnetfeld B in V kann daher die Flichen F und S nicht

durchsetzen und verlduft parallel zu beiden Flichen.

Zewchnung 7

Randschrcht Vo kouvm

Die Beziehungen, die auf der Plasmaoberfliche zwischen den einzelnen GrofBen

gelten, sind schon verschiedentlich in der Iiteratur abgeleitet worden 4_5, 6,

s 8_7. Wir folgen hier im besonderen der Bezeichnungsweise von R. Kippenhahn |
57 |
Man hat es hier mit 3 Gleichungen zu tun:

1) Eine Randbedingung fiir das Magnetfeld B auf S . Aus der Stetigkeit

der Normalkomponenten folgt n - ]_3'* = 0 auf 8§

2) Die Gleichgewichtsbedingung zwischen Plasmadruck und magnetischem
Druck auf S

3) Die aus der Maxwellgleichung folgende Beziehung zwischen der Oberflichen-
stromdichte 3 und dem Magnetfeld 5" auf S .

Da bei der Betrachtung des Gleichgewichts nur noch von den Grofen auf S die

Rede sein wird, wollen wir im weiteren das ¥ -Zelchen wieder fortlassen. Die



zur Verflgun; stehenden Gleichunsen sind:

- —
a) n+B = 0 auf S
1 2
b) &:’_-I"T.T']j = p auf S (2)
- - h -
c) nxB = —d auf S

Mit diesen 3 Gleichungen ist die Gleichsewichtsfliche § vollstindig be-

schrieben und man kann sie benutzen, um bei sepebener Fliche das System der

5

—_ . - B o ] 8
Strom- und Feldlinien zu berechnen , ), oder man verlangt von den Strom-

und Feldlinien gewisse Eigenschalten wie Gesamtstrome bestimmter GroBe oder

eine Rotationstransformation der Feldlinien.

Wie beschreibt nun das System (7) die Gleichpewichtsfliche? Da wir es im
AuBenraum mit einem Vakuwmrmagnetteld zZu tun haben, 1468t sich dieses bekannt-

] 3 - 3 - - I—’

lich als Gradient eines im allpemeinen mehrwertizen skalaren Polentials a(r)
1

darstellen. Denken wir uns nun ein Koordinatensystem X", X s x3 50 einge-

2

filhrt, dai die Plasmaoberfliiche S mit der Fliche x~ = const zusammenfillt,
dann sieht die Darstellun: des Masnetfeldes ﬁ' auf' S folgendermaBen aus:
= 0P ¥ P
. ( Fa ) ) . (7)

} > S}

2)
D x ox

Das Magnetfeld ist auf § wepgen der Randbedingung (2a) ein Oberflachengra-

dient. Die Gleichgewichtsbedingung (2b) liefert uns dann:

3
( Grad @ )" = o%p
oder
2
ik % ¥
2 & 7 = 1 (%)
i,k=1 0x Dx

1 2
(ﬁiy(x »X ) ist der metrische Tensor von & )

Der konstante Plasmadruck & ¢ wurde hier sleich 1 gesetzt,

d.h. P T8
o




Wie nun in Lehrbiichern iiber partielle Differentialgleichungen gezeigt wird

ba1s /, gehdrt zur obigen Gleichung das Variationsprinzip:

2 L
i k
Sl/Zgj_kdxdx = 0. (5)
1.k=1
Die Charakteristiken der Gl.(4), die Magnetfeldlinien sind also geoddtische
Linien auf der Gleichgewichtsfldche, wie schon in /8 / festgestellt wurde.

Der Zusammenhang ist hier derselbe wie zwischen dem Hamilton'schen Prinzip

und der Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung der Mechanik. Die "Hamil- !

tonfunktion" zu unserem Problem lautet dann

2
ik
H=z‘;-_-". p, P (6)

5 ik

ik
i 20 4 ; .
mit Bi = H als den zu x~ kanonisch konjugierten Impulsen.

Dx

- =

Die letzte Gleichung von (2) besagt, daB alle 3 Vektoren Ei Js n  senkrecht

aufeinander stehen und liefert zusammen mit p = const und der Gleichgewichts-

bedingung

|5] = const auf S (7)
Die Stromlinien erhalten wir durch die Linien @ = const, denn
B - Grad @ besagt ja gerade, daB die Linien @ = const senkrecht

auf den Magnetfeldlinien stehen.

Welterhin 14Bt sich aus (2) und (3) die physikalische Bedeutung und die
allgemeine Form von ﬂ(xl,xg) ableiten:

Auf der toroidalen Fliche S seien die Parameterlinien

1 ; ,
X = const. : meridional geschlossen und die ILinien

2
X

Il

const. : azimutal geschlossen (siehe Zeichnung 2).

4
x' = const

Zeichnung 2




Tm allgemeinen gibt es auf dem Torus S drei verschiedene Klassen geschlos-

sener Kurven, die nicht stetig ineinander iliberfiihrbar sind:

1 ) (CO } : Menge der auf S liegenden geschlossenen Kurven

Azimutal geschlossene Kurven, d.h. diese lassen sich

2) {Ca]

nun aulBerhalb des Torus auf einen Punkt zusammenziehen.

3) {C } ¢ Meriodional geschlossene Kurven, die sich innerhalb des

Torus auf einen Punkt zusammenziehen lassen.

1 2
Die Funktion @(P) /P = (x", x7) 7/ liefert uns die Gesamtstrome, die eine

die Punkte Pl und P2 verbindende Kurve auf S durchfliefBen.

I =/§Eﬂé’ = /d;j - ¢(P2)—ﬁ(Pl)

C G
Die Beziehung I J/’dﬁ O Dbesagt nichts weiter als die Divergenzfreiheit
des Oberflachenstromes o
Mit
Iaz - / @ Imer - / g
c
m az

bekommen wir somit den azimutalen und meridionalen Gesamtstrom. Diese GrdfBen
sind wegen der Divergenzfreiheit des Stromdichtefeldes vom Weg unabhidngig,
und die allgemeine Form der Potentialfunktion ﬁ(xl,xg) lautet somit:
L P 2 i 1 2
Plx ,x") = IL,x + Doy B+ Ax"sx) (9)
A(X s X ) 1st eine belleblge in belden Argumenten periodische Funktion,
d.h, A(x »X ) = A(X + 1, x ) = ﬁ(x s x° + i) -

Die Differentialgleichung (4) kann nun benutzt werden, um zweil verschiedene

FrageStellungen zZu beantworten:

1.) 1st die Gleichgewichtsflidche vorgegeben, dann liefert uns die Iosung
ﬁ(x ,X ) das System der Stromlinien auf der OberfliZche. Diese Funktion
hangt im allgemeinen noch von einer Integrationskonstanten ab, und die
Differention nach dieser Konstanten ergibt die integrierte "Bahn", die

Magnetfeldlinie.



- 9 -

2,) Andererseits kann man aber auch die Potentialfunktion @ wund damit die
Gesamtstrome vorgeben und Uber die Differentialgleichung (4) einen pas-
senden methrischen Tensor, d.h. ein Gleichgewicht suchen, wie es etwa
bei dem M+S-Torus gemacht wurde. Hier ging man von dem Problem aus, einen

Torus ohne azimutalen Gesamtstrom Iaz = 0 zu finden.

Dieses Problem 1dBt sich wesentlich schwieriger beantworten als die obige
Fragestellung, denn man verlangt hier von der [Bsung noch eine Eigenschaft im

Groflen, nidmlich die toroidale Geschlossenheit.

Ein allgemeincr Existenzsatz, der besagt, unter welchen Voraussetzungen die
toroidale Geschlossenheit pesichert ist, steht noch aus. Die von ¥. Meyer und
H.U. Schmidt 5—8_7 gerechneten Beispiele zeigen aber, daB solche geschlosse-

nen Fldachen existieren.

Wir wollen daher die Differentialgleichung (4) benutzen, um all; emeine Eijzen-

schaften der M-und-S-Flichen studieren zu kOnnen, wobei wir die Existenz sol-

cher analytischer toroidal geschlossener Iosungen voraussetzen.

Um nun aus Gl1.(4) eine Gleichung fiir die toroidale IFlache S zu gewinnen,
missen wir diese in einem seeigneten Koordinatensystem durch eine skalare

Funktion darstellen.

Es sei ﬁ(s) der Ortsvektor einer stetigen doppelpunktfreien geschlossenen
Kurve, der "Seele" des Koordinatensystems. S ist die Bogenlinge ldngs der
Seele. Dann spannen der Normalen- und der Binormalenvektor eine Ebene senk-
recht zum Tangentenvektcr auf. In dieser Ebene fihren wir nun Polarkoordina-
ten ein r, #, die Funktion r(s, #) beschreibt damit in diesem System eine
toroidale Fliche.

Zekﬁnqu 3




= T =

per Ortsvektor der Flidche S 1453t siech hier darstellen durch
r(s,?) = R(s) + r(s,?) cos # n(s) + r(s, #) sint B(s) (10)

und das Bogenelement auf S lautet

2
2
(al )2 = r52 + (1 - g— cos 7?‘)2 + -—1:2— (ds)
% (11)
r2 2 2 2
+2(r-sr5+—zr)dsd-a9' + (r +I‘#)(d1?')
Hierbei bedeuten:
4 L = Krimmung und Torsion der Seele
R(s) * ©(s) .
I"‘S % 1"# = Ableitungen nach s und 9.
Die Differentialgleichung (4) sieht dann explizit folgendermaBen aus:
1:'2+(l—zcosﬂ')2+Lz (M)Q-Q(r‘r‘+£)ﬂ—?—’g
s R ’Z'e 24 s T s 24
(12)
2 2, 98 .2 _ 2 2 r 2 2 2
+ (r “?})(as) = (r +r'#)(l RCOS?})+P«;}PS

Diese Gleichung ist quadratisch in den Ableitungen P r& und somit nicht
eindeutig nach einer dieser Ableitungen aufldsbar. Sucht man bei vorgegebener

Fldche r(s,*) alle moglichen Gleichgewichte, mu8 man ein vollstindiges In-

tegral @(s, ¥, a) von (12) finden. Dies #elingt of durch Separationsansatz,

Z.B. bei rotationssymmetrischen Flichen L8

Dann sind die Linien
’}U(S,'a?') = -g—g = const. (13)
die Magnetfeldlinien.

F4Bt man (12) aber als Gleichung fiir r(s, %) auf, dann haben wir ein

Cauchysches Anfangswertproblem. Es wird eine Kurve r'o( ?) vorgeseben,




und die durch diese Kurve laufenden Charakteristiken spannen die gesuchte

Flache auf.

Bevor nun diese Gleichung auf spezielle Gleichgewichte angewandt wird, wol-
len wir noch einige allgemeine Beziehungen auf der Fliche S aufzeigen.

Wie schon erwdhnt, hat das Potential @ die allgemeine Gestalt

i + A(s, H) (14)

s
+ Imer L

o
N
n
)

Daraus folgt fiir yf(s, ) dieselbe Gestalt, da Jja 7#(5, #) durch eine

lineare Operation aus @ (s, #*) hervorgeht

Y= C DA + C 2 & p(s, &) (15)

a 2n mer L

( p(s,?) ist periodisch in beiden Argumenten.)

Die Konstanten C , C ozw. I s I geben uns nun Auskunft ilber die
a m mer az
Geschlossenheit der Strom- oder Feldlinien. I
Die Stromlinien sind geschlossen bei rationalem Verhidltnis 8. .
I mer
Es sei also —2— - g (m, n = ganze “ahlen).
mer
Der Ausdruck (14) 1dBt sich dann iiberfiihren in
Al o 5 1
07 = m g t 0o ¢ A (s, ) (16)
mit
i 1 n g 1 n A
Q =3 ?‘ =
I I
mer mer

- : 1 . )
Wegen der Periodizitdtseigenschaft von J} (s, P) ist ﬂl(s,q}) invariant

Begenliber der Transformation

W sy Pun DE

S —> s -ml .

Nach n Umldufen in meridionaler Richtung und m Umldufen in azimutaler

: g s 1 ..
Richtung kehrtdie Stromlinie P = const zum Ausgangspunkt zurilick.

Ohne Azimutalstrom (Iaz = U) ist die Stromlinie somit meridional geschilossen.
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piese # "Perioden" I , I , C , ¢  der Vektorfelder auf der Oberfliche
az” “mer’ "a’ “m

sind nun nicht unabhingiy voneinander, es besteht zwischen ihnen ein Zusam-
menhang, wie er auch schon im allgemeinen Fall mit magnetischen Oberflichen

 und Volumenstrémen abgeleitet wurde 1_14_7.

~ Da die Magnetfeldlinien senkrecht auf den Stromlinien stehen, lautet die

. gleichung fiir die Mapnetfeldlinien

J-al = o0

oder in Komponentenschreibweise

w = ) 3r ax, = o, (17)

1=
Differential w ist im allgemeinen nicht vollstindig, aber bei zwei-

nsionalen Differentialformen existiert immer ein Multiplikator A

/

.

 das Differential vollstindiy macht /15 7

M = dy. (13)

Integralititsbedingung; liefert fir /u die Differentialgleichung

en dieser EFigenschaft und wegen des zweifachen Zusammenhangzs der
che S hat die Uber (1d) definierte Punktion  die Form:

V:/ pm% +/ ruw? + P(s, )
C
me

r Caz

stimmt bis auf einen konstanten Faktor mit der iiber Gl1.(13) definier-
"‘_ Funktion 12 fir die Magnetfeldlinien iberein; deswegen wollen wir im
teren zwischen beiden nicht unterscheiden. Eine andere Schreibweise fiir
BRist

‘/u :f = Grad'}v 5

Un einen 7usammenhang zwischen den 4 Perioden herzustellen, benutzen

ir die Tdentitit

://(Gradfﬁxcrad}l})-ﬁ = fasayp - Joay - - fpag . vag)
_5 S c c

ist (Grad 4 x Gra(iy/)-d—f = 1:;2 u Af

j
I die Formel (20) auf den Torus anzuwenden, miissen wir diesen durch

Kury . . . )
i en Ca, €, einfach zusammenhdngend machen und erhalten
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2 o — - —
B ff par = [87 [yT -[PT [¥T . (21)
C C C C
S a m m a
Die Klammern £_¢_7 usw. bedeuten die Umliufe von @
G
a
etua [ 87 = (P, 2+1)-06(H 2)= 1 .
- — *L t L mer
a
pamit lautet die gesuchte Beziehung
2
B udf = T cC.~-I_¢C
/ mer a az m
S
Die physikalische Bedeutung des Multiplikators /u soll nun noch etwas
nidher erlidutert werden, da dieser bei den Stabilitdtsbetrachtungen eine
wesentliche Rolle spielt.
Wir denken uns die Oberfliche S durch die Stromlinien @ = const und
die Feldlinien y’= const parametrisiert, diese bilden ein orthogonales
Netz.
Das Bogenelement langs der Feldlinie lautet
2 1 2
(a5)° = —%5 (ag )
J
und lings der Stromlinie nach (1) .
2 1 ,dw.2
(as)° = =5 ()7 .
] /
J S
Und damit dann das Bogenelement allgemein (82 ~/;2)
2 = s L B e
(as)” = ';5_/_ (ag) + M (dyw)”_/
Der Abstand zwischen zwei Magnetfeldlinien lautet
2 q 1 2
(4s)" = — — (4y)°.
B° M
1 ..
Damit haben wir in = d ein MaB fur den Abstand der Magnetfeldlinien

/
auf der Gleichgewichtsfliche S.
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IV. Stabilitdt des Plasmagleichgewichts

Bevor nun nach der oben angezeigten Methode spezielle Gleichgewichte behan-
delt werden, sollen einige Aussagen iber das Stabilitdtsverhalten einer sol-
chen Plasmaoberfldche gemacht werden. Wir gehen dazu von dem Energieprinzip
der Magnetohydrodynamik Zfl6, 17_7 aus, da in allgemeiner dreidimensionaler
geometrie die Methode der Normalschwingungen praktisch unanwendbar ist. Das
Plasma ist instabil, wenn bei einer Verschiebung ;f aus der Gleichgewichts-

lage die Gesamtenergie des Systems abnimmt.

Allgemein ist nun schon von J.B. Bernstein / 16 / gezeigt worden, daB ein
Plasma mit Oberflidchenstrdmen immer instabil ist, sofern es Gebiete ungiinsti-
ger Krimmung auf der Oberfliche gibt, d.h. wenn der Krimmungsmittelpunkt in-
nerhalb des Plasmas liegt. Solche Stdrungen missen aber stark auf die Gebiete
ungiinstiger Krimmung lokalisiert sein wind relativ kleine Wellenldngen quer
zum Magnetfeld aufzeigen. Nun ist aber bei diesen lokalisierten Storungen die
Anwendbarkeit des Modells liberhaupt fraglich, so daB wir also hier nichtloka-
lisierte Storungen betrachten wollen.

Eine interessante Klasse von Storungen ist die der Austauschstdrungen, bei

denen trotz einer Verschiebung der Oberfliche zwischen Plasma und Magnetfeld
das Magnetfeld im Vakuumgebiet nicht veridndert wird. Das bedeutet, daBl diese
Storung des Plasmas auch nicht durch eine leitende HuBere Wand beeinflult wer-

den kann.

Es sei nun ;t#”) irgendeine Storung des Plasmas, dann besteht nach 1716_7

die Anderung der Energie aus dem Gleichgewicht aus einer Summe von 3 Termen:

SW = Swv+ 8wF+ Bwa (L]
%)Wv = % 7p///(div 5_’)2 djx
v

|

o]
6WF B '61? //gng%i gF
SO

oW, = "81?[.' ﬂ(%‘a‘)g ax
V1
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Hierbeli ist:
C
0 en SR e 4 .
y: :; ¥ VO = Plasmavolumen, Vl = Vakuumvolumen, Fﬂ =n . F auf So,

1/? = Krilmmung der Magnetfeldlinie, $B = Anderung von Ew in Vl

ng ist die fAnderung der inneren Energie des Plasmas und hier immer positiv.
Nur im Falle einer Storung, die das Volumen des Plasmas konstant 148t
(div ?’: 0), liefert % Wv keinen stabilisierenden Beitrag zu ®W. Die beiden
anderen Terme in &W hingen nur von ?n auf .‘30 ab. Damit kOnnen wir bei

-
vorgegebener Verschiebung der Randflédche S0 die Storung l’= immer so in
das Plasmavolumen fortsetzen, daB & W

Vv
beiden anderen Terme zu verandern. Die Beschriankung, die frl dazu auferlegt

verschwindet (div ?' = 0), ohne die

werden mufl, ist

{;ndf = 0.

5WF ist der Term, der von der Verschiebung der Oberflidche selbstherriihrt,
wahrend 8Wh die durch diese Verschiebung bewirkte Verbiegung der Feldlinien
beschreibt. &B kann im allgemeinen als (Cradient eines mehrwertigen Poten-
tials @ geschrieben werden, was in einer Arbeit von R. ILiist und E.Martensen

/ 6_/ untersucht wurde. Wir schliefien uns hier deren Bezeichnungsweise an.

Su - '8%5//% (B - vg") ar
5o (2)

' % ;é,l’ik(_l)//gn (8 - Ti) dff/fn(g ' ?1:) o
A S s

Die einzelnen GroBen haben hier folgende Bedeutung:

Das Potential Q* genligt den Bedingungen:

AP = 0 in v, 8" einwertig in Z,

00 : =

a5 Div (Fn B) auf S (3)
g = 0 auf F




E
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pie Magnetfelder Yi sind definiert durch

- e
rot Y = 0 divyYy, = 0
i i
—- —
LEY, = B auf S und F (%)

/ :Y-’ dﬂ) = S
Kk S = ik
C.

1

Qz ist ein Magnetfeld mit nur meridionalem GesamtfluB und ?é ein Feld mit
j nur azimitalem Gesamtfluf. Ci (i =1, 2) sind meridional und azimutal ge-

schlossene Kurven.

 Diese Felder hidngen als Losung des Neumannschen Potentialproblems nur von
der geometrischen Form der Fldchen S und F ab, wihrend das Potential ﬁ”

durch die Form der Storung bestimmt wird. Die Induktionsmatrix ist definiert

_ = .
ij = lm‘/// Yi Y, d’x . {(5)
Y

Die spezielle Gestalt von E;Wa entsteht aus der allgemeinen Energieinderung

durch

durch Beriicksichtigung der Mehrwertigkeit des magnetischen Potentials @

B = grad @ .

Wir suchen nun die Storungen gn , die ana zum Verschwinden bringen. Unter

den Voraussetzungen:
1) /S/Fndf = 0

2) die Magnetfeldlinien sind geschlossen
Wollen wir beweisen:

su, = 0¥ bivi B = 0 auf s (6)

Div ist hier eine Flachendivergenz.

Es s -
el nun pivi B = o

Filhren wir wieder Magnetfeldlinien und Stromlinien als Parameterlinien ein,

dann schreibt sich die Fliachendivergenz in diesem System

Div 711}—3’ = /u—,‘!a—g(/?-l—nb)
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Da B = const auf S ist, verschwindet also die Divergenz, wenn ¥ die

Form hat

;n = /UF(}'/), (7)

wobe i F(}ﬂ) eine beliebige Funktion von Y ist, bis auf die Einschrinkung

/F(}u)d}u= 0. (8)

Diese Einschrankung entsteht aus Gl.(1) mit der Darstellung des Flichenele-

ments

af = 'B'ju.— ag dy (9)

und ausugrgn daf = 0.

Betrachten wir nun den ersten Term in 9 Wy -

Es gilt die Formel
b » . - % ” -
$nB' Vg = Dlv(gnBQi ) - g Dlv;nB.
Un nun das Integral

//Div(‘;ngﬁ“)df
S

auszuwerten, machen wir die Oberfldche S durch eine beliebige Kurve einfach

zusammenhingend und wenden den GauB'schen Satz an:

//Div(gnfs'ﬁ*)df =/N’-é’§n¢*ds. (10)

S C

-

N 1ist hier der in der Fliche liegende Normalenvektor der Kurve C . Wegen der
Einwertigkeit von ﬁ" verschwindet das Kurvenintegral, da jeweils lings beider
Ufer der Kurve C 1in entgegengesetzter Richtung integriert wird.

Die Felder §; lassen sich genau wie B als Oberflichengradienten darstellen

-
Y, = Grad Qi .

Mit g, in der allgemeinen Gestalt(III. 9).

Es sei nun ¢ = QO eine bestimmte Stromlinie und Y = Y, eine Magnetfeldlinie.
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Die Feldlinie mdge die Stromlinie
im Punkte PO schneiden. Nach
einem Umlauf in azimutaler Richtung
werde dieselbe Stromlinie in Pl

geschnitten.

Der so von der Feldlinie zwischen PO und Pl aufgespannte Streifen iiberdeckt
die ganze Torusflache, da ja die Feldlinie nach einer endlichen Anzahl von Um-
ldufen wieder den Punkt P0 erreicht. Wihlen wir nun die Randkurve dieses Strei-
fens als Integrationsweg, dann tridgt wegen N - B = O nur der Weg ldngs der

Stromlinie etwas zum Integral bei

ki

/ﬁ-ﬁ'?nﬁlids = B &g, / ;nds (11)

C P
o

sgi = const 1ist die Anderung von ﬁi beil einer endlichen Anzahl von Umliufen
in azimutaler Richtung.
Nun ist aber

/ ¥, ds = //u F(y)‘j—l}} - 0 (12)
6= 6

Damit verschwindet auch der zweite Anteil in $ W, o
Um den Beweis in umgekehrter Richtung zu fiihren, geht man von dem ersten Term

in wa aus. Dieser 1laf(3t sich umschreiben in

gwél) = éﬁ—ﬁ(grad il G

aus E)Wél)= 0 folgt dann Q* = const in V, und daraus

20"
on

0] auf S und F .

Es geniigt hier, von dem ersten Term auszugehen, da die positiv definite Matrix

_]_)
1l

ik
fir sich verschwinden.

den zweiten Term immer positiv macht. Es miissen aber beide Terme in S wa

Mit Hilfe der Bedeutung der Funktion /u ktnnen wir uns nun leicht ein an-
Schauliches Bild von den Austauschstorungen machen. Nach der Darstellung (7)
ist die Amplitude der Austauschstorung dem Abstand der Feldlinien umgekehrt pro-

Portional, das liegt daran, da8 man hier Ja FluBlrchren vertauscht. Wegen der
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konstanten Feldstarke auf der Oberflidche ist der magnetische FluB ungefahr der
Fliche proportional, wenn man von der Inderung des Magnetfeldes in Normalenrich-
tung absieht. Betrachten wir 3 Feldlinien Vi Voo }VB an einer Stelle ,ch s

an der diese Feldlinien weiter auseinanderliegen als an einer Stelle ﬁl .

‘.“
on
ASY

¥ %

Zeichnung 4%

Die Amplitude ist eine infinitesimale GrofBe und daher lautet der FlufB durch

die Fliche FO

Wegen der Flichengleichheit bekommt die Storung Fn. bei ¢1 eine groBere

Amplitude als bei ﬁo .

Diese Eigenschaft der Austauschstorungen 148t sich nun nilitzlich verwenden,

um ein Gleichgewicht gegen AustauschstSrungen stabil zu machen. Dazu muf man
ein solches Gleichgewicht konstruieren, bei dem die Magnetfeldlinien in den
Gebieten ginstiger Krimmung einen kleineren Abstand haben als in Gebieten un-
ginstiger Krimmung. Ist diese unterschiedliche Wichtung hinreichend grofB, dann

kann
1 2 32
éwF = 8—?[.-//7n -g— af
S

pPositiv sein.

Die Bedeutung dieses Oberflichenterms ist nun die folgende: Bei der Austausch-
storung mit div ? = 0 wird die Flufrohre F, durch die FluSrbhre F, ersetzt.
Die Volumina dieser beiden FluBrdhren sind zwar die gleichen, aber die gesamte
magnetische Energie der FluBrdhren ist wegen des inhomogenen Magnetfeldes ver-
Schieden. Bel einem Austausch tritt daher eine Energiedifferenz auf. SwF st
damit der Anteil der Anderung der magnetischen Energie, der durch die Formidnde-

rung des Integrationsvolumens entsteht.
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Mit Hilfe von (III 7, 9) schreibt sich dieser Ausdruck

1 2 o P y)
BwF = WB//F(};J) g(g,y d;zid}u.
Es kommt hier also nur auf das Vorzeichen der Funktion
Py
o) = [ewpy @

an. Da die Funktion F(}V) bis auf die Einschrankung (III &) beliebig ist,
konnen wir ein Stabilitdtskriterium gegeniiber Austauschstdrungen formulieren:

Notwendig und hinreichend flir Stabilitdt ist die Bedingung

G(¥) > 0 fiir alle }y 3 (14)

Die mit /u'vl/ﬁ,gemittelte Krimmung der Magnetfeldlinien muB positiv sein.

Als Beispiel dazu wollen wir einen Thetapinch mit periodischen Wellungen be-

trachten. S (g —

Zeschnung 5

Das Gleichgewicht 148t sich hier wegen der Rotationssymmetrie ganz leicht
behaudeln. Von der Gleichgewichtsgleicnung (III 12) bleibt nur noch iibrig:

20 \2 aro 2
fgs @ = 1% el (15)
Das Potential @(s) ist der Bogenlinge lings den Kurven = const proportional,

diese sind mit den Magnetfeldlinien identisch. Das Bogenelement senkrecht zu

den Feldlinien lautet

al

Il

ro(s) dd

und somit ist

g = %S) ‘ (16)
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Wzhlen wir als Randkurve eine Cosinuskurve

ro(s) = r +acos ks (17)

dann lautet die "mittlere" Kriimmung

: 2 7
G ~ —/ sl BB \!l+a2k sin° ks ds .
a
g = vos k s

m

Durch Entwicklung nach a erhalten wir:

a 2
G~—;—+O((a/rm) ¥ =
m
Dieser gewellte Thetapinch ist also austauschstabil. Beim gewohnlichen
Thetapinch (a = 0) bekommen wir marginale Stabilitidt, und ganz analog
wird beim z-Pinch - die Feldlinien weisen nur ungiinstige Krimmungen auf -

G(y) <0 firalle y .

Wir haben damit das Ergebnis, daB bei [ = 1 die bei kleinem B8 so gefdhrli-
chen Austauschinstabilitdten verhdltnismdfig leicht zu unterbinden sind. Das
Plasma kann dann nur durch solche Storungen instabil werden, die auch das
Magnetfeld verbiegen (§ B # 0) . Zu dieser Rechnung ist aber die Kenntnis
der dulleren Berandung F notwendig. In Kap. VII soll dazu ein spezielles

Beispiel gerechnet werden.
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V. M-und-S-Flachen

A) Gleichgewicht

In folgendem wollen wir die im vorigen Kapitel beschriebene Theorie auf spe-
zielle Gleichgewichte anwenden. In einer frilheren Arbeit haben F. Meyer und
H.U. Schmidt £f8_7 toroidale Gleichgewichte ohne azimitalem Gesamtstrom be-
rechnet. Unter der Annahme, daB alle Stromlinien meridional geschlossene ebene
Kurven sind, konnten sie durch geometrische Betrachtungen eine Differential-

gleichung fir die Gleichgewichtsflidche aufstellen.

An solchen sogenannten M- und-S-Flichen ist man aus folgendem Grunde interes-

siert:

Bei einem Torus mit nur azimutalem Gesamtstrom treten die gefédhrlichen
"sausage'"-Instabilitdten auf. Dies liegt an der starken Krimmung der Magnet-
feldlinien. Daher versucht man, diese Krilmmung moglichst zu‘reduzieren, was
natiirlich nur bis zur Gesamt-Krimmung des Torus selbst geht. Der andere Grenz-
fall aber, der toroidale Theta-Pinch ist bekanntlich nicht im Gleichgewicht,
der magnetische Druck ist auf der Innenseite des Torus stidrker als auf der
AuBenseite, das Plasma driftet nach auBen. Die Oberfldche S mf also so ver-
formt werden, bis - anschaulich gesprochen - die Stromlinien ilberall den glei-
chen Abstand haben. Dies ist offensichtlich bei einem Krelstorus nicht der

Fall. Eine mathematische Formulierung dieser Aussagen findet man in 1—5 ;7.

In der folgenden Betrachtung wollen wir nun die Bedingung, daB die Stromlinien
eben sind, fallenlassen und zeigen, dafl die in Z—8_7 gefundene Gleichung ein
Spezialfall von Gl. (III 12) ist.

Die M-und-S-Flichen sind allgemein durch die Potentialfunktion

#s,?) = 1 + P(s, ) (1)

5

mer L

(L = Gesamtldnge der Seele)
charakterisiert.

Sollen die Stromlinien nun in der Ebene s = const liegen, dann darf @

nicht von < abhingen.

g = #(s) (2)
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Gehen wir hiermit in Gl. (III 12) ein, dann lautet das Ergebnis (mit 1/7° = 0)

(r %+ x0) (%g)g - P (-5 cos#)urr?. ()

Wahlen wir nochdie Seele in der Darstellung
R = {R(S") cos ¥ , R(?J) sin #, 0}

dann geht Gl. (3) in die in /8 / benutzte Gl.(13) liber mit
(227 (7 + r"%(p) ) =t &%(p) -

Die Funktion g 50) wurde nun aber nicht willkiirlich vorgegeben, sondern als
Bogenlange langs einer geschlossenen Kurve r, (rfJ) definiert. Dann ergab
sich diese vorgegebene Kurve r, () sgerade als eine der Charakteristiken
von Gl.(3).

148t man nun aber die Beschrankung auf ebene Stromlinien fallen, dann kann man
die so gewonnene Freiheit in der Wahl von @(s,?*) ausnutzen, um weitere Cha-
rakteristiken der Gl. (III 12) zu finden. Nach diesem Prinzip wollen wir nun

in folgendem einige Aussagen iliber den M- und-S-Torus machen, ohne die Differen-
tialgleichung (III 12) explizit zu ldsen. Dazu widhlen wir die Geometrie so ein-
fach wie moglich: Die Bezugslinie R(s) sel ein Kreis

= 1

1
= 0 &

QU=

und der gesuchte Torus r(s, 19‘) mige symmetrisch in Bezug auf = 0 sein.
Dies erfordert natiirlich dieselbe Symmetrie von der Potentialfunktion @(s, % ).
Die Differentialgleichung (III 12) schreibt sich nun

r P4 (1-reos#) (7 -2 my 2L, (P P20
(5)
= (r'2 + r;,z) (1L -r cosuﬂ'):2 + 1:?2. rsg i

Alle Iidngen werden hier in Einheiten des grofBen Torusradius R (Radius der

Seele) gemessen, die Bogenldnge s geht dann in den Azimutwinkel ¢ iber.

Wihlen wir nun @ symmetrisch in o d.h. @ = @(cos #), dann ist G1.(III 5)
gegen die Transformation 19' —_ - 1} invariant, wenn auch r nur von cos o

abhingt.
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r = r(s, cosv) .

L _ |
QE%IEHIi![:\ ;
i
|

\S)’f!

Die Idsung ist auch symmetrisch.

Zerchnung 6

Besonders interessiert nun natiirlich die innere und ZuBere Kontur des Torus.
Aus Symmetriegriinden sind diese beiden Kurven Magnetfeldlinien. Sie haben
somit die gleiche Gesamtlédnge. Dies ist leicht einzusehen: Da ja semmrecht
durch alle Magnetfeldlinien der gleiche meridionale Gesamtstrom Imer flieBt,
die Stromdichte aber konstant ist, miissen alle Feldlinien die gleiche Gesamt-
ldnge besitzen. Damit kann die innere Kontur Ci kein Kreis mehr sein. Der
ndachst einfache Fall widre also, daB der Torus zu gewissen gleichabstandigen
Stellen s, (¥ = 1...n) symmetrisch ist, wie es schon in der obigen Zeichnung

angedeutet wurde.

Wie muB nun @(s, ) gewzhlt werden, um Auskunft iiber C, und C, zu erhal-

ten?

Dazu wollen wir folgendermaBen vorgehen: Wir konstruieren einen Hilfstorus
ro(s, #), der auch schon die von dem gesuchten M-und-S-Torus verlangten Symme -
trien aufweist. Weiterhin sollen die Linien #= const auf diesem Torus die
gleiche Gesamtlinge besitzen. Dieser Hilfstorus ist also beinahe schon so etwas
wie ein M-und-S-Torus, nur sind die Parameterlinien = const im allgemeinen
nicht auch gleichzeitig geoddtische Linlen. FormelmdBig lauten die Beziehungen

an dem Hilfstorus:

or, 5
@*9‘ = 0} fiir =O,‘E

(6)
or ..
e, m ) fir s=s,(?¥=0,1...n)

¥s



- 25 -
3 AT B 2
Die Idnge L =-j( ﬁEET) + (1 - i cos #)° ds' ist unabhingig von 4 .
o

Die Potentialfunktion @ definieren wir nun als Bogenlinge lings 2= const.

auf dem Hilfstorus.

i

S 'aro
ﬂ(s,)=f (

@]

oo )2 + (1 - r, cos*z?‘)2 ds'! . (7))

Diese Darstellung hat offensichtlich die verlangte Form.
S
= _2 8
2 L 5=+ B(s, #). (8)

P(s,r&) ist eine in beide.: Argumenten periodische Funktion. Geht man nun
mit dieser Darstellung in die Differentialgleichung (5) ein, dann zeigt
sich, dafl die duBere und innere Kontur Ca und Ci des Hilfstorus Charak-
teristiken der Gl. (5) sind und damit also auf dem gesuchten N-und-S-Torus
liegen. Da wir noch die Anfangskurve flir die Charakteristiken frei haben,
wiahlen wir dafiir die "Hals"-Kontur C, oder die "Baueh"-Kontur Cy des

2r
Hilfstorus. Aus der Gl. (5) folgt dann wegen ,aso =0 und %g = 0 an

diesen Stellen:

Dor _ Brb = 0 fiir C.. oder C
?s r H B

d.h. die Charakteristiken beriihren den Hilfstorus langs CH oder CB %

Es sei nun CH als Anfangskurve gewdhlt. Da wir nur an analytischen Flichen

interessiert sind, folgt aus Symmetriegriinden fiir CB :

or ..
";5'5- = 0 langs CB ( 9 )

Von der Differentialgleichung (5) bleibt nur noch librig

(1 - r_ cos #)2 = (1-r 00513)2, (10)

was zu r = ro(f&) ldngs Cy fiihrt.

Es steht noch der Beweis aus, daB Ca und Ci Charakteristiken sind.

Hierzu 18sen wir die partielle Differentialgleichung (5) nach r_ auf.
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1 2 2 2 2 2
L e L Tt a g -y -/
7/ (11)
2

2
T

(1-I’f'—{cosz9‘)9+(15L

+ r2) 1-,(2552 - (1 - % 0051?‘)2_7/

Die Charakteristikengleichungen lauten in diesem Fall

dd 2G |

=+ = |

ds ’ar# ‘[

[

dr 26 |
s - % ory, (12)

|

T _ . 26 , 2 |

ds $ 2r 24 |

Lings C  und C; verschwindet nun —g—g , die letzte Gleichung von (12)

reduziert sich zu

2
a G
2s % or’ (13)
Mit dem Anfangswert r, = 0 auf C bleibt damit r, = 0 1ldngs C , C, .
20 by H ,av? a’ i
In der Ableitung -~y kommen nur Terme linear in ?g und I:ﬂ‘ vor, die

erste Gleichung ist somit liangs C{=1 i auch erfiillt. Dann ist aber auch die ‘

k]

totale Ableitung in der zweiten Gleichung gleich der partiellen Ableitung,
und diese Gleichung ist dann auch erflillt. Zusammenfassend 14Bt sich das Er-
gebnis formulieren: Wdhlt man als Anfangskurve fiir die Charakteristiken die

Kontur C des Hilfstorus, dann liegen auch die Kurven C_ , Ca und C

H B
auf dem gesuchten M-und-S-Torus.

i

B) Konstruktion eines Hilfstorus

Wir hatten den Hilfstorus ro(s, # ) durch seine Eigenschaften (6) definiert.
Im folgenden wollen wir nun ein konkretes Beispiel angeben und den Fehler zwi-
Schen M-und-S-Torus und Hilfstorus abschitzen. Fur den Hilfstorus machen wir

den Ansatz

ro(s,r3‘) = rH+b('z})%(l—0052ns) (1%)
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r._, a sind Konstanten, n = natiirliche Zahl. Die Amplitude muss aus der
Forderung nach Lidngengleichheit der Linien 1}1‘= const bestimmt werden. Fiir
eine Linie z.B. die AuBenkontur C, kénnen wir b(7 ) vorschreiben.

r = r_ + b(7)

3 3 2 (1-cos2ns). (15) |

2

Die Gleichung zur Bestimmung von b( <) lautet

9T, 2 To 2
25 R ¥ .

I1a( 4 ) 2 '
/ )
mit R?oz s |

&
Nun ist das Aspektverhdaltnis & = TH im allgemeinen recht klein gegen

1 (6 € 1). Unter dieser Annahme lassen sich die Integrale ndherungsweise

auswerten und wir erhalten fiir b() (16)

7

brgR (1 + cos¢) + 2aRb(%)

b( ) ~ -——2 cos & + V( Bg cos#)2+b2(ﬂ.’)+

an a n

Fir b(®% ) = 0 wird die AuBenkontur ein Kreis. Im Hinblick auf die Stabili-
tdt ist aber der Fall b(% ) ¥ O interessanter, denn dann konnen langs der
AuBenkontur auch Gebiete glinstiger Krimmung auftreten. Dieser so konstruier-
te Hilfstorus geht flr sehr kleines Aspektverhdltnis in eine rotationssym-
metrische Fldche ro(s) iiber. Bei dem Grenziibergang 1% —> 0 miissen wir die

Periodenlinge [ festhalten.

Es ist
L. ER
L
und damit strebt b( ) mit }% —> 0 gegen b(7)
I‘H o
b() ® 1+ (2 —+ 1) (1+cosd)e + 0(e") (17)
b(7T) = 1
L2
mit € = —— als Entwicklungsparameter und b(7) = 1.
aT R

Zeichnung 6 veranschaulicht die GrdBen am Hilfstorus. Unter nicht allzu
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2 ..
extremen Verhaltnissen sind [_2 und rH a @ von gleicher GroBenordnung

und somit

Im Rahmen einer solechen Entwicklung nach & 148t sich auch der Fehler zwi-

schen M-und-S-Torus und Hilfstorus abschdtzen. Wir machen dazu den Ansatz:
r = ro(s,ﬂ‘)+5(si'3’) (18)
und linearisieren die Differentialgleichung (V 5) unter der Annahme:

! S € roo-
- Mit G1.(5) F(r, r, T ) = 0 wird die linearisierte Gleichung

FI’s ‘Ss+Fri}, ‘\Sq'j\+ Fré+F = 0 (19)
mit
F or g2 -2 Go=271 1°
Ve takg ~ =1y 'ﬁs $ =B B ¥
F o= 2 Scor B8
Ty - rﬂ- Ts — ¢ Tg PsPg
r cosd 2 2
F, = (l“ﬁ cos ) o {r +2§2$&}
2 2 2 2 2
F = /PS +(1—§cosa})]¢& -QrSr& ﬁsﬁ,&*l'r,& r_ .

. In diesen Koeffizienten steht iiberall ro(s,#) anstelle von 7r(s,) .

- Die Anfangswerte auf C, sind: §=0 fiir alle & . Mit Hilfe der Defini-
'_ ‘l"tion von @(s,+) kann man aus Gl.(19) sofort sehen, daB &= 0 fir C,

- und C; ist. Man kann daher vermuten, da8 die grofte Abweichung zwischen
f’diesen beiden Kurven liegt, etwa in der Nahe von = /2 ; 3/2 % . Unm

~ hier § abzuschitzen, wollen wir die Koeffizienten in G1.(19) nach GriBen-
ordnungen in o ordnen. Benutzen wir die Definition @(s,? ) G1.(7) sowie

- die Darstellung des Hilfstorus G1l.(14) und G1.(17), dann erhalten wir:

F = -2r I’2+O(OL2)
Py S

F, o= 0 («) P o= 0 (%) (20)

F,o= 0 (o)
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2
Damit wird nach G1.(19) die Abweichung & von der Ordnung «° und G1.(19)

lautet in niedrigster Ordnung
F S8_+F = 0, (21)

d.h. die Charakteristiken von G1.(19) liegen in niedrigster Ordnung in der

Ebene 4" = const.

Der Quotient SS = -F/F_ ~ ist in jedem Intervall der s-Achse beschrankt.
s

Obgleich ldngs Ci und Ca Zéhler und Nenner verschwinden, bleibt der Quo-
tient beschrankt. Aus G1.(19) sieht man, daB F  stidrker gegen null strebt
als Fr . Damit verschwinist © mit txe.

s
Fir diesen ganzen Beweisgang wurde die spezielle Gestalt des Hilfstorus (1%4)
gar nicht herangezogen. Wichtig war lediglich die Art und Weise, wie ro(s,'})

fiir &« — 0 gegen eine rotationssymmetrische Konfiguration ro(s) strebt.

Zusammenfassend lautet unser Ergebnis:

Man konstruiere einen symmetrischen Hilfstorus ro(s,gf) mit den Eigenschaf-

ten GL. (III 6), der sich flr kleines Aspektverhiltnis « wie
ro(s) + O( o)

verhdlt. Definiert man das Potential @(s,+ ) als Bogenlidnge lings der
Linien = const auf Po(s,q}) und widhlt als Anfangskurve CH auf ro(s,'&),
dann beriihren sich der gesuchte M-und-S-Torus und der Hilfstorus langs der

. Ansonsten ist der Unterschied zwischen beiden
2

4 Tinien Ca’ Ci ; CH F CB

Flachen von der Ordnung o Der Hilfstorus liefert uns somit ein ungefidhres
Bild der M-und-S-Fl&eche, ohne dafl} wir die Gleichgewichtsgleichung explizit

losen miissen.
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VI. Stabilitdt des M-und-S-Torus

A) Austauschstorungen

Die nahe Ubereinstimmung zWischen M-und-S-Torus und Hilfstorus kann man
nun mit Vorteil benutzen, um Aussagen iiber das Stabilitidtsverhalten des
M-und-5-Torus zu bekommen. Wir berechnen die Werte 3e = IA? 3 /u, die in
das Stabilitdtskriterium Gl. (IV 14) eingehen, an dem Hilfstorus; die Kor-
rekturen sind dann auch von der Ordnung 0(2 . Die Funktion G(}U) mi3te
nun fir jede Feldlinie berechnet werden, aber man kann sich hier wohl auf
die AuBenkontur beschridnken. Wie schon im Kap. IV am linearen gewellten
Thetapinch gezeigt wurde, ist hier G(}u) konstant und positiv. Kriimmt man
nun diese Konfiguration etwas, dann kommt ldngs der Innenkontur Ci noch
ein Betrag von der hier positiven Gesamtkrimmung hinzu, lidngs der AuBenkon-
tur Ca wird dieser Betrag aber abgezogen. Tritt lings der AuBenkontur Ca
Uberhaupt keine glinstige Kriimmung auf, wie bei den in £f8_7 berechneten Kon-

figurationen, dann wird negativ auf Ca

G|

Die Folge ist nun, daB der Torus
langs dieser Feldlinie aufspaltet.
Dazu missen wir die Storung F(yf)
in folgender Weise widhlen:

: '30 F( ¥ ) negativ in der Umgebung von
¥ %\1 Ya F(w ) positiv in der Umgebung von ylz
F(y¥) = O sonst.

Zeichnung 7

~

Zeichnung 7 zeigt einen Querschnitt durch den Torus mit der oben beschrie-
benen Storung. Diese Instabilitidt ist also eine Folge der Toruskrimmung .
Die duBere Kontur Ca ist hier die Feldlinie mit dem niedrigsten Wert von
G(y ). Bei der obigen Geometrie ist G(w) eine monotone Funktion in v,
und daher genligt es G(yf) langs der HuBeren Kontur positiv zu machen, um

den Torus gegen Austausch zu stabilisieren. Langs Ca 1laBt sich G(yé) aber
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leicht berechnen, da hier ja die Krimmung und die Bogenlinge @ bekannt
sind. Fir /u-l benutzen wir den Abstand der Linien 4 = const und damit wird

Tl ro(s) fir 4= 7T .

/
Dieses Verfahren wollen wir benutzen, um die AuBlen- und Innenkontur eines
austauschstabilen M-und-S-Torus zu berechnen. Benutzen wir den Ansatz Gl.
(V 14) mit b(T ) = 1 fir den Hilfstorus und berechnen wir G('y}a) in der
Naherung: o = rH/R &1, a/R €1 , dann ergibt sich in niedrigster Ordnung
flir die Bedingung G(yh) 20

a n2 : a/2rH
R

I (1)

1+ a/EPH

Ersetzen wir noch n durch die Periodenldnge L und den Torusradius R

dann lautet das Stabilitdtskriterium fur Austauschstorungen:

2 aR a
7 > 1. (2)
L2 a+ 2 PH Z

Zeichnung 8 zeigt zwei M-und-S-Konturen, die das obige Kriterium erfiillen.
Der Faktor b(0) wurde dazu nach Gl. (V 16) berechnet. Austauschstabilitit
kann man umso leichter erreichen, je groBer die Anzahl der Perioden und

die Amplitude der Wellung ist. Dadurch werden aber auch die lokal auftreten-
den Krimmungen - etwa lings Ci - grofler, und die lokalisierten Storungen

konnen umso leichter auftreten.

Die maximalen Kriimmungen lings der Innenkontur sind:

|
o
Q
2
no
~—

P
1
*35‘1; R

Die Krimmungen nehmen mit dem Faktor n2 ab. Das bedeutet nach G1.(1)

a » 2r (4)

flr schwache Kriimmungen. ]

Definieren wir als Welligkeit des Torus das Verhiltnis zwischen "Hals"-

und "Rauch"-Durchmesser in der Ebene 2= 0,7 so bedeutet eine Verringerung






way =" 97=9
wagyl =\ WO =Y

§ = U A = D
Injuoy/ - +L/
v




der maximalen Krimmung eine Erhohung der Welligkeit.

Mit Hilfe von Gl.(1) (Gleichheitszeichen) und G1.(V16) lassen sich dann

Welligkeit und Kriimmungen eines austauschstabilen M-und-S-Torus als Funk-

tionen des Verhadltnisses x = Ear ausdriicken.
H
2 [ 4
Wix) = 1+ x 1, Ao e 1 1+ z — + = i + 2
1+ x 2 1 + x ble
(1 + x)
1
R = (1 + 'VI + (1 i x)2 + L4z ( E-+ 2 ) )
?H X X x
(5)
i~ 1
2 2 42 e V1+(1+x)d+l+x(3+2))
: X x %
?B
X X .2 X Iy i
1 = V ————— — 2
(o) 1+x+1+(1+x)+1+x(x+)

In den Zeichnungen 9 und 10 sind diese Kurven dargestellt.

B) Storungen mit Feldidnderung

Im vorigen Abschnitt hatten wir gezeigt, daB ein M-und-S-Torus unter Um-
standen austauschstabil sein kann. Um nun aber eine Aussage lber das ge-
samte Stabilitatsverhalten machen zu konnen, mussen wir nach instabilen
Storungen suchen. Da die Verbiegung des Magnetfeldes immer einen positiven
Beitrag zur gesamten Fnergiednderung liefert, sind vermutlich diejenigen
Stoérungen instabil, die in der Nachbarschaft einer Austauschstorung liegen,
im Gegensatz zu diesen die Gebiete glnstiger und unglinstiger Krimmung aber

nicht unterschiedlich wichten.

Eine Storung, die diese Forderung erfiillt, ist

by < F(Y) mit/]}?(y/)%‘idﬁ = 0 (6)

Die zweite Forderung besagt wieder, daf% das Plasmavolumen erhaltern bleibt.

Diese Storung hingt nicht von der Bogenliinge lidngs der Feldlinien ab, es
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Extremale Krimmurgern eines auvstavschslobrlen /1-und-S-Torus
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ist eine gleichmiBig durchlaufende "Rille". Der OberflzZchenterm in der

Energiednderung lautet mit der obigen Storung

2
B 2 dy dg
W = F . 7
sy =gr J| ¥ AR (7
Das Vorzeichen des Integrals wird im wesentlichen durch das Vorzeichen des
Integranden

H(y) (8)

_ag

bestimmt. In dem Integranden von H(yﬁ) werden die Gebiete glinstiger und
ungiunstiger Krimmung gerade umgekehrt gewichtet wie bei den Austauschstorun-
gen. Dies ergibt sich aus dem Flidchenverhaltnis der Gebiete mit unterschied-

licher Krimmung.

Beim M-und-S-Torus iiberwiegt die Gesamtfliche mit unglinstiger Krimmung und
die Funktion H(yf) wird hier negativ. Ohne Kenntnis der Gleichgewichts-
fldche 14Bt sich die Funktion H(y’) natlrlich nicht explizit berechnen,
aber im Grenzfall von kleinem Aspektverhdltnis oder geringer Welligkeit las-

sen sich doch einige Aussagen liber H(y’) machen.

Gehen wir von dem idealen linearen J-Pinch aus, dann wird hier offenbar wegen

1/9 =0 i H(vf;) = 0s

Bei leichter Welligkeit der Plasmaoberflidche etwa in der Form:
r (z) = r_ + a sin kz
o o

lautet H(y)

L
H = J/r (ro + a sin kz) ( - ak2 sin kz) 1/1 + a2k2 cosgkz dz
o

(9)
p -
H = —ﬁ'aak + 0(a’)
H(yf) wird also beim gewellten 7P-Pinch negativ und zwar quadratisch in
der Amplitude a

Flihrt man aber die Toruskrimmung als Entwicklungsparameter ein, dann dndert

sich H(y’) - ausgehend von einem linearen #-Pinch - schon mit der ersten




- 34 -

Ordnung in 1/R, da die Feldlinienkrimmung sich schon in erster Ordnung von
1/R @ndert. Um moglichst wenig Welligkeit zu erhalten, wihlen wir als Aus-

senkontur einen Kreis.

I
o]

C = ra(s)

]

r_ + b(o) % (1 - cos K s)

Gy 3 ri(s) .

27 TR
B s 5=

Die Amplitude Db(o) erhalten wir aus Gl.(V 16)

blo) elaes 4 (—{;——)24,—3—— 8r. . (10)

Die Wellenldnge L soll bei der Variation von 1,R konstant bleiben.

Fur sehr grofBe R wird
b(o) = = H . (11)

Lings der AuBenkontur wird H(7y) negativ, es tritt nur unglinstige Kriim-
mung auf. Die andere extreme Feldlinie ist die Innenkontur Ci ,» hier lie-
fert die Toruskrimmung einen positiven Beitrag zu H(yf) . Lings Ci lau-
tet H (y/) in niedrigster Ordnung

L
2
H(yi) = —/ﬂ/}}I+ Eégl (1 - cos K sz/ ( % + 2 JE;ggigl cos K s) ds
o

oder mit

<(7£2

e
S

- (12)
r r

- H H _ _H
Hy) » L(§ - 4 8) = -30-8.
Der erste Beitrag in (12) stammt direkt von der Toruskriimmung, der zweite
Beitrag von der durch die Toruskriimmung erzeugten Welligkeit. Die beiden
Feldlinien Ca und Ci machen damit H(yf) negativ. Vermutlich gilt fiir
die anderen Feldlinien des beschriebenen Torus dasselbe, denn bei einer
nicht zu ausgearteten M-und-S-Fliche mit den obigen Symmetrien G1l.(V 6)

sind M l/? monotone Funktionen in y und damit auch H(y).
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Welligkeit und Toruskrimmung liefern beide einen destabilisierenden Beitrag
zur Energieidnderung, WF dndert sich quadratisch mit der Amplitude der Wel-
lung und linear mit der Toruskrimmung.

Um nun den zweiten Anteil in der Energiednderung - den Anteil der Magnetfeld-
verbiegung - zu berechnen, muB man das Neumannsche Problem (IV 3) ldsen. Dies
ist explizit nur bei einfachen geometrischen Verhdltnissen moglicn, so daf3

wir hier auf Niherungsrechnungen angewWiesen sind.

Zuerst 1iBt sien zeigen, daB der zweite Term in §wa bei der oben gewdhlten

Storung am M-und-S-Torus verscnwindet. Die durchlaufenden Storungen

ta = E¥)

sind symmetrisch zu den Symmetrielinien CB oder CH . Dann verschwinden am

M-und-S-Torus alle Integrale

IV-Fn( 5.7, )ar.
3

Es sei ?1 das rein meridionale Feld und aus der Symmetrie des M-und-S-

Torus folgt, daB das Skalarprodukt § . i"

1 antisymmetrisch in Bezug auf die

Linien CH und. CB Ist.

Der ganze Integrand gn E_[' & g verhdlt sich

/”/”’d—:j_—““Tf“‘\ antisymmetrisch zu CB und das Integral lber
__-_;E:;\\ -
””:i:;? \\ 7 die Periode verschwindet. Es sei nun Y, das

’/ﬂ_““ﬂuj-fi”——“\\ rein azimutale Feld. Da ?é den gleichin
i ' Randbedingungen geniigt wie das Gleichgewichts-
\/\ feld B - die Fliche F ist ja FluBrohre
ist also §' wegen der eindeutigen

I von B - 5

I5sbarkeit des Neumannschen Problems bis auf

einen konstanten Faktor mit ﬁ- identisch. Wegen der konstanten Magnetfeldstar-

ke auf S 1ist auch das Skalarprodukt B - ?é auf S eine Konstante.
— -
B Y = const auf S . (13)

2

Da das Plasmavolumen bei der Storung erhalten bleibt (Gl. 6), verschwindet
auch das Integral
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Wesentlich bei diesem Beweis ist die Symmetrie der Gleichgewichtsfldche S
und der Storung, wihrend bei den Austauschstorungen hierzu nur die Geschlos-

senheit der Magnetfeldlinien vorausgesetzt werden mufite.

Von der Felddanderung bleibt also nur noch der Term lbrig:

swal - 8—%/95* Div ;nﬁ ar . (14)
5

Allgemein 1Bt sich nun noch lber Gl1.(14) folgende Aussage machen:

\
Verschwindet die Randbedingung %g; = Div Fn §' auf S mit irgendeinem
L oo o8
Entwicklungsparameter €, d.h. %?H = 0(€& ), dann verschwindet %wa mit £ .
ag I 2
R [ ~ - 1
o ~ & — S\'.a £ ( 5)
Dazu setzen wir voraus, dalB die Losung @ in einer gewissen Umgebung
von = 0 existieren. Damit ist BWaI in einer Umgebung von g£= O be-
schrinkt. Die Idsung @ entslteht nun durch eine lineare Operation aus
dem vorgegebenen Randwert %?E auf S . Nach den iiblichen Methoden der
Potentialtheorie 1—18_7 macht man flir @ den Ansatz:
g = _l_ (16)
7

( S* 1ist hier die Summe aus Plasmaoberfliche S und der duBeren Beran-

dung F ). Flir die Fldchendichte h erhdlt man die Integralgleichung

»

-%/%%)df:-%. (17)
s*

Die homogene Gleichung besitzt nur die Nulldsung und die Losung der inhomo-

*
genen Gleichung, die Neumannsche Reihe, verschwindet mit %?H . Damit ver-
2
schwindet auch @ mit dem Entwicklungsparameter € und $ waI mit £ .

Der mehrfache Zusammenhang des Gebietes V spielt hier im Beweisgang keine
Rolle, da das Potential @ einwertig ist und somit keine Spriinge an den

Schnittflichen auftreten, die ‘% einfach zusammenhdngend machen.



VII. Gewellter Thetapinch

Dieses Verhalten der Energiednderung wollen wir nun an einem Thetapinch mit
periodischer Wellung etwas genauer untersuchen. Wir wollen die Amplitude der
Wellung als klein gegeniiber dem mittleren Plasmaradius betrachten und alle

GroBen nach Potenzen dieser Amplitude entwickeln.

-7 Plosma
Vo

Zerchn ung 77

Die Randkurve des rotationssymmetrischen Plasmavolumens habe die Form:

r = r + acoskz. (1)

Die duBere Spule sei eine FlullrShre des Gleichgewichtsfeldes f?. Solange
wir noch innerhalb der Singularititen des Gleichgewichtsfeldes sind, hat die

auBere Spule eine dhnliche Form wie die Plasmaoberfliche.

r =~ r, +bcoskz (2)

Dies ist nur der Anfang einer Fourierreihenentwicklung, beim Ubergang zum
linearen Thetapinch ( a — 0) wird das AuBenfeld aber homogen und damit

b— 0.

Wir setzen noch voraus, daBl die Wellenldnge L grof3 gegenilber den Querdi-

mensionen des Plasmas ist.

ak € 1 rok €1 r k€1 (3)

Die gleichmidssig durchlaufende "Rille" hat in dieser Geometrie die Form:
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e =§Osmm#; m=1, 2, ... (1)
Der Oberflichenanteil wF lautet bis zur zweiten Ordnung in der Amplitude a
B2 2 2.2 ; 2
WF=——8-FOakfcos k Z a2 . (5)
o

Damit missen wir den stabilisierenden Anteil SwaI auch nur bis zur zwei-
ten Ordnung in a berechnen. Die Randbedingung fiir das Storfeld wird auf

der Plasmaoberflidche

dn r

=
=Div§nB'xb-§oB .
Nun ist aber der Integrand in wal schon allein von der Ordnung ae, wir
brauchen daher die geometrische Form des Plasmavolumens nur in der nullten
Ordnung beriicksichtigen. Das bedeutet, daB bei der ISsung des Neumannschen
Problems zur Bestimmung von @ in Zylinderkoordinaten gerechnet werden
kann; in nullter Ordnung gibt es keine Wellung. Als ISsung der Laplaceglei-
chung bekommen wir hier die modifizierten Besselfunktionen Im(kr‘), }{m(kr')

und @" hat die Form
g% = {A I(m(kr') + B Tm(kr)} sin m¥ sin kz . (7)

Die Konstanten A und B berechnen sich aus den Randbedingungen:

1 1 —
A K m(k rl) +BI m(k rl) = 0 (8)
anB 'zi'o
1 1 e I
AKX m(k ro) +BI m(k ro) = v
Als Ergebnis erhalten wir fiir den Feldanteil
L
SWI = BQ 2a2k2 C cosgkzdz
a 8 %o k r
o (9)
mit 1 1
- I m(krl) Km(kro) - Im(kro) K rn(krl)
1 1 1 1
I m(krl) X m(kro) -1 m(kro) K m(krl)
Das Verhdltnis zwischen stabilisierendem und destabilisierendem Anteil in
W wird aus (5) und (9) 1
awa c
Q =: = : (10)

BWF kr

ak sin k z sin m7 & 0(32)_ (6)
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Die Konstante C 14Bt sich wegen der Voraussetzung (3) durch die Ndherungs- :
formeln fiir Besselfunktionen bei kleinem Argument / 19 / noch vereinfachen

und der Stabilitdtsquotient @Q lautet:

_.1_._ 1+ (ro/rl)gm (11)

Q
mn 2m
1 - (ro/rl)

Hieraus 1ldBt sich nun folgendes Resultat ablesen:

1) Eine gleichmiBige Verriickung des Plasmas, d.h. m = 1 wird

durch die Anwesenheit einer ZuBleren Wand stabilisiert (Q>1)

Der Unterschied zwischen der oben definierten Verschiebung

in Normalrichtung und der gleichmdfBigen Verriickung, d.h. ¥ in
r-Richtung, ist von der Ordnung (ka)2 und deshalb in der obi-
gen Naherung vernachldssigbar.

2) Eine Aufspaltung des Plasmas langs der Feldlinien, d.h. m = 2
ist instabil (Q < 1) .
Im Prinzip konnte die duBere Wand auch die Stdrungen mit hohe-
rem m stabilisieren, aber dazu miifite sie sehr nahe zur Plas-

macoberfliche liegen. Bei m = 2 lautet die Bedingung dafiir:

r, < = .
1 V 3 ro —_— > G 2 1.

Bei den iblichen Pinchexperimenten bendtigt man aber r, = 5 - 10 ro o, um
eine genigende Kompression zu bekommen. Je weiter die HuBere Wand entfernt
ist, umso weniger EinfluBl hat sie auf die m = 1-Storung. Fir r.— o wird

1
Q=1.

A) Knickinstabilitit

Die oben behandelte Stabilitdt gegeniiber der m = 1-Stdrung kam nur dadurch
zustande, daB die Gebiete glinstiger Kriimmung zu E,WF einen erheblichen Bei-
trag liefern. Das Plasma wird durch die HuBere Spule an den "Hilsen" sozu-
sagen festgehalten. Reduziert man nun diesen Beitrag, dannerhdht sich auch

der PFeldverbiegungseffekt.

Im folgenden wollen wir Storunpgen betrachten, die die Gebiete glinstiger
Krimmung fast unverdZndert lassen. Eine solche Storung hat die Form:
k z

?n = ;o sin m 4 cos —— . (12)
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Die Wellenlinge ldngs des Magnetfeldes ist gerade die doppelte Periodenlange

der Gleichgewichtskonfiguration. Der destabilisierende Term SHF lautet:

5 2L
B 2 T 2, 2 2
W, =gz FO 5 (a r +a ) k ]/ cos k z dz (13)
o
Flir die Randbedingung des Storfeldes bekommen wir
=2 Eo B k z 1 k z
Div B = - ak (sin k z cos =5~ + = cos k z sin —=)
fn r. 2 2 2
kr
: 2
+ 20 sﬂl%;}:ﬁn me + 0(a”) .

Man sieht hieraus nun folgendes: Auch im Falle a = O verschwindet das
Stérfeld nicht, wihrend der destabilisierende Anteil verschwindet. Das be-
deutet, daB der lineare Thetapinch sich gegeniiber Verbiegungen stabil ver-

halt.

Mit ansteigender Amplitude wichst aber der destabilisierende Anteil in der
Energiednderung. Wir wollen die Amplitude a abschdtzen, bis zu der man

noch mit Sicherheit Stabilitidt hat.

Vernachlidssigt man in G1.(14) den Anteil mit a , dann erhdlt man einen
zu kleinen stabilisierenden Energieantell 5waI . Die Berechnung von SWaI

liefert mit dieser Vernachldssigung analog zu Gl.(9)

2 2L
2 (k r_)
I B 2 o C 2k z
8wa ® B §o I k/2 " J[ cos 5 da (15)
o

mit C aus GL.(9) .

Der Stabilitditsquotient hat in dieser Ngherung die Form
2

o 1+ (r_ /r

Q= > el (16)

m ar 4+ a 2m
o 1 - (ro/rl)

r 2m
)

[

In einem realistischen Fall ist die ZufBlere Wand relativ weit vom Plasma ent-
fernt T - 10r . Bei der m = 1-Stdrung erhalten wir aus Gl1.(16) fir alle
Amplituden bis zu

a = 0.6 T, (17)
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noch Stabilitdt. Fir die hoheren m-Werte muBl man dazu die Bedingung er-

fiillen:

PO
? 2, m . (18)

m= 2

=
3

Wie erkliart sich nun dieses Verhalten des linearen gewellten Thetapinchs?

Betrachten wir zuerst den Fall verschwindender Welligkeit (a = 0). Diese
Konfiguration ist gegeniiber den Storunpgen G1l.(4), die hier gleichzeitig
Austauschstodrungen sind, marginal stabil. Gegeniliber Verbiegungen verhidlt
sie sich stabil, da eine Verbiegung die Energie des Magnetfeldes erhoht.
Fihrt man nun eine endliche Velligkeit (a # 0) ein, dann geben die Gebiete
unglinstiger Krimmung AnlaB zu einer Instabilitidt. Eine Verrickung des ge-
samten Plasmas bleibt aber stabil. Der Grund hierfiir liegt wesentlich in

folgender Tatsache:

Das gesamte Magnetfeld B im Auflenraum wird aufgebaut von Stromen, die

in der duBeren Spule fliellen und den diamagnetischen Stromen auf der Plas-
maoberfliche. Bei verschwindender Welligkeit haben wir es in Bezug auf die
diamagnetischen Strome mit einer idealen Spule zu tun. Die diamagnetischen

Strome liefern in diesem Fall keinen Beitrag zu dem Feld im AuBenraum.

Erst bei endlicher Welligkeit liefern die diamagnetischen Strome einen Bei-

trag zu dem Feld im AuBenraum. Verschiebt sich nun die Plasmaoberflidche, dann

wird dieses Feld verbogen, da ja kein Feld in die @uBere Spule eindringen
kann. Man kann auch sagen, daf durch die Bewegung des Plasmas in der zufleren

Spule Strome induziert werden, die die Bewepung zu hemmen suchen.

Mit steigendem m (abnehmender Wellenlinge) verringert sich aber dieser

Verbiegungseffekt und die Stdrungen werden instabil.

Ein solches Verhalten wurde explizit in einer Arbeit von Kilb et al. /20 /

an dem Analogmodell einer leitenden Kugel im Megnetfeld berechnet.
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B) Torus mit kleinem Aspektverhdltnis (& & 1)

Es soll nun noch die Frage behandelt werden, wie die Toruskrummung sich auf die
RillenstGrung mit m = 1 und m 2> 1 auswirkt. Wir betrachten dazu eine Folge
von Gleichgewichten mit « als Parameter, die im Grenzfall & —— 0O gegen den
oben behandelten linearen gewellten Thetapinch streben. Dann besagt Low's
Theorem 421;7, da3 die Eigenwerte des StabilitZtsoperators bei der Anderung
eines Gleichgewichtsparameters o sich in derselben Ordnung dndern. Das bedeu-
tet auf unseren Fall angewandt, dafB stabile Stdrungen bei einer kleinen Ande-
rung des Aspektverhaltnisses stabil und instabile Storungen instabil bleiben.
Die hier betrachteten Storungen sind im allgemeinen keine Eigenschwingungen,
aber da sich jede Storung nach Eigenschwingungen entwickeln 138t, muB in einer
instabilen Stgggng auch eine instabile Eigenschwingung enthalten sein. Das
bedeutet also,die beim linearen gewellten Thetapinech gefundenen instabilen Sto-
rungen auch im schwach gekrimmten Torus auftreten. Eine Ausnahme von der obigen
Regel bilden die fiir ® = 0 marginalen Storungen. Hier mufB man nach Iow das Sta-

bilitdtsverhalten direkt berechnen.

Wir betrachten daher eine Folge von M-und-S-Gleichgewichten, die fiir o —s O
gegen den idealen linearen Thetapinch (a = 0) streben. Die HuBere Kontur dieser

Gleichgewichte sel jeweils ein Kreis.

Wie schon in VI,A gezeigt wurde, sind diese Gleichgewichte austauschinstabil,
das Plasma spaltet in zwei Teile auf. Dieses Aufspalten entspricht der m = 2 -
Instabilitdt. Wahlt man nun eine m = 2 - Stérung nach dem Ansatz Gl.(6), dann
wird diese Aufspaltuny; entsprechend dem in B) Gesagten noch verstiarkt. Der To-
rus hat also danach noch eine groBere Tendenz zum Aufspalten (m = 2) als der

lineare gewellte Thetapinch.

Interessant ist nun der Fall der m = 1 -Stdrung, d.h. eine gleichmdafBige Ver-
riickung des gesamten Plasmas. Hiegzu machen wir eine grobe Abschiatzung. In

Gl.(12) hatten wir H(yl) % - 3[_-- abgeleitet. Analog findet man fiir

r
H('yaa)» L — . Als Mittelwert fiir die ganze Fldche wdhlen wir H=~ - 2L EH'
Der destabilisierende Teil der Energieinderung ist damit nach (7)
2 T
B 2 H
B, -8—(fp(}u) ay) 2L - (19)

&

F(y) = sin my ———)/ng}y =
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Als Néherung fiur den stabilisierenden Anteil betrachten wir die fiir den ge-
wellten Thetapinch abgeleitete Formel (9) und ersetzen die Amplitude a durch
die von der Toruskrimmung herrilhrende Amplitude b , a —> b/2 G1.(11). Da
nur ungefdhr die Hdlfte der Oberfliche eine wesentliche Welligkeit aufweist,
beriicksichtigen wir dies noch durch den Faktor 1/2. Weiterhin ist Q = 1 .
Mit diesen Vereinfachungen lautet der stabilisierende Anteil

2 8 r
B 2 1 H
wst - 8 Fo T R K2

Ein Vergleich mit (54) zeigt, daB die m = 1 - Stdrung in dieser Abschitzung
stabil ist. Der stabilisierende Torus 5w andert sich hier auch linear mit
® = r /R, da die Welligkeit des Torus mit 'V—1 anwachst.

C) Anwachsraten

In den vorhergehenden Kapiteln war nur nach dem Vorzeichen der Energieidnderung,

d.h. nach Stabilitdt oder Instabilitdt, gefragt worden. Bei einer instabilen

Storung interessiert aber auch die Anwachsrate dieser Instabilitdt. Es sei
g'(g) eine Storung und &W( ;: ?') die daraus resultierende Anderung der po-
tentiellen Energie. Wird diese Energie nun in kinetische Energie des Plasmas

Ubergefiihrt, dann lautet die Bilanzgleichung :
aW(7,;)—2nf/f; d’x . (21) .
v

Die konstante Dichte n kann vor das Integralzeichen gezogen werden. Es wird
&5 - t
hier iiber das Plasmavolumen integriert. Mit F =& e’ erhalten wir als

MaB fiir die Anwachsrate

2 _ xé: S (22)
Wy
Die Storung '?Yx) war bis jetzt nur durch die Bedingungen
ﬁb?‘ = Fn auf 8
(23)

pe 3
div ? = 0 in V

definiert worden. Diese beiden Bedingungen legen nun aber ?’(in noch nicht
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eindeutig fest. Eine weitere Bedingung erhalten wir auf folgende Weise: Die
gefahrlichste Storung ist die mit der griften Anwachsrate. Die Energieinderung
& W hangt nur von der Randkomponente an ab. Die Anwachsrate erreicht also

ihren Maximalwert, wenn die Norm

v - J §F s (24)

beil vorgeschriebenem Randwert fn minimal wird. Dies ist aber gerade das Va-

riationsprinzip fir harmonische Vektorfelder. Das Feld 7’-" berechnet sich damit

aus
div ?’ = 0 rot ? = O (25)
H"? = ¥ auf S,

Die Storung ? 1laBt sich im allgemeinen als Gradient eines mehrwertigen skala-
ren Potentials darstellen. Man kann aber zeigen, daB hier nur der einwertige An-
teil des Potentials U in Betracht kommt. Wegen des zweifachen Zusammenhanges
des Plasmavolumens muB man zur vollstidndigen Bestimmung von )? aus (24) noch
die Zirkulation Scﬁ ?’a‘ ds vorgeben, wobei Ca eine azimutal geschlossene
Kurve im Plasmavolumen ist. Ganz analog zu dem Stérfeld $B (Kap. IV) hat die
Storung linear die Darstellung

-

‘ﬁ =VU¥+)}§a (26)

- .
wobei E . den Bedingungen geniigt

rot 7"& = 0 ﬁ’-"a: 0O auf S (27)
. — — -
div sa = 0 fga-ds = 1 .

a

Somit ergibt sich fir die Norm
N(f_: ?) = f//(VU” )2 djx +y [VU“ I_i’a dB}c +3’2///+a2 djx. (28)
\Y v \

Der zweite Term verschwindet wegen der Einwertigkeit von U * und der Randve-

dingung fiir ?;_ auf S. Der letzte Term ist positiv und verschwindet nur
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filir O . Die gesuchte minimale Norm lautet damit
N = //[(Vu")2 &x . (29)
v

Die Bedingungeu flir das Storpotential sind:

AU = o in Vv
(30)
au®

-a—n-zgn auf S .

?Mit Hilfe dieser Formeln 148t sich die Anwachsrate flir die obige Rilleninsta-
bilitat verhdltnismdBig leicht abschidtzen.

Mit der Randbedingung E}n = Eo sin m # auf S lautet die Losung von (30)

in nullter Ordnung von a .
U* = " sin m (31)

’hnd die Norm
!

2 2 %@
- (32)

N=§O Lro

Mit Hilfe der Formeln (5), (11), (22) und (32) erhalten wir fiir die Anwachs-
rate der Rilleninstabilitit (flute-instability):

1

1 - a
WV, ( Q) m = m 22 (33)

rg'-". 0
o Hymin

A B ,
i R ist die Alfrén hwind bt i i -
1 m s e engeschwindigkei Samin ist der minimale un

Stige Krimmungsradius ldngs der Feldlinie. Der Faktor a/2 ro) entsteht
5.‘ ch den Beitrag der Gebiete giinstiger Krimmung. Berechnet man die Anwachs-
@te aus der einfachen Formel fiir die Gravigationsinstabilit'zit

v ¥
= K —e —— (34)

. i i o
min o]

erhalten wir: w & V v m .
€ a o gmin

ASE Anwachsrate wird also durch den Beitrag der Gebiete glinstiger Krimmung

den Faktor (1-9)a reduziert.
. o

QW = gk ; g —

2r
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VIII. SchluBbemerkungen

Nach den im vorigen Kapitel abgeleiteten Formeln nimmt die Anwachsrate der
Rilleninstabilitdt mit abnehmender Wellenlinge quer zum Magnetfeld (steigen-
dem m ) zu. Je kleiner aber nun diese Wellenliange wird, umso eher macht

sich der EinfluB mikroskopischer Effekte bemerkbar. Wie M.N. Rosenbluth

et al. éfil_? gezeigt haben, konnen bei Beriicksichtigung des endlichen Tonen-
gyroradius die obigen Storungen unter Umstinden stabil sein. Allerdings ist
diese Theorie nur flr Plasmen mit B « 1 aufgestellt worden und ihre Anwend-
barkeit in unserem Fall fraglich. Nach Z_ll_7 muB zur Stabilitdt der m = 2
Storung die Bedingung erfiillt sein

2r
o)

o} .
g)m]_n

(ai = Tonengyroradius)

Die m = 1 - Stdrung kann nach dieser Theorie nicht stabilisiert werden. Wir
hatten abgeleitet, daB diese Storung in unserem Fall durch die HuBere Wand
stabilisiert werden kann. Man kann daraus den SchluB ziehen, daB am M-und-S-
Torus und am gewellten Thetapinch die m = 2 - Storungen wahrscheinlich die
gefdhrlichsten sind.

Die bis jetzt durchgefiihrten Experimente deuten darauf hin, dafB ein solches
Aufspalten des Plasmas verschiedentlich auftritt 1?22_7.
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