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Abstract

An investigation is made of magnetohydrostatic, axisymmetric,
meridional equilibria which are periodic along the axis of
symmetry and for which the pressure tends monotonically and
continuously towards zero as a function of tie distance from

the axis of symmetry;. Analytical solutions are set up in the
vicinity of the axis of symmetry; for a certain class of boundary
value problems an approximation method is developed which reduces
calculation of the equilibrium to solving a system of ordinary

differential equations.




Es werden magnetohydrostatische Gleichgewichte, also Losun-

gen von
ovp = (wxB)xB
"?,_’; - (1)

untersucht, die zweli Symmetrievoraussetzungen geniigen:

1. Axialsymmetrie

2. rein meridionales Magnetfeld.
Unter diesen Voraussetzungen reduziert sich (1) bei Einfiihrung
von Zylinderkoordinaten s, y, z auf

SF _4F
65 f?} +-‘1.+/MV'S “O (2)

worin F (falls F(s,z)s=O = 0) als FluBfunktion interpretiert
werden kann und der Druck p eine willkiirliche Funktion von I ist
(vgl. z. B. [1]). I's sollen in z periodische Losungen betrachtet
werden, die ein Plasma beschreiben, das im wesentlichen in einem
Schlauch um die Symmetrieachse enthalten ist, wobei der Uber-
gang zum Vakuum mit wachsendem s kontinuierlich sein soll (d. h.
es werden keine Gleichgewichte mit Diskontinuitatsfldchen behan-
delt; auch der in [1] benutzte lineare Ansatz fiir dp/dF kommt
nicht in Frage). Es wird sich spidter zeigen, daB diese Eigen-
schaft der LOsungen in angenessener VWeise so formuliert werden

kann:

es gibt ein Intervall I = (81,52) mit der Eigenschaft: (
p(s,z)<E s € I, bz € R, 3)

wobei £ eine gegen den Druck auf der Achse kleine Grole ist.
Die Funktion p(F) muB nun geeignet gewdhlt werden; in [2] wird
der Ansatz
4y A
(F A+ (8F) ()

benutzt, woraus sich

P(F) (-;i_-"dn(/wvx RF/ (#a)

ergibt. Dabei sind A,D positive Konstanten, die zur Anpassung
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der Losungen an spezielle experimentelle Bedingungen dienen.

sus (4a) folgt, daB, sofern

r > 1?;% VseI VeeR (3a)

gilt, die Losung die Eigenschaft (3) besitzt. In dieser Arbeit
wird der Ansatz (4) aus zweli Griinden beibehalten:
1. Bs wird sich zeigen, daB unter gewissen einschrankenden
Bedingungen an die z-Abhéngigkeit von F(s,z)

a) Losungen mit der Eigenschaft (3a) gefunden werden
konnen, die in hinreichendem laRe an experimentelle
Bedingungen angepalBt werden konnen,

b) diese Losungen in ihrer Abhingigkeit von den ver-
schiedenen Parametern qualitativ einfach zu disku-
tieren sind.

2. Dadurch, daB (4) eine einfache rationale Funktion von F
ist, lassen sich sowohl analytische LOsungen gewinnen,
als es auch moglich ist, ein Kdherungsverfahren einzuschla-
gen, das die FDGL (25 auf ein System von GDGLen zuriick-
fiihrt. Wie sich zeigen wird, wiirden die rein rechentech-
nischen Schwierigkeiten bei beiden Verfahren z. B. durch
Wahl einer Funktion p(F) = e_F sehr zunehmen, wogegen
andererseits in physikalischer Hinsicht wohl keine wesent-
lich anderen Gesichtspunkte auftreten wiirden.
Da es sich bei (2) um eine elliptische I’'DGL handelt, wére
der mathematisch korrekte Weg zur Ldsung die Betrachtung des
Randwertproblens:
s(z) : pericdische Funktion in der s,z-Ebene (s(z) >0 V2)
F(0,z) = B,
F(s(z),z) = Fq, wobei Fq (3a) geniigt.
Dieser Veg wird aus zwel Griinden nicht eingeschlagen. Einmal
wire die LOsung des FProblems in dieser Form schwierig, und zum
anderen miiBte man die Funktion s(z) vorgeben, ohne ein Kriterium
dafiir zu haben, bei welcher Wahl man Losungen bekommt, die in
guter ldherung einfach beschreibbar sind. Stattdessen wird, wie
oben schon angedeutet,
1. gezeigt, daB sich (2) in ein analytisches /infangswertpro-
blem, iiberfilhren 1ZRt, dessen Losungen man numerisch leicht

ernalten kann;




ein Hdherungsverfaihren entwickelt, mit dem man unter be-
stimmten einschrinkenden Voraussetzungen Losungen mit der
Ligenschaft (3a) gewonnen werden kénnen, wobei auch ein
rritevium daflir gefunden wird, unter welchen Bedingungen
an die Funktion s(z) die Losungen in guter Iidherung ein-
fach zu erhalten sind;

an numerisch gerechneten [Deisvielen die Brauchbarkeit

der entwickelten liethoden verifiziert.



IT1.7. Bezeichnungen

Fiir das Folgende wird (2) auf dimensionslose Form gebracht:
mit

&
S=Sosf, 2’=2'a&*, F’E#Ff, P‘f-’uf

wobeil B Zo’ Fo’ P, die Jeweilig% Dimension und einen Skalen-

faktor enthalten und gelten soll:

Fl
$o = 2 . -2 = o fo
e i Sﬂ* /d f
ergibt sich aus (2),(4) eine Gleichung in dimensionslosen Gri-

; o . R
ffen, an denen zur Vereinfachung der Schreibweise

wieder wegge-
lassen wird:

YF_ A XF , cade - p. dp - - _A (2a)
0s* Eﬁ*ﬁ”s% =0, c?é" A +(BF)*
Ferner ist es fiir das Folgende zweckmiafig, mittels
s
5 = X

eine neue Variable x einzufiihren. Damit erh#lt man aus (2a)

YE 4 0
'a—x"z T 24;(?_&'7' *5“2 = 0 (2-6)

SchlieBlich werden noch folgende Bezeichnungsen eingefihrt:
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Laplace~Uperator im 5=dim. eukl. Raum.

In Zylinderkoordinaten, d. h. in den Koordinaten s,nz, z} 7% Z,
die durch

X, = Sw v
)(3 = § m & Din 4522 fd?f

Xy = $ Mon qu Al ’&LZ '71’."Lf

XS' = 7
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gegeben sind, lautet z&s(vgl. 2+ DBe [3]):
338 4 2
L2122 s b g )

2Gx + D"[%’Z,'ﬂz,«,ﬂ)

Dabei ist D2 ein Differentialoperator zweiter Ordnung in v%,
J?l, . somit ergibt sich aus (2a),(2b)

X A
AcFT = — ) (2¢)

worin F¥(x,z) als im fiinfdimensionalen Raum zylindersymmetrische

"
)
[

Ag

"

Funktion aufzufassen ist.

IT.2. Berechnung der Losung aus den Anfangsbedingungen

e

Fir F wird der Ansatz gemacht

F Z ( Z anxf)var'& ($)

(in z gerade Losungen sind mit (2) vertriglich). Da

oF 4. . 9F

X ' ZxX 2r

s- bzw. z-Komponente des Magnetlfeldes sind, ist

F(0,2) = @,

- k)
%ﬁ(c ¥) 2 2 a,aovin'2
X ! v=e

der allgemeinste insatz fiir die Anfangsbedingungen, der zu re-
gularem Ield an der itelle x=0 filhrt. Im Anhang 1 wird gezeigt,
daB die Ldsung durch (6) eindeutig bestimmt ist; ferner werden
folgende Formeln fiir die Koeffizienten a"f (r20, p22) herge-
leitet:

A
2 ('4 ""(8400) L}

und fiir m21, T20, aber (T,m) ¢ (0,1)




= & -

1 At?
E — T &
at,h‘""\ Zhn[m+ﬂ) { tlm

T(ZAﬁ'V’?'o‘m_.,"'Z A"«r"gﬁ,m-u) ? (fl)

7(/1+ (Ea” )V~4<r~a b,/ =T
worin P
-
oo )
Acv ~ (2;(#2 § 7S r?—;u;’}‘? /‘“”9)

&)
(4]

24(3+4) ac, g0, ~AT 2

Dabei ist fiir m=1 die Summe in der ersten Formel leer. Sofern

nur endlich viele der Koeffizienten a, , von lull verschieden

sind, 14Bt sich innerhalb des Konvergenzintervalls der Reihe

(5) die Losung aus (7) numerisch leicht und genau berechnen

( fiir einen Ansatz p = e ¥ wiren die (7) entsprechenden Rekursions-
formeln dagegen viel komplizierter, der Rechenaufwand wiirde sehr
zunehmen, vgl. z. B. [4]). Explizit soll noch fiir den einfach-

sten nicht trivialen Fall die Losung bis zur fiinften Ordnung in

x angegeben werden: seil

0‘--’50" QO-’f;addid,'qv,f:Ob/y'?,Z; A.:g_:4 (g)

Dann ergibt sich aus (7)

Fo [aorx + 4xt A2 eal)- 4 (o 3a) "]
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Wie zu erwarten, enthdlt der z-unabhingige Anteil die partiku-
lire Losung x{/z der inhomogenen linearen Gleichung GF = 1,
und der erste Fourierkoeffizient die LOsung der homogenen Glei-

chung GF = O:

oo A V-4
( =1/ 4){ X )MV—S} e WL UR) oz 1= W) eninlz
v=a Y. .
(11: modifizierte PBesselfunktion 1. Ord.,; vgls z.B.[ﬁ])

wobei W(x) die im Punkt x=0 regulire Losung der GDGL
" . _

ist. SchlieBlich sieht man aus (8a), daB die auf Grund der Nicht-
linearitdt der Gleichung (2) vorhandene Kopplung zwischen den

den Fourierkomponenten erst in 4-ter Ordnung in x (d. h. in 8-ter
Ordnung in s) eintritt; im TFalle aOD:O ist dies auch bei sonst
beliebigen Anfangsbedingungen so, wie man aus (7) sieht. In
diesem Sinne kann man also die Hichtlinearitit der Gleichung (2)
als schwach bezeichnen. Tatsdchlich ergibt die numerische Aus-
wvertung (vgl. I¥ ) fiir spezielle Anfangsbedingungen vom Typ (8),
daB im ganzen Konvergenzintervall der Reihe (5) die hoheren
Tourierkomponenten iiberraschend klein bleiben. Dies zu zeigen,
ist der Sinn dieser Reihenentwicklung, die so dazu beitrdgt, die
guten Konvergenzeigenschaften des im Abschnitt ILII entwickelten

NdZherungsverfahrens zu erkléren.

IT.%3. bxistenz der Losungen in einer Umgebung von x=0

Die Gl.(2b) zeigt, daB es sich bei den Anfangsbedingungen (6)
um ein nicht-analytisches .infangswertproblem im zweidimensiona-
len x,z-Raum handelt, so dal der Cauchy-ilowalewslii'sche Ewistenz-
stz nicht anwendbar ist (diese 3chwierigkeit 1laft sich auch
durch Ubergang zu kartesischen Koordinaten nicht beheben). Aus

(5) und (6) folgt aber, daB ¥ folgende Form hat:

po e
Fr- s vzc(%*’aveﬂ"?)“”“'TZ
: (1)
g Bam 5 F
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Somit geniigt F im flinfdimensionalen Raum den Anfangsbedingungen

- o
Fl(ooo0x,) = %;Oahmvﬁxg

) (10
I %)

Ved. b & (0,0,0,0,x¢) = C
Y

m

und nach (2¢) lautet die DGL fiir I

= A (104
AsF = A + B2(a,,+2xF)? )

Die Gln. (10) stellen offenbar ein analytisches Anfangswertpro-
blem in der Umgebung jedes Punktes (O,U,0,0,xs) dar, sofern sich
die Reihe (10a) in eine iiberall konvergente Potenzreihe in x5=z
entwickeln 1&éBt. Unter dieser Bedingung folgt aus dem Cauchy-
Kowalewski'schen Satz sofort die Bxistenz der LOsung in einer
Ungebung von x=0. Die Grolie dieser Umgebung hangt u. a. vom Kon-
vergenzradius der rechten Seite von (10b) ab, worin ¥ als unab-

hédngige Variable aufzufassen ist. DA dieser

1
(%} + %=

ist, kann die Reihe (5) nur konvergieren fiir

F -, < quol + f%1'

(F—aoo ist die FluBfunktion)

Setzt man in (4a) den nach dieser Abschétzung grofiten zulédssi-

gen Wert ein, also
ID(Q“°+ vqujiﬁq') = % (—7{ -—c/rcfan(?ew+l*8‘?a¢j+/l ))

so0 sieht man, dal unabhingig von der Wahl von ag, (d. h. unab-
hédngig davon, ob man ein Gleichgewicht mit kleinem (ap/as)ma‘
(a007 0) oder groisem (BP/QS)max (a00< U) beschreibt) die Reihe

(5) ungefihr in dem Bereich, in dem

p(x=0)

>

P @

ist, konvergieren sollte. Die numerische Auswertung bestidtigt

diese Vermutung.




III.1. Das Ndherungsverfahren

Der Ausgangspunkt fiir die Herleitung eines H#herungsverfah-
rens zur Losung der Gleichung (2) ist die Uberlegung, daB bei
Aufspaltung der Losung in einen z-unabhangigen (FD) und einen

z-abhiingigen (I') Anteil, also

F & Fo + E (/l/f)

eine Storungsrechnung woglich sein sollte, mit der man die LG-

sung I’ aus der ungestorten Losung FO der GDGL

‘ vy . A
GFo = F"(X) = ——2=3 12)

erhalten kann, wenn die Storung T in einem noch festzulegenden

Sinne klein ist. Aus (2a) und (11) folgt

; A
“F A+ B (ForF)" (12)

Betrachtet man in der rechten Seite von (13) FO als Konstante

und T als unabhidngige Variavle, so sieht man, dall fir

]

I ﬁ?l £ fo 2+ ‘%{1 (Iﬁﬁ)

o] . . . X . e .
die rechte Seite in eine Reihe nach Potenzen von F entwickelbar
ist. Andererseits sollte die Stdrung I selbst nach rFotenzen
eines sie charakterisierenden larameters & entwickelbar sein,

so dal eine Zerlegung der Form
Po

£ > Fu Cy

v ="

0

moglich ist, in der sich I"y, und F,,, jeweils um eine Grofenord-
nung in & unterscheiden. it den Annahman (14) und (15) kann
man die rechte Seite von (13) nach Fotenzen von € entwickeln.
Dann 1dBt sich Gl.(13) dadurch in eine Folge von Gleichungen
fiir die unktionen F,. zerlegen, dall man jeweils die zu gleicher
Potenz von § gehorigen Terme zu einer Gleichung zusammenfalit.
{ann man jede dieser Gleichungen losen und konvergiert die Reihe

(15) zu einer Funktion 5, die (14) geniigt, so hat man eine LOsung




r
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der Gleichung (2). - Zunéchst sollen nun die DGLen fiir die Funk-

tiomen F,, aufgestellt werden. Dazu wird fiir ¥4 noch eingefiihrt:
v

6, ! = ZQFfFv-f (16)

9:’-‘
Damit erhdlt man fiir F2 das also als Cauchy-Produkt ausgerech-

net wird)

L]

55 & (1%

v=A

F‘l
Somit folgt aus (13)

GF A

L}

1]

1 +(8F:)* ;) . Bie
A+ BULE

89 ("“ ) (4+(BF))

Hieraus folgt in nullter Ordnung die Gl1.(12), so dabB sich wei-

"

44' (8}::.))?' vw-'ﬂl'

ter ergibt

GF -8)(2e) CF"™

L}

FCU(r 4 .
)("‘th;['“fy:w )F 1

Hierin wird nun nach gleichen GroRenordnungen zusammengefalit,

also

e N
LE = 4F. + @(?;( ) (Z’ o G;f)c';;"**)

wobei die Summe ' mit den lebenbedingungen




= 91 =
é;; ?.xfe = A/

pe
2;; OC? = A

auszufithren ist. Somit folgen fiir die Funktionen I

(18)

N die Glei-

chungen

A
afe = T (142)

N

h

N e
GF, = L (-F) (22 Tgs)ar,™ (1)
n=a %r%pf

(mit ilebenbedingung (18) fir 2.’ )

Gemil seiner Herleitung hat das System von PDGLen (19b) folgen-
Eigenschaflten:

1. Die il-te Gleichung ist linear in der Funktion F denn

N'

auf der rechten Seite von (19b) lommt Fﬂ nur in dem Term
B

2
r%lf{, F, GF.*

vor. Die Gleichung fiir =1 ist homogen, sie lautet

i

= -2 2F GF (20)

GF, ~ 2R GR T F,
ffir N2 2 sind die CGleichungen innomogen.

2. Das System ist sukzessive l&sbar, denn in der N~ten Glei-
chung kommt keine Funktion F,mit »> I vor. Diese Rekur-
s5ivitidt erkennt man auch aus der (19b) &dquivalenten Form

der Gleichungen

N
GFy = -B'GF Y o, CFy Ude)

DS

die man so einsient:

GE( A+ (RF) = (GF, + 2 GF N1+ (87"
+ Zgzgiitﬁ/)
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- GFo (A4 (BR)Y + GRB2S oy

P0c n-q

+ (14 (BR)}) L GF, + BT Y o ¢F
n s

-

™~
<
1

Y

)

A+ ACRT (8GR o, +CF + 3 (GF, +

<

BoeE, T e LR )
- A

Zur Bestimmung von aus experimentellenn Gesichtspunkt interessan-
ten Losungen wird man nun
1. durch Jahl der Konstanten 4i,B und der beiden ireien in-
fangsbedingungen in (19a) eine LUsung festlegen, die den
gewiinschten Druckverlauf ergibt, wenn man zundchst von
der z-Abhangigkeit absieht,
2. dieser eine einfache periodische Struktur geben, indem
man eine einfache Losung der Gl.(20) addiett,
%, iber die noch verbleibende Freiheit so zu verfiugen su-
chen (hei der Losung der Gln.(19b) fir 2 2), daB man der
beabsiciitigten Lisung moglicast nahe kommt.

Demzenil wird fir ?1 der :.nsatz

F,, = W, wn VA 2 Q’l)

gewshlt, woraus sich mit (20) fiir W,, die GDGL

\"/A: = (%x B %? Z'FGC{FOZ) Waa (22_)

ergibt. Damit hat man iliber zwel weitere die LOsung charalkteri-
sierende Parameter, namlich Periode und Welligkeit an der Stelle
x=0 verfiigt (von den beiden linear Losungen der Gl.(22) ist

nur eine im Nullpunkt regulér). Bei dieser Wahl von F, lauten
die einfachsten mit (19b) vertridglichen Ansitze fiir die Funk-

tionen F,. :
N

[Y]
Fm = L L‘/A,-ZVN(%)m(A/—z.,)Nz (23)

V=G



womit sich das System von PDGLen (19) auf ein System von GDGLen

fiir die Funktionen w/w reduziert. Fir N2 2 sind dabei die Glei-

chungen von der Form
Il

(M-2v)* )\ 72
/
L\‘l\.’-zv N ( = — 2 -B‘\' FG&F;Z) l‘/f\/-sz _
(24)
£ fl‘f’l\.fv' (W v J. /“,V<A/)
Die expliziten Ausdriicke fiir die Funktionen f sind fiir

I‘I"T’ZVN
die allgemeine Untersuchung der Gln. (24) nicht wichtig; sie

werden nur fiir die numerischen Rechnungen gebraucht und deshalb
im Anhang 2 hergeleitet. Wie der folgende Abschnitt zeigt, hat
man fir jede Funktionl%bevk.noch eine freie Anfangsbedingung,

liber die geeignet verfligt werden muB.

ITI.2. Diskussion des Systems von GDGLen

a) Zunichst miissen die Gln. (19a) und (22) in Abhingigkeit von
FO(O), Fé(O), ﬂ%1(0), A, B, A kurz untersucht werden (vgl.
auch [2]), insbesondere in Hinblick auf die Konvergenzbedin-
gung (14).

(19a): Wird der Druck so normiert, daf
p(x=0¢) = /

ist, so folgt mit (4a)

1

e 2
Fis TR o) « 2= T8 200,087,

also

—
Zﬁﬂ- Fo' = f%yz(O)f'z_

Koo
woraus der qualitative Verlauf von Fo ersichtlich ist.

Daraus ergibt sich {iir den Verlauf von

? 4
o + R
bei verschiedenen Anfangsbedingungen FO(G) und festge-

haltenen Fé(u), B
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(22): Die beiden linear unabhingigen Losungen seien mit

W::,l und W?i,l bezeichnet. Da (22) fiir x>0 und x = pe

asymptotisch in

WL .S (22 )

2x
iibergeht, haben w31 und wfq fir x=»0 und x=>9 das
gleiche Verhalten wie die beiden linear unabhiingigen
Losungen von (22a), die mit w1 und 32 bezeichnet seien
und die mit der Bessel- bzw. Neumann-Funktion erster

Ordnung folgendermafBen zusammenhdngen: (vgl. z. B. [5])

\v/4 = - fV;)CL (fﬂEX;T)
W= =il M i (2ax)- i

(wq, wa sind reell)
Da

Ve 0(7—-!"/1 = - 2
L
X = 2 s
3 1.
ist, kommt nur, die N1 entsprechende Losung w11 in Fra-

ge. Da weiter

A= ro

W T ()b e P (25)

ist, gilt das gleiche fiir H11 =

Somit folgt, daBl es bei nicht verschwindendem I', stets nur

1
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ein endliches Intervall I0 (0¢ x:sxb) gibt, in dem die notwen-

dige Konvergenzbedingung

W < TR (1)

erfiillt ist. Dieses Intervall fidllt bei festgehaltenem FO um
s0 kleiner aus, je griler ﬁaq(o) und A sind. Bei festgehaltenem
Intervall I ist die Bedingung (14a) um so schiérfer, je kleiner
FO(O) (d. h. je groBer ()p/ﬁs)max) und je groBer B (d. h. je
ileiner € (aus ¢1.(3)) ist.

Ferner wird man nur solche Ldsungen zulassen, fiir die, wenig-
stens wenn man nur die nullte und erste Ordnung betrachtet, im
panzen Raum V zwischen der Achse x=0 und der Leiteroberfliche

(der das J'eld erzeugenden Snule)

ap
< 0
(A
gilt. Das fiihrt fiir H11 zu der weiteren fSinschrankung

E' 2 W (2¢)

insbesondere
F.to) > w,! (o) (2¢2)

und sofern in (26a) das Gleichheitszeichen gilt (d. h. fiir gro-

Be Welligkeit der Losung in der Umgebung der Achse)

e : ) _A. &
2.(4 T (BIUCO)PJ

(aus (7) und (8a))
Die Bedingung (26) hingt folgendermafBen mit dem Feldlinienver-

lauf zusammen: aus

Folx) + Flxz) = Folx) + Wy, (x)eolR2 = const
folgt
Ax ) kg,&)ff'wgiﬁjf
F'(x) + W, (anlX 2

woraus sich als fiir diese lZherung typisches IFeldlinienbild

qualitativ ergibt:



;/

—‘—-"’-’-‘_—-
___—_ﬂ"__’_,./""—_‘—‘-—--._.______‘______ o
b
Fa 37 2 T
0 Zix ia 2 F%F =

Auf der mit 1 bezeichneten Feldlinie gilt an der Stelle
— I !
2ok Rl = W &)

Somit muB V innernalb des durch die Feldlinie 1 gegebenen
Gebietes liegen. idre 1_7‘0+1"1 strenge Ldsung, so konnte man
etwa Feldlinie 2 als Leiteroberfliche wihlen, wenn I (vgl.

b) Die Frage ist nun, wie die in (24) noch freien Anfangsbedin-
gungen zu wihlen sind, damit in ganz V die LOsung moglichst

weaig von Fo+F1 abweicht. Zunichst erscheint am einfachsten:

/ .
/ 0)=0 VA= </5[§4 )
W, (o)=c V22,0 (27
denn mindestens in der Umgebung von x=0 fithrt das zu dem ge-
wiinschten Losungsverhalten (vgl. auch 1I.). Die allgemeine

Losung von (24) lautet aber

X
. 4 A
Vaon @) = 2 (Wi [ V2,00, @t (4

R
M OV @ Wt e, )

b=2u &

1 e
(')r).bel ulnd 1!}_}_2"4/’ J:‘I—Zy”

der homo:enen Gleichung; (28) folgt daraus, daB fir DGLen

die beiden lin. unabh. Losungen

dieses Typs die uronski-Determinante konstant und damit

gleich derjenigen der beiden Lidsungen von
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ist.) Daraus sieht man, dal wegen (25) insbesondere die hdheren
Fourierkomponenten mit wachsendem x bei der Wahl der Anfangsbe-
dingungen (27) sehr schnell ansteigen werden, so dal die hdhe-
ren Ndherungen nicht in ganz V klein bleiben. Dagegen kann man
vermuten, daB man das gewilinschte LOsungsverhalten bekommt, wenn
man im Intervall (O,xq) (vgl. obige Fig.) fir jede Funktion

die halbhomogene Randwertaufgabe

Wia w181 = Woo (%) = @ (24) |

1ést, was wegen (28) offenbar moglich ist. Tatsdchlich 1l&Bt sich

WN'ZV v

naherungsweise folgende AbschZizung herleiten (s. Anhang 2):

]WN'-zwv‘ < Max ,‘glv-n,;v’_—-—-—zx" M22,2v<tv (30)
0<x<x, TV M EDN

die wenigstens konsistent mit der Annahme ist, das Naherungs-
ver fahren konvergiere gegen eine Ldsung, die sich in V nur we-
nig von FO+F1 unterscheidet. Auflerdem ist die Wahl der Randbe-
dingungen (29) geeignet, neben dem notwendigen Konvergenziiri-
terium (14a) auch das hinreichende Kriterium (14%) zu erfiillen.
SehlieBlich kann bei dieser Wahl der Randbedingungen angenom-
men werden, daB, selbst wenn das Noherungsverfahren auf Grund
der i/ahl von H11
Umgebung von X,

die nur mit FO-:-F1 berechnete Leiteroberfliche in guter Niherung

nur langsam konvergiert, doch FO+F1 in der

eine gute Nidherung fiir die Losung ist, so daB

gleich der mit der vollstindigen Losung berechneten ist.
Damit ist gezeigt, daB das HNiherungsveriahren, bei dem nur
GDGLen auftreten, geeipgnet ist zur Losung folgenden Randwert-

problens fir die Gl.(2):
F(v,2) = F (o) (34)
Fxy2) = Felxq) ¢ Wy (%) enfX'2

das sich somit gegeniiber dem in der EZinleitung erwidhnten Rand-
wertproblem dadurch auszeichnet, dal die Losungen in guter Na-
herung einfach zu erhalten sind, obwohl die qualitativen Ligen-
schaften der Ldsungen mit Hilfe der Parameter FO(G), Fé(C),

it

?11 0), A, B,A. vorgeschrieben werden kodnnen.
I
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Da in [2] zahlreiche Gleichgewichte (bis zur ersten Ordnung)
behandelt werden, sollen hier nur als Anwendungsbeispiele fiir d%$
in II und III entwickelten Verfahren noch einige Gleichgewichte
mit grofBem F betrachtet werden (p wird dabei mit Hilfe der z-un-
abhéngigen Losung definiert:

g = pol, . Zpo 27 *-,"2_1“" )
A %W L () Fltc)™+2

Bs wird sich zeigen, daB unter den einschriinkenden Bedingungen

x

(s. u.), die J11 dabei auferlegt werden, das Ndherungsverfahren

schnell konvergiert.

Gemalt ITT werden die Losungen folgendermallen konstruiert:

1. Burch Wahl von FO(O), Fé(O), A, B wird die LOsung in nullter
Ordnung festgelegt, wobei Fé(O) durch  bestimmt ist, FO(O)
zur Festlegung des maximalen Druckgradienten dient und 3 so
gewZhlt wird, dal beim 2-5 -fachen des iertes s, fiir den der
Druck auf die [I#1fte seines Wertes auf der Achse abgefallen
ist, nur noch 1-2% des Druckes auf der Achse vorhanden sind.

2. Die erste N&herung wird mit w%1(o) und A so festgelegt, daB
(26) erfiillt ist, der Druck an der Leiteroberfliche auf 1-2%
seines Wertes auf der Achse abpgefallen ist und die Perioden-
ld&nge zwischen Radius und Durchmesser der Anordnung liegt.

3. Fiir hohere Niherungen wird (soweit sie betrachtet werden) eine
halbhom. RWA vom Typ (29) geldst.

In den beiden folgenden Beisnielen ist P = 0.99. Die iibrigen
Parameter sind in Abb.1 bzw. Abb.4 angegeben, wo der Druckverlauf
in nullter Ordnung und das Feldlininenbild in erster Naherung
dargestellt sind.In beiden F&dllen ist ungeflihr Fé = W%1 fiy 58259y
die Ceometrie der Leiteroberflidchen ist nahezu gleich. In Abb.2

sind fiir das erste 3eispiel die Iunktionen W bis zur dritten

v
Urdnung dargestellt. Dabei wurde {fiir die zwai{; und dritte Ord-
nung die halbhom. RWA in (0,8) (x=8 £ s=4) geldst. Bei Wy ist
offenbar WéE(O) dem Betrage nach noch kleiner zu wahlen, um

W33(8) = O zu erreichen. DaB das Verhalten insbesondere der ho-
heren Fourierkomnonenten sehr empfindlich von den Anfangsbedin-
gungen abhingt (was natiirlich damit zusammenhingt, dahb die Behand-
lung der PDGL (2) als Anfangswertvroblem nicht korrekt ist) zeigt

deutlich die Abb.3, in der die '"LOsung" bis zur dritten "Ordnung"




Abbildungen

Abb.1

Abb. 2:

Abb.3

Abb. 4
Abb.5

.
.

Fiir die angegebenen Parameterwerte sind der Druckverlauf
in nullter Urdnung und der Feldlinienverlauf in erster
Ordnung (in einem Periodizitédtsintervall) aufgetragen.
(Der eingezeichnete Druckverlauf liegt also in erster
Héherung an den Stellen é%% und j%% vor.)
Fourierkomponenten bis zur dritten Ordnung fiir die durch
die in Abb.1 angegebenen Parameter bis zur ersten Ordnung
bestimmte Losung, wobei filir die zweite und dritte Ndherung
die halbhom. RWA in x=(0;8) geldst wurdel

(Es ist darauf zu achten, daB im unteren Teil der Abb.
der Ordinatenmafistab um den Faktor 1000 grcRer ist.)
Wiederum fiir die in Abb.7T angegebenen Parameter sind W

22

& - 4 a TaT
und W53 im Vergleich zu ”OO und Y

lfaBstab) dargestellt, wobei hier die Anfangsbedingungen

(jetzt im gleichen

so gewahlt sind, dabl die zweite und dritte Haherung die
rein inhomogene Losung von (24) ist. Man vergleiche mit
4bb.21.

Wie Abb.1, aber fiir andere Paraﬁ%er.

Die zweite Nidherung fiir die durch die in Abb.4 angegebenen
Parameter bis zur ersten Ordnung bestimmte LOsung, wobei
wieder die halbhom. RWA in x=(0;8) geldst wurde. Der HaB-
stab ist der gleiche wie in Abb.2b. Wie man aus Abb. L4
erkennt, fallen die "Sprungstellen" mit dem Flasmarand

zusaimimen.
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dargestellt ist, wobei in der zweiten und dritten Ordnung die
rein inhomogenen Ldsungen von (24) berechnet wurden. Im ersten

Beispiel konnen offenbar die Werte der WU” an der Stelle x=0.65

_ =
o= 0+5275 1 Wpp==0.1429:10

W= 0.7737+10" W..= 0.3491-10"

2 13
w22=-o.1588-10

2

ol
WBB' 0.6791+10

und die Verh&dltnisse
W = W, W, = ' W,y = ;
uOO/wo2 = 37 u11/d13 22 wﬂ/wea/\r33 La/1/0.04

als fir die Giite der Niherung charakteristisch angesehen werden,
wobei die Konvergenz noch wesentlich besser ist, wenn x nicht
aus einer Umgebung der Stelle x=0.65 ist. Man sieht also, daB
die erste Naherung die LOsung mit guter Genauigkeit darstellt,
dall andererseits aber insbesondere am Plasmarande strukturelle
Feinheiten auftreten. Mit zunehmendem Druckgradienten am Plasma-
rande werden die hoheren NZherungen dort groBer. Das zeigt die
Abb.5, in der die zweite Nzherung fiir das zweite Beispiel aufge-
tragen ist. Somit sieht man, daB der Zusammenhang zwischen der
Geometrie des Plasmarandes und der Leiteroberfldche sehr uniiber-
sichtlich ist (m.a.W., wire etwa im ersten Beispiel fiir die hdheren
Ndherungen die halbhom. RWA in (0,0.65) geldst worden, so wire
die Leiterobefliche kompliziert geworden).- Allgemein 1l&Bt sich
auf Grund dieser beiden Beispiele sagen: fiir den Fall B=1, in
dem zusdtzlich die Punkte 1 und 2 von 5.18 erfiillt werden, 1iBt
sich das Plasma durch die Formgebung der Leiteroberfldche nur
wenig beeinflussen.

SchlielRlich sollen fiir das zweite Beispiel die analytische Lo-
sung und die Ldsung des Systems von GDGLen bis zur zweiten Ordnung
im Intervall (s=0;1,7) verglichen werden (s. Abb.4). Die analy-
tische Losung wurde dafiir ndherungsweise durch Polynome 25-ter

OUrdnung in x mit den Anfangsbedingungen

agg = -0.6033
-2
8y, = 0.1377 (= 0.1414 <~ 0.3745-10™ )
a = 0.0531
11
ay, = 0.4446.10"2
a = 0 Vi 3

v
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berechnet. Die folgende Tabelle zZeigt das Ergebnis:

_ 1 :
Analytisch
S/S/C’.m v on &DCL&M [ V\ﬁ.} AR
lU’fMuj)
Wm, Wy O~te Tour. Ko»-r). 0 -k . f'(dhap.
S W, Al T Kowmp || A=A T Kmp
WL). 2-ft Fone-lWimp || 2-K me—fciwp
~0.503¢ 08007 <6.505 8 -0 505§
A.0 0.30 90-107" 0.3090.07" | 0.30 85w
03020 03929 w3 0325w}
- 0.26% ~0."f2'14-161 -0.2%48 ~0.2%1%
1.5 0.5624. 107 0-924. 07| 0.9¢25 107"
0.20%5%| 0.2¢2% 107" || 02615107
-0.488§ 107" 0.4i10°t| -0.0638 -005?0
14 0. 1208 0.1%0 8 0.1651
V210 0 deyo. 0 | 07423007
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Herleitung von (7).
Aus (2) folgt

2 )F F ) -
(1e(0F) N2 L0 + ) 2Ax (A.4)
Durch Differentiation nach x ergibt sich an der Stelle x=0

(4*(81:{0,%))")(2 3%}0,?) 51/0 i‘)) (1.2)

Einsetzen des Ansatzes (5),(6) liefert, da (1.2) fiir alle z gilt,

A

&, =
2 4 & 44-(GQ,O)L)
2 1.3)
/YD) = &V_"_‘;__’:_x- ‘7/1/-2 4

Ganz analog folgen aus (1.1) auch die hoheren Koeffizienten:

fir m>, 2 ist

LF IF
Q= 53' [_(d—rBF] (2n-D M Y )]
) Nn- VIF (m-v)
[ 24"
= ;@(V)[M(BF){] [Zx '6:1 Ml TS ¢
Fiihrt man die Differentiationen aus und betrachtet die Gleichung
fiir x=0, so folgt

0 = (14 (Baual 20 LlFl0n) + L5F 150))

LL o Aot
m-a ~ v m v4 Vi) (A. ‘7")
- 822 {(,“;){?2; (5)/ 04 F(”)fv,’t)][ﬂh-v}a = »){,,,ﬁ]‘

it (5) ergibt sich

U]

£® (o) ;‘ p!qpp et (N

also

F®0,)F™ (1)

gl (v-g)! 2. Grgdr,u g (LI TN ¢
(T 3




= 9w

P
= /2’5’”""”«2;( ;-4/“! 'Z;J"? FLv S’)“’HR}
hrpel= €

und mit der Definition von Aﬁ? aus (7)

aﬁ-f,.l/—y

Y po
9Z (F)FStop) Fot0,8) = v 2 Ay cor I3 2 (1.5)

Weiter folgt aus (5)

. D’f‘d.[- ) af,lF co |
25 270l OY T = lat) = gu(Z (9+1)! 4(;,5-,,-7,’/1124‘:5,)(.‘:&-2

und mit der Definition von Bt? aus (7)
]
& 7! ;Z“Bgf T iN? (*.é)

=3

Einsetzen von (1.5),(1.6) in (1.4) liefert

(4*(8%.,))2 Btm(‘ﬂfrl‘ + 52 ] Z (ZA@ T *5:45.,./ 30;,..-‘,)0)115}

VT e 19,6 l=T
~

A

2 mtA)

2 —
at'm{m ;\'C- al’,h\

u)

(E/Z Ao’u 8:-5— moy Z A“*n" ?“z.m-v))

I5,-0, )= T

2/A+(34¢,L)

W.zZ.b.w. Aus den Definitionen fiir Ag, und Bﬁ? folgt, daB mit
(1.9) die Koeffizienten sukzessive berechnet werden konnen. DalB
sich Rekursionsformeln ergeben, die nur endliche Summen enthalten,
folgt daraus, daB F(O,z) nicht von z abhingt. Man kann also leider
nicht auf einfache Weise die Losung iiber das Konvergenzintervall
hinaus fortsetzen, indem man an der Stelle X (die noch im Kon-
vergenzintervall liege) mit den fiir diese Stelle berechneten
Fourierkoeffizienten und deren Ableitungen erneut das Anfangs-

wertproblem 1ost.
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a) Beveis fiir die Abschidtzung (30)

Die Ndherung beim Beweis besteht darin, daB in (24)
B rp 2
2 A Fo GF, (2.1)

gegeniiber

(A/‘Zv)zé 2. < IV (2 ?_)

2 x !

vernachldssigt wird; sie ist gut, da, evtl. bis auf den schmalen

Bereich, in dem (2.1) seine Extremwerte annimmt, stets gilt

1
(/ViLZ:) A >> ) %ZF% e, 2 (2.2)

Die Losung der halbhomogenen RWA (29) 1&Bt sich folgendermafBen
schreiben (vgl. z. B. [6])

K’l
W 0 = [ T08) 0 o (1) 45 (2.4)

worin TY&E) unter der obigen Nidherung die Greenfunktion der

hom. Gleichung

l\/’u-?u n = {A’,';‘;) A L‘//\i‘-zy A (?‘) )

ist. Somit folgt
A
[wiard < Bt D [ T £)1 45 (2:¢)

O<xsy,

Nun ist
F(,;' f) « 0 0<x<x, 0§<x, /2.'3-)
Denn setzt man

X»l
2.0y = [Pl £)ols

so ist f1 die LOsung der halbhom. RWA

r _ (,\/’2V)2/\
L‘/N"lv&, - . L]/

2 x Ar=2u A +

und somit von der Form

_ 2 A
L00 = 1 Z5s + AVl
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mit einer positiven Konstanten Cqe Daraus folgt

lf,,(i)é(,’ - L{ (x)) € . - C0< x5 x, (2.5)

N 2.)t A

Also ist das Integral iiber fqﬁﬂf) beziiglich f fiur alle x aus
dem Intervall (O,XT) negativ. AuBerdem ist /'(x §) als Funktion
von § in (O,x,]) stetig und fiir 0€ f € x sowie x¢f € X,
(2.5), hat also stets das gleiche Vorzeichen wie die zweite Ab-
leitung. Daraus folgt die Ungleichung (2.7).
aus (2.6) mit (2.8)

‘ by, s ,

Somit ergibt sich

A

. x"l
- Fex Vo || Pl g8

Iy
iy -

=
= i

xf,j fﬁ«-z,‘,’ : 'Lf*’l

[Viavo | € i‘:&:gxn ;"’ 2""’1 {/L 2)"7\

Ws%ah ilWa

b) Rekursionsformeln fir die Funktionen f.

-2v iV

Diese werden aus (19c¢) pewonnen. Um die i. fT.
einfach schreiben zu konnen.

finhrt
l\/ ::r\:

Dann ergibt sich mit den Hilfsgrolben

= / We,, p Ve V. Wpea
WAppg = F opteeg T TR VT Vpi 0520

- B4, b V. b o2 (0
wzta[’:?““ A .._‘ﬁ- (;LJ/IGIP.%LJ?'C_E,M+§£ﬂg:"n? l""3“"-1;”“) i W23
Wilee = ~%% Wi =O Tl

M v
' e — >

V3., Z.,;,L" covep v HE HMZA

folgendes System von GDGLen:

Losung von

cuftretenden Summen

werden folgende Bezeichnungen einge-

(2.9)

5 ’vff_—'O <o, Vv 29, f';() (,_7_“))

(2.4/1)
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Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber N, bei festem N jeweils
fiur alle T :

N=1:
! WA o on =W, o= LNl 4,

o o

k’l.—,l‘,’,'a = L/ t”'CO 4’\/&' lVI/M &L JL’

L\,/_? T, = X L/cut\//;,,at‘/ﬂu Jﬂf

IR (P S ¥ STV VS

N»1: (2. 12) sei fiir n=0,. ..,N—1 bewiesen. Dann folgt wegen

- A '

n,-8) = pm

d 5 —
7—;0;\"“}*.?,“-? Copin't (~=4)
E

IR LVX P CXOIPSUN - (VI TR PN

und mit (2.12)

Lol

2
% (oo ‘5' ("’WZZZ (;‘V"a?'fyur.qy .,\*Z— Wha, jm-g V35 Mh)aatﬁ?&

T W=V f7y-001 =T

2
= 5 Bl 2 L3, to (Ve

%
Y

=10 i .
L. = Lk: Ly, - ﬁﬂuh W3 n V¢




Herrn Prof.
dieser Arbeit;

fir zahlreiche

- B =

br. A. Schliiter danke ich fiir die Anregung zu
bei ihm und Herrn Dr. P. Herkel bedanke ich mich

Diskussionen.
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