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ABSTRACT: An approximate solution of an axisymmetric
magnetohydrostatic equilibrium without longitudinal
currents is given. In this case the equilibrium problem
leads to a partial differential equation for the flux
function :tha), The pressure 4 is a function of ??%2)
only. This function, which can be chosen arbitrarily,
is taken here as p(¥]= g" - Zardy bF | Then in first
approximation the partial differential equation can be
reduced to a system of ordinary differential equations
and the solution shows that this particular choice of

4907) ensures decreasing pressure in the radial direction.

In the second part we study the magnetohydrodynamic
stabllity of the equilibrium solutions. The calculations
based on a criterion given by Bernstein et al. show in-
stability for all solutions. There are in fact solutions
which are locally stable in regions with sufficiently
high pressure gradient and sufficiently small curvature

of the lines of force, but on the whole instabllity results.




I. Die Grundgleichungen

Ein unendlich gutJleitendes Plasma mit dem Druck 4 ist mit

einem Magnetfeld B im Gleichgewicht, wenn die Gleichung

(1) ?«rqv(.fo'-‘--—gfa)(’wtg

erfiillt ist.

Zur Behandlung axialsymmetrischer Konfigurationen fihrt man
zweckmiBigerweise Zylinderkoordinaten (5,?,2) ein. Axial-
symmetrie bedeutet dann, daB alle GroBen von lp unabhidngig
sind. Jedes axialsymmetrische Magnetfeld kann in der folgen-
den Weise aus einem toroidalen und einem meridionalen Anteil
zusammengesetzt werden: 1)

= A 2 = o A - 3
(2) B = (8xT)x grad ¥+ FT-(czxv"}

¢, ist der Einheitsvektor in Z -Richtung, und 7 1ist der
Ortsvektor. F und T sind skalare Funktionen von S und 2 .
F heiBt FluBfunktion und hat die anschauliche Bedeutung,
daBB die durch Fldchen T=ﬂm¢.begrenzten rotationssymmetri-
schen Volumina FluBrdhren sind. Man kann zeigen 2), daB
die Flichen ?'r(omil o= yund T'= condl, zusammenfallen, oder
mit anderen Worten, daB3 p urd 7 Funktionen von ¥ sind. Es
sel also

T

(3) ’7”2= ?_(F) , ’prfo(:)

Setzt man (2) in (1) ein, so erhdlt man unter Beachtung vcn
(3) nach einigen Umformungen fir F¢5,2) die partielle Diffe-

(5
rentialgleichung '/

Y
(4) CF + 4= = —tws* ZrF)

wobeil _6_ der Differentialoperator

1) R. List und A. Schliiter, Z. Astrovhys. 38, 190 (1955)
2) R. Liist und A. Schliiter, Z. Naturforschg. 12a, 850 (1957)
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Das Gleichgewichtsproblem ist damit auf die L&sung einer Diffe-
rentialgleichung fir die skalare Funktion 7122) zurlickge-
filhrt. Die Funktionen g(¥) und g (7) kann man zundchst frei
vorgeben. Um aber realistische und physikalisch sinnvolle
Gleichgewichtskonfigurationen als Losungen zu erhalten,

missen die Funktionen §() und p(F) geeignet gewthlt werden,

worin eine Schwierigkeit des Problems liegt.

Gleichgewichte mit meridionalen Strdmen

Interessiert man sich fiir Gleichgewichte ohne axiale Strome,
d.h. ist 53’50, so ist nach (2) T=0 und damit §(¥)=0 . Die

Gleichung (4) reduziert sich zu

— 2z ol
(6) GF =47 s* = pF)

Diese Gleichung wird zur Vereinfachung umgeformt. Mit den

Substitutionen
I

(7) A
und
8 = 4 Feg

(v,2) = —
( ) ) 'f‘;—;;: J
erhidlt man aus (6), wenn man F wieder # nennt,

¢ Ay o oL

9 (gt o/ TR == ZP6)
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Den ZusammenhQ§g zwischen 7(X,2) und den Komponenten des
Magnetfeldes B==(E%,0,E§)gewinnt man aus (2). Es ergibt
sich

[ 2+
$ 2x ©
10
& Y 3){ )

Aus physikalischen Griinden sind axialsymmetrische Ldsungen
f(r2) wlinschenswert, bei denen der Gasdruck 4(f) von einem
maximalen Wert auf der Achse (¥=0) nach auBen abnimmt und
gegen Null geht. Das Magnetfeld wird dann flir grofe X Vakuum-
feld, d.h. Losung von (9) mit verschwindender rechter Seite.
Hier sollen insbesondere LOsungen interessieren, die in 2
periodisch sind. Es gilt jetzt, Ansdtze fir (¥} zu finden,
die den gewlinschten Druckverlauf garantieren und die auBer-
dem mathematisch mdglichst einfach zu behandeln sind.

Der Ansatz

2

(11) P F) = % FebTre

ist von R. Liist und A. Schliiter in der bereits zitierten
Arbeit 2) untersucht worden. Diese Wahl fiir p(f) liegt aus
mathematischen Griinden nahe, da sie auf eine lineare Diffe-
rentialgleichung fihrt. Man erhdlt in Z -periodische L&~
sungen, bel denen der Druck £ wie gewlinscht nach aufBien ab-
nimmt. Flr gréBere X wird 4 jedoch negativ, und damit
wird die LOsung fir groBle X unphysikalisch.

In dieser Arbeit soll folgender nichtlinearer Ansatz dis-

kutiert werden:

(12) pF) = 5 - % aidg(bF)

Nimmt man einmal an, daB3 man mit diesem Ansatz L@sungen

der Differentialgleichung (9) bekommt, die fiir alle endlichen




= A =

¥ und 2 reguldr sind und fiir die 742 fiir .jedes Z mit x

monoton widchst, so sichert (12) einen fallenden Druckverlauf. |
AuBerdem gilt immer p(F)20 . S50 kann man hoffen, mit diesem
Ansatz brauchbare Losungen zu finden. Mit (12) erh#lt man

aus (9) die nichtlineare Differentialgleichung

c A % b
(13) Ao T S im ) Fixe) =
, | Lo ™ 2 3?2) T (A+63F ) -

Bevor wir uns dem Versuch zuwenden, diese Differentialglei-
chung zu 18sen, soll festgestellt werden, welche neuen
Losungen von (13) man aus gegebenen Ldsungen durch Ahnlich-
keitstransformationen gewinnen kann. Um die Ahnlichkeits-
transformationen, die die Differentialgleichung zul#Bt,

zu finden, geht man am besten auf die allgemeine Form der
Differentialgleichung (9) zuriick. Setzt man

X = a™ x )
(14) 2 ab 2,
Tq’ = “—X-IJ
= a'p,

n (9) ein, so folgen aus der Forderung, daB auch die ge-
strichenen GroBen die Gleichung (9) erfiillen, zwei Glei-
chungen filir die Exponenten von &

(15) £
2y'— d
Das liefert eine zweiparametrige Schar von Transformationen.
Betrachtet man zundchst den Fall «= /3—0 d.h. 148t man ¥ und 2
fest, so folgt mit 23‘-J das Transformationsverhaliten von ¥+
und 2 zu

/ —_—

F = ¢t
/

Pl=cp
Diese Transformationseigenschaft ist im Ansatz (12) mit seiner

s - . A
speziellen Normierung 4W0==€ bereits ausgenutzt worden. Alle

(16)
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Losungen mit anderen Werten fﬂv} gewinnt man durch diese

Ahnlichkeitstransformation.

Die librigen AKhnlichkeitstransformationen erhdlt man, wenn

. ; 5 & -
man 4 untransformiert (f=0) 1#B8t; dann ergibt sich aus B=7, =«

—

F'=c¥F
(1.?) x’i “:'CX}
= ddz

Daraus folgt, daB es bei dem Ansatz (12) flir o geniigt, alle

Losungen fir einen Wert von b zu kennen. Alle ubrigen folgen
durch Ahnlichkeitstransformation. (Das kann von Nutzen sein,
wenn die L8sung numerisch gegeben ist).

Wenden wir uns nun der Losung von (13) zu. Die von 2 unab-
héngige LOsung 148t sich sofort angeben. Nach Multiplikation
beider Seiten von (13) mit‘%;_ kann man die Gleichung inte-
grieren. Man erhilt

Ald =\ _ A7t 4 lo BT
(18) 5(02}*‘*”) = 7 Ty * =g ‘W’}b #
und daraus =
+ /
ol ¥
(19) Ry, = f

o (e il

To und X, sind Integrationskonstante.

Ungleich schwieriger ist die Frage nach von 2 abhéngigen
Losungen. Speziell sollen im folgenden tn Z~pefiodische
Losungen interessieren. Auf der Achse (x=o0) sei 7(0,8)= O
Dann kann man die rechte Seite von (13) rir kleine ¥ in der
N&he der Achse nach Potenzen von Fe entwickeln. Beriicksichtigt
man von der Entwicklung nur das erste Glied, eine Konstante,
S0 wird aus (13) eine lineare, inhomogene Differentialglei-
Chung, deren Ldsung bekannt ist 2). Eine in & periodische
Uberall regulire Losung ist




F—————
o B =

; b %
- ; b _ o2
(20) tix,2) = 6?0/1‘7[;' \Z(tfl‘[?} (03 A2 ""2;[_ T4 C, Xl A e

P
wobei ;L(4>1E;7) eine Besselfunktion mit imagindrem Argu-

ment ist. Diese Besselfunktion widchst monoton mitXx sasymp-

totisch flir groBe X geht sie in eine Exponentialfunktion {iiber.

Die allgemeine in 2 -periodische Losung erh#lt man durch Su-
perposition weiterer LUsungen der homogenen Gleichung, also
Losungen der Form (20) ohne das in X quadratische Glied

(21) ?:(X,B) = a,)W J,’('f‘fHZ') coode + &y

Damit haben wir die LOsung von (13) in Achsennihe. Fiir
groBe X soll das Magnetfeld in das Vakuumfeld iibergehen,
d.h. die rechte Seite von (13) soll klein werden. Dann hat
(13) gerade die Funktionen (21) als Losung. Es ist daher

naheliegend, fir (13) den Ldsungsansatz

(22) Fira) = R + Wix) coodz

Zu versuchen.

Leider sind die obigen Annahmen iiber die LSsung ??ﬁi)
fir groBe X nicht konsistent mit der Differentialgleichung
(13). In der L3sung fir das Vakuumfeld (21), die sich fir
groBe X ergeben soll, liberwiegt wegen des exponentiellen
Anwachsens der Besselfunktion :L der erste Term. Setzt

man diese Funktion in die Diffgl. (13) ein, so ist die rechte
Seite keineswegs fiir alle 2 klein gegen 4 . Andererseits
ergibt sich aber nur dann das Vakuumfeld als Losung, wenn

die rechte Seite vernachlissigbar ist. Der Ansatz fiihrt

also auf einen Widerspruch.

Man mSchte jedoch an dem Ansatz (12) fiir () festhalten,
da er fiir kleine X den gewiinschten abfallenden Druckver-
lauf liefert, wie sich spiter zeigen wird. Der Ausweg aus
dieser Schwierigkeit diirfte der folgende sein. Falls es

L8sungen ??ze) gibt, die in einem Intervall von X die Be-
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dingung b Flr,2) << 4 fir alle 2 erfiillen, dann ist dort
der Druck bereits klein geworden, wie man aus (12) sieht,
und das Magnetfeld in guter Ndherung zum Vakuumfeld. (In
diesem Intervall ist notwendig /#t» | > [wix| ) Hl¥) widchst
dort noch nicht exponentiell.) An diese Ldsung schlieBt man
fir groBere X die Vakuumfeldldsung an, also eine Losung

von (13), in der die rechte Seite null gesetzt wird; dort
gilt dann ¢”f“m{n Auf diese Frage wird spdter noch genauer
eingegangen.

Wir gehen also vom Losungsansatz (22) aus. Setzt man diesen
in (13) ein, so ergibt sich

® 2 2 B . o5 OF L
(23) {4+ b"(ﬁ +2WNR D2+ W Cvo)\g?}[iq.(w —é’\;w)om?z} -2,

I«
mit ﬁ‘;;,fiund entsprechend fiir die anderen Ableitungen.
Um daraus Differentialgleichungen fiir die Funktionen #(»
und W) zu bekommen, ordnet man zundchst die einzelnen

Terme von (23) mit Hilfe der Beziehungen

(4 A A
s B g 2
cos A‘E > > Coﬂ'e"\ ;

(24) 4
06’ Az = S coodz + L cra 332

2 ¢
nach Harmonischen (»hd2 yon ceod2 . Berlicksichtigt
man nur die Glieder mit h=o und A=7 , erh&lt man fir
Al und Wixv) die beiden Gleichungen

’ 2 _ b
(/f+b2f51+§bzw‘) %y+ whb® {W~§WJ“ T
{23) 2 #w b 2 (A EE W) (W - Lw)= 0,

¥ /
die, nach % und W aufgeldst, ergeben

2= %- é (//4—}3116-24;61&43) ;
(5 N
(26) "
A, =1 b b*
W ax‘v D E"g N-ﬁ )



mit

z 2 2,2 2 . 2 3
(27) D =(1+b 3+ 46wt )(1+ b4 £ 6 W) = 2 £ Wb

Dieses Vorgehen zur Bestimmung der Gleichungen fiir "hx)

und W(¥) 188t sich etwa so rechtfertigen. Den L&sungsan-
satz (22) kann man als eine nach zwei Gliedern abgebrochene
Fourierreihe und die Gleichungen (25) als niedrigste Nihe-
rung filir die Koeffizienten # und Wiy auffassen. Be-
ricksichtigt man n Glieder der Fourierreihe, so liefert

das Verfahren n Gleichungen fiir die Koeffizienten. Die
Gleichungen (22) fiir die ersten zwei Koeffizienten werden
natirlich durch Glieder mit hoheren Fourierkoeffizienten
modifiziert, von denen man hofft, daB sie klein sind. Die
Vermutung ist, daB dieses Verfahren konvergiert und man
schon in der hier betrachteten niedrigsten NZherung fur-ﬁbﬁ
und W(x) brauchbare Ergebnisse erhilt. Eine strenge Be-
grindung kann natiirlich erst gegeben werden, wenn der

allgemeine Fourieransatz systematisch studiert wird.

Die LOsung des Gleichungssystems (25) fiir v und W(y)

ist nur numerisch méglich. Den qualitativen Verlauf von f(v;
und W(¥) kann man allerdings den Gleichungen selbst ent-
nehmen. Zundchst 1dB8t sich die Losung in der Nihe der Achse
(x=o) als Reihe darstellen. Geht mar. mit einem Potenzreihen-
ansatz fiir 4y und W(¥ in (25) ein, so ersibt sich

’f(ﬂ)= 'éx-f—i)—)( roped (b’fé*ib )
(28) ;.

2"-"
AL
246 T

A gl i
i = vy (x = &t e Zse 2

2k

;%

I
25 #

Dabei sind’é und ¥, Integrationskonstanten. Die beiden wel-
teren Integrationskonstanten, die die Losung von (21) hat,

sind durch die Forderungen iv(0)=¢ und %rOJ—DDesblmmt Die

erste Bedingung mufl erfiillt werden, damit das Magnetfeld bei X=0
reguldr ist, und die zweite folgt aus der Forderung 7 /92)<0
flir alle 2 .




Wir werden nur den Fall diskutieren, daB der Magnetfeldvektor
auf der Achse in positive 2 -Richtung weist. Es sei also

vorausgesetzt

(29) R
Aus (12) folgt dann mit (23) und (22), daB der Druck go -
Jedenfalls in Achsenndhe - fiir alle 2 mit X abnimmt, da
F(x,2) wichst. Den Verlauf von #W) und wly) flir groBere
kann man qualitativ den Differentialgleichungen (26) ent-
nehmen. Aus der ersten Gleichung folgt, daB 4l)  monoton
wdchst und asymptotisch in eine Gerade #(vn- @ +bYX iiper-
geht und zwar unabhéngig davon, welche Eigenschaften W (¥
im Einzelnen hat. In der Gleichung filir WX kann man fir
hinreichend kleine und hinreichend grofie ¥ die rechte Seite
gegen den zweiten Term der linken Seite vernachlidssigen.
In diesen Intervallen ist die Losung die Besselfunktion
j,H}XE7) ) eine monoton wachsende Funktion. Im X Inter-
vall, in dem die rechte Seite nicht zu vernachléssigen ist,
bewirkt sie wegen ihres negativen Vorzeichens, daf W
schwédcher als die Besselfunktion wichst; unter Umstdnden
kann dort Wiy <o werden. In Abb. 1 ist die numerische
Losung von (26) fiir A=7.0 und A<k, = 0.1 dargestellt.

Wenden wir uns jetzt der Frage zu, inwieweit die Lsung
von (25) eine Ndherung der Losung von (13) ist und fir
welche Parameterwerte A und Anfangswerte @“P% brauchbare
Losungen zu erwarten sind. Die eben durchgefithrte qualita-
tive Diskussion der L&sung von (25) ergibt, daB *(yn2) fiir
grofle ¥ in die Vakuumfeldldsung (21) lUbergeht. Das bedeu-
tet aber, daB filir groBe X die L&sung von (25) keine Nihe-
rung flir die LOsung von (13) ist. Denn setzt man (21)

in (13) ein, so verschwindet die linke Seite von (13), aber
die rechte Seite ist keineswegs filir groBe ¥ und alle 2
klein, wie schon bei der Diskussion des Ansatzes (13) be-
merkt wurde. Dort wurde aber auch festgestellt, daf der
Ansatz (13) keine L3sung haben kann, die fiir groBe X in

die Vakuumfeldldsung lbergeht; vielmehr muB man an die
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Losung von (13) fiir groBe X eine Losung von (9).mit einem
Ansatz flir den DFUCK'P(;):QW%%ﬁlsO die Ldsung von

Lo e
anschliefen.

Zur genaueren Diskussion dieses Punktes ist es ginstig,
das zu einer LOsung von (25) gehdrige Feldlinienbild zu
betrachten. In Abb. 2 ist das Feldlinienbild fiir A=0.4 ,
£4rw,=t22 dargestellt. Unter den Feldlinien ist eine,
die sogenannte Separatrix, ausgezeichnet. Auf ihr liegen
Nullstellen des Magnetfeldes, die Punkte B= (55, kt1r2m)),

n gane, 6 der $-2 Ebene. Die Separatrix ist durch

h
(31) t(r2) - f(*h,;f)
‘S,'L
definiert, wobei Yg= 3? - siehe (7) - durch die Gleichung
(32) M / 'é(fg)—“’!/(ﬂs) =0
_I
B3

gegeben ist.

Der FluB8 #(%2) nimmt von der Achse aus bis zu dem der
Achse zugewandten Zwelg der Separatrix von Feldlinie zu
Feldlinie zu und somit der Druck gemdB (12) ab. flber die

Separatrix hinaus gilt das nicht mehr. Denn fiir festes 2=

hat der Fluf F(x2) als Funktion von X betrachtet, bei "
ein Maximum. Fir X>Xg nimmt Fr,2) wieder ab und der
Druck nimmt zu, was natiirlich unerwiinscht ist. Wenn aber
der Druck 4 léngs der Separatrix klein geworden ist, d.h.
wenn gilt

A
o J

NN

(33) Ps = ardlg b Flvg, %) << ¢

50 ist das Magnetfeld dort in guter N&herung Vakuum-
feld. Die Ldsung von (25) diirfte dort auch eine gute

Ll
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Ndherung filir (13) sein. Fiir groBere ¥ kann man dann die
Vakuumfeldldsung, also die Losung von (30) anschliefBen.
Da aber die L&sung von (25) in die Vakuumfeldldsung iiber-
geht, ist sie flir groBe X Ltsung von (30). In der Losung
von (25) liegt danach eine Ndherung vor, die im Gebiet

zwischen Achse und Separatrix Ldsung von (13) ist und
auBerhalb der Separatrix Ldsung von (30) ist. Es ist da- !
bei auf den Zusammenhang zwischen Druck 4- und FluB F zu |
achten. Flir das Gebiet, in dem (13) gilt, ist 4e(¥) durch

(12) gegeben, im Gebiet, in dem (30) gilt, durch

(34) p(F) = ps= consd |

Im folgenden werden die Ergebnisse der numerischen Ldsung
von (25) angegeben. Zur iibersichtlichen Charaktefisierung
der Konfigurationen geniigt es, die L&sung in den Schnitten
durch die Ebenen

- :E
22E‘D) 2 <A /? ,-]

zu betrachten. Bei 2~o liegt der "Hals" der Feldlinien,
T i

bei & =3 der "Bauch", und die Lage der Feldlinien bei B

definiert einen mittleren Abstand von der Achse (siehe
¥t
5 )

Abb. 3). Die § -Koordinaten ( §=

F (s,z)=konst.

Ny

I
A

4]

Abb. 3
Bezeichnungen zur Charakterisierung
der Gleichgewichtskonfiguration



- 12 -
i . ; (H) () (B
in diesen drei Ebenen bezeichnen wir mit ; £ , g
~ = 0
In der $-2 Ebene ist der FluB gegeben durch 7#¢{27= =il 5,

Die Fliisse in den ausgezelichneten Ebenen sind

~ 2
F (") = A(F ™) = w(d ™),

- 4 (1)t
(25)  Fee"™ = R(EZ)
= 4 (B2 4 B2
und entsprechend sind die Driicke dort mit Py, 70,.,/ Pz be-
zeichnet. Bei der Ldsung von (25) ist die Konstante b

jeweils so gewdhlt worden, daf3

= = (7) =
(%6) b7 (1) b#(Z) =1

‘h
ist. Das bedeutet, daB der Druck.,p bei ¢ =-Zauf die
Hdlfte abgesunken ist. Damit ist der Plasmaradius nor-
miert. Alle Ldsungen mit einer anderen Plasmadicke gewinnt

man daraus durch Ahnlichkeitstransformationen (16).

k.

2/,

In den Abb.4 - 5 sind Losungen fiir verschiedene Werte von,JJ

4& und ¥, dargestellt. Es sind der Gasdruck 4q,ﬁfm7

und die Welligkeit ol der Feldlinien als Funktion von g

. i(8) _(H) i
aufgetragen. Dabei ist &= & —¢§ , wobel zusammengehd-
_ (BY (M)

rige € S

Abb. 3).

(
und "7’ auf einer Feldlinie liegen (siehe

Die Wellenlinge . der Feldlinien wurde variiert zwischen

L= 63om- ﬁghydas entspricht Werten von A=0 7= 7.0 . Die
beiden Anfangsbedingungen é und ¥, bestimmen das Magnet-

feld auf der Achse

(37) B,l(92) = Sy (4, + 1w, co0dz) |

Praktisch interessant ist die Angabe des Verhdltnisses von
: X 1 -
Gasdruck 4 und magnetischem Druck g; & auf der Achse. Daher

_— ’ 4 T .
definieren wir auf der Achse an der Stelle 2= — zwischen
2A
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"Bauch und Hals" der Feldlinien - die GrogBe

fplo)

Ved T e
4‘0(0) o f—ﬂ- B\f {O/ ?L,")

(28) B =

. Zusammen

[ f&

Der DPUCK/P auf der Achse ist normiert: ¢WD)=
mit (38) ergibt sich damit fir
A

ﬁ—_.. 71‘_‘1%1\_

In den Abbildungen ist neben ii und ¥, auch der Wert

von /5 angegeben.

Stabilitat

3)

Das Energieprinzip fiir magnetohydrodynamische Stabilitit
liefert fir rotationssymmetrische Anordnungen mit rein
meridionalen Strodmen folgendes Stabilit&tskriterium

Py 1y ok 1y oy A ol A4 dp ‘
(39) /1=3P(?—JPL)(J%"j%L)(?§%+Jp¢;)>“D Shabil

<

4 ’
Darin ist Y: cyjqund L sind definiert als
P / A
(40) 9= 3 f =3
7Bl / ¢ 18]

Die Integrationen sind lé8ngs Feldlinien Uber einz Periode

/
zu erstrecken. ¢ und L" sind ebenso wie der Druck 4 allein

-—

Funktionen des Flusses 1 j sie sind also auf Fl&dchen kon-
stanten Flusses konstant.

Das Kriterium ist notwendig und hinreichend fir Stabilitit,
falls in allen Punkten
F
:qu

(41) << 4

gilt. Dabei ist £ der Krimmungsradius der Feldlinie, L
die charakteristische Linge i{ir die Anderung der Gléich-
gewichtsgroBen l&ngs einer Feldlinie und ® die Linge, l&ngs

3) J.B. Bernstein et al. Proc. Royal Soc. A 244, 17 (1958)
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der die Druckédnderung in der GréBenordnung'wmif:selbst
liegt.

Dieses Kriterium soll der Stabilit#tsuntersuchung der

im vorigen Abschnitt niZherungsweise berechneten Gleichge-
wichte zu Grunde gelegt werden. Da in das Stabilitdtskri-
terium die GleichgewichtsgroBen eingehen, wird das aus

(39) gewonnene Ergebnis fragwiirdig, wenn die Ciite der
Ndherung flir das Gleichgewicht - wie im vorliegenden Fall -
unbekannt ist. Wir beschrénken uns daher auf die Frage der
Stabilit&t von Gleichgewichten, die nur wenig von der Zy-
lindersymmetrie abweichen, da in diesen Fdllen die Nidherung

fiir das Gleichgewicht gut sein sollte.

Rein zylindersymmetrische Gleichgewichte, also Loésungen
von (9) ohne 2 -Abhingigkeit, sind marginal stabil [REO{/
wie sich spéter zeigen wird. Unter Gleichgewichtsl&sungen,
die wenig von der Zylindersymmetrie abweichen, wollen wir

solche verstehen, flir die

2&1 R(v) W)

42 <=1
( ) A+ bZ_f ?(”
und
4 ’
Wiv) W (v W)
it Ui e
(43) L I LYY

erflillt ist. Unter diesen Annahmen ist (27) erfiillt, wie

spdter gezeigt wird, sodaB (39) anwendbar ist.

Die Gleichungen fiir das Gleichgewicht (26) vereinfachen

sich, wenn (42) vorausgesetzt wird. Man erhdlt, wenn man
. . . buw* " St
die rechten Seiten nach i EE entwickelt und nur bis
.’
zu in w quadratischen Gliedern geht,

3 .
ATl S 2
(41) g e
F* = o e B L _p(#)
e x a -



mit

(45) (7 6

Die Gleichungen (44) kann man auch direkt aus (10) gewinnen,
indem man die rechte Seite von (10) entwickelt. Die Ldsun-
gen der Gleichungen (44) fiir das Gleichgewicht werden der
Stabilit&dtsuntersuchung zugrunde gelegt.

/
In dieser Niherung werden die Integrale ¢ und £ berechnet.
Dazu missen wir uns zundchst eine Darstellung filir die Feld-

linien verschaffen. Die Gleichung der Feldlinie sei
—_ 2
(46) X, (2) Yo+ () [

Die Abspaltung der Konstanten ¥, wird so gewdhlt, dafB

x
ﬂ(eA)‘C’ ist. Die Funktion'{fe) ist bestimmt durch die
Definition der Feldlinie

(47) finy= T2 zr= R+ f121) + Wi+ f12)) coda

An dieser Stelle sel darauf hingewlesen, daf unter den
Feldlinien immer die durch (47) definierten Kurven in der
$-2 Ebene gemeint sind. Man erhdlt diese aus (46) mit
der Transformation (7). Wir werden jedoch weiter die be-

quemere Darstellung in der ¥-z2 Ebene benutzen (siehe Abb. 6).

x &

S B 5£€TTE\K:;::
F = konst.

0 I I z
A

Abb. 6 Bezeichnungen zur Beschreibung der Feldlinien

In (47) entwickelt man nun & und W um X, und erhdlt




-
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(48)  comel.= Rix) = &%)+ fi:;xo)* }fz{:f*;J +(w(x,)+fw'(m+§j’2w'h;))m).z _

Daraus ergibt sich unter Beachtung von (43) fir f‘él
in niedrigster Ndherung

W%,)
(49) Ji2) =~ Tivs AR

und in der ndchsten Ndherung findet man

! 4 2
X X, ) (X,) W (55)
fior = — B ez o (MOl £ %) Y) ca'le
£ (45 2 ) .

(50)

Damit hat man eine Darstellung filir die einparametrige

Schar der Feldiinien. Der Parameter ist X, .

Zur Berechnung von 4 und Lﬂ bendtigt man die magnetische
Feldstdrke lidngs der Feldlinien. Aus (10) folgt mit (22)

/
B,(x,2)= 14 {ﬁfrn fior) + w' (v, + i) cos Az },
(51)

=i - % :
B(x,2) =-14 e Awl(x, ffa)) S AZ,

Auch hier entwickelt man die rechten Seiten um ¥, bis zu

quadratischen Gliedern. Fiir B, findet man

i 4 Z W ¥
(52) B, (¥, =)= {‘E‘-{‘é(i’o)wL f?e(%ﬂ gf £1) < W) @k + fW(J(s?fmfl-a}

.

Unter Beachtung von (43) und mit (49) und (50) folgt
fir 82

i .
(53) B,y 2)= Jor i((n,:{/f + &, (AR + o, coodz §

mit
w B oW A 14w W's
(54) oy = — ? ? +}-(;,- ; Of,,'-'-"‘szz(_g,-—‘) “E—,z‘"




= I =

BSfQ,Z)tritt nur in niedrigster Ndherung auf; daflir folgt

! Y
(v, 2) = —{4m W) A smAz
Damit kann man Jetzt die Integrale ¢ und L' auswerten.
EL
-J /B 4 o=
(56) 9= = e
!B! o{';‘“ ) 8,2
und entsprechend e
A A
/
[ = S S . ez _
(57) ]B[ + Bz BZ
€ o

Setzt man (52) und (53) in (56) und (57) ein und entwickelt
wieder bis zu quadratischen Gliedern in W , so erhdlt man

schlieBlich nach der Integration

ow A oy 3&f
(58) ?()((,)——-T*(m{/l 2 +z }
und
2 2
o = _ A W n)
(59) L"%’ I “,,{4* 3°/ q'f Yy, &) })

wobei o und «, durch (54%) gegeben sind. Die GriBen ¢

und L sind allein Funktionen von Xe , dem Feldlinienpara-
meter. Der FluB léngs der zu X, gehOrenden Feldlinie ist ﬁ(:{,)/
wie aus (47) ersichtlich.

Mit den so berechneten GréBen geht man ins Stabilit&ts-
kriterium (39) ein. Zur Diskussion der Stabilit&t kann
man die ersten beiden stets positiven Faktoren weglassen.

Das Kriterium reduziert sich dann zu

if o (:Lf) 40(?
(60)  A=7m (d-f yé){?“ r m,)>O stabil.
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Dabei 1ist
4
b ' ol I
61 iE— = /(x . - = -—-—E:_____ .
(61) aXe AL mv P rodlyt P
roar A [ Wis g3t X, W as ptt E—’l]
(62) L-T ,ﬁl?[”"‘ énz{‘* %y zr.%z*"—;oi = #l?— PRE 3 t:z )
do, 27 [#' w2 as 4" 3 opp’ 3t X
oﬁ)f:;{’k' #Jz+—T2.{T—E—? T I }
3 i & I LT
(63)
Ww'jas 5 Q&8 W't 3p
T {3 7 T } A1 AT

Zur Berechnung wurden die Gleichungen fir das Gleichge-
wicht (44) verwendet. Das Argument X, bei k,w usw. wurde

weggelassen.

Zundchst sieht man, daB im Falle Wwt¥) =2 der zweite Faltor
in (60) verschwindet; fiir die 2 -unabhingige Losung ergibt
sich damit marginale Stabilitdt Axp =0 . Es werden nun
Losungen mit W(x)¥o,die die Bedingungen (42) und (43) er-
rfillen sollen, betrachtef. Man kann sich daven ilberzeupgen,

daB unter den eben genannten Bedingungen auch die Voraus-

setzung (41) fiir die Anwendbarkeit des ut”bj}]td‘HkPifhllﬂn
- . A4, ~ AZW4) . .
erfiillt ist. Denn setzt man R~ T57— ,6 L= b)ﬂ a =1
S ARy, 1

so wird aus (41)

Wix,)

; =
£

Da stets gﬂz <o ist, folgt Stﬂbilitét O“tvrder, wenn

X
elq 3 i
> hae L./ ist, oder, wenn > > }0 r_‘%/

fragen Jetzt nach der Stabilitdt der in II gewonrenen

ist. Wir

Gleichgewichtsldsungen fiir zwei Fdlle, niémlich rir <=7
und /S“-"/, webel

(64) p=

definiert wird.
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Im Falle ﬁ<‘1ist das Magnetfeld in guter Nidherung Vakuum-
feld. Das Kriterium (60) vereinfacht sich dann zu (siehe [37 )

4 A
(65) A () == o(% (7 0—(%-’- + — O‘CR) 70 stabil
[

fe(af) ol x, oAv, pp dy,
mit
g A AW 4 Ww
(66) ?a=";fp{’f+z?a*z'{n } )
g
Mo AW [ 4w
(67) odyv, = ] léuyo w ty, 5 /

wobei fiir ‘&(Yp) und W(Y%,) die Vakuumfeldldsung (21) einzu-
setzen ist. Fir (67) ergibt sich damit

(68) d‘_q‘o' = 2 /’”._" f-tx?*];) {-——-_ 3 (42'5;') {_1 J (nl{_—'}}

o(x R #JJ

Da die Besselfunktion 3 monoton mit X, wdchst, folgt a—{&- >0
Flir die Stabilit&t ist daher das Vorzeichen des zweiten o
Faktors von (65) maBgebend. Setzt man in diesen (66) und
(67) ein, so folgt
/ 2
z W'l W 4 oﬂp
S <+ — . 0
(69) A (ﬂrz% ‘;‘}.’paf’lJ >0 Stabil.

Der erste Summand ist stets positiv, der zweite negativ.
Flir ein vorgegebenes Magnetfeld, gibt es in dem X -Inter-
vall, in dem (42) und (43) erfiillt ist, also stabile L¥sun-
gen, falls nur der Druckverlauf hinreichend flach ist.
Praktisch interessant sind Ldsungen, in denen der Druck

im stabilen Bereich um mindestens eine GroBenordnung ab-
nimmt. Diese Forderung erfiillen die nach (68) stabilen
Losungen jedoch nicht. Um das einzusehen, genligt es, Ldsun-
gen mit der Normierung (37) zu betrachten, da alle ande-
ren aus diesen durch Ahnlichkeitstransformationen hervor-
gehen. Fir diese ist der zweite Summand in (68) von der
GréB enordnung eins; der erste Summand ist aber stets klein
gegen eins, da (43) vorausgesetzt ist und auch nicht A>>1
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gewdhlt werden kann, weil dann filir X,>7 wegen des expo-
nentiellen Anwachsens der Besselfunktion if\!("’)=<?"/~h‘rI U(‘{EZA)
fir Argumentwerte ;l£;:7>1dle Bedingung (43) nicht er-

FU11E 1sk.

Fur den Fall ﬁg¥1 sind die Gleichgewichtsldsungen in II

diskutiert worden. In Achsennidhe ist das Plasma praktisch

feldfrei; mit ¥ steigt das Magnetfeld stark an, so daf
j4410 zu erwarten ist. Istjgfy dazu hinreichend grof,

so sollte Stabilitit folgen. In Abb. 7 a - ¢ ist das Er-

gebnis der numerischen Auswertung des Kriteriums (60)mit

(62) und (63) fiir verschiedene A,#&, und Y, dargestellt.

Im X -Intervall mit starken Druckgradienten sind die Gleich-

gewichte stabil. Das Stabilitdtsintervall wird mit wach-

sendem A,%;lumlhg schmaler. Filir grofe X,und in Achsen-

ndhe sind die LOsungen instabil.
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