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Abstract.

The magnetohydrostatic equilibrium of a fieldfree plasma
with a plane exterior magnetic field is treated with
function theoretical methods. Simple analytic solutions
are obtained for the case in which the exterior magnetic
field is produced by wire currents, i.e. the complex
potential of the field has isolated logarithmic singu-
larities only. But solutions can also be found for more
complicated current distributions by the method developed
here. In particular solutions of the socalled M + S hollow
zylinder - a doubly connected, electrodeless plasma con-
figuration - the linear cusp and the picket fence geometry -
simply connected configurations - are discussed. In all
cases symmetrical arrangements of current conductors are
used. A 1 - parameter family of solutions results for a
given distribution of the exterior currents.
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Einleitung

Beschridnkt man sich bei der Untersuchung des magneﬁohydrostati—
schen Gleichgewichtes eines Plasmas mit einem &duBeren lagnetfeld
auf magnetfeldfreie Plasmen, so liegt ein rein potentialtheore-
tisches Problem fiir ein liagnetfeld und die es erzeugenden statio-
niren Strome vor. Das Plasma wird in diesem Falle allein durch die
Geometrie seiner Oberfldche und durch seinen konstanten Gasdruck
beschrieben. Die Gleichgewichtsbedingungen fiir ein solches Plasma
kommen in Randbedingungen fiir das &duBere Magnetfeld an der Plasma-
oberfldche zum Ausdruck.

Die vorliegende Arbeit beschdftigt sich mit einer speziellen Klas-
se solcher magnetohydrostatischer Gleichgewichte. Es werden ebene
Anordnungen betrachtet. Diese sind dadurch charakterisiert, daB
alle Strome parallel, bzw. antiparallel zu einer ausgezeichneten
Richtung flieBen. Solche linearen, unendlich langen Anordnungen
sind in einer Ebene normal zur ausgezeichneten Richtung eindeutig
bestimmt. Damit liegt ein zweidimensionales, ebenes potentialtheo-
retisches Problem vor.

Bekannte einfache Beispiele solcher Gleichgewichte findet man im
Z- pinch und im tubular pinch. Kennzeichnend filir diese Anordnungen
ist, daB sich die Plasmastrome nicht im Plasma, sondern uber Elek-
troden im duBeren Leiterkreis schlieBen. Analog dazu gibt es elek-
trodenlose Konfigurationen, bei denen AuBen- und Plasmastrome je-
weils in sich geschlossen sind. Im Plaesma flieBen dann ausschlief-
lich vom AuBenkreis induzierte Strime. Solche elektrodenlosen Kon-
- figurationen sollen hier studiert werden.

Von Meyer und Schmidt1 ist das magretohydrostatische Gleichgewicht
einer toroidalen Plasmakonfiguraticn ohne azimutalen, d.h. die
Torusachse umschlieBenden Gesamtstrom untersucht worden. Sie haben
als Losung einer differentialgeometrischen Aufgabe mdgliche Gleich-
gewichtsflichen des Plasmas gefunden. Die schwierige Frage nach

dem Magnetfeld im AuBenraum und nach der das Magnetfeld erzeugenden




Stromverteilung ist dabei offen geblieben. Die Schwierigkeiten
dieses dreidimensionalen Problems legen es nahe, zundchst zu einem
unendlich langen Hohlzylinder entartete Meyef und Schmidt (abge-
kiirzt: M+S)- Torusanordnungen zu studieren. Diese Entartung ist

so gemeint, daB die Torusachse Hohlzylinderachse wird. Damit hat
man eine ebene, elektrodenlose Anordnung des oben beschriebenen
Typs vor sich. Wie sich zeigen wird, kOnnen in diesem Fall analy-
tische Losungen des vollen Problems gefunden werden.

Neben dem M+S Hohlzylinder, einem zweifach zusammenhéngenden Plas-
magebilde, werden lineare cusp- Konfigurationen, bei denen das
Plasma ein einfach zusammenhédngender Zylinder ist, untersucht. Die
cusp-Geometrien sind wegen ihres stabilen magnetohydrodynamischen
Verhaltens wichtig. Auch hier gibt es filir ein feldfreies Plasma
analytische Losungen des Gleichgewichtsproblems.

Zur Behandlung des vorliegenden ebenen potentialtheoretischen Pro-
blems erweisen sich die Methoden der Funktionentheorie als beson-
ders geeignet. In Kap.1l.1 werden die Gleichgewichtsbedingungen

zwischen Plasma und Magnetfeld fiir den M+S Hohlzylinder angegeben

-

und in Kap.1.2 wird das Problem funktionentheoretisch formuliert.
Die Losungsmethode wird in Kap.1.3 an Hand einer einfachen Ii+5
Hohlzylinderanordnung dargestellt. Als Hinleiter fir die AuBBen-
strome wird eine symmetrische Drahtleiterkonfiguration, als Ruck-
leiter ein Kreiszylindermantel gewdhlt. Es zeigt sich, daB die
Losungen fiir solche AuBenstromverteilungen besonders einfach wer-
den. Piir diese Anordnung ergibt sich eine einparametrige Losungs-
schar, die in Kap.1.4 im einzelnen diskutiert wird. In Kap.1.5

wird ein weiteres M+S Hohlzylindergleichgewicht behandelt, bei wel-
chem Hin- und Riickleiter aus Drahtleitern bestehen.

" In Kap.2 werden lineare cusp-Konfigurationen, deren AuBlenleiter
ebenfalls aus geraden Dridhten bestehen, untersucht und zwar in
Kap.2.1 der lineare cusp, in Kap.2.2 die sogenannte ipilcket fencel'=
Geometrie. In beiden Fdllen erhdlt man ebenfalls einparametrige
Losungsscharen.

In Kap.3.1 wird das in Kap.1.2 formulierte funktionentheoretische
Problem allgemein behandelt. Es zeigt sich, daB auch fur allgemei-
nere AuBenstromverteilungen als fiir Drahtstrome Losungen existie-
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ren und mit der hier entwickelten [lethode berechnet werden kodnnen.
Flir Drahtleiteranordnungen werden die Ldsungen allerdings beson-
ders einfach. In Kap.3.2 wird abschlieflend die LOsung fiir den

i1+3 Hohlzylinder mit einer allgemeinen Drahtleiteranordnung ange-
geben.

Jeder magnetohydrostatischen Aufgabe ist ein hydrodynamisches Pro-
blem dquivalent. So entspricht die hier behandelte Frage dem Pro-
blem der freien Stromlinien bei diskontinuierlichen Fliissigkeits-
stromungen. Die erste LOsung einer solchen Aufgabe stammt von
HelmholtzZ. Von Kirchhoff3 und anderen ist dann eine allgemeine

funktionentheoretische Methode4

zur Behandlung dieses Problems ent-
wickelt worden. In der vorliegenden Arbeit wird diese lethode nicht

benutzt.

Von den hier behandelten magnetohydrostatischen Gleichgewichten
ist die lineare cusp-Geometrie schon von Berkovitz5 untersucht
worden. Br erhdlt mit der Helmholtz-KirchhoffsSchen llethode fiir die
Losungskurven der Gleichgewichtsflidche eine Integraldarstellung,
wihrend sich hier eine explizite Parameterdarstellung ergibt. Fur
die M+S Hohlzylinderanordnung ist von Gorenflo6 eine LOsung ange-
geben worden, die ebenfalls mit funktionentheoretischen lethoden
gewonnen wurde.




1. Die M+3S Hohlzylinderkonfiguration.

Unter einem M+S Hohlgylinder wird eine zweifach zusammenhéngende,
unendlich lange Plasmakonfiguration im Gleichgewicht mit einem
duBeren Magnetfeld verstanden, wobei die Strome im Plasma und in
den duBeren Leitern, die zusammen das lMagnetfeld erzeugen, paral-
lel zur Hohlzylinderachse flieBen. Die Strombahnen im Plasma und
in den &uBeren Leitern sind (im Unendlichen) jeweils in sich ge-
schlossen. Die Anordnung ist also elektrodenlos; die Strome im
Plasma werden vom HuBleren Kreis induziert (Abb.1). Im folgenden

werden LOsungen fir ein solches Gleichgewicht gesucht.

1.1.Die Gleichgewichtsbedingungen.

Die Achse des Plasmahohlzylinders liege in der t-Richtung eines
kartesischen Rechtssystems (u,v,t). Alle GroBen sind in dieser
Anordnung von t unabhdngig. Die Komponenten des liagnetfeldes lie-
gen in der (u,v)-Ibene, die Plasmakonfiguration ist durch ihren
Querschnitt in der (u,v)-ILbene eindeutig bestimmt. Das Plasma sei
durch das zweifach zusammenhdngende Gebiet Gp mit den Randkur-
ven (, wund C1 definiert. Co, und C} sind zugleich Randkur-
ven der einfach zusammenhingenden Gebiete (90 und Gi , wobei E&
den unendlich fernen Punkt enthidlt (Abb.2).

Die Untersuchung wird auf Plasmen, die im Innern feldfrei sind,
beschriankt. Dann flieBen im Plasma lediglich auf der Oberfléche
Strome, im vorliegenden PPalle also durch die Randkurven Cl, und

C} s 8enkrecht ‘zur (uty)—Ebene. Das lMagnetfeld ist an der Plasma-
oberflache wegen oy B3 =0 tangential oder mit anderen Worten,

die Randkurven sind Magnetfeldlinien. Die magnetische Feldstéarke B
an der Oberfldche ist mit der Oberflachenstromdichte £ des feld-
freien Plasmas durch die Gleichung+)

= = “4T
(1) hnr X B PR *

.. é . ..
verkniipft. hh 1ist der duBere Normaleneinheitsvektor der Randkurve

CO , bzw. Ci des Gebietes Go s, bzw. Gi . Der Gasdruck P ist
im feldfreien Plasma konstant. Aus der Gleichgewichtsbedingung

+) Es werden elektrostatische cgs-Einheiten verwendet.




/

Abb.2 Querschnitt Gp des M+S Hohlzylinders. LO,L,l sind die
duBeren Leiter.
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~\
#®
zwischen Gasdruck 40 und Magnetfeld B an der Oberflédche des

Plasmas

A a2
(1.2) E_T:‘_B =P

fq}%;, daB im Gleichgewicht der Betrag der magnetischen Feldstérke
_B und mit (1.1) auch der Betrag der Stromdichte #*’ auf der
Plasmaoberfldche konstant ist:

2T [ x2
(1%:3) ?4* = 40

Damit liegt die Stromverteilung auf der Oberfldche des lM+S Hohl-
zylinders im wesentlichen fest. Der Strom flieft mit konstanter
Dichte auf dem Innenmantel durch CZ, in Mg -Richtung, auf dem
AuBenmantel durch CQ in —#g -Richtung oder umgekehrt und schlieBt
sich im Unendlichen ( #4 ist der Einheitsvektor der t-Achse). Der
Fall, daB der Strom léngs Co oder C:, sein Vorzeichen wechselt,
d.h. daB die Stromdichteverteilung unstetig ist, sei hier aus-
geschlossen (vgl. cusp). Wegen der Divergenzfreiheit des Stromes
sind die Gesamtstréme.L ’I1 durch C}, C; entgegengesetzt gleich
grof3: Jo= “I,l . Da im Gleichgewicht die Stromdichte g;*auf Co
und C} nach (1.3) konstant und gleich ist, folgt, daB die Kurven
C} und C; gleich lang sein miissen:

(1. 4) L(Co) T L(C4)

Diese Bedingung ist fiir den M+S Hohlzylinder die eigentlich cha-
rakteristische. Es konnen z.B. nicht beide Kurven Kreise sein, wie
es beim tubular pinch moglich ist.

Da das Plasma als feldfrei angenommen wurde, verschwindet das
Integral ]*j/:;al; ldngs einer beliebigen, geschlossenen Kurve
C} , die in Gp liegt und Go umschlieBt, und somit der Gesamt-
strom durch C, und (30 . Daraus folgt die Notwendigkeit einer &duBle-
ren Stromverteilung; denn durch é% muf3 der Strom .fla"‘]; (JQ ist
der Strom durch (} ) flieBen. Analog flieBt durch G% der Strom
IL,= ‘Id . Die Strome durch Go und Gi schlieen sich im Unend-
lichen.
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Damit ist das Problem charakterisiert. In der (u,v)-Ebene werden
Kurven C:o und (:4 mit konstanter Stromdichtebelegung und eine Ver-
teilung von duBeren Stromen derart gesucht, daB das durch sie er-
zeugte Magnetfeld die oben formulierten Randbedingungen erfiillt.
Ein solches ebenes potentialtheoretisches Problem wird geeigneter-
weise mit funktionentheoretischen liethoden behandelt. Im folgen-

den wird die Aufgube daher funktionentheoretisch prédzisiert.

1.2. Die funkticnentheoretische Formulierung des Problems.

Wegen der Feldfreiheit des Plasmas zerfallt das Magnetfeld in zweil
getrennte Gebiete G;o und éa . BEs werden also je eine Losung fir

GL und Ea desselben potentialtheoretischen Problems gesucht,
wobei darauf zu achten ist, daB (1.4) erfillt wird. Is genﬁgt da-
her, die Aufgabe fir ein einfach zusammenhdngendes Gebiet G; zu
formulieren.

Lbene Magnetfelder konnen durch eine komplexe Funktion, das kom-
plexe Potential,

s

(1.5) Tiwy = Hu s £ pey | wesserarr

beschrieben werden. Der Zusammenhang mit der iiblichen Darstellung
ist der folgende. Der kealteil H(«, v/ ist die zur w-Ibene
senkrechte Komponente des Vektorpotentiales fq ; die iibrigen Kom-
ponenten sind hier null. Der Imagindrteil %(u—v) ist das skala-
re Potential. In stromfreien Gebieten (rot£3—0) ist F(w») holo-
morph (= komplex differenzierbar). Realteil und Imagin&rteil sind
dann durch die Cauchy-Riemannschen Differentialglg}chungen mit-
einander verkniipft. Die magnetische Feldstérke B* (Bu,By)erhélt
man durch Differentiation

(1.6) Ftw) = B, +< B, 'Ilufnl - |B]

/ .

Die durch
Re Fwy = RAlw,v) = Ao,

(1.7) Jm Fw) = $lu,v) = A ool 5

definierten Kurven sind die Feldlinien, bzw. Aquipotentiallinien




des Magnetfeldes.

Das vorliegende Problem 188t sich damit so formulieren. Es wird
ein einfach zusammenhéngendes Gebiet C; mit dem Rand C; und
ein Potential 7(W) mit folgenden Bigenschaften gesucht:

Der Rand C  ist Feldlinie, also mit (1.7)

(1.8) Re Fiw) = Romet., , %(;4’ weC

Die Magnetfeldstédrke auf C ist konstant, d.h. mit (1.6)

(1.9) |Fli| = Aonot,, , #r weC

SchlieBlich soll noch gelten
(1.10) Flw) =0 5 '/""' W¢ GuvC

Palls (1.8) gilt, ist diese Bedingung immer erfiillbar, und zwar
gilt (1.10) genau dann, wenn durch C ein Strom mit einer Strom-
dichte*)

E1i11) ?*=w————ﬂe{+uw n}, Ho=n, een,

flieBt, wie aus (1.1) mit(1.6) folgt. ( n, , 2y ) ist der &uBere
Normaleneinheitsvektor von C .

Eine einfache Losung dieses Problems kann man sofort angeben. Die
Kreise K,,""{’W/ % 7.2} 5 Kz"[/Wl"’)Z} y 227 sind der Rand

- des zweifach zusammenhidngenden Gebietes é;, . Durch K; , bzw. K,
flieBe der Strom /[ , bzw, ‘]P mit konstanter Stromdichte. Das
Potential lautet

2 “
C-,[,&q,w fur K EIwisT

1.12 Flw) =
( ) E 0 _Aonot.

+) Die Stromrichtung wird positiv gerechnet in der Richtung
415 = A, XN, . 4¢u,,4¢v'sind Finheitsvektoren der w-Lbene.
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Beziiglich (;f erfiillt diese Funktion die Bedingungen (1.8),(1.9)
und (1.10). Anwendungen sind der Z-pinch und der tubular pinch.

Die Losung ist von den Kreisradien 7% , 73 unabhéngig. Fir 7 =9,
= 00 - ist f;(W) das Potential eines Stromes / durch einen
(unendlich diinnen) Draht an der Stelle w=0.

Fiir das vorliegende M+S Problem ist damit eine Losung fir das Ge-
biet é& gefunden. Der &duBere Rand C; des Plasmas wird ein Kreis,
der Riickleiter Z@ ein Kreiszylindermaniel mit konstanter Strom-
dichtebelegung. Die eigentliche Schwierigkeit beil dem M+S Problem
liegt nun darin, eine weitere LOsung fiilr ein geeignetes Gebiet é%
.zu finden. Ist C} als Kreis gewdhlt, so mull der wegen (T.4) "mE CQ
ldngengleiche Rand Cb einen wellenartigen Verlauf haben, da C7
die Kurve Co umschlieBt.

zundchst bietet sich die loglichkeit, durch analytische Fortset-
zung Losungen zu suchen, wie es von Gorenflo6 durchgefithrt wurde.
Man gibt ein geeignetes Gebiet é;o mit dem Rand Co , sowie das
Magnetfeld Fiw)  auf dem Rand C, vor und setzt F{w) ins In-
nere von é% analytisch fort. Falls der Rand C} analytisch ist,
existieren immer LOsungen. lMan kann ¢7h0 dann immer ein Stilck
ins Innere fortsetzen und lings einer dem Rand benachbarten Feld-
linie eine AuBenstromverteilung bestimmen. Nachteilig ist, daB
dabei zu verschiedenen vorgegebenen Plasmarandkurven C} immer an-
dere AuBenstromverteilungen gehdren. Es ist aber wiinschenswert,
umgekehrt zu fest vorgegebenen AuBenstromverteilungen alle mogli-
chen Losungen, d.h. Gebiete 6@ mit Gleichgewichtsrandkurven Co
zu bestimmen.

Die Losungsmethode, die hier benutzt werden wird, leistet das zwar
im allgemeinen auch nicht, jedoch wenigstens in dem speziellen
Fall, daB die AuBenstrome Strdme durcch endlich viele Dradhte sind.
Vom experimentellen Standpunkt her zesehen kommen aber gerade
Drahtleiteranordnungen besondere Bedeutung zu, da sie es gestatten,

definierte AuBenstromverteilungen .iu erzeugen.

1.3. Die Losungsmethode am Beispiel einer speziellen

Drahtleiteranordnung.

Aus Griinden der Einfachheit wird diz Losungsmethode an Hand einer

einfachen Drahtleiteranordnung dargestellt. Losungen fiir beliebige




Drahtstromverteilungen und fiir allgemeine AuBenstromverteilungen
werden in Kap.3 behandelt.

Bei dem M+S Problem interessiert man sich besonders fiir Losungen
mit symmetrischen Randkurven C; , die bei Drehungen um den Win-
kel = %g', (n>1 , ganz) in sich ilbergehen. Als Beispiel
wird daher eine Stromverteilung mit einer solchen Symmetrie ge-
widhlt; sie besteht aus gleichen Strdmen durch n gleichméBig auf
dem Umfang eines Kreises mit dem Radius H angebrachten Dridhten.
Wie aus (1.12) ersichtlich hat somit das gesuchte Potential Flw)
in G% -B isolierte logarithmische Singularit&ten an den Stellen
42T

A,=He"r , b= 4. n  und ist im librigen holomorph.

Die Losung erhdlt man in zweil Schritten. Bs sei Gk der Iiinheits-.
kreis mit dem Rand (:K in der z-Ebene. lian kann ein Potential %02)
finden, das an den Stellen & ,= & e‘?“fzf =4, Amit OS a<t
logarithmische Singularitdten mit Stromen éf hat und bezliglich 6L
die Bedingung (1.8), d.h.daB C, Feldlinie ist, erfiillt. Sie

lautet
n clar 4 <Llam o<a,<1
(1.13) 4%,(2)=C&;.Z{&n(z-ae” )—&1{2~-&:en J=bnap, 05 '
V=7

Diese Funktion entsteht dadurch, daB man dem Potential der n Stro-
me j' an den Stellen @&, ein Potential sogenannter Bildstrome
+) 4 pinzufiigt. Die in -A(2) noch freie additive
Konstante ist so ggwéhlt worden, daB #(2) auch im Grenzfall &=0
definiert ist. Durch die Bildstrdme wird erreicht, daB Cx Feld-

linie wird. Das kann man, wie folgt, einsehen. Zundchst erh&dlt man

an den Stellen

fiir A=) nach Ausfilhrung der Summierung
n n
2 - 2= A
(1.14) A2) =4 In—F———
a 2 — 1 :
Mit Hilfe der Beziehung
<
o " — > Z=6y}059<2ﬁl
(1.15) |27 -2 "I=12 E <= , Sur

n ganz, 2, Rormplex
/

———— —— - —- = =

+) @ ist das zu O konjugiert komplexe.




= P =
beweist man dann die Behauptung
44
(1.16) Re Aie™) =0 0= ¢ <27
d.h. mit (1.7), Ckx ist Feldlinie.

Die Bedingung (1.10) wird dadurch erfillt, daB der Rand C}( mit
einer Strombelegung 4/* gemdB (1.11)

. C‘. . " / ‘,
e 2‘*’?”:‘47./; [Ate )], o=g=2m

versehen wird. Damit ist ein Potential

A (2) %;4" lzl=4 |

(1.18) 7/«'2)=

0 Lomet
gefunden, das beziiglich GK (1.8) und (1.10) erfiillt und im
Innern von GK n isolierte logarithmische Singularitédten der vor-
geschriebenen Symmetrie hat.

Die wesentliche Bedingung (1.9), die Forderung konstaunter Strom-
dichte 47+ auf dem Rand Cx , ist, wie man aus (1.17) ersieht,
nicht erfillt.

Bildet man nun den Einheitskreis G%( auf ein beliebiges, einfach
zusammenhédngendes Gebiet G der w-Ebene konform ab, so geht /!2)
tiber in F(w) . Die Funktion #(W) ist wieder ein Potential. Sie
erfiillt beziiglich & die Bedingungen (1.8) und (1.10) . und hat

in G n isolierte Singularitdten. Unter diesen Abbildungen sucht
man jetzt eine auf ein Gebiet G} derarf, daB das Potential 7 (&)
in G% die Bedingung (1.9) erfiillt (Abb.3). Es wird also eine
Abbildungsfunktion W = 9’2) mit folgenden Eigenschaften gesucht:

Aotomoph  for 2 <4

(1.19) w= gz / .
g2 +o0 o
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Abb.3 Der Einheitskreis GK der z-Ebene wird durch w:ga(z)
auf Go in der w-Ebene abgebildet. Co ydas Bild von
CK y ist Gleichgewichtskurve.
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Die Voraussetzung 9/(2) # 0 1ist notwendig und hinreichend fiir

die lokale Umkehrbarkeit oder Konformitédt der Abbildung. Daraus

folgt allerdings nicht die globale Eineindeutigkeit der Abbildung
oder mit anderen Worten, die Funktion W= F(2) ist in GK nicht
notwendig schlicht+). Da nur schlichte Abbildungen zu physikalisch
sinnvollen Potentialen fitlhren, hat man jede LOsung auf ihre Schlicht-
heit zu priifen,

v
In jedem Punkt existiert die Umkehrfunktion 2Z = g(W} , fiir deren
Ableitung gilt

v/ 1
(1.20) ?{?(2)}—_-.__’_._.—
Das Potential f(Z) geht bei der Abbildung lber in
(1.21) Fw) = £{gw]

Die Abbildung soll jetzt so gewdhlt sein, daB (1.9) auf dem Rand
des Bildgebietes C(C = {w= g(e"?’)/ o< p< «277} erfiillt ist:

/ v z= ety ) =
(1.22) Bonet. = |Flw|=[Li2)]-| ¢'tw) o<y <2l
Déraus folgt mit (1.20) fir g,(Z) die Bedingung
. — 4
(1.23) }%/(347)/ o7 %onoi.']fw -f)[ il R W

Die rechte Seite der Gleichung ist mit (1.17) bekannt. Zusammen
mit den Voraussetzungen (1.19) ist damit djie gesuchte Funktion
eindeutig bis auf einen Phasenfaktor @4 0 und eine additive
Konstante bestimmt. Der Beweis dazu wird in Kap.3 geliefert.

In dem vorliegenden speziellen Beispiel (1.18) kann gt(?) direkt
+)  {(2) ist schlicht in @ , falls mit 2,2, €6 aus 2,%3,
tolet: H1Z) PALR,) .
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bestimmt werden, wie uUberhaupt immer dann, wenn f%Z) lediglich
isolierte logarithmische Singularitaten in GK hat und damit -//(2)
eine rationale Funktion ist.

/
Zundchst wird g (2) konstruiert. Dieses geschieht in einfacher
Weise mit Hilfe der Funktion #72) , fir die sich mit (1.18) er-
gibt
x4 03
/ 1,22 i) 121 < 4
h n,oh )
(1.24)  fra3) =< © (2™ ') (2"a"~1)

0 oot

[}

Gesucht wird eine Funktion 9//8} , die (1.19) erfiil/lt und auf
dem Rand des Einheitskreises dem Betrage nach mit £ /2) bis auf
einen positived Faktor ibereinstimmt. #72) selbst erfiillt (1.19)
nicht, denn sie hat in G%. n Pole und eine (n-1)-fache Nullstelle.
BErsetzt man aber in 7p;2} die Faktoren

- N ,

n n

2" -a — e G

)

so ist die so gewonnene Funktion

L a4 - a”

27 (2“@”‘4)2

/
(1.25) g12)=

bereits die gesuchte. Nach Konstruktion ist sie im Einheitskreis
holomorph und von null verschieden. AuBerdem bleibt bei den Sub-
stitutionen wegen (1.15) der Betrag der Funktion auf Ck erhalten.
Somit sind (1.19) und (1.23) erfiillt. Alle Konstanten sind in L
zusammengefalit. L hat, wie spdter gezeigt wird, eine anschauliche
Bedeutung.

Die Integration liefert die abbildende Funktion W= Z(2Z).

n
2h g i) o 2 _.4.22)'
- . -4 =24 h
oo gaef et re ey i
. T a-n A—- 2ka”* n //
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Die Integrationskonstante ist so gewdhlt, daB g(O) = 0 ist.

Das Potential (W) im Bildgebiet O, ist durch (1.21) gegeben.
Um es explizjg berechnen zu konnen, bendotigt man die Umkehr-
funktion 2Z= g("‘/) . Beachtet man, daB F(W) das Potential einer
Stromverteilung aus n Drahtstromen an den Stellen =H ¢ —2”,
V= ’//.,. N und einer konstanten Strombelegung léings des Randes
Co= { W= @(6‘3’) o<y <2”} des Bildgebietes ist, mit entgegen-—
gesetzt gleich groBen Gesamtstromen, so erhdlt man fir f—lw) auch
die folgende Darstellung

20

(1.27) ?(Wj=~§—{,i« In(w"- H) LJ {w ?(cy},lgl(ca,))dsj.

0

1.4, Diskussion der Ldsung.

Zur Diskussion der durch (1.26) erzeugten Plasmagleichgewichte
ist die Kenntnis von #(w) nicht notwendig. Dazu reicht (1.26)
vb}lig aus. Zundchst kann man sich davon ilberzeugen, dall 3(2} 5
wie erwartet, dieselben Symmetrien wie f(z) hat:

3/(264 ) = e ”'3(2)

i

(1.28)

q(2) = 3(5_)

Damit hat auch 7(Ww) diese Symmetrieeigenschaften.

Die PlasmaqQberfliche ist durch das Bild Co des Randes

: D
CK={Z-—€ Y 0“3’<2”} des Binheitskreises gegeben:

‘{ W= 3(54“ osﬂ‘"e”} .Davon wurde bereits inv(1.27) Gebrauch
gemaoht. Die Singularitdten Hy von Hw) = {((‘}(‘W) in der

w-Ebene, d.h. die Orte der Strome, sind die Bildpunkte der Sin-
gularitdten @, von {1'2) in der z-Ebene. Mit (1.28) gilt dafiir




oy
(1.29) R,=H e “R 27 v=4 iy H’gm)

Den Druck 1) des Plasmas erhdlt man mit (1.3) aus dem Betrag der
Stromdichte 7‘¥ an der Plasmaoberflédche. Fir diese gilt nach
(1.11),(1.20) und (1.21)

% o S e 0< b <aF
(1.30) |y fpl= = [f ) P Y

Setzt man darin (1.24) und (1.25) ein, so findet man, wie verlangt,
die konstante Stromdichte

.*, - n. )
(1.31) l?(g)l —iL

Da n‘% der Gesamtstrom durch den Innenleiter und somit auch der
Gesamtstrom lidngs des Plasmarandes €% ist, muld /B gerade die
Lange der Kurve C, sein. Diese anschauliche Bedeutung des in
(1.25) eingefiihrten Faktors [. kann man auch auf folgende Weise
einsehen.

Nach Konstruktion ist der Rand €, Feldlinie konstanter Feldstédr-
ke. Das bedeutet, daB der Realteil /H(&,?) des Potentials F(w/
léngs Co konstant ist und der Imagin&érteil ¢dt4,v) propor-
tional zur Bogenlange § von C} wdchst. Davon kann man sich

mit (1.6),(1.7) und den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen, die die Ableitungen von FH(«,v) und (e« v) verkniipfen,
iiberzeugen. Unter Verwendung von (1.21) gewinnt man damit fir

die Bogenlénge S von C} eine Parameterdarstellung

(1.32) stp)= o -Jdm e ) o< p<27

7

Fiihrt man die Gesamtlédnge der Kurve L= S()~§(0) ein, so kann
der Proportionalitdtsfaktor o< eliminiert werden. Setzt man noch
£2) aus (1.18) ein, so findet man
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(A - a ) SV;'L n¢ =
(1.33) Slg) = —— a/raﬁ? il CD‘Shlf-.Za,""/ 05Y<2//‘

Die Beziehung zwischen Bogenldnge § und dem Kurvenparameter ¢

ol oL '
(1.34) (,Tgf - \;}; 3“”%\

erlaubt es nun nachzupriifen, daB der in (1.26) eingefiihrte Faktor
[, mit dem in (1.33) definierten identisch ist.

Die GroBe @ , die die Lage der Singularitdten & in der z-Ebe-
ne bestimmt, kann nach Definiti'on die Werte o< @a <1 annehmen.
Sie erscheint in ?(2) als Parameter. Um das anzudeuten, wird
g(2) , wenn notig, mit einem Index & versehen: W=3«¢‘2‘). Es
liegt also bei dieser speziellen Anordnung eine einparametrige
Schar von Losungen mit Randkurven <, gleicher Lange vor, falls /£
festgehalten wird. Eliminiert man A mit Hilfe von (1.29), so er-
hdlt man die LOsungskurven in Abhédngigkeit von a und 7 + dunch
A ist die Lage der Strome gegeben.

Piilr diesen Fall soll jetzt ein Uberblick iiber die Losungen in Ab-
hdngigkeit vom Parameter < und der Zahl # der Strome bei festem
H , d.n. fester lLage der Strome, gewonnen werden. Zunidchst sind
in Abb.4a-d einige charakteristische Losungskurven filir verschie-
dene . dargestellt.

Die erste wichtige Frage ist die nach der Schlichtheit der Abbil-
dungsfunktionen Ga(2) . Flir k=9 wird %a(Z) eine lineare Ab-
bildung. Piir jedes @ 1ist das Riligebiet wieder ein Kreis. Fir
n>4 kann man sich eine grobe Vorstellung durch Diskussion
der Grenzfiile @ <<7 und a@=7 verschaffen. Im ersteren Fall

ergibt sich die lineare, schlichte Abbildung

(Z) = ===
(1.35) hilst a
Die Bildkurven Co sind Kreise mi{ Radien g . Die Radien sind

groB gegen den Abstand der Drihte. Die M Strome erscheinen dann




Abb.4a n=2, a=0.93

Abb.4D n=3, a=0.93




Abb.4c n=5, a=0.94

Abb.4d n=8, a=0.94

Abb.4a-d M+S Hohlzylindergleichgewichte. Hinleiter sind
n Drahte, der Riickleiter ist ein Kreisgzylindermantel.
Fiir n=2 gibt es keine brauchbare Losung.
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als ein Strom n-; durch einen Punkt, und man erhdlt als Randkur-
ven Kreise wie in (1.12). Im zweiten Grenzfall @ =7 wird der
Rand des Bildgebietes durch ~ Kreise gebildet(Anhang II):

< +e E2
¢ (4+ ¢ L

a

SIx

(.37(&) - =
(1.36) ?Q.Qe ) 2i ), foi

) /)

i

‘n

-

mit K=4, ..., h  derart, daB K-E-L-'-ES- S = “'E’L ist. Der Parameter
ist die Bogenlange der Kurve. Diese Kreise liberlappen sich, der
Rand ist nicht einfach geschlossen. Die Abbildung ist damit nicht
schlicht und als unphysikalisch auszuscheiden. Um die Abbildung
eineindeutig zu machen, mull man Verzweigungsschnitte anbringen.
Wachst @ von null stetig an, so gehen die schlichten Losungen
(1.35) stetig in die nicht schlichten von (1.3%6) iiber. Zur Erlidu-
terung findet man in Abb.5a-d Losungen fir mn= & und verschie-
dene Parameterwerte @ .

Man kann zeigen, daB es ein d¢(”) derart gibt, daB 9412) im
abgeschlossenen Einheitskreis fir O< & < Qg(h) gchlicht ist.
Fiir alle anderen @ ist ?al?) nicht schlicht (Anhang I). Qg(1)
ist bestimmt durch die Gleichungen

i

a? Cm(;g-iz,*nffv)':’C”(?“i’) )

2
(1'37) .7;__ 4.
- fu _
J’m{e4"’%s(e )} = 6 )

Die LOsung dieses Gleichungssystem ist nur ndherungsweise moglich.
Man kann eine grobe Abschdtzung fiir @5(")  herleiten:

— bl // n n
(1.38) o (r) > Cm({’;*‘ﬁw‘_gﬁwfof%n_,,), fr n>2

Im Falle k=3 ist a,R) =1 ; d.h. die Losungen sind schlicht,
ausgenommen fiir &®=4 , wo der Rand aus zwei nebeneinanderliegen-

den gleichen Kreisen, die sich in einem Punkt beriihren, besteht.
Fiir R>2 ist &Qglh) <1




Abb.5a n=4




Abb.5c n=4, a=0.99

Abb.5d n=4, a=1.0
Abb.5a~d M+S Plasmainnenrand bei einer Leiteranordnung aus

n=4 Drihten fiir verschiedene Parameterwerte a. Bei
nicht schlichten Losungen sind Verzweigungsschnitte
eingezeichnet.
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Die zweite zu kldrende Frage ist, ob die gefundenen Ldsungen fiur
die M+S Konfiguration geeignet sind. Der "duBere" Rand CQ des
Plasmas ist als Kreis mit dem Umfang L vorgegeben. Es gibt ge-
nau dann +S Losungen, wenn Abbildungen al2) existieren der-
art, daB das Bildgebiet (G, mit dem Rand €, ganz im Innern ei-
nesvwegen (1.4) umfanggleichen Kreises liegt, d.h. wenn die Un-
gleichung gilt

' ";3’ — _L. - = D7
Entwickelt man hierin Yo (Z) in eine Reihe und beachtet man
I"Ia‘x{lg«afe‘ﬁl} = Za(1) , so findet man, daB (1.3%9) erfiillt ist
fur

a > a,gh)

wobeil (ZM_‘M—) durch

(0%} QJQK
n 7
(1.40) ) s L A n>1
MS (Kh+1) (ki t2h+1) n*-1

K=0

gegeben ist (Anhang III). Flir pn=4 gibt es natiirlich keine Lo-
sung, da C} kein Kreis sein kann. Im Falle A~ =2 | in dem
CLMJ(Q) = 4 ist, gibt es ebenfalls keine Losung, es sel denn,

man 148t zu, daB sich die Plasmarandkurven C, und C:4 berih-
ren diirfen. Dann erhidlt man fiir k=2 allein die in Abb.6 skizzierte

Konfiguration. Fiir #>2ist aptn) <1 .

Abb.6 Ii+S Konfiguration fiir TLeiteranordnung aus zweil

Drahten und einem Kreiszyl:indermantel.




FaBt man die Forderung nach Schlichtheit und die Ii+3 Bedingung
zusammen, so folgt, daB im Parameterintervall a o) > a > @, (1)
brauchbare Losungen liegen. Das Intervall ist nicht leer, da

a,ln) > &, (h) ist, wie der genauere Vergleich von (1.40)
und (1.38) ergibt.

Unter den LOsungen gibt es ein Co mit minimaler Lange an;'

fiir feste Lage der AuBenstrome (Anhang IV). Der dazugehOrige Para-

meterwert @,  ist gegeben durch
vo
A enK +1 2niK
(1.41) S==—— = = Vo
h -1 [ s (Kn+l)(Kn-n+41) o
K=1

Nach (1.%1) wird in diesem Fall die Oberfléachenstromdichte ma-
ximal und mit (1.3) auch der Gleichgewichtsdruck:

—_ e 2 2
21 4 ~
(1.42) P max= l (Fln) & (% min)

c?.

mit

n
"V )
~ A n-” 2n 0;:2[, A s g e
(1.43) g(a)= {00-— ._“n‘aM-a' )g e An(1-a e )}

V=1

1.5. Drahtleiter als Hin- und Riuckleiter.

Man gelangt zu einer weiteren Pi+S Hohlzylinderkonfiguration, wenn
man den AuBenleiter [di , der bisher ein Kreiszylindermantel war,
durch eine Anordnung aus Drahtleitern ersetzt. Dazu hat man analog
zu Kap.1.3 das Problem fiir ein einfach zusammenhédngendes Gebiet 6;,
das den unendlich fernen Punkt enthdlt, zu l0Osen.

Als Beispiel wird wieder eine einfache Anordnung aus n Drahten,
die in gleichen Abstdnden auf dem Umfang eines Kreises mit dem
Radius B liegen, behandelt. Man bestimmt zundchst in der
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z-Ebene das Potential f%li/ , das die Bedingungen (1.8) und
(1.10) fiir das Gebiet Gg = [’2’>4}.Vmit dem Rand Cg = [’2(=’7j
erfiillt und an den Stellen bv'-’b 6452;7/ V=4/""/”’ isolierte
Singularitdten mit gleichen Stromen ff hat. Das leistet ebenfalls
die Funktion 4%(2) aus (1.14), nur daB Strome und Bildstrome
vertauscht werden (Abb.7).

n bh-
2 it 2T 2021 b>1
C 6’1211. “_4
(1.43)  fy=
o S 0mot

Daraus gewinnt man die Ableitung der dazugehorigen abbildenden
Funktion:

/ L, 2n YR .
(1.44) G = o= (6=1) e

Diese Funktion ist fiir /2/>7 holomorvh und von null verschie-
den und erfiillt (1.23%). Die Integration liefert

" .2n
L b -1 . 4 b2
g (2= s A b2 —
ar b l nohteq
(1.45) ;
h h
F LN TR g (g A g 4AT) ol
n* bz REl :
V=4 V=1 ,
fUB S 1

Die Integrationskonstante ist so gew8hlt, dall ?b(?) “3ieselben
Symmetrieeigenschaften (1.28) wie 9.1‘2’., hat. Der Rand des
Bildgebietes G, ist C,= {w= g,(e*Y), 0<¢ <2if . Die Sin-
gularitdten, d.h. die Strome des Potentiales (v in der
w-Ebene sind gegeben durch

> A 20 in &
(1.46) B, =B e R ved.. n L 1LY
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Abb.7 Abbildung w=g,(z) von G,{““{\?‘>‘1} auf G, in der w-Ebene.
Ci , das Bild von Cg , ist Gleichgewichtskurve.
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Fiir die Bogenlédnge S von C:1 findet man die Parameterdarstel-
lung

L (1)~ sin ny e .
O/rof?, \99 =

(1.47) S == 3% T
(b =1) cosny ~2b el

Die schon in (1.44) eingefiihrte Konstante L ist die Liange von C;.

gbIZ) liefert fir alle n einparametrige Losungsscharen mit
Parameter <’f<fb'<‘” . Unter diesen sind nur Abbildungen, die
iiber G;=={’3/>’f schlicht sind, von Interesse. Im Falle tz=4
existieren keine schlichten LOsungen. Der Rand C4 ist wegen der
Vieldeutigkeit des letzten Termes aus (1.45) nicht geschlossen,
vielmehr gilt: g, (¢ ™7™ = g(e™¥) =27y (p>0) |y oaup.g

ist der Fall n=7 erliautert.

Fliir R>2 verschwindet der letzte Term von %,(2) . Es gibt dann
einfach geschlossene Randkurven C; und damit schlichte Abbildun-
gen. In Abb.8a-c findet man die Losungen filir n=4 und verschiedene

b . Im Grenzfall b =>4 geht (1.45) in die schlichte lineare
Abbildung

(1.48) Gpory (B = 5= F

uber. Die Randkurven C} werden Kreise. Flir hinreichend kleine b
ist gbIZ) nicht mehr schlicht (Abh.8c). Bine genauere Diskussion
unterbleibt, da filir die M+S Geometrie als Randkurven C} nur sol-
che in Frage kommen, die nicht zu stark von einem Kreis abweichen.
Durch Wahl von hinreichend groflen b kann das immer erreicht wer-
den. Die Abb.10a-b zeigen Beispiele solcher li+S Gleichgewichte

mit Drdhten als Hin- und Rickleiter.
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Abb.8a n=4
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Abb. 8D n=4, b=1.2




Abb. 8c n=4, b=1,12
Abb.Ba-c M+S PlasmaauBienrand bei einer Leiteranordnung aus
n=4 Drédhten filir verschiedene Parameterwerte b. Bei
der nicht schlichten Losung sind Verzweigungsschnitte

eingezeichnet.
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Abb.9 Nicht schlichte Lésung fiir n=1, b=3
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Abb.10a n=5’ a=0»97’ b=1-30

Abb.10b n=10, a=0.,96, b=1.20

Abb.10a-b M+S Plasmaquerschnitte mit je n Drdhten als Hin-
und Riickleiter.
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2. Lineare Cusp Anordnungen.

Als weitere Anwendung der Losungsmethode werden elektrodenlose
Gleichgewichtsanordnungen fiir ein feldfreies, einfach zusammen-
hédngendes, zylindrisches Plasma ohne Stromkomponenten senkrecht
zur Zylinderachse behandelt. Der Querschnitt des Plasmas ist ein
einfach zusammenhidngendes Gebiet G;C y, mit einfach geschlossenem
Rand C. (Abb.11). Da nur Oberflichenstrome flieBen und sich die
Strome im Plasma (im Unendlichen) schlieBen, verschwindet wegen
der Divergenzfreiheit des Stromes der Gesamtstrom durch CE v
Durch (. flieBen Strome beiderlei Vorzeichens. Da im Gleichge-
wicht die Stromdichte konstant ist, folgt die Unstetigkeit der
Stromdichtebelegung auf dem Rand C. als eine fiir ein solches
Plasma charakteristische Eigenschaft.

Zweli solcher Konfigurationen, der lineare cusp und der "picket
fence", bei denen das &duBere Magnetfeld durch Drahtstrome erzeugt
wird, werden betrachtet.

2.1. Der lineare cusp.

Die Leiteranordnung fiir die AuBlenstrome wird aus 2n geraden Dridh-
ten, die dquidistant auf dem Umfang eines Kreises mit dem Radius D
liegen, gebildet. Die Strome durch die Dridhte sind dem Betrage nach
gleich, die Stromrichtung alterniert, so daB der Gesamtstrom durch
den Querschnitt verschwindet. Die Strome schlieBen sich im Unend-
lichen.

Zu dieser AuBlenstromverteilung findet man die Losung analog zu
Kap.1. Das Potential

n n n
34,'[/71 LAl AR V. +ff ] 12121
(2.1) %"12)-—-’ ¢ Zn" E/Iﬁ’ 20 O_L\’_L i
o ,,/oomzaé)

erfillt die Bedingungen (1.8) und (1.10) fiir das Gebiet G,;={'2'>"}
in der z-Ebene (Abb.’1). An den Stellen of,=ole“R”" (cl>1)

liegen die Singularitédten von 7k(2) mit den Stromen jw’(-4ﬂ%:'v=ﬂmﬂh.
Daraus gewinnt man die Ableitung der abbildenden Funktion
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Abb.11 Abbildung w=g4(z) von Gg’{|3'>1} auf Gc ‘ Cc g

das Bild von (i , ist Gleichgewichtskurve.




oY e

L 0(/ (d ) .2?n(22n,+4)
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2 ardg 57— (22%/%"1)

2’&_4

(2.2)

Es ist zu beachten, daB v,’d/z) auf dem Rand Ci = (’31 ”} 2n
Nullstellen hat und damit wegen (1.23) notwendigerweise auch gdlx?) :
Der Rand ist also nicht analytisch. Das bedeutet, daB die Abbildung
auf dem Rand Cf(' an 2n Stellen nicht konform ist. Die dazugeho- -
gen Bildpunkte sind gerade die Unstetigkeitsstellen der Strombe-
legung auf dem Plasmarand C, .

Die Integration ergibt

X L. (o® " 7) P 2’.’14. ol 2 .
gd- 2 OL:mHQ,raf g'f(j’r n oéznzzn.__j
(2.3) ol “ -1 '

2h
A 2n Y 4 4.,,_ N s n
+{4+27(06 ”)}EZZ"’ S (1— ze £)
v=1

‘Die Integrationskonstante ist so gewdhlt, daB 2&12) dieselben
Symmetrieeigenschaften wie 5{04 (2) hat; d.h. daB gilt

S

e&.{zju(z) — gp‘(ZGK—zn)

)

(2.4)

2408 T Zu (2)

n
. ist C, = {w galt 7) 0“[<37f7 Die
Singularitdten des Potentiales 7,(W) = f(jx(w)) in der w-Ebene

Der Rand des Bildgebietes &

sind gegeben dur'ch

37
Aph

(2.5) D,=D e y V=T, ik D=3‘{(0L)
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Fiir die Bogenlédnge erhdlt man die Parameterdarstellung

2.6)  S(g) =
( ) v 4m azroi? 2"
o> 1

Die Gleichung gilt nur in dem angefiihrten Intervall zwischen zweil
Unstetigkeitsstellen der Strombelegung. Der schon in (2.2) ein-
geflihrte Taktor Z;c ist die Liénge von Ce

In 30((?) liegt eine einparametrige Losungsschar mit Parameter
A<d <vo  vor. Pir n=1 sind die Abbildungen g (2 nicht
schlicht. Fir n=2 ist Gx(# fir Parameterwerte

' A

0{2 o(s(n)=(_3£_4_ 2n n=2
n—1 ) ;

schlicht und damit physikalisch sinnvoll (Anhang V).

Im Grenzfall & >>7 erhdlt man Bildgebiete Gc mit Randkurven

(2.7)  C, - ?;(»5649}=Q—{e"9’+ A e¢(//-zn)y) /

o=l <2y,
ol IJ-2n s

2o

Darin ist L., mit (2.5) durch D ersetzt worden: Le= "5 ,(d>37),

Diese Randkurven sind Hypocykloiden. Rollt man in einem Kreis mit

dem Radius D _‘a
o 2n=-1p
mit dem Radius —
o In-1

- Umfang dieses Kreises die vorliegende Kurve.

auf dessen Rand einen kleineren Kreis

ab, so beschreibt ein Punkt auf dem

In Abb.12a~b und Abb.13%a-b sind in ibhéngigkeit vom Parameter ol
fiir verschiedene n Beispiele von cusp-Gleichgewichten dargestellt.
Abhi3bzeigt eine nicht schlichte Abbildung mit Verzweigungsschnit-
ten

- ¥
Die Stromdichte 4c auf dem Rand C} erhdlt man aus (1.11) mit
(2x2 )4




Abb.12a n=3

Abb, 12D n=4

Abb.12a-b Cuspgleichgewichte mit n Leiterpaaren Iflr verschiedene
Parameterwerte d. Fiir d=1.3%,bzw. d=1.202 maximaler

Plasmaquerschnitt und Druck Ppax®




d=1,62

Abb.1 33 n=2

Abb.1%b n=2, d=1.3

Abv.13a-b Cuspgleichgewichte mit n=2 Leiterpaaren. Bei d=1.3
nicht schlichte LOsung mit Verzweigungsschnitten.
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4. 1ist eine fir fallende of> 0(‘(") monoton steigende Funktion
und erreicht fiir &= o (n) ein Maximum. Das fiihrt mit (1.3) zu
einem maximalen Gleichgewichtsdruck

. * 2
1

,4, 2
(2.9) Pomax = 2r.¢=' o o (h) /

wobei man «®(h) aus (2.8) gewinnt. Es ist o&(2) =797 o /3) =2.72
und fiir ">>7  wird &(h)= n-072. Fir Drucke P>Pmax 8idt
es bei festen AuBenstromen .4 kein Gleichgewicht fiir ein einfach
zusammenhingendes Plasma. Die VGleichgewichtsgebi‘ete fiir @?/Pm\ax
sind 2n-fach zusammenhingende Gebiete, deren Rand aus 2n Kreisen

um die AuBenstromdrdhte gebildet wird.

2.2. Die "picket fence" Geometrie.

Die "picket fence" Geometrie ist eine Abart des 11nearen Cuspe.

Die AuBenlelteranordnung sind Drdhte an den Stellen /7/( B+« /:]/“'
mit Stromen 4"& 4 =1 6«- = 0 :4:2 ~ und Cuti4 (Abb.14).
Das Plasma ist einfach zusammenhangend Der Rand, der sich ins
Unendliche erstreckt, zerfdllt in zwei Teile. Es genligt, das Gleich-
gewichtsproblem fiir den einen Teil des Randes zu lOsen; wegen der
Symmetrie der Anordnung folgt der zweite Teil durch Spiegelung

an der reellen Achse.

In diesem Fall geht man in der z-Ebene von der oberen lalbebene
GH"{J‘M' 2 >°} aus. Man sucht das T'otential fp A ) , das

in G” bei a,=a«4+V Singularitéten mit dazugehodorigen Stro-

men 4,= -1, ©=0,#4%2.. hat und das beziiglich G, aie
Bedingungen (1.8) und (1.10) erfiillt, d.h. daB der Rand C” 1’2'-'1'“?”}
von G Feldlinie ist. Dieses Potential erhdlt man aus (2510)

. k . . 2B 27a
fiir n=1 durch die konforme Abbildung 2= e mit . otse

die des—AuRere—ges—hinheitekreises (ie z-BEbene auf den Streifen
K< Re 2'< kit (K ganz) der 7zl Lbene abbildet. Ersetzt man 2’
wieder durch 2 , SO0 ergibt sich

9




Abb.14 Abbildung w= g
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Je [ﬁn e = 52774'2 ezmc,'

—— +

v C 4 =24 2 A = IYL e — J, dmz>o

(2.10) 7'[P,a(z,=' e - e : e27u.2+627ro¢, )
1. o ’ 2 0ol

/
Wie in den anderen Fdllen gewinnt man daraus die Ableitung g,a,a(Z)
der Funktion, die die obere Halbebene é;” auf das gesuchte Gebiet
G;p in der w-Ebene abbildet:

YTl 2
e +1

(6417,( 26-4/764._4)2 Yz

O <da < b

(2:41) géq(i‘)‘-?'B

Diese Funktion ist in GH holomorph und von null verschieden.
Auf dem Rand Cy  hat sie an den Stellen Z,= % ¢35V, V=073

Nullstellen. Dort ist die Abbildung nicht konform; wie beim linea-
ren cusp hat der Rand an diesen Stellen Spitzen.

Die Integration liefert

Ui Fid 2 ~Yi 4il2 -
3.3 2 < B2 5.8 g A (1+e " )A=e”
L 12 5 4 B = - - i
( ) ?/o, “ Y474 " 4 4ie (4- 4 )( T é#ﬁu&fﬂ?

Die Integrationskonstante ist so gewédhlt, dal 310)*0 ist.

Yr«!2) hat die Symmetrieeigenschaften

Gral® + Bov = Fpal? +2)
(2.13%)

Fra(2) =~ ?P,«('ii)

o

.V
Die Singularitdten des Potentiales fplq(W):-‘ ¥(3PI“(W)) liegen
an den Stellen




P06 =

(2.14) g\;-u’ G« (4a) + B-v ) v 0,24,22 ..

Die in (2.11) eingefiihrte Konstante B ist also gerade der Abstand
der Singularitdten. Die Randkurve des Bildgebietes Gr ist
CP={W‘ g,,/q(’() , "0 <x¥<« +°°} . Fir die Bogenldnge § gewinnt
man die Parameterdarstellung

- e ha _. 2~ v
(B15) Tgir= 2 . arcly 05 -
2m —4%‘!— 2iia Ambh 2ia

+\
/)
X
A

B NEN

?nq(?) liefert eine einparametrige Losungsschar mit dem Para-
meter O <L« < @ | Jan kann zeigen, daB 9,:,«(2) nur fiir

*/7‘! 3
> —— G 8
a QJ(H) »

schlicht ist (Anhang VI). Im Grenzfall a>1 erhdlt man Bild-
gebiete mit Randkurven

Sim 2irx 64.257:(} —po < ¥ < +00

(2.16) G Gpalr=28{ xt =55 ,

Diese Randkurven sind Zykloide. Rollt man einen Kreis mit dem
Radius F%n‘;' auf einer Geraden ab, so beschreibt ein Punkt auf dem
Umfang die Kurve. Abb.15a-b zeigen "picket fence" Gleichgewichte.
Abb.17 ist ein Beispiel einer nicht schlichten Abbildung.

| ¥
Fir die Stromdichte #, auf dem Rande C’P erhdlt man

2ira =2
e - €
“4Ira

.* 4

4 3 :

¥ . i :

4 ist eine fiir fallende & > Qg 5in) monoton steigende Funk-
tion und erreicht fir a-= C(SM) ein Maximum. Damit ist ein maxi-

maler Gleichgewichtsdruck bestimmt




Abb.15b a=0.73

Abb.15a-b "picket fence" Gleichgewichte
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Abb.16  "picket fence" Gleichgewicht fiir P> Ppoye

Abb,17 Nicht schlichte "picket fence" Lisung mif{ Verzweigungs-
schnitten, a=0.03%4.
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.. 3
425\
(2.18) PMax=(B 3/; cz

Fiir P>Pmax gibt es fiir ein einfach zusammenhingendes Plasma
kein Gleichgewicht. Das Plasma bricht an den Spitzen durch. Die
Gleichgewichtskonfiguration fir pP > Pagy 1ist in Abb.16 skizziert.
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3. Das allgemeine potentialtheoretische Problem.

Bei den in Kap.1 und Kap.2 diskutierten LOsungen stand die Frage,
Plasmagleichgewichte fiir leicht realisierbare Anordnungen zu
finden, im Vordergrund. Die potentialtheoretische Aufgabe soll
jetzt unter allgemeineren Gesichtspunkten behandelt werden.

3.1. Die allgemeine LOsung.

Die Aufgabe besteht darin, Potentiale f(w) zu finden, die be-
ziiglich eines einfach zusammenhdngenden Gebietes G die Bedin-
gungen (1.8) und (1.9) erfiilllen. Die Losungsmethode ist die, daB
man ausgehend von einem Potential 7&2) , das bezliglich eines
einfach zusammenhidngenden Gebietes [ der z-Ebene die Bedingung
(1.8) erfiillt, eine konforme Abbildung W=g/2) des Gebietes G*
auf das Gebiet G derart bestimmt, daB ?(W)=f(gv(m) in G
die geforderten Eigenschaften hat.

Bei den diskutierten, speziellen Beispielen wurde, dem jeweili-
gen Problem angemessen, als Gebiet G* der Einheitskreis, das
KuBere des Einheitskreises oder die obere Halbebene gewdhlt. Die
folgende Betrachtung beschrédnkt sich auf den Fall, daB G* der
Einheitskreis ist. Die Aussagen lassen sich auf alle anderen Félle
ibertragen.

~'}0(5’) sei also ein Potential, das beziiglich GK= {,21 <7}(1.8)
erfiillt, d.h. der Rand Cx= {I2I=7} von Gk ist Feldlinie. Zu
?{’(2) gehort in Gk eine Strombelegung _g:(?) . Umgekehrt kann man
zu einer Strombelegung 3(2) in Gk mit der Methode der Bildstro-
me eine solche Funktion f(Z) finden. So erhdlt man zum Beispiel
flir eine Strombelegung 4 (f) l8ngs eines Kurvenstiickes Cj; in GK
das Potential

(3.1) fm———%cjgif)%v::;f Jelf]

zZu %(2) wird eine abbildende Funktion W= G(Z) gesucht, die
(1.19) und (1.23%) erfiillt. Man kann folgenden Satz beweisen: Zu

v
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~

jedem Potential -/(2) , das in einem Gebiet G , das den Rand
Ck des Einheitskreises enthdlt, holomorph ist und fir die Ck

Feldlinie ist, gibt es eine Funktion W= g(2? | die (1.19) und

(1.23) erfiillt. 9(2) ist bis auf einen Phasenfaktor &£ und

eine additive Konstante eindeutig bestimmt.

Der Beweis lduft darauf hinaus, daB man das Problem auf eine bhe-
kannte Randwertaufgabe zuriickfiilhrt. Es wird zunéchst die Eindeu-

tigkeit der LOsung bewiesen.

D1e Ableitung f(i’) von -7/(2) hat auf dem Rand C,x m Nullstellen
2, von der Ordnung £y ,V=1,....,n. Die Nullstellen konnen sich
auf CK nicht haufen, da CK nach Voraussetzung im Innern des
Holomorphiegebietes 6 von ‘ﬂ?) liegt und dort die Nullstellen
isoliert liegen. Mit (1.23) hat ¢'l2) dieselben Nullstellen. Es

wird jetzt die Funktion

(3.2) G2 : %(3‘2

m
/

(2 zu)&v }

definiert. G‘?) ist mit (1.19) und nach Konstru¢ktion im abge-
schlossenen Gebiet GK a{/zz 54} holomorph. Mit (1.23) ist ihr
Realteil auf dem Rand CK des Einheitskreises bekannt:

gt
o Re Gen= b {lh e | ] o)

Man kann jetzt den Satz aus der Funktionentheorie 7 anwenden, daB
elne in GK holomorphe Funktion bis auf eine imagindre Konstante
Aﬁo durch ihren Realteil auf dem Rand C',r -{/Z/ 4f eindeutig
bestimmt ist und zwar gilt fir diessz
2ir
“9’ + 2 i Vi
A é / 44( ol '3
2)=— . /frl,{ £ } ““"}S
(3-4) G( ) 2T e,‘y -3 / { )-{ , 4&‘ ?JJV ‘/ @ :
(o)
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Durch Umkehrung von (3.2) und nach Integration erhdlt man

Lz G2
(3.5) g(a:j// (2-~2v)£“ e oz + K

vT 4

Damit ist die Iindeutigkeit der LoOsung gezeigt.

Da es aber auch zu jeder auf C), holomorphen Funktion eine im
abgeschlossenen Gebiet GH’ holomorphe Funktion gibt, die durch
(3.4) gegeben ist, erhdlt man unter den obigen Voraussetzungen
auch immer eine LoOsung. Es folgt unmittelbar, daB das Problem fir
eine verallgemeinerte Bedingung (1.2%) losbar ist, und zwar kann
die Konstante 7 in (1.23) durch eine auf dem Rande Cx holo-
morphe TFunktion ( #0 ) ersetzt werden.

Physikalisch sinnvoll sindnatiirlich nur die Losungen mit schlich-
ter Abbildungsfunktion. Nachteilig ist, daB im allgemeinen mit
dieser liethode keine Funktionen Fw) zu vorgegebenen Stromver-—
teilungen Lw  in G bestimmt werden konnen. Eine Ausnahme bil-
den die Funktionen Tl , die in G lediglich isolierte logarith-
mische Singularitdten haben, wie es bei den in Kap.l und Kap.2
behandelten Drahtleiteranordnungen der Fall war. Zum AbschluB soll
daher die allgemeine LOsung flir eine solche Drahtleiteranordnung
angegeben werden, nachdem in Kap.1 undKap.2 spezielle Beispiele

im einzelnen diskutiert wurden. Die abbildende Funktion W =™ gz
kann in diesem Fall, wie in Kap.l1 gezeigt wurde, direkt aus ~{(2)
gewonnen werden. Im allgemeinen Fall wird das nicht mdglich sein.
Die Losung erhdlt man dann iiber das Integral (3.4).

3.2. Drahtleiteranordnungen.

Gesucht wird ein 7+ in 6 , das in &  (1.8) und (1.9) erfiillt,

und in G n isolierte Singularitédten nu/ l“=’ﬂ.”mlfb hat.
G sei als endlich vorausgesetzt. Die Losungen fir nicht end-
liche Gebiete G , also z.B. filir cusp und picket fence, erhdlt

man analog. Ausgangspunkt ist der Kinheitskreis ‘3n~ in der
z-Ebene. Das Potential




h
—
. 2,,.. a
2) 4, =T Eiae
= - Z
(3.6) £(2) von c
(o) Aomi/
hat bei @, , /@] <7 Singularitidten mit Strdmen HhehUAY Trtiey *
und erfillt (1.8) und (1.10). Die Ableitung lautet
2 Pe2)
(3.7) (2)=— 5
c - . —_
/| (2-a,) (2a,6--7)
V=g
mit
n
(3.8) 7’(2)—-§ 4, (%7 4)// (2-ay) (2 &~7)
4 .

K‘#e

/
Wie in Kap.l1l gewinnt man gl?/ aus /12) , indem man die Polstel-
12| <4 bveseitigt,unter Verwendung von

len und Nullstellen fiir _
(1.15), ohne dabei den Betrag von /;{fa)/ auf dem Rand des Einheits-
kreises zu dndern. Der Nenner in (3.7) hat dazu bereits die geei-

gnete Form, wahrend der Zahler noch faktorisiert werden mufl. Be—
Pi2’, daB mit 2, auch/i

niitzt man die Eigenschaft des Polynoms
so erhdlt man die Darstellung

Nullstelle ist,

r-m-a

A

(5.9 Py =b2" |l t2-z2)(2-%)
v=- =

angibt. Jetzt kann

wobei M2 0 die Ordnung der Nullstelle Z,=0
man mit (1.15) 9/(2) wie in Kap.1 konstruieren. Es ergibt sich
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h=m~1
2
(2-2,)

| /I,
(3.10) 2/12)'—‘% ,/L” =
i (24, -1)

k=4

Nach Partialbruchzerlegung 148t sich der Ausdruck leicht inte-

grieren:

Ay

h
C‘H‘Z 0(/( ; ‘j
. 5 LS LN
(3an g %K {(za,m) :

Cr » dK sind Funktionen der 49, , V?'ﬁ.u.yit. Der Rand C
des gesuchten Gebietes o/ in der w-Ebene ist gegeben durch
= = 4Y) pew<ei! und die Orte der Strome .4, durch

C=A{w= g osg< 7 P

(3.12) H,= 9glay) % T syl

Die abbildende Funktion hdngt von dem reellen Parameter 1€ und

n komplexen Parametern &, ab. Sucht man LOsungen fiir eine vor-
gegebene Leitergeometrie, d.h. gibt man die A, 1in der w-Ebene
vor, so hat man in (3.12) 2n relle Gleichungen zur Bestimmung der
n komplexen Parameter 4, und des reellen Parameters 1% . Man er-
hdalt damit eine einparametrige Losungsschar, falls Losungen die-

ses transzendenten Gleichungssystems existieren.
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Anhang.
I. Bs wird gezeigt, daB W= Gu(Z) , 0F <A gus (1.26) fiir
und nur fir Parameterwerte @ im Intervall O< A < &(r) mit o< (ln)$d

iiber der abgeschlossenen Einheitskreisscheibe der z-Ebene schlicht
ist. a(h) wird néherungsweise berechnet.

Zum Beweis ist es bequem, zunidchst in der z- und w-Ebene die Ahn-
lichkeitstransformationen

-
e g —»/S2
2T @ ez v »
; o
L(4-a*")
durchzufiihren. gQCZ) geht dabei iliber in
2 i ‘2v-1 2v~1
' 57 2 -4 =T o
(1.1)  g@ = 1 — - Ze n %(4—26 n )
n A+ 2 n
V=4

Diese Funktion ist im Einheitskreis holomorph und die Ableitung

~1 A 41
(T.2)  FE=n (gizh)?

von null verschieden. Man sieht unmittelbar, daB W= %, (Z) dann
und nur dann iiber dem Einheitskreis schlicht ist, wenn W= }(2)
iber dem Kreis Kw={IZI< a} schlicht ist.

Aus 5,(0) # 0 , der notwendigen und hinreichenden Bedingung fir
die lokale Umkehrbarkeit, folgt, daB eine hinreichend kleine Um-
gebung von Z =0  schlicht abgebildet wird. Es gibt somit einen
groBten Kreis Kas(n)={|2'<as(”!}, in dem 5(2)» schlicht ist.
Damit ist die Behauptung bewiesen. In Abb.18 sind Bildgebiete Ka,
von Kg  fiir verschiedene @ dargestellt.

Die Bestimmung von A¢(n) erfordert eine detailliertere Betrachtung
der Abbildung W= &(2) . Dazu ist der folgende satzt niitzlichs:

- ———— —— ——— —— —— T t—

+) E.C.Titchmarsh, Theory of Functions, S. 198 ff.




Verzweigungs— Schnitt

Verzweigungs—Schaitt

lad . o
Abb.18 Abbildung w=g(z) des Einheitskreises GK auf @
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Es sei C_ eine einfach geschlossene Kurve der z-Ebene, die das
Gebiet -D einschlieBt. Es sei W= f(z) eine in :D unae o €
holomorphe Funktion, die auf C  keinen Wert mehr als einmal annimmt.
Dann 1st.7?(2) tiber D und C schlicht. Der Satz gilt auch noch,
wenn 7!(2) autf C lediglich stetig ist, und auch, wenn auf L
ein Pol erster Ordnung liegt.

?(2) ist in allen abgeschlossenen Kreisscheiben K {12f<0l,}
a<4 holomorph. Zur Untersuchung der Schlichtheit geniligt es
*
also, die Ligenschaften des Randes Ca zu studieren.

~
Da $4(2) dieselben Symmetrleelgensohaften (1.28) wie 2 (2)
% < 7
hat, ist (, durch das Bild C { ?(Q"' &7' 0% ¥ &
/
des Kreisbogens Csa, {Z== e"ff’ os ¢ = 7'} elndeutlg bestimmt.

C: gewinnt man na.mllch aus Csfq, durch Spiegelung an den Strah-
4>=V.ﬁ- V=04.. dn~1
n) 177 .

Abb.19

Zunédchst wird gezeigt, dald CSufur alle @ doppelpunktfrel ist.
Die IEndpunkte von CS* i W g(a,) und W, = g(a,e n}llegen auf

den Strahlen ¢ =0 " und 4>=-- . Die Lage der inneren: Punkte
*

von Cg,a wird qualitativ ersichtlich aus der Parameterdarstel-

lung des Steigungswinkels ® der Tangente an Csf.a , die man

aus (I.1) gewinnt:
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3 A %o oY
6.(9) = Im O g g ek Sl
(I.3) 0L Y=
@ Smhny
A+ ' cosny/

@p( ) = -.;_'. +§ -2 arcty

Die Kurven @qu) haben den in Abb.20 skizzierten Verlauf.

i@
E.‘.:I_T ~
3 n
o i
2
¥
—a A
F+a
I i
2z
Abb. 20

Mit wachsendem ¢ bei festem Y nimmt @q,‘_‘f) monoton ab. Alle
Kurven @QIS{) liegen zwischen den Grenzkurven, fir die man

aus (I.3) erhdlt:

/i
Oy o Tt e

a=0 o8
= (<L
(I.4) ol £ i

g Ay /L
Buer T pri{t 4%,

X
Daraus kann man schlieBen, dal3 :“C;/q, keine Doppelpunkte hat.

Denn wiirde ein Teilstlck von Cs,a. eine geschlossene Kurve sein,
so miiBte fiir die maximalen und minimalen Steigungswinkel der Tan-
gente im Intervall OS¢ = -Z{ notwendig gelten: @m‘u-— @qu >T
Das ist aber ausgeschlossen, da nach (I.4) stets ®,,1“- Opin =T
ist, wie man aus Abb.20 fir (j=/7'-;,, erkennt.

¥ «
Die Randkurve Ca, erhdlt man aus CJ,:(, durch Spiegelung an den

ydL 5 o *
Strahlen ¢>=y o Lk R )Zh. 4 . Doppelpunkte von Cg
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*
Ca hat Doppel-
punkte, wenn innere Punkte von CS/*“ auf den Strahlen 4>=0 oder

o
=%

7
Auf dem Strahl ¢= 7.  liegt kein innerer Punkt von Csa, . Um das
zu zeigen, tellt man den Strahl ¢>-« in die Intervalle

konnen also nur auf den Strahlen ¢=Ugliegen.

liegen.

T
S,= {w re“ m osr<T{
.-
=e g,(a.e ")
tierten Randes CSa,

(Wcrr’c h

Yo% T w}

mit

Lage ein innerer Punkt W,
auf S,
punkt und als Punkt von 51

des positiv orien-

, SO wire W, gleichzeitig Rand-

innerer Punkt des Bildgebietes R-: 5
Das ist aber wegen der Gebietstreue der Abbildung unmdglich. Auf

52 kann ebenfalls kein Punkt von C;,‘ liegen, da dazu der Stei-
gungswinkel der Tangente Werte @>l—'— +-,7—': annehmen miiBte, was we-

gen (I.4) ausgeschlossen ist.

Auf dem Strahl ¢> 0
innere Punkte von C

liegen fiir n>¢ und hinreichend groflem &
und zwar genau dann, wenn die Gleichung

(1.5) Im gae¥) <o o<Yy<L  o=a<1

/

Losungen hat. Aus dem Verlauf des Tangentensteigungswinkels @G, ly)

aus (I.3), vgl. Abb.20, folgt, daB (I.5) hochstens zwei Losungen
hat. ‘

Fir n=2 hat (I.5) keine Losung, da die dafiir notwendige Be-
dingung ®<0 in (I.3),(I.4) nicht erfiillt ist.

n=3
zu zeigen, betrachtet man den Grenzfall a=7 ; das ist mdglich,
da g(2) auf der Kurve CS’C;“;,,{Zz e‘?/0sy<£} noch holomorph ist.

{f-;rf ist auszuschlieBen, da Z/2)
sem Fall lautet

Fir gibt es fiir hinreichend grofles @ Losungen. Um das

dort singuladr wird. In die-

; " (!If 1) 5',‘% QV— —_ ff)
~ 4y sz My | -1 W1 n
e e + S T ; =
(1.6) Imte’lm = S ) S e Sy )
V=49
3. & S _n .. hed -
fir O0=<§ < _ und m == fiir i gerade,m=7—flir n ungerade.
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Filir 50 gegen —;LT: lilberwiegt in (I.6) der erste Term, der stets
negativ ist, sodaB Jm ?_(e“?).. negativ wird. Fiir kleine ¢ ist
nach Gleichung (1.5) Jwm §(e“¥) positiv, da die Steigung der
Tangente @10) I bei =0 ist und die Kurve positiv orientiert
ist. Wegen der Stetlgkelt von Jm g(e”’) hat damit (I.5) eine
Losung,

Da die Kurven Ca stetig in Ca=4 fiir o=l <n, iibergehen, hat (I.5)
auch fiir a<41 Losungen. Beim kleinsten Parameterwert @ , nédmlich
asm) , fiir den (I.5) noch eine Losung hat, berilhrt die Bild-

kurve Ca.,g(h) gerade den Strahl f}S:O . In diesem Punkt ist @’%)"0.
Fir a< as(n) sind die Kurven Ca, einfach geschlossen und die

Abbildung schlicht. Zur Bestimmung von Ag(nr) erhdlt man neben

(1.5) aus (I.3) eine zweite Gleichung. Beide Gleichungen lauten:

(1.7) /

Die Losung dieser Gleichungen ist milhsam; man kann fir Qglh) jedoch
eine Abschdtzung angeben. Die Abbildung ist sicher schlicht,

wenn ®=0 immer erfiillt ist, d.h. wenn das Minimum von ® ge-
rade @=0 ist. Mit(I.7) soll also gelten:

a,”' SM ny
A+ a"coony )

O= @ = g—+?—2a/raig

7
a’l + cosnc
O—f{-— 1 —2na it

9 A+ m2h+2a"coanff

(I.8)

Diese Gleichungen kann man zundchst umformen. Es ergibt sich:

coo(L-2) = — o™ cos (_——i.,«-ny) )
(1.9)
- 2+ny)

*H

sm(F-¢)=«a “(3n-1) s (4




Die Losung dieser Gleichungen fiir Y und 4 seien: { ,

a, mit
a,<%ln. Aus (I.9) erhdlt man fir ¢, die Gleichung

1 - 3
(1.10) ./igﬂéf’="‘ An 3'( -2,

(an-1) — 2L (§ - §)

Daraus findet man fiir Y, die Abschatzung

tpng, > - i masligng)
0<
(1.11) i y (fm,
n oA i
ffo = 71,)_ h Mdg/ m—-41 4

Die erste Gleichung von (I.9) liefert fir A, die Abschatzung

Yo
i cos (- F) T_ ¢
o — >C0ﬂ"""-°)
(1.12) ° cos (§- L+ ng) =2

Mit (I.11) folgt daraus fir Q (h)

L_ T, A ot
II. Zur Bildung des Grenzfalles & = 4  fiir den Rand

C*—-— {W-—— 3a(ezy) , o= < 27} ersetzt man den Parameter ¢ zweck-
maBigerweise durch die Bogenlédnge § . Aus (1.32). und Clx16) ep=
hdlt man den Zusammenhang zwischen ¢ und §




. n C.G'
ty [A4+ ae i 2T h i

(IT.1) .
an,+ 646 ) L

Die rechte Seite durchlduft alle n Riemannschen Bladtter der Funk-
L

tion W= (Z2)% fiir s:0=<s§ = L. . Diesen Ausdruck setzt man in

(1.26) ein und erhilt

: . A
L A “mé—AG | 44_ an346 il

P 64‘5
l
- Qae h——-———
f ( ah._'_ 646'

Beim Grenziibergang @ -4 hat man folgendes zu beachten. Der Radi-

kand der n-ten Wurzel geht gegen 1. Flir die Wurzeln gibt es n LO-

K
sungen: e‘rzz" K=4 ° n . Welche Wurzel zu wdhlen ist, ist gege-

(11.2) gu) =

1

ben durch

| . W A6 \— ik . 7
(I1.3) /&/m( “2 = )”’ = e {a//&a E—;ss%—— Heen

a—w1\la“+ e*®

Der Summenterm aus (II.2) geht fiir @ =71 gegen null:

4o - 46\ 4
. 7 n —
zmw—aZ‘z,ﬂn{fch (:“e)}
. T
o Ao (A—a%") e B Al )T
a—~v1

Damit wird (II.2) bei a=42




= A0e

(11.4) ?(ex‘y(n)_g-ﬁ%et'g(4+ 1—42[‘\/7"—":) I o=c<L. :
mit K<, . a4  derart, daB L2 < S<XL st

ITI. Der Parametevwert o,  fur h>71 1ist gegeben durch die
Gleichung

(II1.1) ;Zf_ Fa {2

Es ist zweckmdBig zur Abschidtzung von &, die Funktion Weg‘,c(?)
in eine Reihe zu entwickeln

[> ]
L " K K
(1II1.2) 3.(2)= 37 (1- a®") 2 } i (a2")

Kn+ i
K=o

Hierzu integriert man zweckmdBigerweise die Reihenentwicklung
von (1.25) gliedweise. Setzt man gR(Z) in (III.1) ein, so erhdlt
man fir .

0o
T
A
5 e n>1
(IIT.3) am> (Kn+4) L(n+.?,n,+7) n*-1 ; "

K=o0

In niedrigster Ndherung folgt daraus die Abschidtzung (K =0)

ielat 1l

(I1I.4) Qe = %




o /}’ ']

Iv. zur Ableitung von (1.41) geht man aus von (1.29)

(TV.1) A= L +Aca)
mit
()
(&) A K+1 2n K
";l( = g _ — r— 2n —_—
(IV.2) @) = (1) T
K=o -

Dabei ist fiir gla) aus (1.26) die in (I1I.2) angegebene Rei-
henentwicklung eingesetzt worden. Bei festem /7 wird L minimal,
wenn “A(4) maximal ist. Notwendig dafiir ist

0o

1 - 2 4
(1V.3) O= fi Ala) = ~{4 —Z (h=4) (nK +1) a-?nk
ol 2T (hKk-n+1) ( nik+1)

K=A4

Diese Gleichung hat fiir W>Z7 eine LOsung. Es liegt auch ein
Maximum vor, da die 2. Ableitung immer negativ ist:

Qo l
2 — .
/ (n-1)2nK (2nk +1 2nic—1
(IV.4) f‘_.a Alay = — — ) a
oAa 2 £ (nM-n +1) (NK+7)

Mit (IV.3) ist @y, gegeben durch

bo
A K+1 chK
(IV.5) —_— = § 2h K ~ e
n =1 p (it ht1) (Ko —h+T) )
<1
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Vs Die Tunktionen W= ?0((2) , 1< ol<vo aus (2.3) sind
fiir und nur fiir Parameterwerte ol > oCS(n) = (—%}3‘»— ) n > 2.,
iiber dem abgeschlossenen Gebiet g={IZI> fl} schlicht. Fir

n=41 ist keine Funktion iber & schlicht.

Beweis: Wegen der Symmetrieeigenschaften (2.4) von W=3c{(2) ge-
niigt es, gGql2) iber dem Gebiet G = {2='re‘3’ o<p< T ’,,..>1}
und dem Rand C¢= Co+C, +C, ;

Co={=z- e“S", o.sffsg'i}
C.={z= 're‘.ﬁ) A== oo |

le= (E}= > g m:2—7’3'1}

zu betrachten. Piir alle anderen Z €6 gewinnt man gc(fz) durch

. /N
Spiegelung an den Strahlen 4>=j;LU/ Vo A4 ..., 4n  der w-Ebene.

Notwendig fiir die Schlichtheit von g« (2) iber &  ist, daB
gp((i’) iiber dem abgeschlossenen Gebiet GS v Cs schlicht ist.
G« (2) erfillt in Gg und auf Cs die Voraussetzungen des im

Anhang I zitierten Satzes. Danach ist G« (8’ schlicht lber GSU Cs,

falls das Bild Cs” von Cg eine einfach geschlossene Kurve

ist. C; setzt sich aus drei Kurvenstiicken C:’- Co** C:."‘ C;‘, den

Bildern von {, , €, und €> zusammen (Abb.21)

-
7
U}
o
s
.e._
I
s =l
@
<

Abb.21
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C ) C liegen, wie aus den Symmetrieeigenschaften (2.4) leicht

/N
folgt, auf den Strahlen <f> 0 und = :

“={w=R : gdmsk oo | |
{w Re” S 3¢(6¢")e'2"-<73<<>o}

* ‘ < r
Den Verlauf von C, = {W= gu (e 7) e ':fsen} ersieht man am besten
aus dem Steigungswinkel ® der Tangente an die Kurve, fiir den
man aus (2.3) erhdlt

2" smany 7
V.1 @ry) = —+(3n+7) -2 ar osip=L
(V.1) 3 Y- Dtgr COMMPIRIES, | =57
Fiir den arctg ist bei ¢ =0 der Hauptwert zu nehmen. Durch-

liuft das Argument des arctg eine Polstelle, ist die Vieldeutigkeit
der Funktion zu beriicksichtigen. Die zur Diskussion bendtigte
Ableitung von Oy) lautet

A

P o ® (n-1) ot "+ 2(n+1) > coseng = (3n+1) 2

V.2) =— =-— o<p=E

Y A+ ol*n — .Zocahcoozny ¢ f=en
* 4

Die Endpunkte von C : W,=q,1) W= 3,0{’(6 “h ) Ndegen oyt

den Strahlen ¢ = 0 und ¢ = 3= mit Tangentensteigungswinkeln
@*I und @= £, Ist nun C'F selbst doppelpunktfrel, und

Sh
liegen alle innerenPunkte von C im Sektor S= [W= 736 0<¢

R>o} , SO ist Cs einfach geschlossen und gx/2) uber =
Gsu Cs schlicht. Es ist g (2) aber auch schlicht tiber & ,
da das durch Splegelung des Bildgebietes von G v C; an den___ '
Strahlen ¢=VZ,P=7...#n entstehende Bildgebiet G* von &
schlicht iliber der w-Ebene liegt und die Abbildung damit auch glo-

bal eineindeutig ist.

*
Liegen umgekehrt innere Punkte von Co auBerhalb des Sektors S ’
dann kann zwar gouz; iiber GS v C\g schlicht sein, aber nicht
iiber G , da sich die Spiegelbilder in diesem Fall lberlappen

und damit & ¥ nicht mehr schlicht iiber der w-Ebene liegt. Die




B =, o

K
Forderung, dafl alle inneren Punkte von Co in § liegen, ist also
auch notwendig flir die Schlichtheit von Gu(2) iibems Ger.

Flir welche Parameterwerte o ist diese Forderung erfiillt? Im
Falle h =2 ist fir hinreichend groBes of die Ableitung

2—%—6 7_0 im Intervall 3=[0£?<£‘ . ® fi11t dann monoton
von '.zL auf é‘;’; P Cc ist doppelpunktfrei,und die inneren
Punkte von CJ* liegen ganz im Sektor S . Piir hinreichend
kleine & dagegen hat %€  in  J  genau eine Nullstelle, d.h.
Cc'( hat einen Wendepun}{t, und %—? ist im Punkte 39*375_ po- .

iyl
sitiv. Dann gibt es in einer Umgebung des Endpunktes W, = g,c(e"%’\)
von C‘{’( innere Punkte, die aullerhalb von S liegen, d.h.

—

die Abbildung ist nicht schlicht iiber & .

Piir das kleinste & _, fiir das -";i—g in 'J keine Nullstelle hatn

bei welchem die Abbildung also schlicht lber G ist, hat %th

die Nullstelle im Punkte $f’=£ . Dieser Grenzparameterwert o{g(h)
ist nach (V.2) gegeben durch die Gleichung

4
V. O= (n=1) & &+ 2(n+1) aéz"coo»'—(snw
(v.3)
mit der positiven LoOsung
<0
3 a1 )zn,

(V.4) - Aglh) = (—-———-——n_4

Die anderen Losungen sind negativ oder nicht reell. Damit ist ge-

zeigt, daB Gdl2) tiber G fir Parameterwerte O < &< o(sln) =
A

(8241)k  fur h>2 schlicht ist. Pir M =7 ist %g>o im

Punkte &=35 fiir alle of . Somit gibt es fiir ~A-Z  keine

schlichten Losungen.
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vi. Die Funktionen W= 2p,l2) , O0=a<=tve , aus E2.12)
sind flir und nur fir Parameterwerte a= ’i;:_i Uber der

oberen, abgeschlossenen Halbebene H ={2; Jm 2 20} schlicht.

Beweis: 9’/0,412’ erfiillt bezluglich I:{_ die Voraussetzungen
des in Anhang 1 zitierten Satzes: g',oIQIZ') ist in H={2:J».2>o}
nolomorph und auf dem Rand €, = {2=X/ '-°°SX~<+°°} stetig auBer
im Punkte Z=0v» , in dem gp,«IEi_ einen Pol erster Ordnung
hat. Kp,al2) ist dann iiber H schlicht, wenn das Bild Cw
des Randes Gy einfach geschlossen ist. Aus der Eindeutigkeit
von g,,,/a(Z) folgt, dal C,: geschlossen ist. Es ist also
nur zu untershchen, flir welche Parameterwerte @ der Rand C';f
doppelpunktfrei ist. Wegen der Symmetrieeigenschaften (2.13) von
Gpya (B geniigt es, das Bild Cg*¥ = { W=GFpalx), O X<
des Kurvenstiickes €= {Z‘X, 0= XST,{} zu betrachten. C,%

gewinnt man aus C;* durch Spiegelung an den Geraden ¢ = %D} V=018,

(W= ALriw) |

Um den Verlauf von C;x’ zu Ubersehen, bildet man auch hier zweck-
miBigerweise den Steigungswinkel ® der Tangente an C;*. Aus
(2.12) erhdlt man fir ®(v7 und die Ableitung 0% O

o Sim Uix

A
(VI.1) (X) = 2 X + < art osx =g
o 3/4-« cos ¥mx ¢
und
_ 2
ol ® A +3dX CooYiTX — 3 & _
(VI.2) rrriiadteil W S
¢ ol x SN 4+ x% = 2 Co¥ix
~Yia
mit der Abkirzung =€ |, 4> x>0
) C.% 0 {4_) ®
Die Endpunkte von g : Wo und W,= 9,0,4 4) liegen auf den

Geraden WL=0 und A= mit Tangentensteigswinkeln ®re)=0

und @(F)= 2 | (avv.22),

Plir hinreichend kleine o ist (:)(ig>0 im Intervall J= ‘(x"' OSX<‘£!.{‘
® steigt dann monoton von null auf %E P CJ"{ ist dann doppel-
punktfrei, und alle inneren Punkte von C;‘ liegen im Streifen

= {W: o<k< }—?} . Damit ist auch die durch Spiegelung entste-




— et

¥
hende Kurve G doppelpunktfrei. Die Abbildung ist schlicht. Fir

X
d.h. &

hinreichend groBes o hat HQ eine Nullstelle in Jd ’ s

hat einen Wendepunkt. Im Punkte X-';’ ist ffxo<0 , und somit gibt
es in einer Umgebung vom Endpunkt 4= gp,q(z;} innere Punkte
von C_‘.* , die nicht in S liegen. Die durch bplegelung von C
an den Geraden = Bu V=0 t7+5. gebildete Randkurve C hat

auf diesen Geraden Doppelpunkte. Die Abbildung ist nicht schllcht

iiber H# .

y £ i -
Cs & Cs -.2&
Abb.22

ol @
Beim groBten Parameterwert o< , fir den o >0 4in &k il

*

liegt die Nullstelle OL—@- o gerade im Endpunkt von SO W.,’jp,.(f’_
Dieser Parameterwert a(\r ist mit (VI.2) durch die Gleichung

. P—— . ‘L

(VI.3) 0= A+2x cooi -3 p

mit der positiven Losung

1

WiN

(VI.4) ¢

= ER.O%
gegeben. Die zweite LOsung ist negativ. Mit <=8 erhédlt




SAT

man daraus das Ergebnis, dafl die Funktionen

meterwerte

_ b 3
(VI.5) a= 4= 45

—

iiver M schlicht sind.

Fpa!2) fir Para-

Herrn Prof.Dr.E.PFinfer und Herrn Prof.Dr.A.Schlliiter danke ich

filr die IMorderung der Arbeit. Herr Dr.W.Koppendorfer half mir

mit zahlreichen Anregungen und Diskussionen. Herrn Dr.R.Gorenflo

bin ich fir die kritische Durchsicht des Manuskriptes zu Dank

verpflichtet.
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