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ABSTRACT

The deviations from local thermal equilibrium are calculated for an inhomo-
geneous hydrogen plasma with given distributions of n, and Te'

The calculations are based on a cylindrically symmetric model with electron

temperature Te between == 5000O and 250000, and electron density n.=< 2.5-10160m_3.

Practically all processes of interest are taken into acecount. Since absorp-
tion is most important in the resonance lines, absorption terms are considered
only for the lines Ly « and Ly f. As these terms contain the radiation inten-
sity, the simultaneous solution of the equation of radiative transfer and the
equations for the rate of change of the occupation numbers of the energy levels
is required., This was done using an iterative procedure.

It is shown that the ground level is nonthermal with a correction factor » 2.

The excited levels are essentially thermal except for the outer zone, where the
electron density becomes very low.
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I. EINLEITUNG UND VORAUSSETZUNGEN

1. Problemstellung

In der Plasmaphysik ebenso wie in der Astrophysik stésst man h#ufig auf das Problem der Beset-
zung der elnzelnen Energieniveaus eilner bestimmten Atomsorte. So interessiert man sich fur die-
» se Besetzungszahlen z.B. im Zusammenhang mit folgenden Fragen:

VAuswertung spektroskopischer Messungen
Ionisationsgrad

Elektrische Leitfdhigkeit
Wdrmeleitfdhigkeit

Energieverlust eines heissen Plasmas durch
Linienstrahlung von Verunreinigungen

Innere Energie

Eine besondere Schwierigkeit ist dabei die Berlcksichtigung der (Resonanz-) Absorption, da in
diese das Strahlungsfeld eingeht, das seinerseits wieder durch die Besetzungszahlen bestimmt
wird.

Das entsprechende Gleichungssystem ist ein System von gekoppelten Integrodifferentialgleichun-
gen. Um dieses System fUr ein spezielles Modell numerisch zu 1l8sen, wird in der vorliegenden
Arbeit folgender Weg eingeschlagen. Zun#chst (in II) werden Uber das Strahlungsfeld Annahmen
gemacht und die jewells zugehBrige Besetzung berechnet. In Teil III wird dann umgekehrt die Be-
setzung vorgegeben und das Strahlungsfeld berechnet. In IV wird schliesslich gezeigt, wie man
durch Kombination von II und III zu einer selbstkonsistenten L8sung kommen kann.

21 Thermisches Gleichgewicht

Bevor das Problem der Berechnung von Besetzungszahlen genauer formuliert wird (in 4), soll noch
einiges gesagt werden Uber den in diesem Zusammenhang wichtigen Begriff des "thermischen Gleich-
gewichts". Es sind hier zwei Fidlle zu unterscheiden:

a) Das vollstédndige thermische (thermodynamische) Gleichgewicht

Das vollstdndige thermische Gleichgewicht setzt ein homogenes und isothermes Medium voraus, das
entweder unendlich ausgedehnt ist oder aber von Winden umgeben ist, die daflr sorgen, dass kei-
ne Strahlungsverluste entstehen. In diesem (sehr idealisierten) Fall ergeben sich auf Grund sta-
tistischer Uberlegungen folgende Verteilungsfunktionen:

«) Die Besetzung der diskreten Energieniveaus gehorcht einer BOLTZMANN-Verteilung
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’)160),’"(?) = Besetzungszahlen [cm‘j]

a%,aﬁ = statistische Gewichte
E;? = Energiedifferenz [erg]
A - ROLTZMANN-Konstante = 1,38 - 107 '® erg/Grad
T = Temperatur [ °k]
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E'. = Anregungsenergie des Niveaus i [erg]

g) Die Geschwindigkeitsverteilung der einzelnen Teilchensorten ist eine MAXWELL-V.erteilung
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m = Masse [g]
o = Gescnwinaigkeit [cm,/sec]
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Die Temperatur T ist dabei fur alle Teilchen dieselbe.

y) Das Verh#ltnis zwischen den verschiedenen Ionisierungsstufen eines Elements ist geregelt
durch die EGGERT-SAHA-Gleichung
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4],., Netsd sind die Anzahldic?ten der r-ten, bzw. der r+i-ten

Ionisierungsstufe |[em”
Me = Elektronendichte [em~2]
h = PLANCK’sches Wirkungsquantum = 6,625-10'27 erg-sec
Mg = Elektronenmasse = 9,108‘10_'28 g
Z,-, Zud = Zustandssummen
x = Ionisierungsenergie des Grundniveaus [er_'g]

6) Die Photonen haben eine PLANCK’sche Verteilung (Hohlraumstrahlung)

2hy? 4
b = — - By (%)

c* etr — 7

©
]

Frequenz [sec' 1]
Lichtgeschwindigkeit [cm/sec]

It

Ausserdem gilt der KIRCHHOFF’sche Satz

. &.li(Tj (5)

[
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*Im folgenden sollen Anregungsenergien stets mit E - z.B, Ey» Ep, ... - und Ionisierungsener-
gien stets mit 7, z.B. 14, bezeichnet werden.
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Emissionskoeffizient
Absorptionskoeffizient

&
X,

It

(Die Beziehung ist unabhingig davon, ob die Koeffizienten auf das Volumen, auf die Masse oder
auf die Anzahl bezogen sind (siehe Anhang) )

und das "Prinzip des detaillierten Gleichgewichts", das besagt, dass jeder Elemenfarprozess mit
seinem Umkehrprozess im Gleichgewicht ist.

b) Das lokale thermische Gleichgewicht

Es ist klar, dass die unter a) genannten Bedingungen praktisch in keinem Fall realisiert sind.
Die Systeme, fUur die man sich interessiert, z.B. eine Bogenentladung oder eine Sternatmosphire,
sind i.a. weder homogen noch isotherm. Auch wenn man nur so kleine Bereiche ins Auge fasst, dass
man von Temperatur- und Dichte#nderungen absehen kann, so wird trotzdem das Strahlungsfeld die
Bedingung (4) nicht erfullen, sondern nach unten -oder wenn die Umgebung heisser ist- auch nach
oben von der PLANCK’schen Verteilung abweichen.

Es gibt Situationen, in denen eine solche Abweichung vom sog. "Hohlraumstrahlungsfeld" nicht
kritisch ist, so dass die Ubrigen Verteilungen (1) - (3) sowie der KIRCHHOFF’sche Satz (5) und
das "detaillierte Gleichgewicht" in erster Ndherung erhalten bleiben und zwar mit der lokalen
Temperatur T(f). In diesem Fall spricht man dann von "lokalem thermischem Gleichgewicht“.*‘

Der erhebliche Vortell, den die Annahme des LTE mit sich bringt, ist die Tatsache, dass dann

(bei bekanntem Druck) sHmtliche Teilchenzahlen, insbesondere die Besetzung der Energieniveaus,
auf relativ einfache Weise aus der Temperatur berechnet werden k®tnnen. Es ist nicht notwendig,
mikroskopische Grdssen wie Wirkungsquerschnitte, Ubergangswahrscheinlichkeiten usw. zu kennen.

Dagegen ist eine Kritik der LTE-Annahme bzw. im Falle ihrer Unzul#ssigkeit ihre Ersetzung durch
realistischere Verteilungsfunktionen nur mtglich im Rahmen einer mikroskopischen Behandlung, die
den Mechanismus untersucht, der fur die Herstellung der Verteilungen verantwortlich ist.

Leider sind vor allem die dazu erforderlichen Wirkungsquerschnitte selbst fUr wasserstoffdhnli-
che Atome bzw. Ionen noch sehr unsicher bekannt - eine Schwierigkeit, die die Mdglichkeit und
Zuverlissigkeit derartiger Untersuchungen immer noch stark einschrinkt.

Es sei bemerkt, dass die Problematik bei der theoretischen Berechnung der Wirkungsquerschnitte
darin liegt, dass die BORN’sche Ndherung nur fUr Energien gilt, die gross gegen die Wechselwir-
kungsenergie sind

E>r E
pq

wdhrend andererseits es fur die Untersuchung der Abweichung vom LTE gerade auf Energien ankommt,
die in der N#he der Schwelle liegen

E = E
Pq
Experimentelle Bestimmungen von Wirkungsquerschnitten lassen sich zwar fUr den Grundzustand ver-

h#ltnismdssig gut durchfthren (crossed-beam-Methode), dagegen sind Messungen fUr angeregte Zu-
stdnde bzw. fur Ionen noch problematisch.

Ganz allgemein kann man sagen, dass es bel Abweichungen vom LTE auf das Verhdltnis zwischen den
miteinander konkurrierenden Strahlungs- und Stossprozessen ankommt. In Fdllen, in denen die
Stossprozesse eine dominierende Rolle spielen, wird sich also die unvollstdndige Reabsorption
der Strahlung nicht wesentlich auswirken,und man kann lokales thermisches Gleichgewicht voraus-

setzen.

In den meisten Fillen ist es allerdings so, dass fUr die Uberginge zwischen den unteren Niveaus

die Strahlungsprozesse keineswegs zu vernachlissigen sind.

*Tmfur soll im folgenden die gebr#uchliche AbklUrzung LTE (=local thermal equilibrium) gebraucht
werden.
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Trotzdem gibt es immer ein Niveau, oberhalb dessen man im wesentlichen nur noch Wechselwirkung
durch Sttsse hat. Die Zahl der Stossprozesse nimmt ndmlich mit kleiner werdender Energiediffe-
renz zu, die der Strahlungsprozesse dagegen ab. Das hat zur Folge, dass hinreichend hoch ange-
regte Niveaus immer thermisch besetzt sind? Je hher die Dichte (insbesondere ne) wird, um so
grtsser wird die Gruppe dieser Niveaus mit BOLTZMANN-Verteilung und im Grenzfall ne—roo ergibt
sich schliesslich immer thermisches Gleichgewicht flr simtliche Niveaus.

3. Bisherige Arbeiten zum Problem des lokalen thermischen Gleichgewichts (LTE)

Die Hlteren Arbeiten beschrinkten sich meistens auf die Betrachtung eines einzigen diskreten
Niveaus, wobei angeregte Niveaus allenfalls durch Korrekturfaktoren berticksichtigt wurden, Die-
ses Vorgehen liefert zugleich direkt eine Ionisationsformel [1]. Auf diesem Wege wurden z.B.
von ELWERT die Ionisationsgleichgewichte fir die Sonnenkorona (Koronaformel) und flr Gasnebel
berechnet [2].

Kompliziertere Modelle sind die Koronaverteilung [3] und das Zweiniveau-Atom, z.B. [h] , sowle
die optisch dunne und die optisch dicke Naherung [5] , [6] , [7] , [8] . Es soll im folgenden
nur auf die Arbeiten [hj - [8] n#her eingegangen werden.

Den Anstoss zu [5] gab die Beobachtung, dass die gemessenen Rekombinationskoeffizienten von zer-
fallenden Plasmen z.T. erheblich Ulber den theoretischen Werten lagen. BATES, KINGSTON, Mc WHIRTER
zelgten, dassder Grund fir die Diskrepanzen die unzureichende Bertcksichtigung der angeregten
Niveaus war. In derselben Arbeit werden auch Werte flUr die Besetzung sdmtlicher Niveaus in Ab-
hdngigkeit von Elektronendichte ng, und Elektronentemperatur Te angegeben, BerUcksichtigt sind
smtliche Strahlungsemissions- und simtliche Elektronenstossprozesse, dagegen keinerlei Absorp-
tionsprozesse (bptisch duUnner Fall). In dieser Arbeit (sie bezog sich auf Wasserstoff) wurden
noch halbklassisch gewonnene Wirkungsquerschnitte verwendet, die sich spdter als betrdchtlich

zu gross erwiesen. Dementsprechend sind die Abweichungen vom LTE unterschidtzt. Entsprechend,
aber mit quantenmechanisch gewonnenen Wirkungsquerschnitten, wurden von Mc WHIRTER und HEARN
wasserstoffdhnliche Plasmen behandelt.

Es ergab sich [6], [8],[?9] , dass die Besetzungszahlen bzw. die Abweichung vom LTE in starkem
Mass vom Grad der Reabsorption abhi#ngt. Der Unterschied zwischen optisch dlinnem und optisch
dickem Modell betrigt fir den Grundzustand u.U. mehrere Zehnerpotenzen (optisch dick bedeutet
in diesem Zusammenhang vollstindige Reabsorption).

Die Frage nach dem Grad der Reabsorption bleibt in diesem Rahmen allerdings offen. Um sie beant-
worten zu kbnnen, muss man die Strahlungstransportgleichung in die Uberlegungen einbeziehen. Dies
wurde getan von CUPERMAN, ENGELMAN, OXENIUS [h], [4a]. Die analytische Behandlung des entspre-
chenden Gleichungssystems fiihrt auf eine komplizierte Integralgleichung, die fUr den betrachte-
ten Fall der Kugelsymmetrie und unter stark vereinfachenden Annahmen (insbesondere wird ein ho-
mogenes und isothermes Plasma vorausgesetzt, in dem nur das Strahlungsfeld variiert) in eine
FREDHOLM’ sche Integralgleichung Ubergeht, die bekanntlich l8sbar ist.

In der vorliegenden Arbeit soll es sich um die Ausdehnung dieser Rechnungen auf Zylindersymme-
trie und auf ein inhomogenes und nicht isothermes Plasma handeln. Wie es scheint, ist der dort
beschrittene analytische Weg hier nicht éehr gangbar. Es ist notwendig, eine numerische Rech-

nung durchzuftihren und zwar fir jeweils ein bestimmtes Bogenmodell (charakterisiert durch die

Profile von Elektronendichte und -temperatur ne(r), Te(r) )

Der Grundgedanke des Verfahrens ist -wie schon in 1. kurz skizziert- folgender: Da es nicht mbg-
lich ist, das Problem "auf einmal" zu l8Ysen, wird es zundchst in zwei Teile zerlegt, die ge-
trennt behandelt werden:

1. Abh#ngigkeit der Besetzung vom Strahlungsfeld

2. Untersuchung des Strahlungsfelds fir gegebene Besetzung

3. Eine zun#chst"vernuUnftig" angenommene Besetzung wird - durch eine Art Iteration - schritt-
welise solange verbessert, bis sich eine selbstkonsistente Besetzung und damit eine LYsung
ergibt.

* Das gilt strenggenommen nur unter der Voraussetzung, dass die Temperatur der schweren Teilchen
TS ungefdhr gleich der der Elektronen Te ist.




4, Das allgemeine Problem und seine Reduktion

Im allgemeinsten Fall sieht die Bilanz flir ein bestimmtes Niveau eines bestimmten Ions folgen-
dermassen aus:

dnt) : ; :
& Plpg) -Rlppf-dl,

Das Symbol E; bedeutet, wie Ulblich, Summation oder Integration, je nachdem, ob es sich um konti-
nuierliche oder diskrete Werte handelt.

p und g sind die Nummern der betreffenden Niveaus (diskretes bzw. kontinuierliches Spektrum). Die
Z8hlung beginnt mit 1 fUr das Grundniveau.

&« charakterisiert jeweils ein Paar von zusammengehBrigen Elementarprozessen (z.B. Stossanregung
durch Elektronen - Stdsse zwelter Art mit Elektronen oder Emission - Absorption). jD(a,p,q) ist
dabei ein Prozess, der von p nach q ftlhrt. 3% («¢,p,q) der Umkehrprozess.

Al—'p ist ein Diffusionsterm.

Der Index r charakterisiert die betreffende Ionisierungsstute (r = 0: neutrales Atom, r = 1: ein-

fach ionisiertes Atom usw.).

Es sel an dieser Stelle bemerkt, dass z.B., die Klammern fur Uberginge durch Elektronenstoss Inte-
grale Uber die Geschwindigkeitsverteilung der Elektronen, d.h. Uber die Besetzung der kontinuier-
lichen Niveaus, enthalten, da ja ein bestimmter Ubergang durch Elektronen ganz verschiedener Ener-
gie verursacht werden kann. Es handelt sich also um Integrodifferentialgleichungen, die zudem noch
das Strahlungsfeld enthalten.

Das System bestimmt simtliche Besetzungszahlen; man wlrde daraus insbesondere die Geschwindig-
keltsverteilung der Elektronen gewinnen. Seine Behandlung duUrfte aber ziemlich hoffnungslos (aller-
dings in der Plasmaphysik auch nicht sehr interessant) sein.

Man ist deshalb gezwungen, einige Voraussetzungen zu machen:

4
at

Hierzu sei noch bemerkt, dass man die linken Seiten der Gleichungen (6) fUr angeregte Niveaus
in einem weiten Bereich von ng, Te auch dann noch durch Null ersetzen kann, wenn das Plasma
entsteht oder zerfillt [5](sog. "quasistationtre N#herung").

1. Stationaritit: =0

2. Quasineutralitit

3. Vernachldssigung von Diffusionseffekten: le—1 = 0 (siehe Kap. V)

f

4., Es wird angenommen, dass die freien Elektronen eine MAXWELL-Verteilung (2) haben. Das bedeu-
tet, dass man einen Teil der Unbekannten als bekannt ansieht, wodurch s&mtliche Gleichungen
fir das Kontinuum wegfallen.

5. Beschrédnkung auf den einfachsten Fall, das Wasserstoffplasma

6. Wihrend man bei der Durchfthrung des allgemeinen Formalismus strenggenommen den Strahlungs-
transport in jeder Frequenz betrachten mUsste, sollen hier nur die beiden wichtigsten Linien,
ndmlich Ly « und Ly B, berlcksichtigt werden. Die Ubrige Strahlung wird als optisch duUnn an-
genommen, in dem Sinn, dass ihre Absorption zur Besetzung nichts beitrdgt. Die Einbeziehung
weiterer Linien, etwa Ly y, wlrde aber im Prinzip keine Schwierigkeiten machen.

7. Von den Photoprozessen werden nur "wahre" Absorption und "wahre" Emission (mit induzierter
Emission), also keine Streuprozesse, betrachtet (siehe Anhang). Das Weglassen der Streuung
ist wegen der relativ hohen Teilchendichten sicher gerechtfertigt.

8. Wenn ’; ¥ ?} die auf Eins normierten Profile von spontaner Emission, induzierter Emission

und Absorption sind, so soll gelten

.

pj

‘fv = Pv (7)




(eine ausfiihrliche BegrUndung fUr diese Annahme wird im Anhang gegeben)
9. Es wird abgesehen von HE—Moleku1en und -Molekllionen, sowie von H .

10. Was die inelastischen Stossprozesse anbelangt, so braucht man hier bekanntlich nur Elektro-
nenstdsse zu berlcksichtigen. Sttsse zwischen schweren Teilchen spielen wegen der geringen
Energielbertragung (Faktor 0,5 bel gleichen Massen ) fUr die Anregung und erst recht. fUr
die Ionisation keine Rolle?’Damit ist es dann auch gerechtfertigt, die gestossenen Teilchen
als ruhend anzusehen. Die Temperatur TS der schweren Teilchen spielt dann keine Rolle mehr

-mit Ausnahme des DOPPLER-Profils, wo angenommen wird, dass Te é‘TS gilt.

Anders bei den elastischen St8ssen. Hier sind Stdsse mit schweren Teilchen, etwa H —» H, we-
sentlich, Es ist zwar nicht notwendig, die genaue Zahl dieser Prozesse zu kennen, doch kommt
es darauf an, dass sie h#ufig genug sind, um eine "statistische Besetzung ", d.h. Verteilung
der Atome auf die Subniveaus gemdss deren statistischem Gewicht herzustellen. Wire diese Be-
dingung nicht erfiillt, so misste man die Subniveaus 1s, 2s, 2p, ... getrennt behandeln.

11. Von verbotenen Ubergingen 1s — 2s etc,wird abgesehen.
12. Schliessliech sollen noch vernachlissigt werden: Schwerpunktsgeschwindigkeit des Plasmas,

Wand- bzw. Elektrodeneffekte sowie Effekte Husserer Felder,

Die Besetzung der Niveaus charakterisiert man Ulblicherweise nicht duren Angape der Teilchenzah-
len selbst, sondern durch reine Zahlen

(w) = - 2
.f fﬂ anqD)

Dabel ist nE(p) die mit Hilfe der als bekannt angesehenen Elektronendichte n, und Elektronen-
temperatur Te nach SAHA-BOLTZMANN berechnete "thermische Besetzung":

g\* 5
T’E (F) = —_— . me. - /7?!. o g e 7; (8)
2rm, AT, 27
n, = wirklich vorhandene Ionendichte [cm'jj

2

statistisches Gewicht des Niveaus p (= 2p2 fur Wasserstoff)

]

Zustandssumme des nichsththeren Ions

é?{ ~ e
"

Ionisierungsenergie des p-ten Niveaus [erg]

II. DIE BESETZUNGSZAHLEN FUR GEGEBENES STRAHLUNGSFELD

In diesem Kapitel soll der erste Schritt det in Kap. I geschilderten selbstkonsistenten Rech-
nung getan werden, nidmlich eine Orientierung darUber, welche Besetzung man flr das betrachtete
Bogenmodell unter verschiedenen "vernUnftigen" Annahmen Uber das Strahlungsfeld zu erwartenhat.

Im folgenden sollen zun#chst einmal die flir die verschiedenen Elementarprozesse verwendeten
Formeln zusammengestellt werden.

1. Die betrachteten Elementarprozesse

a) Anregung p —p q durch Elektronenstisse:

* Fur Stosslbergidnge zwischen angeregten Niveaus ktnnen diese Stdsse eine Rolle spielen. Dieser
Einfluss wird aber h&chstens dann kritisch, wenn die Temperaturen der Elektronen und der schwe-
ren Teilchen sehr verschieden sind |2 i




Die Anzahl dieser Prozesse pro cm3 und sec sei

M - N(p) - K(p.g)

Wenn die Massen der Stosspartner m, und m, sind, so ergibt sich [11} fur den Koeffizienten K(p,q)
der Ausdruck

o
3/2. ,_,’_/ M,y __l_/j
/(( ) = 4”0(0) ) My My e X mem, AT Vsaﬂ/ i6h
/p ? 1 ‘Zﬁ'(h%'*4QQ)1£7-

J/h'n

V = Relativgeschwindigkeit [cm/sec]
Sg£)=Wirkungsquerschn1tt des Prozesses [cm2]

Dabel wurde die Annahme gemacht, dass beide Teilchensorten eine MAXWELL’sche Geschwindigkeits-
verteilung (2) haben.

FUr den hier betrachteten Fall (St8sse von Elektronen gegen Wasserstoffatome) ist m1<K m,. Da-
mit vereinfacht sich (9) zu

K(pg) = /U' 9..(? - Py o 10)

v = Geschwindigkeit des Elektrons [cm/sec]]
99(v) = MAXWELL-Verteilung (2)
(Die Formel gilt -fUr den Fall ruhender Ziele- darUberhinaus fur beliebige Geschwindig-
keitsverteilung) i .

= Minimalgeschwindigkeit ( ?? ' = E )

¥ min pa

min

Als Wirkungsquerschnitt Q(v) wurde gewXhlt [12]

1

2
QW) = 4a?- e, [K|".p . Uy-1 .
& “ () M N o (125 Uy )

a’=8,797:107"7 cm?
411 = Jonisierungsenergie des Wasserstoffs im Grundzustand "1" = 2,178'10"11 erg
E = Energiediffere E - E
pq Bre 2 %q 7 ®p
qu = Absorptionsoszillatorstirke
qu = E/qu (E = Energie des stossenden Elektrons)

Die Faktoren apq, B geben die Mdglichkeit zur Anpassung an experimentell gewonnene Kurven.
Sie wurden hier gleich Eins gesetzt.

Setzt man den Wirkungsquerschnitt (11) in (10) ein, so erhilt man
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e % w-—u u ©
K(pg) = 9,010 (AT;) Zﬁ -/e (1- %) 4, (4,2%5!%)@ (12)
i

7

BC
|
A A

@

b) Stossionisation p — c:

3

Die Anzahl dieser Prozesse pro cm” und sec sei ne-n(p)-K(p,c).

Als Wirkungsquerschnitt wurde verwendet [13]

CB:{?) = 2,6677—5202-/04" %21 - tn (/1:25 L{) (13)

. -8
Xp

xp = Ionisierungsenergie des Niveaus p

u

E = Energie des stossenden Elektrons

Durch Integration Uber die MAXWELL-Verteilung erhilt man

v

K(P'C) =532 Tra;z-f)z*- Ly |/%Z—-;- , /e_u(4- %bﬁ)zgn ({25%) odu (1 ¥
U
o

FUr das in beiden Fidllen auftretende Integral wurde von DRAWIN [12] eine Approximation angegeben,
nidmlich die Funktion

P ol A
YO R e * (125 (1+ 2 )

*Es ist vielleicht interessant, dass man die Formeln (13), (14%) aus den Formeln (11), (12) be-
kommt, wenn man das Kontinuum als ein Niveau "c" betrachtet mit der Oszillatorstirke f o = 0, 665
fur alle Uberginge p — c. s




Es zeigte sich, dass sich diese Approximation durch EinfUhrung eines Korrekturfaktors y(x) noch-
wesentlich verbessern lisst. Es wurde gesetzt:

0,90 rur 2:10° Y < x < 0,94°10"2
0,86 fur 0,94-10"°< x < 0,02
0,82 fur 0,02 < x <« 0,78

P = 0,87 fur 0,78 < x < 1,22
0,93 fur 1,22 < x = 2,30
1,00 fur 2,30 < x

Obwohl sich die Funktionswerte Qy(x) flr 0,0002 < x < 80 um 38 Zehnerpotenzen #4ndern, betrigt
der Fehler der Approximation in diesem Bereich hdchstens 5 %.

c) StYsse zweiter Art q —» p und Dreierstossrekombination ¢ — p

Die Koeffizienten K(gp) und K(c,p) werden wieder so definiert, dass die Zahl der Prozesse pro

cm3 und sec gegeben wird durch

ne'n(q) 'K(QJ p)

bzw. ngomy - K(ec,p)

(K(c,p) enthilt also noch einen Faktor ne)

K(c,p)

Die Verhdltnisse E%QLE% und sind bestimmt durch atomare Grdssen (Wirkungsquerschnitte)

K(p,q K(p,c
und durch die Geschwindigkeitsverteilung der Elektronen. Das bedeutet, dass die beiden Quotienten
dieselben Werte haben wie bei vollsti#ndigem thermodynamischem Gleichgewicht, solange die Geschwin-
digkeitsverteilung der Elektronen eine MAXWELL-Verteilung ist. In diesem Fall gelten die Beziehun-

gen:

ne() Klp.p) = m(p)-Klpg)
(15)

(7 K(C/Oj = WE(P)-K(F,C)
nE(p), nE(q) sind die durch (8) definierten thermischen Besetzungszahlen

d) Strahlungsemission

Flir Uberginge zwischen diskreten Niveaus werden die EINSTEIN-MILME-Koeffizienten verwendet. Die
Zahl der StrahlungsUberginge vom hBheren Niveau q zum tieferen Niveau p wird also gegeben durch

n(q) - A(a,p) (spontane Emission)
bzw. durch
n(q) ° B(q,p) - jT’_ ¢, d» (induzierte Emission)
Linie
wobei T; die Uber alle Richtungen gemittelte Strahlungsintensitit und ¥ das Profil der indu-
zierten Emission ist (ftﬂ, dy = 1).

Linve
Die Zahl der Uberginge zwischen dem Kontinuum und dem diskreten Niveau p (Strahlungsrekombina-
tion) wird geschrieben

n 'n;plp)
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Fur g gilt folgende Formel

3
-
By = Lf2 (maT) T2p. RN o, (Z,h)d(h) o
C
f
lp = Ionisierungsenergie des Niveaus p [erg]
6 2
2 ana
a_(Z,hy) = ——2 . J% < (1 o+ pee_)'3 " BIT (p, €) (Querschnitt fUr Photoionisation vom
3]/} Z Niveau p aus)
a = Feinstrukturkonstante
Z = Kernladung (hier Z = 1)
a, = BOHR’ scher Radius
hy = thZa-(JE +€) (Definitionsgleichung fir € )
p
R = RYDBERG-Zahl = 1,0968-10° cm '
gII ist der KRAMERS-GAUNT-Faktor, fUr den von BURGESS [15] eine asymptotische Entwicklung ange-

geben wurde. Von dieser wurden die ersten drei Terme genommen [14] . Der Fehler betrdgt hbchstens

einige Prozent.*

e) Absorption (Linien)

Die Zahl der Uberginge vom tieferen Niveau p zum hBheren Niveau q ist

n(p) - B(p,q) - [Tv (dev

[f'nl'e
wobei B(p,q) der EINSTEIN-MILNE-Koeffizient flir Absorption und ?; das Absorptionsprofil ist

¢ [o,d» = 1.

Es ist manchmal zweckmissig, auch fUr das Strahlungsfeld eine Temperatur Tr einzufthren durch

/I %q{y - Byg {7;) '}"/fi (17)

Iﬂfd

wobei B, der Wert der PLANCK-Funktion fir die Linienmitte ist. Der Faktor qu bertcksichtigt
die Tatsache, dass die Intensitdt im Linienbereich nicht konstant ist.

2. Die vereinfachten Bilanzgleichungen

Die Gleichungen (6) gehen mit den in I.4 gemachten Voraussetzungen und nach Division durch die
thermischen Besetzungszahlen nE(p) Uber in

0 = m,. ;K{p,g) [¢r - pep)]  + - Klpe)- [y -1]
g#p

““ ;pf(P)A(p,g) ~ersodinflg) —E—i e‘“ﬁA(?,/e) (18

PP

1 . 10" 7;3/2 45;3? .

* Das Rechenprogramm fur die Strahlungsrekombination wurde mir freundlicherweise von Herrn
Me WHIRTER, Culham, zur VerflUgung gestellt.
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Die‘f sind die am Schluss von I definierten Bsetzungsfaktoren

E
u =_Eg.
pa kT,

Der Reabsorptionsterm Lp tritt wegen der Beschrinkung auf die Linien Ly « und Ly B nur in den
ersten drei Gleichungen auf': i

L =L+

17 T

8621 (1) [T + B3 (- ™). [

Linie Linie
bzw. = Ly 7~

L4= YA 1) - T_&&_/T—'[ﬁ,— f,uehu*"‘] + 9A(31)- ,,,[f/j -[5;— ﬁe—%]

e\ATr liye ~7] e\%T,

L. 2

& 4
(22

[, - -
_ _ | B e
L, --L"

(I = ﬁ; . JrIy dm,dw = Raumwinkelelement)

1 4
Die Gleichungen (18) beziehen sich aufl ein ungesttrtes Atom. Es handelt sich also im Prinzip
um unendlich viele Gleichungen. (In der Praxis hat man allerdingsimmer Atome, deren Ionisie-
rungsenergie infolge der gegenseitigen Wechselwirkung erniedrigt ist, doch ist der Beltrag
des hinzugekommenen Kontinuums exakt gleich dem Beitrag der verschwundenen diskreten Niveaus)

Das unendliche Gleichungssystem reduziert sich sofort auf ein endliches aufgrund der Tatsache,
dass die Unbekannten j’(p) von einer gewissen Hauptquantenzahl ab praktisch gleich Eins sind
(vegl., I). '

Aus zwel Grlinden ist es interessant, nach der minimalen Zahl von Gleichungen bzw. Niveaus zu
fragen, die man zu nehmen hat, wenn eine gewisse vorgegebene Abweichung von der LYsung des ex-
akten unendlichen Systems nicht liberschritten werden soll (vgl. auch [16] ).

1. Die Rechenzeit sollte mtglichst klein gehalten werden, falls das System (18) sehr oft ge-
16st werden muss. (FUr die vorliegende Untersuchung waren einige tausend derartiger Rechen-
vorginge rnctwendig)

2. Sehr oft kennt man fUr ein Atom nur einen Teil der Wirkungsquerschnitte bzw. Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten, so dass man gezwungen ist, mit einem Zwei- oder Drei-Niveau-Modell
zu arbeiten. Auch in dieser Hinsicht erscheint es wertvoll, am Beispiel des Wasserstoffs
die Brauchbarkeit und den Anwendungsbereich eines solchen Modells zu testen.

Es wurden folgende vier Niherungen betrachtet

a) 3 Gleichungen, 6 Niveaus insgesamt berlicksichtigt
b) 6 " 10 g i "
c) T N 11 " q L
d) 15 " 20 L . "
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Es ergab sich, dass die Niherungen b) - ¢) gut Ubereinstimmen, wihrend a) merklich abweichende, .
aber immer noch brauchbare Ergebnisse liefert. a) ist am schlechtesten in optisch dicken F#llen.

An den folgenden drei TestfHllen soll die Konvergenz der Werte veranschaulicht werden:

n_=1,6-10"" T,

- Ly a _ Ly B _ o _ -
e Tr =T, = 6000 W = 0,9 W 1

12 13

(bezligl. der Definitionen siehe Gl. (17) )

Niherung f“ f 2 f 3
a) 5,14 4,64 2,74
c) 6,06 5,47 3,23
d) 6,16 5,57 3,28
_ a6 _ o Ly a _ Ly g _ o _ _
n, = 1,75-10 T, = 25000° T, =5 = 8000° W,, = 0,9 Wey =1
N#&herung f1 f2 y)
a) 12,29 1,02 1,00
e) 12,38 1,02 1,00
d) 12,40 1,02 1,00
_ ol _ 0 Ly a _ Ly p _ o _ -
Bom e 12190: 5 Ty v 890007, B @ T B" 7230007 Wia. 20,9 tljzuead
N&herung f1 ye f}
a) 1,81 1,03 1,00
c) 1,83 1,03 1,00
d) 1,84 1,03 1,00

Zu den Gleichungen (18) ist noch folgendes zu sagen: Denkt man sie sich wieder mit den nE(p)
multipliziert, so hat man Bestimmungsgleichungen fUr die Besetzungszahlen selbst, und zwar hat
man in jeder N#herung ebensoviele Gleichungen wie Unbekannte n(1), n(2), ...

Andererseits li#sst sich das Kontinuum bei bekannter Geschwindigkeitsverteilung der Elektronen
als ein einziges Niveau behandeln. Man kSnnte nun glauben, dass bei Hinzunahme der Bilanz die-
ses "Niveaus" die Zahl der Gleichungen genlgt, um allein aus der Elektronentemperatur Te alle

welteren Besetzungszahlen einschliesslich n, zu berechnen.

Anschaulich ist bereits klar, dass das nicht m8glich ist. Mathematisch 18st sich der Wider-
spruch dadurch, dass die Gleichungen dann nicht mehr linear unabhdngig sind. Die Bilanz des Kon-
tinuums l#sst sich natUriich durch Addition aller diskreten Bilanzen gewinnen.




Zur Charakterisierung eines Plasmas sind also in jedem Fall, gleichglltig ob es sich im ‘ther-
mischen Gleichgewicht befindet oder nicht, zwei Parameter erforderlich, z.B. T, und der Druck p
oder (wie hier) Te und n,. Zum Schluss sei noch darauf hingewiesen, dass man durch Unzuginglich-
machen der Grundniveaus (d.h. Nullsetzen der entsprechenden Ubergangskoeffizienten) ein grobes
Modell eines Alkaliatoms bekommt (Anregungsenergie 1,9 eV, Ionisierungsenergie 3,4 eV). Das Re-
chenprogramm fUr den Teil II kann ohne Schwierigkeiten auch flUr solche Fille benutzt werden.

Bei bekannten Wirkungsquerschnitten und Ubergangswahrscheinlichkeiten 14sst sich dartiber hinaus
jedes beliebige Atom mit diesem Programm behandeln.

3. Ergebnisse

In diesem Abschnitt soll anhand einiger Tabellen gezeigt werden, wie die Besetzung der ersten

drei Niveaus von den Plasmaparametern n,, T_ und vom Strahlungsfeld abh#ingt.

e
Jedes Feld dieser Tabellen enth#lt drei Angaben, n#mlich die am Schluss von Kap. I definierten

Zahlen 1’1 JP2 ,fj . 50 bedeutet 8335 - 1,96 - 0,88 (erstes Feld der Tab. 1) z.B., dass fur
iy

n, = 10 'I‘e 8000° im optisch dlinnen Fall das Grundniveau 8335-fach Uberbesetzt ist, das
erste angeregte Niveau 1,96-fach. Das zweite angeregte Niveau ist dagegen unterbesetzt (J’3 =0,88).
Die Angabe von J’M‘JDS’ ... erlbrigt sich, da diese Werte immer n#her bei 1 liegen alsuf3.

In den Tabellen 1 - % ist das Strahlungsfeld charakterisiert durch die Strahlungstemperatur TP
(siehe G1l. (17) ) und zwar wurde flUr die ersten drei Tabellen der Ubersichtlichkeit halber ange-

¥y & T Ly ist. Tab. 4 zeigt flUr eine spezielle Situation (ne = 1015 T .=

nommen, dass T »
Ly « Ly B

15000 )5 welche Veranderungen sich ergeben, wenn man die beiden Temperaturen T un-
abhiingig voneinander variiert. (Das Intensitidtsprofil ist in diesen Tabellen —etwas willkﬂrlich-

bertcksichtigt durch Waes = 0,8, w13 = 0,9 (vgl. G1. (17) )

An den Tabellen 1 - 3 kdnnte vielleicht Uberraschen, dass man in der letzten Spalte, d.h. fur
T = Tr’ noch nicht die thermische Besetzung hat. Die Erklirung liegt in der Kopplung der ein-

e
zelnen Niveaus: FlUr die Besetzung eines Paars von Niveaus ist nicht nur das Strahlungsfeld der

entsprechenden Linie, sondern im Prinzip das gesamte Strahlungsfeld aller Frequenzen massgebend.

In den Tabellen 5 - 13 ist davon ausgegangen, dass man zwar nichts weiss Uber Strahlungstempe-
raturen bzw. -intensitidten, daflr aber Kenntnis hat vom Grad der Reabsorption. So kann man z.B.
sagen, dass in einem hinreichend ausgedehnten Plasma - K1 »> 1 fUr eine bestimmte Linie- der
Reabsorptionsgrad fUr die betreffende Linie praktisch Eins sein wird, d.h. dass man an jeder
Stelle ebensoviele Absorptionen von Ly o —Photonen hat wie Emissionen. Das bedeutet aber nicht,
dass T T ist (siehe oben). M.a.W.: Im optisch dicken Plasma braucht die Strahlungsintensitit

noch nicht gleich der Hohlraumstrahlung B zu sein.

Die Faktoren Uyns

wird. « = 1 entspricht dem optisch dinnen, « = O dem optisch dicken Fall.

a13 geben den Anteil der Emission, der nicht durch Reabsorption kompensiert

Die Tabellen 5, 6, 9 sind physikalisch nicht sinnvoll; sie wurden nur der Vollst#ndigkeit halber
hinzugefugt.
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) i _ Ly « _ Ly B _ o
Tabelle 1: Die Zahlen f 1’f2’.f3 als Funkt}onen von T =T, = Tr (Te = 8000 K)
n 1;' o° 2000° 1000° 6000° 8000°
e
1 .
10" 18335-1,96-0,88  8335-1,96-088  8333-1,96-0,88  726-k,4-1,3  2,9-2,4-1,3
1013 604-1,41-1,0 604-1,41-1,0 604-1,41-1,0 198-1,6-1,02  1,7=1,4-1,03
10'6 47-1,06-1,0 47-1,06-1,0 47-1,05-1,0 38-1,06-1,0 1,3-1,05-1,0
167 | 5561150 5,3-1,01-1,0  5,3-1,01-1,0  5,2-1,01-1,0 1,2-1,01-1,0

Tabelle 2: Die Zahlen f 1,f2,f3 als Funktionen von Tr' =

Ty

Me,

4000°

8000°

= e,

12000°

= 16000°K)

16000°

1014

1012
1016

10'7

Tabelle 3: Die Zahlen f1’f2’f3 als Funktionen von Tr

T

-
Me

4231-1,66-0,93
330-1,26-1,0
28,6-1,04-1,0

3,7-1,0 -1,0

4231-1,66-0,93
330-1,26-1,0
28,6-1,04-1,0

3,7-1,0 -1,0

6000°

3177-2,80-1,03
303-1,30-1,0
28,3-1,04-1,0

3;7_1)0 _110

r

12000°

___TLyot:TLyﬁ

56,40-3,89-1,35
22,11-1,53-1,03
10) 79"1 :05"1 ’0

3,15-1,0 -1,0

r

18000°

(T,

3,59-2,94-1,37
1,81-1,43-1,03
1,35-1,05-1,0 -

1;21-150 1,0

= 24000°K)

24000°

1014

1012
1016

1017

3162-1,72-0,97
244 -1,26-1,01
21,7-1,03-1,0

3,02-1,0-1,0

3161-1,72-0,97
244-1,26-1,01
21,7-1,03-1,0

3,02-1,0-1,0

745-4,68-1,28
139-1,44-1,02
19:8‘1304"1;0

2,99-1,0-1,0

26,3-4,15-1,11 k4
10,5-1,56-1,04 1

5,98-1,06-1,0 1
2,38-1,01-1,0 1

»52-3,7T4-1,48
,98-1,52-1,04
,44-1,06-1,0

,24-1,01-1,0

Tabelle &: Die Zahlen f,, P,, P, als Funktionen von TPLY © und TrLy p (ne=1015, T,_=15000°K)

3 TP

r

3000°

6000°

9000°

12000°

15000°

3000°
6000°
9000°
12000°

15000°

348,3-1,27-0,99
347,9-1,27-1,0
. 201-1,52-1,01
16,9-1,83-1,03
2,46-1,86-1,03

348,3-1,27-0,99

347,9-1,27-1,0

200,9-1,52-1,01
16,9-1,83-1,03
2,46-1,86-1,03

316,2-1,17-1,0
315,9-1,18-1,0
189,8-1,45-1,01
16,8-1,82-1,03
2,46-1,85-1,03

58-0,43-1,04
58-0,43-1,04

6,59-0,28-1,05
6,59-0,28-1,05

51,7-0,58-1,04 6,50-0,30-1,05
13,59-1,5-1,03 4,81-0,71-1,04

2,37-1,8-1,03 1,8-1,43-1,03




Tabelle 5: Die Zahlen.f1,‘f2,j’} als Funktionen des Reabsorptionsgrads

T

Me

8000°

- 15 =

16000°

=1, a = 1)

(CP 31

24000°

1014

1012

1018

Tabelle 6: Die Zahlen J91,.r2, ,f} als Funktionen des Reabsorptionsgrades («

le
Me

8335-1,96-0,88

604-1,41-1,0

46,5-1,05-1,0

8000°

423%1-1,66-0,93

3%0-1,26-1,0
28,6-1,04-1,0

16000°

3162-1,72-0,97
244-1,26-1,01

21,7-1,03-1,0

29 T 1, 351 = 0,5)

24000°

1014

10"

1016

Tabelle 7: Die Zahlen .f1,lf2,vrj als Funktionen des Reabsorptionsgrades (a

L

Te

7121-1,68-0,95

540-1,26-1,0
u5)§“110u"1!0

8000°

3752‘1’u9—0’99
303-1,18-1,01

27,5-1,03-1,0

16000°

2860-1,58-1,02
226-1,20-1,01

20,7-1,03-1,0

2 R A ) 0)

24000°

101H

102

1016

Tabelle 8: Die Zahlen ‘f1,‘f2,‘f} als Funktionen des Reabsorptionsgrades

L

Me

5705-1,35-1,03

476-1,12-1,01

4%,1-1,02-1,0

8000°

3215-1,30-1,05

276-1,10-1,01
26,4-1,01-1,0

16000°

2527-1,43-1,07
208-1,14-1,01

19,7-1,02-1,0

(ﬂ21 = 0,5, a31 = 1)

24000°

101#

1012

1010

7221-3,38-0,93
359-1,65-1,01
24,7-1,08-1,0

3665-2,84-0,98
207-1,48-1,01

16,6-1,06-1,0

2734-2,90-1,02
160-1,46-1,01

13,6-1,05-1,0
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L

Te

8000°

16000°

24000°

1ot

1012

1016

79,60-10,1-1,26
7,88-1,79-1,03
1,68-1,08-1,0

249,7-8,46-1,26
23,8-1,67-1,03

3,26 -1,07-1,0

359:5_8321—1,28
35:5_1!66"1;03
h:3'1107‘1)0

Tabelle 9: Die Zahlen ,f*’.rE’JDB als Funktionen des Reabsorptionsgrades («a = 0,5, a31 =.0,5%)
T 8000° 16000° 24000°
Me
T 6119-2,87-0,99  3227-2,53-1,03 2456-2,65-1,06
10"2 | 320-1,48-1,01 188-1,38-1,01 146-1,39-1,02
1016 23,9-1,06-1,0 15,6-1,05-1,0 12,7-1,05-1,0
Tabelle 10: Die Zahlen.f1,.f2,'f} als Funktionen des Reabsorptionsgrades (a,, = 0,5, ayy = 0)
1; 8000° 16000° 24000°
Te
10" | 4853-2,29-1,07 2741-2,19-1,08  2152-2,39-1,11
10" 280-1,31-1,02 168-1,29-1,02 132-1,32-1,02
1016 23%,0-1,04-1,0 14,7-1,03-1,0 1,7-1,04-1,0
Tabelle 11: Die Zahlenlf1,‘f2,‘f} als Funktionen des Reabsorptionsgrades (a21 = 0, a31 =)
1; 8000° 160007 24000°
Mg
101“ 12610“12:5_1’2h 34736‘9;75_1:23 u6399—9,14—1,25
10'%|  11,8-1,99-1,03  32,1-1,79-1,03  43,3-1,74-1,03
10'®|  2,06-1,10-1,0 4,08-1,08-1,0 5,20 -1,07-1,0
Tabelle 12: Die Zahlen~f1, jz, 53 als Funktionen des Reabsorptionsgrades (a21 =0, a31 = 0,5)
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Tabelle 13: Die Zahlen .f"JOE’j’j als Funktionen des Reabsorptionsgrades (a21 = 0, a31

Te 8000° 16000° 24000°
.mG
‘.014 31,5-7,63=-1,28 147,2-7,11-1,29 249,6-7,24-1,31
10" 3,94-1,58-1,03  15,5-1,56-1,03  25,7-1,58-1,03
10'6 1,29-1,06-1,0 2,4-1,06-1,0 3,5-1,06-1,0

III. DIE ABHENGIGKEIT DES STRAHLUNGSFELDS VON DEN BESETZUNGSZAHLEN

Nachdem die Rechnungen des letzten Kapitels zu einem ungefihren Bild von der zu erwartenden Be-
setzung gefihrt haben, gilt es nun zu untersuchen, wie das Strahlungsfeld bzw. spezielle Eigen-
schaften des Strahlungsfelds (z.B. Isotropie) von der zugrundegelegten Besetzung abhingen.

1. Das behandelte Bogenmodell

Es wurde schon darauf hingewiesen, dass im inhomogenen und nicht isothermen Plasma die gleich-
zeitige LGsung von Bilanzgleichungen und Strahlungstransportgleichung auf analytischem Weg nicht
mehr mdglich ist. Es ist vielmehr notwendig, fur jeden konkreten Fall eine numerische Rechnung
durchzuftihren. Die folgenden Rechnungen beziehen sich demgemiss -im Gegensatz zu den mehr allge-
meinen Rechnungen des Kap. II- auf eine ganz bestimmte Konfiguration, n#mlich auf eine zylinder-
symmetrische Bogenentladung mit gegebener Verteilung von Elektronendichte ne(r) und -temperatur
Te(r). ’

FUr den Radius des Bogens wurde in Anlehnung an die Experimente im IPP Garching der Wert 1 cm
gewdhlt. Allerdings wurde aus praktischen Grunden auf die Einbezlehung der Randzone mit r » 0,90
verzichtet. Ihre Besetzung interessiert nicht (es ist praktisch alles im Grundzustand). Dem ent-
spricht dann ein effektiver Radius von 2¢ 0,90 cm mit einer Randtemperatur von & 6000°K.

Als Achsentemperatur wurde Te = 25000O gewdhlt im Hinblick auf eine spiitere Berechnung der Be-
setzung von sog. "Thermometergasen" (Bei Verwendung z.B. von C IV sollte man wegen Zeff = 4
analoge Verhdltnisse haben bei etwa 400 OOOO). Eine hBhere Achsentemperatur wire nicht interes-
sant, da dann ein mehr oder weniger grosser Teil des Bogens vollionisiert wire.

Da keine gemessenen Profile ne(r) und Te(r) vorlagen, wurde etwas willkUrlich auf Profile zu-
rlckgegriffen, die (unter Berlicksichtigung der Druckerhthung bei Bz = 20 kI [17] ) von
HEIDRICH fur einen thermischen Bogen berechnet wurden [18] .Im ubrigen bereitet es keineriei
Schwierigkeiten, die Rechnung fUr andere Verteilungen von ng, Te zu wiederholen. Die verwende-
ten Profile sind in den Abb. 1, 2 dargestellt.

2. Die L¥sung der Strahlungstransportgleichung

a) Allgemeines:

Die Strahlungstransportgleichung in allgemeinster Form lautet bekanntlich

al; . ._
oS o &

I, S I, (spezifische) Strahlungsintensitat [ —5=6— ]
I oﬁI cm” -sterad
V+ b

€ Emissionskoeffizient [ __3235__._
s cm” -sterad

- x, 1, (19)




K, = Absorptionskoeffizient [ cm™ ']

y = Frequenz [ 3-11

)

¥

Ky

ffs_[" e KV{J;”[») (20)

oder auch mit der 'Ergiebigkeit" S, =

Bel gegebenen r#dumlichen Verteilungen Kv(ﬁ'), Sy (4 ) und gegebenen Randbedingungen ist das
Strahlungsfeld in jedem Punkt des Mediums festgelegt.

Im Fall des lokalen thermischen Gleichgewichts ist Sv eine reine Temperaturfunktion, n#mlich die

PLANCK-Funktion 3 4/
2hy
Sw By (T) - ¢t ' hy
e'ﬁ' - il (21)

(Genauer gesagt ergibt sich diese einfache Form, wenn man die induzierte Emission als negative
Absorption behandelt).

Bei Vernachlissigung von Streuung und unter der Voraussetzung der Gleichheit der Profile von
spontaner bzw. induzierter Emission und Absorption ist (21) im nichtthermischen Fall folgender-
massen abzu#indern (siehe Anhang)

J\ = —Z_Af // 22
I ? y Cg .2129 E{%% -_ jf (22)

hy §(C)

.

Die Besetzungsparameter (aq), (p) ergeben sich als Ldsungen der Bilanzgleichungen (18), die
5

ihrerseits wieder das Strahlungsfeld, n#imlich die Grdsse '/-_Z'; ?gya[y enthalten.
Linre

F

(Es so0ll nur Linienstrahlung betrachtet werden; bei p,q handelt es
sich also um diskrete Niveaus)

(T;= mittlere Intensitit= E%h -‘[Iy dw)

Dieses System ((22), (18)) ist, wie schon erwi#hnt, fUr ein inhomogenes, nicht isothermes Plasma,
wie es hier betrachtet werden soll, direkt nicht 1ldsbar.

Es soll daher zundchst angenommen werden, die Funktionen k;(r), s, (r) bzw. £, (r) seien be-
kannt. Dann macht die Berechnung des Strahlungsfelds jedenfalls im Prinzip keine Schwierigkeiten.

Die Ausdrlcke fUr den Absorptionskoeffizienten und den Emissionskoeffizienten sind bekanntlich

- hy,
Y = Buy ey gip) - 2 P (23)

- hl%
£ = Aif,'ms(g)'jfi)' zm,'?’y (24)

EBerlicksichtigt man die induzierte Emission, so ist es am besten, diese als "negative Absorption"
Zu behandeln und mit einem "reduzierten Absorptionskoeffizienten" K; zu rechnen:
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3
/ () ——'ﬁ
PHEE (’/ - ?—(}% e " (232)

% ist die Zentralfrequenz der betreffenden Linie (h\@ = qu).

qu, qu sind die EINSTEIN-MILNE-Koeffizienten, nE(p) und nE(q) die thermischen Besetzungszah-
len, @, ist das Profil der Emission bzw. Absorption ( jh%z{v =1).

Da die thermischen Besetzungszahlen als Funktionen des Radius bekannt sind (wegen der Vorgabe
von ne(r) und Te(r) ), und da auch die Funktion ?&(r) durch die Profile von Elektronendichte
und -temperatur festgelegt ist, kann man nach Vorgabe irgendeiner Besetzung f1(rﬂ, .fa(r),.“
die Strahlungsintensitit in jedem Punkt des Bogens berechnen. (Die Indizes beziehen sich auf
die Niveaus; 1 = Grundzustand ete.)

Die wesentliche Schwierigkeit bei der praktischen Durchftihrung einer solchen Rechnung liegt in
der Reduktion der Rechenzeit. Zur Berechnung von K;(r), Ey(r) wHre es zundchst notwendig, das
Profil q;(r) durch eine Faltung von DOPPLER- und STARK-Profil an hinreichend vielen Aufpunkten
zu gewinnen .

Die Berechnung der mittleren Strahlungsintensitit Ty fUr einen bestimmten Wert von r erfordert
die Integration der Strahlungstransportgleichung fUr eine nicht zu kleine Zahl von Richtungen
durch diesen Punkt (hier 32 Richtungen).

Die Funktion Tv (r) hat einen Hhnlichen Verlauf wie die PLANCK-Funktion B, , d.h., ihre Werte va-
riieren flr das vorliegende Modell (600005 Tes_250000) um viele Zehnerpotenzen. Die Anzahl der
Aufpunkte, an denen man die Intensitit berechnet, darf also nicht zu gering sein.

Schliesslich hdtte man noch fUr jede in Betracht gezogene Linie das Integral

f [@) g(r)dy
Ll""r‘g
07 L3 von (18) auftritt.
Ersichtlich ist diese - Aufgabe auch ohne Ubertriebene Genauigkeitsansprlche selbst fUr eine lei-

zZu bilden, da diese Grdsse in den Reabsorptionstermen L1, L

stungsfdhige Rechenanlage wie die IBM 7090 zu aufwendig, zumal wenn man bedenkt, dass derartige
Rechnungen fUr alle mBglichen Ausgangsbesetzungen durchgefUhrt werden mussen. In b) soll ge-
zeigt werden, dass es durch geeignete Vereinfachungen mdglich ist, die Rechenzeit fur die Be-
rechnung des Strahlungsfelds (einschliesslich der Berechnung einer verbesserten Besetzung -s.IV)
aufl ca. 30 min herabzudrlicken, ohne einen grdsseren Fehler als etwa 10 % zu begehen, Dadurch ist
es dann kein Problem mehr, eine irgendwie angenommene Besetzung auf Konsistenz hin zu testen und

evtl. iterativ zu verbessern.

b) Die praktische Behandlung der Strahlungstransportgleichung:

Das Profil der Emission (Absorption) gk (r): Unter den gegebenen Bedingungen sind zwei Mechanis-
men der Linienverbreiterung zu berlicksichtigen, der DOPPLER-Effekt

- (Q )2'
9DD° — i ap (25)
v

Vo - 4y,

Yo 2kT
Rt m
m = Masse des Atoms
&Y = Abstand von der Linienmitte

Yo T Zentral frequenz der betrachteten Linie
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Dy
und der STARK-Effekt (Druckverbreiterung), der zu einem Profil qoy Anlass gibt [19] . Das
resultierende Profil ergibt sich durch Faltung

-

Or o
?5,, = ()U(A))) = ?J(Ay’) . ?D(Av—dv') c[(dv’) ' (26)

(alle Profile sind normiert)

Es hdngt ab von Elektronentemperatur Te und Elektronendichte ng. Beschridnkt man sich aber auf
die Behandlung eines bestimmten gegebenen Bogenmodells, d.h., hat man einen festen Zusammen-

hang zwischen Te und n,, so kann man als reine Temperaturfunktion auffassen und evtl. durch

@,
einen einfachen analytischen Ausdruck approximieren. Eine solche Approximation wurde fUr den

vorliegenden Bogen angegeben von HEIDRICH [18], ndmlich

A SDDO(Av) Ve 404 OK
?9 (4v) = (27)

|4y

I .o @ T s 10*°K

Ly « : a = (AI)D)Ly k:

Ly p : a (ay

" )
1n2 DLy B

Eine zweite wesentliche Vereinfachung ist folgende: Die Symmetrie des Problems legt die An-
nahme nahe, dass bereits eine einzige Integration der Strahlungstransportgleichung fur eine
ausgezeichnete Richtung ein grobes Bild des Strahlungsfelds im gesamten Bogen liefert (s.Skizze).
Die Integration liefert fUr jeden Punkt die Intensit#t in
zwel Richtungen, I£1) radial nach innen und Iia) radial nach

aussen.

Zundchst wurde die wirkliche mittlere Intensitit durch das
arithmetische Mittel aus diesen beiden Werten ersetzt:

By o
L e S S g
Iyﬁ n II’ dw 5

Es zeligte sich, dap der entsprechende Fehler sehr klein ist,
dass aber diese Art des Vorgehens fUr die Maschine unglnstig
ist.

Aus diesem Grunde wurde auf die Einbeziehung des zweiten Wertes I&e) verzichtet und stattdessen

der erste Wert IS1) mit einem Korrekturfaktor versehen:

f = F [:” (28)

v

F soll im folgenden als Anisotropiefaktor bezeichnet werden.

Da die Werte von F unter den vorliegenden Bedingungen s#mtlich zwischen 1 und 2,1 liegen, genlgt
es, sie an einigen wenigen Stellen zu berechnen und dazwischen linear zu interpolieren.

Entscheidend ist dabei, dass diese Faktoren ziemlich unempfindlich gegenliber Anderungen in der
Besetzung sind. Man kann also, solange man Besetzungen testet, die sich von der urspringlich an-
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genommenen nicht allzu stark unterscheiden, das entsprechende Strahlungsfeld mit Hilfe der ein- .
mal gewonnenen Faktoren durch eine einzige Integration, d.h. in wenigen Minuten, berechnen.

Durch diese Approximation wurde wohl die grdsste Einsparung: an Rechenzeit erzielt, n#mlich etwa
ein Faktor 200 (wenn man annimmt, dass sonst 25 Aufpunkte mit je 8 Integrationen n8tig wlren).

Ahnlich ist die Situation bei der Berechnung des Integrals

/I @, dv

Eigentlich sollte man auf die oben geschilderte Weise T; fur die Linienmitte und fUr eine Anzahl
Frequenzen in den Linienfllgeln berechnen, nach jeder Integration der Strahlungstransportglei-
chung die Werte speichern und anschliessend flr jeden Punkt aus zusammengehdrigen Werten das In-
tegral bilden.

Es lag zunidchst nahe, diesen ganzen Aufwand mit Hilfe einer hidufig gemachten Annahme zu umgehen,
nidmlich der Annahme, dass die Intensitdt im Linienbereich konstant ist. (Diese Annahme wird z.B.
gemacht, wenn man,wie Ublich, die Zahl der Absorptionen einfach n(p)- qu . T; schreibt anstelle
von n(p)-B . /' ,?mdy - Die Erscheinung der Selbstumkehr ist kein Gegenargument, da man Selbst-
umkehr immer nur bei I fUr bestimmte Richtungen hat, nicht aber fur I )

Eine exakte Rechnung ergab jedoch flr den unglnstigsten Fall, n#mlich Ly p und r = O (Achse)

JIgs = s
lflll.

Es wurde angenommen, dass der Korrekturfaktor fur r = 0,75 cm bereits den Wert 1 erreicht. Da-

zwischen wurde linear interpoliert.

Bei Ly « ist die obige Annahme etwas besser erflllt. Hier wurde flUr die Achse der Profilfaktor

mit 0,7 angenommen.

3. Ergebnisse

Die in 2. angegebeénen numerischen Werte [lUr den Einfluss des Intensititsprofils, sowie die hier
folgenden Angaben Uber die Anisotropie des Strahlungsfelds beziehen sich strenggenommen alle auf
eine bestimmte Besetzung, die zunichst aufgrund der Resultate von II als plausibel angenommen
wurde., Es zeigte sich im Verlaufl der spiteren Rechnungen, dass die Besetzung bereits recht gut
gewihlt worden war, so dass es nicht notwendig war, Anisotropiefaktoren etc. noch einmal neu zu
berechnen. Die folgenden Angaben gelten also praktisch auch fUr die in IV angegebene tatsdchli-
che Besetzung des Bogens.

Anisotropiefaktoren: Der Verlauf dieser aufl S. 20 eingeflUhrten Korrekturfaktoren ist in den Abb. 3
und 4 graphisch dargestellt. Die Faktoren sind, wie zu erwarten, immer gr&sser als Eins, da die
Richtung nach innen die Richtung minimaler Intensitidt ist: i;> I£1

Die Berechnung dieser Werte besteht im wesentlichendarin, dass fur eine Anzahl von Aufpunkten die
Mittelung der Intensitidt wirklich durchgeftihrt wird, indem man die Strahlungstransportgleichung
fUr hinreichend viele Richtungen durch diesen Punkt integriert. Die so gewonnenen Zahlen lassen
sich nach dem oben Gesagten fUr alle folgenden Iterationen verwenden.

Die Integration Uber den vollen Raumwinkel wurde auf der Achse mit Hilfe der SIMPSON’schen For-

mel ausgefiihrt (fUr 7 Richtungen).

(Admsen r-'clﬂ-uns )

/3
p [ - #/Iya[w =/[,5de#
——(ﬂ,(ﬁ- )am—+21(J 2L )sin Z + 4] (=3 L) sin 25 (29)

ug

2L, (=4 5sn 4] (=5 Z)on 5+ T, (9= £))
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Fur r + 0 wurde ‘[Iv dw wie in [18] mit Hilfe der GAUSS’schen Quadraturformel berechnet. Die
Strahlungstransportgleichung wurde zu diesem Zweck in jedem Punkt achtmal integriert, was auf-
grund der Bogensymmetrie die Intensitidt fUr 32 verschiedene Richtungen liefert. Bezliglich Ein-
zelheiten sei auf [187] verwiesen.

Das Strahlungsfeld selbst ist keineswegs so isotrop, wie man aufgrund der Anisotropiefaktoren

vermuten wlrde. Zur Veranschaulichung sind in Tab. 14 die auf der Achse berechneten Intensiti-
ten angegeben. Die Tatsache, dass trotz betridchtlicher Unterschiede in den Intensitdten die
Korrekturfaktoren so nahe bei 1 liegen, erklirt sich folgendermassen (s. (29) ): Wegen des Ge-
wichtsfaktors sin 4 tragen die stark aus dem Rahmen fallenden achsennahen Richtungen zur Mitte-
lung praktisch nichts bei. Ehnlich ist die Situation tur die Punkte mit r # O.

In Tab. 15 sind fUr die bei der Mittelung verwendeten
Richtungen die Intensititen Iv(?, ©) angegeben. Die Be-
deutung von p ist aus der Skizze ersichtlich. & ist der
Winkel, den die betreffende Richtung mit der Zeichenebene
bildet.

Tabelle 14: Das Strahlungsfeld auf der Achse (Intensititen in 10_“l er'g/cm2 - sterad)

Tl Olyia Eeindd, o (L), (I sind) o
) 3,92 0 2,70 0

= 3.35 0,87 0,80 0,21

2 2,99 1,50 0,58 0,29

Z 0 2,79 1,98 0,48 0,34

'{—g 2,69 2,33 0,42 0,37

5n

12 2,63 2,54 Q,%0 0,38

?—Z 2,61 2,61 0,40 0,40

Schliesslich kann man sich noch dafUr interessieren, in welchen Bereichen der Bogen optisch dick
ist (fur Ly « bzw. Ly 8). Es sei daran erinnert, dass in diesem Zusammenhang "optisch dick" be-
deutet, dass der Reabsorptionsgrad fUr die betreffende Linie gleich 1 ist. Das bedeutet keines-
wegs, dass die Besetzung thermisch ist oder dass man Hohlraumstrahlung hat.

Notwendig, aber nicht hinreichend (s. oben) dafur, dass ein Plasma fUr eine bestimmte Linie op-
tisch dick ist, ist F = 1 (F = Anisotropiefaktor, s. S5.20). Es ergibt sich, dass fur Ly a« unge-
fdhr der Bereich mit r > 0,40 cm optisch dick ist. Fur Ly p ist wegen des kleineren Absorptions-
koeffizienten der Bereich kleiner, ndmlich etwa r »>0,75 cm (vgl. die Abb. 3 u. 4).

In Abb. 5 sind flur Ly « die Verhiltnisse lings desjenigen ausgezeichneten Strahls dargestellt, fur
den die Strahlungstransportgleichung integriert wurde. Kurve 1 gibt die PLANCK’sche Strahlung
B, (T(r)), Kurve. 2 ist die L8sung der Strahlungstransportgleichung flir thermische Besetzung und
Kurve 3 ist die Ldsung flUr die "plausible Ausgangsbesetzung" (s. S.21 ).




=

Tabelle 15: Das Strahlungsfeld fur r=0,12cm (Intensititen in 10 erg/cmaosterad)

(P cos B (Ir)Ly . (i )Ly 8
1,04 0,94 2,55 0,43
0,51 2,69 0,62
0,22 0,94 2,87 0,40
0,51 3,06 0,62
2,10 0,94 2,14 0,40
0,51 2,25 0,56
2,92 0,94 2,09 0,38
0,51 2,17 0,52

T =2, T =0,47
Y v

Der negative r-Wert entspricht jeweils der Intensitit
(1

tensitdt radial nach aussen I(Q)

radial nach innen I , der positive entspricht der In-

Es mag Uberraschen, dass die Kurve 2 zum Teil oberhalb
von Kurve 1 verlauft. Dies ist nur mdglich bei einem Plas-

ma, in das von aussen her Strahlung eindringt bzw. bei
einem nichuv isothermen Plasma, bei dem die Strahlung der
heissen Gebiete dazu tUhrt, dass an den k#lteren Punkien
Iy} Bv ist.

Da die Intensitaten im Gegensatz zu den Anisotropietakto-
ren in stirkerem Mass von der zugrundegelegten Besetzung
abhingen (den Grad der Abhingigkeit ersieht man aus dem
Vergleich der Kurven 2 und 3), liefert Kurve 3 noch nicht das tats#chliche Strahlungsfeld. Eine
entsprechende Rechnung fur die Endbesecvzung (s. IV) wurde aber, da es hier mehr auf qualitative
Aussagen ankommt, nicht mehr durchgeiUhrt.

IV. DIE GLEICHZEITIGE BERECHNUNG VON BESETZUNGSZAHLEN UND STRAHLUNGSFELD

Nachdem in II der Einfluss des Strahlungsfelds auf die Besetzung der diskreten Energieniveaus
{im wesentlichen der untersten drei) untersucht worden ist und in III die Umkehrung davon, nidm-
lich die Abh#ngigkeit der Integrale JFT,45 dv von den Annahmen tber die Besetzung, ist es nun
mglich, durch Kombination der Rechenprogramme eine beliebig angenommene Besetzung auf Konsi-
stenz hin zu testen bzw. iterativ zu verbessern.

Ein wichtiger Punkt ist dabei die Wahl einer moglichst guten Ausgangsposition. Eine erste Orien-
‘tierung Uber die Besetzung erh#lt man, indem man fUr ausgewidhlte Punkte des Bogens (die Vertei-
lungen von Elektronendichte und -temperatur miissen bekannt sein) jeweils Rechnungen nach II durch-
fuhrt fUr alle mdglichen in Frage kommenden Strahlungstemperaturen bzw. Reabsorptionsgrade. Auf
diese Weise wurde die am Anfang von IITI,> erwdhnte "plausible Ausgangsbesetzung" gewonnen; d.h.

es wurden drei Funktionen ,ft (r) _PE (r) ,fz (r) ermittelt und mit ihrer Hilfe Anlsotropiefak—
toren ete. berechnet. Das kombinierte Programm (II + III) liefert dann neue E‘unktionenf1 (r),

fg (r), ,P} (r):

Falls sich starke RAnderungen ergeben, mlUssen die Anisotropiefaktoren und evtl. auch die Fakto-
ren, die das Profil der Intensitdt berlcksichtigen, noch einmal berechnet werden. Bei geschick-
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fer Wahl der Ausgangsbesetzung ist das jedoch nicht nttig, da die Faktoren relativ unempfindlich
gegenllber Anderungen in der Besetzung sind.

Wihrend also der erste Teil der bei jedem Iterationsschritt erforderlichen Strahlungsfeldberech-
nung, ndmlich die Integration der Strahlungstransportgleichung fUr eine spezielle Richtung, im
wesentlichen exakt ist, wurde im zweiten Teil die Richtungsabh#ingigkeit wegen der konstant gehal-
tenen Anisotropiefaktoren nur n#herungsweise berticksichtigt.

Hierbei erwies sich eln iteratives Vorgehen im engeren Sinn, bei dem die gewonnenen Funktionen
als neue Ausgangsposition gewdhlt werden, als nicht ratsam, da es sich um die gemeinsame Konver-
genz von drei Funktionen handelt. Stattdessen wurden die Resultate eines Iterationsschritts nur
zur Orientierung benutzt, wie die urspringlichen Funktionen abzu#ndern sind.

Die Rechenzeit pro "Iteration" betrdgt etwa 30 min, was hauptsichlich auf das Konto der Aufl¥-
sung der Bilanzgleichungen (18) geht. Dagegen ist der Zeitbedarf flir die Berechnung des Strah-
lungsfelds dank der auf S.19f beschriebenen Vereinfachungen minimal.

Die Abb. 6, 7, 8 zeigen fUr die letzte Iterationsstufe die Ausgangsbesetzung (Kurven) und die
aufgrund des zugehtrigen Strahlungsfelds sich ergebende neue Besetzung (Kreuze). Auf weitere Ite-
rationen zur Verbesserung der Konsistenz wurde verzichtet.

Abschliessend sel noch daran erinnert, dass das hier geschilderte Vorgehen #dquivalent ist (vgl.[{b
der Aufldsung eines Systems von Integrodifferentialgleichungen, das in unserem Fall (Berlck-
sichtigung der Resonanzabsorption von Ly « und Ly p) folgende Form hat:

af[t?;,'?’ré’/ bye et = = 4
T = kv("")'(.s; /‘r‘;/fy(ﬁa{v,/];%aly)*]y (’77?,9)
Qyw L Y
bp / o

dired _ ‘"3..([”6 T od, [Tad) - Ty
. K- (S, (flffdy% Q,/,{"%) L"(r 90

mit

oo 2hy? 1
4 g% e MR o
f(;z)e 7

wobei sich die {7 durch Aufldsen der die Inivegrale ffy ?:y dy fIV (}gy dventhaltenden Bilanz-
B) e

gleichungen (1 rgeben. [,« L,/g

V. DISKUSSION DER ERGEBNISSE

Aus Abb. 6 ist ersichtlich, dass die Besetzung des Grundniveaus bei dem behandelten Bogenmodell
nicht thermisch ist. Das bedeutet insbesondere, dass der Ionisationsgrad um Faktoren kleiner ist,

als er sich fUr die vorgegebenen Werte von ng und Te aus der SAHA-Gleichung (3) ergibt.

Der Grund fir die grossen Abweichungen vom LTE am Rand ist die Abnahme der Elektronendichte. Die
Besetzung ist charakteristisch fUr ein optisch dickes Plasma: Starke Kopplung zwischen Grundni-

veau und erstem angeregtem Niveau und als Folge davon ‘f1 éirg. Auch das n#chsththere Niveau "3"
ist infolge Resonanzabsorption (Ly B) noch stark an das Grundniveau "1" gekoppelt und deswegen
noch nicht thermisch besetzt.

Anders ist die Situation fUr die Bogenachse. Hier ist die Ursache fUr die Abweichungen die star-
ke Abnahme der Absorptionskoeffizienten zur Mitte hin. Der Strahlungsaustausch ist dort nichu. in-
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tensiv genug, um eine Gleichheit von kinetischer Temperatur T und Strahlungstemperaturen T 1y o
bzw. T Ly B herzustellen, d.h. die in dieser Zone emittierte Strahlung ist "k#dlter" als das dort
befindliche Plasma. Ausserdem ist es sicher so, dass der Hauptteil der Strahlungsdichte von der
Emission umgebender k&lterer Schichten herrtihrt. Die von dort kommende Strahlung hat htchstens
die Temperatur der emittierenden Schicht und kann daher ebensowenig thermisches Gleichgewicht
herstellen. Die Besetzung (,f1 = 7’3;,P2 = 1,05; 5 I 1) ist typisch fiur ein optisch dunnes Plas-
ma: Das Grundniveau ist relativ stark Uberbesetzt, die angeregten Niveaus dagegen sind unempfind-

lich gegenllber dem Strahlungst'eld und deswegen thermisch.

NatUrlich stellen die Kurven der Abb. 6, 7, 8 nur eine Niherungsldsung dar, die mit zahlreichen
Unsicherheiten behaftet ist. An erster Stelle ist hier zu nennen die Unsicherheit in den Wirkungs-
querschnitten, die so gross ist, dass z.B. die Berucksichéigung von verbotenen Ubergingen kaum
sinnvoll erscheint. Demgegenlber treten andere Fehlerquellen zurllick, etwa die Vernachlidssigung
der Ly y - Absorption oder der Verzicht auf weitere Iterationen zur Herstellung einer besseren

Konsistenz. 3

Eine quantitative Aussage Uber die m¥glichen Fehler ist schwierig. Jedoch kann folgendes gesagt
werden. Bezliglich der angeregten Niveaus wird eine genauere Rechnung dasselbe Ergebnis liefern,
nidmlich thermische Besetzung in den wesentlichen Bereichen des Bogens. Nur in der (nicht sehr
interessanten) Randzone kSnnen sich noch Anderungen ergeben. Anders beim Grundniveau: Die Kurve
Jﬁ(r) hiéngt sicherlich stark von den verwendeten Wirkungsquerschnitten ab. Hier sind Anderungen
von 50% (und evtl, mehr) durchaus m8glich. Der qualitative Verlauf wird aber immer der der Abb. 6
sein.

Zum Schluss dieser Fehlerbetrachtung soll noch etwas ausfihrlicher eine weitere mnitgliche Fehler-
quelle diskutiert werden, nimlich die Storung der Bilanzgleichungen durch Diffusion. In (18) wur-
de ja die Voraussetzung gemacht, dass die Besetzung lokal dieselbe ist wie in einem homogenen
Plasma mit derselben Elektronendichte und -temperatur, d.h. dass die Gradienten dieser Grissen
sich niecht auswirken. Diese Voraussetzung ist speziell fUr den Grundzustand kritisch zu prufen,
da dessen Relaxationszeit verhdltnismissig gross ist. Die angeregten Zustidnde dagegen kommen i.a.
mit den freien Elektronen bzw. Ionen sehr schnell ins Gleichgewicht (vgl. Eﬂ "quasistationire
N&herung") .

Betrachtet man nur StYsse gegen Wasserstoffatome, so liegt flUr n0§;1013 cm_j (no = Neutralgas-
dichte) nach DRAWIN [20] die treie Weglinge /\ in der Grdssenordnung cm. Das kann wegen der oben
erwdhnten grossen Relaxationszeit bedeuten, dass Teilchen aus anderen Schichten das betreffende
Volumenelement durchfliegen, ohne mit den dort befindlichen Elektronen ins Gleichgewicht zu kom-
men. Bei dem Bogenmodell, dass dieser Arbeit zugrundeliegt, ist dagegen i:a. ng =10 h. Das be-
deutet, dass /\_in der Gr¥ssenordnung 0,01 cm liegt. Uber diese Strecke andern sich -selbst in
radialer Richtung- die Plasmaparameter nicht wesentlich, so dass also der ‘Effekt kaum eine Rolle
spielen durfte.

Zur praktischen Anwendbarkeit des Verfahrens bleibt zu sagen, dass es sicher nicht auf Zylinder-
symmetrie beschrinkt ist. Insbesondere wird eine anéloge Untersuchung von kugelsymmetrischen
Plasmen wegen der Abh#ngigkeit der Intensitst von nur einer Winkelvariablen sogar einfacher durch-
zuftthren sein.

Ebensowenig stellt die Beschrinkung auf Wasserstoff oder die Zugrundelegung der in den Abb. 1, 2
dargestellten Verteilungen ne(r),Te(r) eine wesentliche Einschridnkung dar. Wihrend die Behand-
lung anderer Plasmen vor allem eine Frage der Kenntnis von Wirkungsquerschnitten ete. ist, k&nnen
die Funktionen ne(r), Te(r) Jederzeit durch andere, etwa durth gemessene Funktionen, ersetzt wer-
den. Dazu sind nur Anderungen bei den Daten erforderlich, niecht aber im Rechenprogramm selbst.
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ANHANG

1. Das Strahlungsteld: Definitionen

a) Die (spezirische) Strahlungsiniensiiuit Ir’

Man betrachtet ein Flidchenelement d6 mit der Normalen « und
eine bestimmte Richtung (J]?). Fur die Energie, die im Fre-
quenzintervall (y ,¥ + dv ) in dieser Richtung durch d6 hin-
durchtritt, schreibt man

nUyp O(E_v = [ cood dvds dw d

t = zeit

oo = sind o dyp

d6

i & h&ngt ab von Frequenz, Ort, Richtung und eventuell von der Zeit:

L = [ (cdet)

¥y

Ist Iv flir einen bestimmten Punkt j unabhiingig von der Richtung, so nennt man das Strahlungs-
feld in diesem Punkt isotrop.

Ist Iy unabhéingig vom Ort und von der Richtung, so heisst das Strahlungsfeld homogen und isotrop.

Von einem kugelsymmetrischen Strahlungsfeld spricht man, wenn gilt

L = L (ndt)

wobel r der Abstand vom Symmetriezentrum und 17 der Winkel gegen den Radiusvektor ist.

*

Ersichtlich besteht ein Unterschied zwischen der Symmetrie des Mediums und der Symmetrie des
Strahlungsfelds. In einem kugelsymmetrischen Medium kann das Strahlungsfeld kugelsymmetrisch
sein. Dasses nicht so sein muss, zeigt das Beisniel einer auffallenden ebenen Welle.

Bel einem zylindersymmetrischen Medium ist die Situation nicht analog. Selbst wenn keine Strah-
lung von aussen auffillt, kann ma;?gagen, dass es fUr die rHumliche Abhiingigkeit nur auf den
Abstand von der Achse ankommt. Dagegen hingt die Strahlungsintensitit nach wie vor von zwei
Winkeln ab. Der Bepgriff "zylindersymmetrisches Strahlungsfeld" ist aus diesem Grund nicht gebriuch-
lich. (Dagegen gibt es den Begriff des "axialsymmetrischen Strahlungsfelds". Er bezieht sich

auf den Fall einer "ebenen Atmosphire")

Als integrierte Intensitidt bezeichnet man QLe Griosse
.[“f[tfv
4

o
Die mittlere Intensitit in einem Punkt ist definiert als

[ -2 [1(p)do

wobei d 0 wieder das Raumwinkelelement ist.

Sie hdngt mit der spektralen Energiedichte u, folgendermassen zusammen

€ = Lichtgeschwindigkeit im Medium

Zu einer vollstindigen Beschreibung des Strahlungsfelds gehtrt eipgentlich noch die Angabe des_

Polarisationszustands, Darauf soll jedoch nicht eingeganjen werden.
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b) Der Absorptionskoeffizient:

Ein Lichtstrahl wird auf seinem Weg durch die Wechselwirkung mit der Materie in seiner Inten-
sitdt geschwlcht und zwar erstens durch Streuung, zweitens durch "wahre Absorption".

Man definiert den (volumenbezogenen) totalen Absorptionskoeffizienten X, durch die Gleichung

2L s

ds = Wegelement

(der Strich soll andeuten, dass flUr die tatsdchliche Anderung dIy der Intensitdt noch die
Emission zu berlcksichtigen ist).

2
Bei dieser Definition hat der Absorptionskoeffizient die Dimension cm—1 — 253 .
cm 2
Daneben wird verwendet der Massenabsorptionskoeffizient x;"( Dimension Eg— )
”m
Ky = —z;
f = Dichte [g/em ]
at
und der atomare Absorptionskoeffizient Kv (Dimension cma)
at
Kv = _EJL
Ll
m = Zahldichte der absorbierenden Atome [ em™ ]

Den Streuanteil des totalen Absorptionskoeffizienten K, schreibt man kv. a% , wobeil aa
O = é}’o < -4 ) als Albedo bezeichnet wird. Der Anteil der "wahren Absorption" ist dann

K(A-& ).

e¢) Der Emissionskoeffizient:

Der auf das Volumen bezogene totale Emissionskoeffizient 87 wird folgendermassen definiert,
Man schreibt die von einem Volumenelement dV im Frequenzbereich V¥... y + dyvemittierte Strah-

lungsenergie

af[ g5 G afVade C{v cilf

vV
(dw, dt = Differentiale von Raumwinkel bzw. Zeit)

Dabei setzt sich die Emission i.a. wieder aus zwei Anteilen, ndmlich Streuemission und "wahre
Emission" zusammen.

L)
Bei der letzteren unterscheidet man weiter zwischen der spontanen Emission, die nicht explizit

vom Strahlungsfeld abhiingt und der induzierten Emission, die proportional zur Intensit&t Iy
fir die betreffende Richtung ist

N ind
oo Misatlin b rdyrify
Der Ausdruck fuUr die spontane Emission in einer Linie ist aur S. 1u, Gl. (24), angegeben. Die

Formel fUr den Koeffizienten der induzierten Emission ergibt sich daraus, indem man qu durch

qu ersetzt. (Anstelle von 6;7 wurde wieder 5; geschrieben)

2, Ableitung der Gl. (22)

Die EINSTEIN-MILNE-Koeffizienten Aq“, Bqn‘ Bnq h&ngen bekanntlich folgendermassen zusammen
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B s = B.s
¥ o1 Fi P
A b B . 2‘:»3
i ir e
(& & sind die statistischen Gewichte der Niveaus p,q)

[
Betrachtet man die induzierte Emission als negative Absorption, so ergibt sich mit Gl. (23), (24)
fr die Ergiebigkeit J;

$ o« & _ . Agp e 19 2 g,
Ky - &, -— Y,
2 B,o; He(p) f(/:) o B#, (9 f(9) ;%T’ ®,

Azp 4‘15@) £C9) i 2/’7)45 3 B’p'ne(g) P(?)
li v 1 2 I
Bﬁgﬂf(f)f(f’) - B?/’WE[?)S’(i) ¢ B/,,7 elp) £Cp) ~ B?F Te(@p(q)

24y° 4 25,8

. - _ A o,
2 LDy Melp) el - 2 S & hy
¢ Zr Helplotp) c Ly 2 D) W7
“p ’ks(i{f(?) 7 & @Dg f(9) et -1

3. Begrundung der Annahme j, = ¥, = @,

Die Annahme, dass die normierten Profile von spontaner Emission, induzierter Emission und Ab-
sorption gleich sind, ist (vgl. [h] ) in zwel Grenzf#llen gut erfullt: a) die Stossanregung
Uberwiegt die Strahlungsanregung oder b) die StrahlungsintensitHit Iy ist konstant Uber den
Frequenzbereich der drei Profile.

Flr ein schwach anisotropes Strahlungsfeld lisst sich daruberhinaus zeigen, dass fuUr reine
DOPPLER-Verbreiterung die beiden Profile Jy und ?k’ in guter N#herung gleich sind (in einem
Frequenzbereich von mehreren DOPPLER-Halbwertsbreiten) auch dann, wenn die Breite von Iy ver-
gleichbar mit der DOPPLER-Breite ist. Rhnliches kann Uber ¢§ und ?b gesagt werden.

Eine zusitzliche Verbreiterung durch STARK-Effekt wirkt sich dabei in glinstigem Sinne aus.

Flir den betrachteten Bogen ist zur Rechtfertigung der obigen Annahme folgendes zu sagen: Im
dusseren Teil (r %» 0,40 em fUur Ly a« bzw. r » 0,75 em fUur Ly pB) ist das Plasma optisch dick und
der Grenzfall b) ist erflllt. Nach innen zu wird das Intensitdtsprofil schmaler, doch ergeben
die Rechnungen von III, dass auch hier diese Annahme zul#ssig ist. Dazu kommt, dass der STARK-
Effekt in den inneren Zonen mehr und mehr an Einflﬁss gewinnt. Auf der Achse, wo der Bogen op-
tisch dUnn ist, ist schliesslich der Grenzfall a) realisiert.

Im Ubrigen sei noch bemerkt, dass die Annahme J, =y, = ¢n schon dadurch weniger kritisch ist,
dass es im Zusammenhang mit Fragen der Besetzung ja nur auf den Linienkern, nicht aber auf die
Flugel ankommt.
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