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ABSTRACT:

When a force is suddenly exerted within a confined region
of a flow channel on a resting or flowing gas, a shock
wave and a rarefaction wave are set up in opposite
directions. This situation arises, with heat being
generated in addition, when crossed electric and magnetic
fields E and B are suddenly applied to an electrically
conductive gas at rest, or when a shock wave the region
behind which is ionized passes through such a field
configuration. This affords the possibility of producing
shock waves or influencing a given shock wave electro-
magnetically.

In dependence on the total force P and the total energy
input W per second, the asymptotic solutions are investigated
toward which the state of flow converges as interaction
assumes a steady state.

The Mach numbers M obtained when shock waves are produced
electromagnetically are,proportional to Pl/2 and w2/3
for strong shocks. If the power is supplied by a battery
with fixed data, M as a function of the applied magnetic
fieldlg has a maximum.

Influencing a given shock wave electromagnetically causes
reflection of shock or rarefaction waves and changes the
intensity of the primary shock wave. With heat input only
(P=0, W=20 ), the latter is accelerated; with
momentum input only ( P < 0, W= 0 ), it is slowed down.
If its Mach number is sufficiently great before and after
interaction, similar solutions are obtained for Pn'wg/j.
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EINLEITUNG

Das gasdynamische Verhalten von Plasmen in Magnetfeldera ist
eines der wichtigen Probleme in der Plasmaphysik. Da sich
hinter starken Stosswellen eine Plasmastrmung befindet, las-
sen sich verschiedene Aspekte dieses Problems an der Wechsei-
wirkung von Stosswellen mit elektromagnetischen Feldern un-
tersuchen. Hierbei fithrt die theoretische Behandlung auf ziem-
liche mathematische Schwierigkeiten, da die Einzelheiten der
Wechselwirkung zwischen Plasmastrtmung und Feldern durch ein
System gekoppelter, nichtlinearer partieller Differentialglei-

chungen beschrieben werden.,

Eine #hnliche Situation besteht auch bei Wechselwirkungen der
sogenannten "elementaren" Wellen in der gewShnlichen Gasdyna-
mik. Courant und Friedrichs haben diese weitgehend geklé&rt,
indem sie den asymptotischen Strdmungszustand nach Abschluss
aller Wechselwirkungen untersucht haben.(lﬁ] s BB D L D)
Bei ihrer Methode reduziert sich das mathematische Problem auf
die Diskussion algebraischer Gleichungen.

In der vorliegenden Arbeit konnte diese Methode auf einige
Wechselwirkungsprobleme erweitert werden, die sich im Zusam-
menhang mit der elektromagnetischen Erzeugung von Stosswellen
und mit dem Eindringen von Stosswellen in elektromagnetische
Felder ergeben., Zwar kommt es dabei nicht zu einem Abschluss
der Wechselwirkung, da diese jedoch mit der Zeit stationdr
wird, lisst sie sich asymptotisch bei ausschliesslicher Be-
riicksichtigung integraler Effekte in den Rahmen einer algebra-
ischen Diskussion eingliedern.

Abschn. 1 bringt als Grundlage einige wichtige Ergebnisse aus
der allgemeinen Gasdynamik,

In Abschn. 2 werden durch eine qualitative Betrachtung Vor-
stellungen Uber das Stromungsverhalten entwickelt, das sich
asymptotisch nach dem Einschalten r&umlich begrenzter Widrme-
und Krafteinwirkungen auf ein urspriunglich ruhendes Gas bzw.
auf die Stromung hinter einer Stosswelle einstellt. Diese Vor-
stellungen bilden den Losungsansatz fUr die exakte Behandlung
in Abschn. 4 und 5.




Der Gegenstand von Abschn. 3 ist die asymptotisch statio-
nire PlasmastrBmung durch die Zone der Wechselwirkung. Da-
bei wird untersucht, welchen Bedingungen die integralen Gros-
sen "Gesamtkraft P" und "Leistungszufuhr W" genligen missen.

Durch Diskussion der fUr den asymptotischen Str&mungszustand
gllltigen algebraischen Gleichungen werden dann in Abschn. 4
die elektromagnetische Erzeugung von Stosswellen und in Ab-
schn. 5 die Wechselwirkung von Stosswellen mit elektromagne-
tischen Feldern im Einzelnen untersucht. Dabei ftthrt das Pro-
blem der Vollstidndigkeit der L®¥sungen noch zu einer Erweite-
rung der urspringlichen Ans&tze. Beide Abschnitte bringen in
einem auf die praktische Anwendung zugeschnittenen Teil B ana-
lytische NHherungsergebnisse.

7um Problem des Eindringens von Stosswellen in ein Magnetfeld
wurden auf Grund #hnlicher Vorstellungen von J.H.de Leeuw (2]
theoretische und experimentelle Untersuchungen gemacht, die
mit einem in Abschn. 5B behandelten Spezialfall (Kurzschluss-
fall W = 0, P=20) verwandt sind.




1, VORBEMERKUNGEN UBER VERDUNNUNGS- UND STOSSWELLEN

Als Grundlage sollen kurz die wichtigsten Eigenschaften von
ebenen Verdiinnungs- und Stosswellen, den sogenannten "ele-

mentaren Wellen", zusammengestellt werden. Fir genauere Ein-
zelheiten sei auf die Literatur verwiesen, z.B. [1] und [3].

Verdiinnungswellen

Senkt man am Ende eines gasgeflillten Rohres pl&tzlich den
Druck ab, indem man z.B. einen beweglichen Kolben herauszieht,
so entsteht eine Verdiinnungswelle. Diese l&uft in das Gas
hinein und beschleunigt es - ihrer Ausbreitungsrichtung ent-
gegen - zum Kolben hin. Dabei wird das Gas verdUnnt, abge-
kithlt und auf den Absaugdruck entspannt. Die beiden Wellenbe-
grenzungen, zwischen denen diese Vorgidnge stattfinden, lau-
fen relativ zum Gas mit der lokalen Schallgeschwindigkeit. Da
diese mit der Temperatur Uber die VerdUnnungswelle weg absinkt,
ist die hintere Grenze langsamer als die vordere, VerdUnnungs-
wellen dehnen sich also stdndig aus. In einem geeigneten Ko-
ordinatensystem ktnnen Kopf und Ende der Welle nach entgegen-
gesetzten Richtungen auseinander laufen, obwohl sie sich re-
lativ zur Gasstrdmung im gleichen Sinn bewegen.

Zwischen Vorland (Index ¥ ) und Hinterland (H) der Welle, in
denen der Druck p, die Dichte 9 und die Geschwindigkeit V
rdumlich konstante Werte besitzen, gelten nach Riemann die fol-
genden Gleichungen:

pu = pv (1= EZ [v,,;:r.,”zr/q-u (1)
ghx €y (4.- Y‘?"’f Uuévlfv’)"/(r”) (2)

|vavy| ist die GeschwindigkeitserhBhung des Gases (bei ru-
hendem Vorland = Vy ) und bildet ein Mass fUr die St&rke der
Verdiinnungswelle,

Kompressions- u. Stosswellen

Wird der Kolben nicht heraus, sondern in das Rohr hineinge-
geschoben, so entsteht eine Kompressionswelle. Durch sie wird




das Gas komprimiert und umgekehrt wie oben in Ausbreitungs-
richtung beschleunigt. Wieder laufen beide Wellengrenzen

mit der lokalen Schallgeschwindigkeit. Da durch die Kompres-
sion die Schallgeschwindigkeit erhtht wird, ist jetzt die
hintere Grenze die schnellere und holt nach einiger Zeit den
Kopf der Welle ein. Die ganze Kompression erfolgt dann in
einer Stossfront von der Ausdehnung weniger freier Weglén-
gen, Kompressionswellen steilen sich stets zu Stosswellen
auf.

In Stosswellen spielen wegen der hohen Gradienten der Zu-
standsgrdssen dissipative Prozesse eine massgebliche Rolle,
daher gentigen sie anderen Gesetzmissigkeiten als Kompressi-
onswellen und dringen insbesondere in ihr Vorland mit Uber-
schallgeschwindigkeit ein. Eine Kontinuumstheorie beschreibt
Stosswellen als Sprungflidchen mit Unstetigkeiten in P, € und
V¥. In einem mit der Stossfront bewegten Koordinatensystem
gelten zwischen Vor- und Hinterland die Rankine-Hugoniot-
schen Gleichungen

-

f#vu = S’v 1)-\lr
e 1
fuUn + Ph = g Uy + 4 L (3)
i Ur® L . vva
R AT rf,,v,,f - ii'jrvv..f-f,v_i -

Dies sind der Reihe nach die Erhaltungss&itze fUur Masse, Im-
puls und Energie,

Qualitativ gilt wie bei Kompressionswellen: das Gas wird beim
Durchgang der Stosswelle in deren Laufrichtung beschleunigt
und dabei verdichtet, komprimiert und aufgeheizt, bei star-
ken Stosswellen bis tlber die Ionisationsgrenze. Mit der Tem-
peratur ist auch die Schallgeschwindigkeit des Hinterlandes
erhdht, und die Stossfront bewegt sich gegen dieses nur mit
Unterschallgeschwindigkeit.

Die Einstrvmgeschwindigkeit Vv, des Gases im Ruhsystem der
Stossfront ist gleich deren Eindringgeschwindigkeit in das
Vorland. Dividiert durch die dort gemessene Schallgeschwin-
digkeit cy, ergibt das die Machzahl NI=='UV/CV| der Stosswel-
le und liefert ein Mass fUr deren Stdrke. Nach dem oben ge-




Sagten ist stets M>1.

Fur spdtere Zwecke wird noch die Aufldsung des Systems(3)
nach den Variablen des Hinterlands angegeben:

‘& R [ 1 + 72{7 (Nl-f)] (4)
Foe-0i" £ :f; (M- /1) (5)

L) M*

i 6
g” fv 2}4_(1"‘4)“1. ( )

Dabei ist zur Herleitung c° = {7/¢ und die Definition von
M benutzt.

Wdhrend Verdinnungs- und Kompressionswellen die Entropie des
Gases nicht veridndern, gilt Uber Stosswellen Sy 2§ (Gleich-
heit nur fUr unendlich schwachen Stoss, M = 1), wo § die auf
die Masse bezogene spezifische Entropie ist.

Wechselwirkungen

Die "elementaren" Wellen sind nichtlineare Strémungsvorgin-
ge, d.h, es gilt fUr sie kein Superpositionsprinzip. Statt-
dessen kommt es bei ihrem Aufeinandertreffen zu im Einzel-
nen recht komplizierten Wechselwirkungen.

Sind daran Stosswellen beteiligt, so entstehen sogenannte
Kontaktdiskontinuititen. Dies sind mit der Strmung schwim-
mende Fl&chen, an denen bei Gleichheit von p und v Gebiete

mit verschiedenem ¢ und T aneinandergrenzen. Streng genom-
men hat man es dabei mit Ubergangszonen variabler Temperatur
und Dichte zu tun, deren Teile beim Durchgang einer Stoss-
welle zeitlich ver#nderlicher St4rke verschieden stark auf-
geheizt worden sind. Auch eine scharfe Kontaktdiskontinui-
tdt wlrde durch Diffusion und Wdrmeleitung im Laufe der Zeit
gegldttet und in eine solche Ubergangszone verwandelt wer-
den. In der Gasdynamik hat sich jedoch das Konzept scharfer
Kontaktfronten als eine brauchbare und sehr ntitzliche N&he-
rung erwiesen.

Sind irgendwelche der untersuchten Wellen zusammengestossen




und ist die darauf folgende Wechselwirkung zum Abschluss
gekommen, so resultiert ein relativ einfaches Stromungsbild:
aus dem Gebiet der Wechselwirkung laufen relativ zur Strd-
mung zwel Wellen nach entgegengesetzten Richtungen ausein-
ander, dazwischen schwimmt mit der Strdmung eine Kontakt-
front. Art und Stidrke dieser Wellen sowie die Stdrke der
Kontaktfront sind dabei durch die Strdmungsverhiltnisse vor
der Wechselwirkung bestimmt.

Ausschlaggebend fUr dieses einfache Ergebnis sind die fol-
genden Tatsachen:

Zwel hintereinander laufende VerdUnnungswellen halten immer
gleichen Abstand und lassen sich stets zu einer einzigen,
stdrkeren VerdUnnungswelle mit einer homogenen Strdmungszo-
ne in der Mitte zusammenfassen, Laufen dagegen in gleicher
Richtung zwel Stosswellen oder eine Stoss- und eine Verdln-
nungswelle, so wird immer die vordere von der hinteren Welle
eingeholt, es kommt immer zu einer Wechselwirkung. Daher sind
Wechselwirkungsprozesse erst abgeschlossen, wenn in beiden
Rohrrichtungen nur noch je eine Welle lHuft, Da evtl. betei-
ligte Kompressionswellen sich stets zu Stosswellen aufstei-
len, besteht der asymptotische Strdmungszustand im Auseinan-
derlaufen von Stoss- und Verdinnungswellen.

2. INSTATIONARE WECHSELWIRKUNG MIT AUSSEREN FELDERN

Wenn die Temperatur des Hinterlandes einer starken Stosswel-
le Uber der Ionisierungsgrenze liegt, kbnnen in diesem elek-
trische Strdme fliessen, und es besteht die Moglichkeit, mit
elektromagnetischen Feldern auf die Stosswelle selbst einzu-
wirken., Insbesondere wird man so etwas wie Reflexion erwar-
ten, wenn eine Stosswelle in ein senkrecht zu ihrer Bewegungs-
richtung angelegtes Magnetfeld hineinl&uft.

Beginn der Wechselwirkung

Solche durch einen pldtzlichen Husseren Eingriff ausgélﬁsten
instationidren Vorginge lassen sich besser {lbersehen, wenn man




sie zunichst an einem etwas einfacheren Problem untersucht.,
Hierzu wird in einem Stromungsrohr ein homogenes, ruhendes
Gas betrachtet, auf das innerhalb eines begrenzten Gebiets
pldtzlich ein parallel zur Rohrachse gerichtetes Kraftfeld
einwirkt. Rhnlich, wie wenn inmitten des Rohres ein Kolben
verschoben wlrde, entsteht dadurch auf das Gas ein Schub
nach der einen und ein Sog auf die andere Seite. Der Sog
ldsst eine VerdlUnnungswelle entstehen, die in einer Richtung
davonlduft, in der dazu entgegengesetzten Richtung des
Schubs l8uft eine Kompressionswelle, die sich zur Stosswel-
le aufsteilt. Hinter dieser schwimmt mit der Strtmung eine
Kontaktfront, die das in der Stosswelle aufgeheizte Gas nach
hinten abgrenzt.

Ganz Hhnlich verlaufen die Dinge auch bei dem zuerst ange-
fuhrten Problem. Im Hinterland der Stosswelle entstehen nach
ihrem Eindringen in das Hussere Feld eine VerdUnnungs- und
eine Kompressionswelle, die relativ zur Strdmung nach entge-
gengesetzten Seiten auseinanderlaufen, nur ist jetzt noch das
Stromungsfeld der primidren Stosswelle - nichtlinear - zu Uber-
lagern. Je nach Richtung des Kraftfeldes lHuft entweder die
VerdUnnungs- oder die Kompressionswelle hinter der Stosswel-
le her und tritt mit ihr, noch wHdhrend sie sich ausbildet,

in Wechselwirkung. Dadurch geschieht zweierlei: einmal wird
die Prim#rwelle beeinflusst, d.h. geschwdcht oder verstirkt,
zum anderen wird an dieser die sie beeinflussende Sekunddr-
welle teilweise reflektiert und kommt auch noch mit der

- stromaufwdrts laufenden - zweiten Sekundidrwelle zur Wech-
selwirkung (diesbezligl. sei an die Bemerkung Uber das Nach-
laufen von Stoss- und VerdUnnungswellen auf S, 6 erinnert).
Da an den geschilderten Prozessen Stosswellen beteiligt sind,
entsteht auch wieder eine Kontaktdiskontinuitidt, dies ver-
standen in dem friiher erliuterten Sinn.

Die hier entwickelten Vorstellungen Uber die anféngliche Ent-
wicklung des Stromungsbildes werden z.T. durch Rechnungen be-
stitigt, die von J. Roscieszewski und A.K. Oppenheim mit einem
fiir schwache Wechselwirkung giltigen linearisierten Charak-
teristikenverfahren auf einer elektronischen Rechenmaschine




durchgefithrt wurden. Wechselwirkungen mit einer sekundi-
ren Stosswelle konnten dabei nicht untersucht werden, da
das Auftreten zu starker sekund&rer Wellen eine lineari-
sierte Theorie ungliltig werden lidsst ﬂd .

Quasistationdrer Endzustand

In beiden betrachteten Fillen wird nach Entfernung aller
Wellen aus dem Gebiet der Krafteinwirkung die Strdmung in
diesem allmdhlich stationdr, wobel allerdings vorauszuset-
zen ist, dass zugleich auch die Krafteinwirkung stationdr
wird.

Im Falle der Anordnung mit urspringlich ruhendem Gas 1l8uft
dabei auf jeder Seite nur eine Welle davon, stromaufwdrts
eine Verdtinnungswelle, stromabwidrts eine Stosswelle (Fig.3),
und beide Wellen &ndern mit der Zeit ihre Stdrke immer we-
niger.

Bei der Krafteinwirkung auf das Hinterland einer gegebenen
Stosswelle hat man es zunfchst mit drei Wellen zu tun, der
primdren Stosswelle und den beiden Sekundidrwellen., Da aber
nach Abschn, 1 auf die Dauer nur je eine Welle in jeder
Rohrrichtung laufen kann, bekommt man nach Abschluss aller
Wechselwirkungen der Wellen untereinander auch hier das
asymptotische Str8mungsbild zweier auseinanderlaufender Wel-
len konstanter Stirke mit einer stationidren Strdmung in der
Wechselwirkungszone. Die primire Stosswelle bestimmt die
Richtung der Gasstrdmung und lHuft in dieser stromabwidrts.
Die eine aus den Sekundidrwellen schliesslich resultierende
"reflektierte" Welle liuft stromaufwdrts (Fig. 9 und Fig. 12)
und ist entweder eine Stoss- oder eine Verdunnungswelle,

Stromabwirts von der Zone der Krafteinwirkung schwimmt im-
mer mit der Stromung eine Kontaktfront.

Formulierung zweier Probleme

Neben der Krafteinkopplung, die sich natlirlich auch auf
die Energie der Strdmung auswirkt, soll im Folgenden zu-
sdtzlich die Modglichkeit einbezogen werden, dass der Stro-




mung in der Wechselwirkungszone Widrme zugeflihrt wird.

Dann liefern die obigen Betrachtungen den L8sungsansatz zu
den beiden folgenden, festumrissenen Problemen:

Problem 1: Gegeben ein Rohr mit ruhendem Gas. Innerhalb
eines abgegrenzten Gebiets wird pldtzlich ein Kraftfeld ein-
geschaltet und Wirme zugefilhrt derart, dass eindimensionale
stationdre Strmungen mdglich sind. Ist der oben geschilder-
te, quasistationdre Endzustand eine L8sung der gasdynami-
schen Gleichungen? Wie berechnet sich die Stdrke der erzeug-
ten Stoss- und Verdinnungswelle in Abhdngigkeit von den Hus-
seren Einwirkungen und wie stark ist die Kontaktfront?

Problem 2: Eine Stosswelle liuft durch ein abgegrenztes Ge-
biet, in dem ein ebenes Kraftfeld auf ihr Hinterland einwirkt
und wo diesem Widrme zugeftihrt wird, und zwar so, dass eindi-
mensionale stationidre Strdmungen mdglich sind. Ist der ge-
schilderte quasistationtire Endzustand eine L&sung? Wie berech-
nen sich Art und Stidrke der beiden resultierenden Wellen, wie
die Stdrke der Kontaktfront?

Es sei schon hier darauf hingewiesen, dass der durch qualita-
tive Betrachtungen gewonnene L8sungsansatz zu diesen Proble-
men bei deren genauerer Behandlung erweitert werden muss.

Bezug zu ExXperimenten

Das erste Problem war zunidchst PR A N T e T
nur eine Vorstufe zum besseren V.
[
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Verstidndnis des zweiten. Aber

es hat auch fir sich genommen
einiges Interesse, da seine LO-
sung die elektromagnetische Stoss- oies

wellenerzeugung in einer den T-Rohr-Experimenten verwandten

Anordnung beschreiben kann.

An ein Rohr mit quadratischem Querschnitt wird senkrecht zur
Achse ein statisches Magnetfeld B angelegt. Seitlich davon
befinden sich zwei Elektroden, die an eine Spannungsquelle an-
geschlossen werden . ktnnen (Fig. 1).Nach dem Anlegen der Span-
nung fliessen bei hinreichender Leitf#higkeit des Gases zwi-
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schen den Elektroden Strtme. Ist die Leitfdhigkeit gering,
so soll durch hohe elektrische Feldstédrken eine Gasentla-
dung eingeleitet werden. Mit dem Einschalten der Strdme
entsteht in Rohrrichtung die Kraft 3 b d E; hinzu kommt die
Ohm’ sche Heizung ja/é.

Bei dem zweiten Problem ist an die folgende Anordnung ge-
dacht: Die primire Stosswelle lHuft in eine Zone mit gekreuz-
ten elektrischen und magnetischen Feldern (E L B, beide L
Rohrachse, s. Fig. 2).

Das Gas vor der Stosswelle sei '
nicht leitfidhig, sodass vor de- nn?v*!rﬂrnu
ren Ankunft die Felder keine S é%l:quﬁ1==§
Wirkung haben. Nach ihrer An- O s sect Q\

kunft fliessen bei einer durch u“ih1*uL“h\\g
hohe Machzahlen erreichbaren hin- )

reichenden Leitfdhigkeit ihres Flgs 2

Hinterlandes elektrische Stro-

me 3, die durch das elektrische Feld'E und die elektromoto-
rische Kraft'v X E angetrieben werden. Gleichzeitig entsteht
die Lorentzkraft ? X E, die je nach Orientierung der Felder

in oder gegen die Stromungsrichtung weist. Durch die Ohm’sche
iy 2z i
Heizung L/G' wird WHrme auf die Strdmung Ubertragen.

Will man dieses Experiment auch mit schwachen Stosswellen
durchfilhren, so muss schon deren Vorland hohe Temperaturen
haben und daher leitfi#hig sein. Dann darf entweder kein elek-
trisches Feld angelegt werden, und'z b E‘wirkt als einzige
stromantreibende Ursache erst Qth Ankunft der Stosswelle,

oder aber die Einschaltung von E wird mit der Ankunft der
Stosswelle synchronisiert.

Idealisierungen

Um von diesen Experimenten zu den oben formulierten Proble-
men zurlickzugelangen, bedarf es natlrlich einer Reihe von
Tdealisierungen. 3 fliesst nicht genau senkrecht auf die Elek-
troden, da sich durch den Hall-term im Ohm’schen Gesetz noch
andere Komponenten als die in Richtung von'E.+ v x ﬁ'ergeben.

Aus diesem Grunde ist die Eindimensionalitdt des Kraftfeldes




'3 X ﬁ'nicht ganz verwirklicht., Denselben Einfluss haben
Abweichungen der Felder E und g'von den gewlinschten Rich-
tungseigenschaften. An einen mehr oder weniger homogenen
Feldbereich zwischen den Elektroden schliessen sich beider-
seits Inhomogene Randzonen an. Mit dem Fliessen von Stro-
men 3 ist eine Ver#nderung des angelegten Magnetfeldes ver-
bunden, die ebenfalls eine Stdrung der eindimensionalen Geo-
metrie hervorrufen kann [5,7] :

Wdrmeleitung und Reibung werden vernachlissigt. Die mit der
Benutzung von Kontaktdiskontinuititen verbundene Niherung
wurde schon frther genannt. Schliesslich wird fur das ther-
mische Verhalten des Gases, obionisiert oder nichtionisiert,
die ideale Gasgleichung benutzt, Das gilt auch schon fur
die Gleichungen (1) - (6), an deren Stelle bei Berlicksich-
tigung von Ionisationsprozessen ziemlich komplizierte Zu-
sammenhinge treten wiirden.

3. STATIONARE STROMUNG IM WECHSELWIRKUNGSGEBIET

Die instationdren Bestandteile des L¥sungsansatzes zu den
oben formulierten zwei Problemen - Stoss- und Verdiinnungs-
wellen - wurden schon im ersten Abschnitt behandelt und ma-
thematisch beschrieben. Dieser Abschnitt ist dem stationi-
ren Stromungszustand gewidmet, der sich asymptotisch im Ge-
biet der Kraft und Widrmeeinwirkung einstellt, und zwar ins-
besondere den dafur glltigen integralen Zusammenh&ingen. Ge-
naueres Uber den differentiellen Strdmungsverlauf findet sich

in [6,7] p

Grundgleichungen

Zu Beginn der Wechselwirkung kbnnen das Kraftfeld k und die
lokale Energiezufuhr w ( = Wirmezufuhr + Arbeit von k),
elektromagnetisch also 3 b4 g'und 3§, sowohl vom Ort als auch
von der Zeit abhidngen, und zwar auch dann, wenn E und g
nach dem Einschalten zeitlich konstant gehalten werden. Dies
hat die Ursache, dass 3 lber das Ohm’sche Gesetz mit dem
Stromungsverhalten gekoppelt ist und erst mit diesem statio-
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nar wird. In dem asymptotisch stationdren Endzustand der
Stromung werden jedoch mit k und w alle iUbrigen Gr&ssen
zeitunabhingig. Mit der x Achse in Rohrrichtung lautsn
dann die Erhaltungssdtze fiUur Masse, Impuls und Energie

d ov
_‘2’_)(__ - 0 (7)
oL dp - () (8)
_fc- i,‘(,_x—-- 1,)/ J ) /}\)'(K) . (9)

k und w sind beides spezifische Grdssen und zdhlen pro Vo-
lumen . Sie bzw. B und B sind Parameter des Problems. Da k
und w nur von x abhidngen, lassen sich alle drei Gleichun-
gen Uber das ganze Vechselwirkungsgebiet integrieren, und
es gilt zwischen dessen Grenzen 1 und 2

g'l. Va = f, Va (10)
guu.‘ P = ‘gqu;" + 4P + - (11)
14 it I
F:’ PrVa +0. 0.0 = —GL:" Ve l'qu‘_f{_ -i-W (12)
mit
P = f/ﬁ(k) OLX (13)
W o= [ w6y (14)

Die Bedeutung von P und W

Im Allgem, sind die Funktionen k(x) und w(x) nicht explizit
gegeben sondern durch Differentialgleichungen, die mit (7)-
(9) gekoppelt sind. Daher misste man im Prinzip ein System
von Differentialgleichungen 18sen, um P und W aus (13) und
(14) berechnen zu kdnnen. Diese Schwierigkeit l&sst sich
umgehen, indem man P und W als neue Parameter auffasst. (13)
und (14) haben dann einfach die Bedeutung von Transformations-




gleichungen zwischen den urspringlichen Parametern - letzt-
lich also E und B - und den neuen. Es ist nur zu beachten,

dass P und W nicht unabhingig voneinander beliebig gewdhlt

werden durfen (s.u.).

Die neuen Parameter haben ganz anschauliche physikalische
Bedeutungen. W ist die durch den Strdmungsquerschnitt Q di-
vidierte Gesamtenergie, die sekundlich im ganzen Wechsel-
wirkungsgebiet ab- oder zugefihrt wird. PQ ist die gesamte,
von aussen auf die Strdmung einwirkende Kraft.

Variabilitdtsbereich von P und W

Die Stromung kann auf Grund der Husseren Einwirkungen von
einem fest gegebenen Zustand 1 (p1, €1,1I1) nicht in Jjeden
beliebigen Zustand 2 versetzt werden. Welche Bedingungen
ein Zustand 2 erfiillen muss, um von 1 aus erreicht werden
zZu kbnnen, soll jetzt untersucht werden. Wenn das bekannt
ist, ist auf Grund der Gleichungen (10) - (12) auch der Va-
riabilitdtsbereich von P und W gegeben.

Zundchst muss sicher p,=zo0 ’ V. > 0 und .70 erfiillt sein,
Da der Stromung Widrme nur zugefthrt wird (Ohm’sche Aufhei-
zung j‘]d'} O ), Energieentzug aber in Form von Arbeit vor
sich geht, kann ihre Entropie nicht abnehmen, und man er-

hdlt als weitere Bedingung
Sip = $ 4 (45)

Gleichheit gilt, wenn die Wdrmezufuhr verschwindet.
Eliminiert man unter Benutzung von Yﬂ?==€t und von (7) .P'
aus (8) und (9), so erh#dlt man

. (y-Dw - v (16)

v =
¢ (ct=nud)

v’ wird mit v = ¢ singuldr, wenn nicht gléichzeitig der Z&h-

ler von (16) verschwindet. Sieht man von diesem Ausnahmefall
ab, der das Zusammentreffen ganz spezieller Bedingungen bezgl.
der Strdmung und der Felder voraussetzt, so besagt Gleichung
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(16), daB v die Schallgeschwindigkeit nicht durchschreiten
kann, Jjedenfalls nicht als Folge der &dufleren Einwirkungen
k und w. Das liefert die Bedingung

soge (L -a) = g (g -a) o, G0
d.h. Vo liegt unter bzw. liber der Schallgeschwindigkeit,
wenn dasselbe fiir vy gil b,

Anders ist die Lage, wenn sich in der Wechselwirkungszone
eine stehende StoBwelle befindet. Die Stromung wechselt
dann unstetig von Uberschall- auf Unterschallgeschwindig-
keit, und die Bedingung (17) gilt mit entsprechend abge&n-
derter Indizierung nur flir die beiden Teilbereiche vor und
hinter der StofBwelle.

Ist vV, = Cy, SO kann sich eine Uber- oder eine Unterschall-
strémung anschlieBen, je nachdem, ob die Steigung v’ = +09

oder - po 1ist.

Zerlegung von W in Arbeit und Warme

Flir alle zulidssigen Uberginge 1 —> 2 sind nach (11) und
(12) P und W eindeutig festgelegt. Jeder dieser Uberginge
kann jedoch auf sehr unterschiedlichen Wegen erfolgen,

da ja dieselbe Gesamtkraft und dieselbe Gesamtenergieein-
kopplung mit ganz verschiedenen Feldern k(x) und w(x) er-
zielt werden kann. Bei gleichem P und W unterscheiden sich
diese verschiedenen Wege in der Zusammensetzung von W aus
Arbeit und Widrme.

1
Der Arbeitsanteil von W ist W, = _{rﬁvcb{ , was mit (7) und (8)

g wrlluramienn vl

Wa = (’tf W e+ Zv P

ergibt. Der Warmeanteil Wi, =7§vTa¢s ergibt mit (7) und Tels =
=cuL+1OGL@? 3
Ww = f1 Vs (o= k) ;-[-I/w(er }

wo u die spezifische innere Energie bezeichnet. Beide Antelle
enthalten einen wegabhingigen Term, und erst ihre Summe wird
wegen

jv'dfa + :]],odlu- S = 04 Vs

vom Wege unabhidngig.
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4. ELEKTROMAGNETISCHE STOSSYELLENERZEUGUNG

A. GRUNDSATZLICIES

Zur Behandlung der beiden in Abschn. 2 aufgestellten Pro-
bleme sind die Grundlagen jetzt bereitgestellt. Das auf
die elektromagnetische Stosswellenerzeugung bezogene erste
Problem ist der Gegenstand dieses Abschnitts. Es handelt
sich jetzt also um die Stoss- und um die Verdinnungswelle,
die bei der plstzlichen Einwirkung von Kraft und Wirme auf
ein homogenes ruhendes Gas entstehen und nach entgegenge-

setzten Richtungen auseinander laufen.

Diskussion des L¥sungsansatzes

Mit der Orientierung des Kraftfeldes hat man noch die Lauf-
richtung der beiden Wellen in der Hand. Dartber soll so ent-
schieden werden, dass die Stosswelle (S-») nach rechts und
die VerdUnnungswelle (Ve) nach links liuft, sodass das Gas
in den von der Wellenbewegung schon erfassten Gebieten eine
Geschwindigkeit v >0 bekommt. Damit ergibt sich die folgen-
de Situation (Fig. 3): S., lduft

mit konstanter Stidrke nach rechts

in ruhendes Gas, dessen Zustand V- (AN K ol
noch der unverdnderte Anfangs- 47 s~ :
zustand O ist, den es vor Be- o / 4 21 810
ginn der Wechselwirkung hatte. /4 ]

Hinter S, liegt eine Zone ho-

mogener Stromung mit konstan- Bign -3
ten Werten von p3, @3 und vj.
Uber die mit der Geschwindigkeit v3 schwimmende Kontaktfront
K springen T und.g, p und v behalten ihre Werte p3 und v3
bis heran an die Wechselwirkungszone WW. In dieser ist die
Strémung rdumlich inhomogen, aber stationidr. Links von ihr
hat man wieder homogene Strémungsverhaltnisse, schliesslich
wird das von der Stromung erfasste Gebiet abgeschlossen von
der VerdUnnungswelle Ve, die sich mit konstanter Stirke im-
mer weiter von "W entfernt und dabei das noch unver#nderte
Gas vom Zustand O nach rechts saugt und in den Zustand 1

versetzt.

Das gesamte Stromungsfeld setzt sich also aus verschiedenen
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Teilstrdmungen zusammen, deren Verhalten bekannt ist. Die
L8sung des Problems besteht darin, diese Teilstrdmungen
durch geeignete Aneinanderkopplung mit dem Anfangszustand
des Gases und den Husseren Einwirkungen P und W in Einklang
zu bringen.

Normierung der Grundgleichungen

Die Parameter des Problems sind P,W und der durch P, und

& gegebene Anfangszustand des Gases. po und ?o lassen sich
durch Ubergang zu dimensionslosen Grundgleichungen elimi-
nieren. Zu diesem Zweck werden alle Drucke in Vielfachen
von p, alle Dichten in Vielfachen von go und alle Geschwin-
digkeiten in Vielfachen von o =d??;§a gemessen., Fur die
neuen dimensionslosen Variablen p/po, v/co, f/?oa sollen
Jjedoch die alten Bezeichnungen beibehalten werden, d.h. es
werden die folgenden Ersetzungen vorgenommen.

1/1/14, — 5 v/c, - U ) f/fc — g 2
Auch die Schallgeschwindigkeit ¢ wird mit G normiert,E; ;,{K/fﬂ
geht Uber in Coo - YO0

¢ = e (18)

Der Anfangszustand des Gases wirdrin den neuen Variablen
V’ = 1 / fo wizd ) Vol eE 0
Beim Umschreiben der Grundgleichungen werden gleich die
Indizes und Richtungsverhdltnisse von Fig. 3 berlcksich-
tigt. ‘Mit ViiE O erhdlt man dann statt (1) und (2) (Index V =29,

Index: H = 4} [ (va- Uu)/Col = 1’1/60 ""U-f)

et sz dal w1 (19)
T (20)

als Gleichungen fUr die VerdUnnungswelle V. . Die Stoss-
wellengleichungen (4) - (6) gehen tber in




Ly s opqr
/rls = 1 ‘i"—}’—;—;(“"") (21)
2
Vs =W(M-4/H) (22)
¢s (yt+1) M- (23)
2+ (p-y Mt

Die Gleichungen fUr die stationdre Strdmung in der Zone

WW werden umgeschrieben, indem man (10) durch ¢o%0° (11)
e Do

durch roo =T ye. und (12) durch foco . Xpoco dividiert.

Mit den Ersetzungen

pab 2P VWL W (24)

s

¥ o T N el

und den oben angeflihrten Ersetzungen fUr p/po etc, erhdlt
man

gz'ui. = 34' Uy, (25)
L4 s g el P 26
RV, + y P+ Q1A+ 7 s+ [ (26)
A Utt - .:’_.- V“.
-?—:’ U + f,,u,..?: = oyl Py + P1Us i3 + W €at)

Die Kontaktdiskontinuitidt K wird beschrieben durch die
Gleichungen

Poa, Bulfls (28)

Lo U (29)

Ihre StHrke kann durch das Verh&ltnis 62/“23 angegeben
werden und gehdrt zu den Unbekannten des Problems.

p - v Diagramm

Um Losungen zu finden, sollen jetzt die in den einzelnen
Strémungszonen erfolgenden und durch Gleichung (19) - (29)
beschriebenen Zustandsidnderungen des Gases in einem Zustands-




diagramm verfolgt werden. Besonders eignet sich hierflr
ein p - v -~ Diagramm (Fig. 4), da in einem solchen nach
Gleichung (28) und (29) die Zustinde 2 und 3 zusammen-
fallen. Der Zustand O hat in ihm die Koordinaten Py ® 1,
Vo = 0. Alle Zust&nde 1, in die das Gas durch das Passie-
ren eine VerdUnnungswelle Uberhaupt versetzt werden kann,
liegen auf der durch (19) beschriebenen Kurve V. Von die-
ser ist das gestrichelte Stlick rechts von'v=2/(r-+1) fur
die Jjetzigen Zwecke
auszuschliessen, und 424
zwar aus dem folgen-

den Grund: damit die
Stromung in der Zo-

ne WW stationir sein
kann, miissen an ih-

rem linken Rand zeit- (F
lich konstante Ein-
stromungsbedingungen

herrschen. Dies ist

aber nur der Fall, Fig. 4

wenn die Rickfront

(=rechte Begrenzung) der Verdinnungswelle nach links liuft
oder allenfalls in der Strdmung stehen bleibt, wenn also
die Verdunnungswelle eine gewisse Maximalstidrke nicht Uber-

schreitet. Nun strdmt das Gas am Ort der RUckfront mit v,

nach rechts, Jjene bewegt sich mit ¢, gegen die Strmung und

1

wlirde von dieser nach rechts mitgenommen, sobald v1>-c1 Wi~

re. Daher muss v, £ c, gelten, was mit (18) - (20) auf
v1£-4-xél v, fuhrt bzw. auf die oben genannte Bedingung
v145 Y:T‘ Der dadgrch gegebene Punkt maximaler Verdﬂngyngs—
stédrke Uber v = I liegt vor dem Schnittpunkt v = T der

Kurve (19) mit der v-Achse. Mit Vg soll weiterhin nur noch
dasjenige Stlck der Kurve (19) bezeichnet werden, das vor
2/(y+1) liegt.

Alle Zustdnde 3, die das Gas hinter einer Stosswelle S¢& an-
nehmen kann, liegen auf der Kurve Sg, deren analytische Dar-
stellung man unter Fortlassung des Index 3 durch Elimination
wvon M aus (25) und (22) bekommt:




p o= AF r({:“ g Yr}"}4 T . (30)

Sie beginnt im Punkt O und liuft parabelfdrmig nach oben.

Alle Zustinde 1, die die Stromung am Anfang der Zone WW
annehmen kann, gehen Uber VerdUnnungswellen aus O hervor
und liegen daher auf Ve. Irgendein solcher Zustand 1 wer-
de herausgegriffen und festgehalten. Hinter WW k&nnen von
diesem aus auf Grund der Husseren Einwirkungen P und W al-
le diejenigen Zust#nde erreicht werden, die mit der Konti-
nuitdtsgleichung (25) sowie mit den Bedingungen (15) und
(17) vertrdglich sind. Es wird gezeigt, dass alle diese
Zustdnde in dem schraffierten Gebiet von Fig. 4 liegen, das
von der hyperbelihnlichen Kurve

durch den Punkt 1 und von der Geraden

9 fav. v (32)
durch den Nullpunkt eingeschlossen wird,

(31) ist duivalent mit s= s, und entsteht aus der Ublichen
Darstellung pA?( = p1/§j , die auch in den normierten Va-
riablen gilt, durch Multiplikation mit (¢ v)¥ = (<1v1)* .
Fur alle Punkte oberhalb von (31) ist (15) erfullt.

Aus Gleichung (25) folgt mit (18)

C L B > ?1”1 ‘U._, lfl:ff ’Ul- ‘4 cl_
T

k-4 Uy UL * —
Pro fuv e

< fru, U Y 2 C,

d.h. alle von 1 aus erreichbaren Unterschallzustidnde liegen
oberhalb und alle Uberschallzustdnde unterhalb der Geraden
(32). Mit der Bedingung (17) vertriglich sind daher nur die-
jenigen Zustidnde 2, die auf der gleichen Seite von (32) lie-
gen wie der Zustand 1.

Dieser liegt in Fig. 4 oberhalb von (32),da fur v14=2/()/+1)

gilt: v,<c,. Im Falle v, = c, = 2/(y+1) liegt 1 selbst auf
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der Geraden (32) (Bew.durch Einsetzen), und diese bildet
dann keine Grenze fur die Zusténde 2, die allerdings wei-
terhin Uber (31) liegen miussen.

Es kann noch gezeigt werden, dass von allen Geraden (32)

die zu v, = —%T gehtrige am steilsten ist. Differenziert

1
man ndmlich ¢1v1 unter Benutzung von Gleichung (20) nach
v,, SO ist das Ergebnis positiv fur v, < 2/(3 +1) und Null

fur Ve, 2/( K+1)’ q1v1 wird dort am gréssten .

Existenz von Losungen und Problem der Vollsténdigkeit

Die Existenz von Losungen lidsst sich jetzt leicht beweisen.
Wihlt man irgendeinen Punkt 1 auf V_ und dazu innerhalb des
schraffierten Gebiets von Fig. 4 einen Punkt 2 auf S, so
ist eine L¥sung gefunden. Zum Beweis wird die GuUltigkeit
der Gleichungen (19) - (29) Uberpruft.

(19) ist mit der Wahl von 1 auf V. erfullt, p, und \# sind
dadurch festgelegt. (20) liefert die Dichte ¢4 hinter der
VerdUnnungswelle. Mit der Lage von 2 sind P, und v, festge-
legt, (25) definiert daher die Dichte 62 hinter der Wechsel-
wirkungszone, (26) und (27) definieren die zur Ldsung gehd-
renden Parameterwerte P und W. 2 wurde so gew#hlt, dass (15)
und (17) erfullt sind, dass P und W also innerhalb ihres Va-
riabilititsbereiches liegen. (28) und (29) werden dadurch er-
fii1lt, dass 3 mit 2 zusammenf&llt, und da dann auch 3 auf S_,
liegt, gelten die Gleichungen (21) und (22). Der zu p3 und

Ve gehdrige Wert M liefert, in (23) eingesetzt, die Dichte

€3
zustimmen, sondern geben durch ihren Quotienten die Stérke

hinter der Stossfront. ee und 23 brauchen nicht Uberein-

der Kontaktfront an.

Eine wichtige Frage ist nun die nach der Vollstindigkeit der
gefundenen Ldsungen, d.h., die Frage, ob sich fur alle vernunf-
tigen 4dusseren Bedingungen eine Ldsung der obigen Art ange-
ben lisst. Auf ihre Beantwortung zielen die folgenden Unter-
suchungen.

Es sei der Zustand 1 auf Ve, ausserdem P fest vorgegeben.
Alle Punkte 2, die (25) und (26) erftillen, liegen dann auf
der Geraden

P = _W1ry@m1+y?-y?w'v ' (33)

I L i R T e TR e e ]
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die mit der Neigung..yg1v1 nach rechts abf#llt. Um zu dem
vorgegebenen P eine Ldsung zu bekommen, muss 2 in den
Schnittpunkt von (33) mit S., gelegt werden., Aus dessen Ko-
ordinaten und aus (27) erhdlt man dann das zur LYsung ge-
hdrige W. Je grdsser P, umso hther liegt die Gerade (33)
und umso weiter rechts ihr Schnittpunkt mit S,. Lisst man
bei festem P den Punkt 1 auf V¢ variieren, so wird in An-
hang I folgendes bewiesen: es rutscht 2 auf S, von rechts
nach links, wenn 1 auf Ve von O aus nach rechts rutscht.
Dabei nimmt W monoton ab.

Zu jedem P bekommt man so eine Reihe von L&sungen, die sich
in W unterscheiden. F4l1l1t 1 mit O zusammen, so ist W am

grssten. Bei variablem P erhdlt man fUr diese Situation in
Fig. 5 die Kurve W max. 4
Nun geht mit 1 — O der 54
Massenfluss €1V1 in der

Wechselwirkungszone gegen
Null, d.h. die gesamte
Energieeinkopplung er-
folgt schliesslich auf
eine verschwindend klei-

ne Masse, die spezifi-

veseresnn

sche Energiellbertragung P,
w/?1v1 (= zugeflhrte Fig. 5
Energie/durchgestrdmte

Masse) geht gegen Unendlich. Daher liegen alle vernlnftigen
Werte von W unterhalb der Kurve Wmax von Fig., 5.

Dort gibt es zu jedem P nur fir ein bestimmtes W-Intervall Lbo-
sungen, ganz #hnlich grenzt dann eine Kurve Wmin das Exsistenz-
gebiet nach unten ab. Bei deren Diskussion bringt die Bedin-
gung (15) eine gewisse Komplikation mit sich. Zun&dchst folgt
aus der in Anhang I bewiesenen Beziehung %%'I,<=o, dass v,

fur W = Wnin mdglichst gross ist. Nun kann v, beil gegebenem

P aber nicht jeden beliebigen Wert unterhalb von Ve = 2/(y +1)
annehmen, denn wegen dvz/dv1|P<o rickt der Punkt 2 mit wach-
sendem v, auf S, nach links gegen die mit dem Punkt 1 wan-
dernde Grenzkurve s = S, > und 1 muss stehen bleiben, sobald

S, = S, wird. Da andererseits 2 bei fester Lage von 1 mit
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wachsendem P nach rechts rUckt, ist das zu W = Wmin ge-
horige v1 umso grosser, je grosser P ist. Ab einem gewis-
sen Py liegt es bei v, = 2/(y+ 1) am Ende der Kurve V. ,

1
wobei dann s, = s, fur P = B, und S,>»s, fur P>P, gilt.

2 1
Fur fest gegebenes P ¢ P, kann jetzt gezeigt werden, dass
Wmin tatsHdchlich die kleinste Energieeinkopplung darstellt,
die in einer stationdren Strtmung mit dem zu Wmin gehbri-
gen Anfangszustand 1 bei Einwirkung dieses P Uberhaupt mog-
lich ist, 1 liegt nach dem Obigen so, dass der zur L8sung
’ mit S» liegt.
Alle Zustidnde, die ohne Riicksicht auf das Zustandekommen
einer L8sung von diesem 1 aus Uberhaupt mit P erreichbar sind,

fUihrende Zustand 2 im Schnittpunkt von s=s

liegen auf der durch 2 gehenden Geraden (33), und zwar we-
gen (15) rechts von 2. Auf dieser gilt nach Anhang I, Glei-

chung (6%*) : %% > 0, daher ist W in 2 am kleinsten.

Weil sich jedes Gaselement durch das ganze Kraftfeld hin-
durch bewegen muss, ist eine solche Mindestenergiezufuhr
Ubrigens zu erwarten, und da fir diese S,= S, gilt, besteht
sie nach Abschn. 3 nur aus Arbeitsleistung der Husseren
Krafte.

Erweiterung des Ansatzes fir P> P

Die Kurven Wmin und Wmax in Fig. 5 ergaben sich als Grenzen
des Existenzgebiets von L8sungen. In diesem sind fUr P £ Py,
alle sinnvollen Bedingungen (Parameter P,W) enthalten. Ist
jedoch P » Pwr , so lassen sich Bedingungen angében, unter
denen der bisherige Ansatz nicht mehr zum Ziel fuhrt.

Nach dem Vorhergehenden wird mit P> Py, flr alle Losungen S,”> 8,,
auch dann, wenn 1 ganz rechts bei Vi = Y§T liegt. Die in einem

Ubergang 1 —> 2 zugeftihrte Wdrme ist. JTds und hingt noch vom
Wege ab, auf dem der Ubergang erfolgt:’Da aber jeder zu einem
Punkt von S ftlhrende Weg in dem schraffierten Gebiet von
Fig. 4 verlaufen muss (alle Punkte des Weges mussen auf der-
selben Seite der Geraden p = ¢1v1v liegen wie 1 und 2, Aus-
nahme bei stehendem Stoss s.u.), kann T nicht Null werden

(T ~ p/% = pv/§1v1), sodass mit ds » O und S, - §, > 0 auch
_j’T ds > 0 wird. Fur P > P, sind also alle bisher gefunde-

4
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nen Lsungen mit einer gewissen Mindestwdrmezufuhr ver-
knlipft.

Wie aber sieht das Stromungsbild aus, wenn bei einer Kraft-
einwirkung mit P> P,. nur wenig oder iberhaupt keine Wirme
zugefihrt wird? Hier muss ein neuer LSsungsweg beschrit-
ten werden, und es zeigt sich, dass eine Erweiterung des
frilheren Ansatzes auch flr P> P, die gewlnschte Vollstin-
digkeit erbringt,

Offensichtlich muss in die Stromung ein Element aufgenommen
werden, das ihre Entropie vermehrt, ohne dass dafiir Wirme-
zufuhr verantwortlich ist. Als dieses Elément bietet sich sofort
eine Stosswelle an. Nach den Betrachtungen von Abschn. 2

kann es sich dabei aber nur um eine stehende Stosswelle han-
deln, da fur jede der beiden Raumrichtungen schon eine lau-
fende Welle angesetzt ist. Vor der Wechselwirkungszone kann
sich diese sicher nicht aufhalten, denn dort ist v1é(%,
stehende StOsse treten Jjedoch nur in Uberschallstrdmungen

auf. Nun kann wegen der Bedingung (17) auch in und nach der
Wechselwirkungszone keine Uberschallstrdmung zustandekommen,
solange v1< c, ist, andererseits ist hinter der VerdUnnungs-
welle v, hdchstens gleich c Mit v, = ¢, kann eine Uberschall-

1 1° 1 1
stromung aber gerade noch einsetzen.

Fur Lbsungen mit einer stehenden Stosswelle erhdlt man somit
das folgende Bild (Fig. 6) : v, muss = ¢, sein, d.h. 1 liegt

bei v, = 2/(y +1). Von 1 aus wird in der Zone WW zunichst ein
Uberschallzustand 1’ erreicht, der sich unterhalb der Geraden
p°= €1v1v und oberhalb der Kurve s = S, befinden muss,

p-= q1v1v geht bei der jetzigen Lage des Punktes 1 durch
diesen selbst. (Bew. hin- 4
ter Gl. (32) ).Nachdem die 0
Stromung den Zustand 1’ er-
reicht hat, erfolgt beim

Durchgang durch einen ste-

henden Stoss der Ubergang
1’ > 1" zu einem Unter-

schallzustand jenseits von

- % 23 [
p. = €1v1v, wobeil 1°’*aus 1

durch eine Art Spiegelung
Fig. 6
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an p = g1V1V hervorgeht. (Ndheres s. Abschn. 5A und Anhang:
III) Da 1°* fur alle zulissigen 1°’i.A. unterhalb von S5 liegt
(Ausnahme fur Y nahe 1, s.u.)’kommt eine Losung erst da-
durch zustande, dass durch weitere aussere Einwirkungen von
1°¥ aus ein Zustand 2 auf S, erreicht wird, und das heisst,
dass bei den L8sungen mit stehender Stossfront diese inmit-
ten der Zone WW stehen muss.

Vollstdndigkeit des erweiterten Ansatzes

Die Erweiterung des Ansatzes wurde dadurch notwendig, dass
sich fur P> Py, und geringe oder verschwindende Warmezufuhr
keine LYsungen mehr angeben liessen. Bei den neuhinzuge-

- 5, teilweise

2 1
oder ganz auf den Stosslbergang 1’- 1°’* zurtickzufihren, so-

fundenen Losungen ist die Entropiezunahme s

dap fur die Warmezufuhr murnochder Anteil CARS 51’ + 51’ e

massgeblich ist. Liegt jetzt 1’ auf s = S4 und 2 auf s = s1’*,
so hat man die friher vermisste L&sung vor sich, bei der iber-
haupt keine Wdrme zugefihrt wird. Liegen 1’ und 2 mehr oder
weniger weit Uber den genannten Isentropen, so bekommt man
L8sungen mit mehr oder weniger Wadrmezufuhr, Rlcken 1, 1’ und
1’* in einen Punkt zusammen, so kommt man auf die fritheren
stossfreien Losungen zurlck. Der Vollsti&ndigkeit halber wird
noch eine zweite Mdglichkeit fur einen wdrmezufuhrfreien

Ubergang 1=2 mit s2>»s genannt, der allerdings einen sehr

1
speziellen Feldverlauf voraussetzt: ausgehend vom Zustand 1

wird das Gas zunichst bis T = 0 adiabatisch expandiert - da-
bei gilt s = S,
schwindender Wirmezufuhr auf s, angehoben werden, worauf es

2

ldngs s = S, bis an die Gerade p = g1v1v heran adiabatisch

komprimiert wird. Diese wird in einem_unendlich schwachen
Stoss Uberwunden, schliesslich wird durch weitere adiabati-

. Anschliessend kann seine Entropie mit ver-

sche Kompression der Zustand 2 erreicht.

Es interessiert noch, wo die LYsungen mit stehenden Stossfron-
ten in dem P-W-Diagramm der Fig. 5 einzuordnen sind. Dazu

muss z.B. P durch Summation aus den beiden Teillbergingen
1-21? und 1’42 berechnet werden. Analog zu (26) gilt

%  ig

z & e 1 > J 1
B.r= fr Vs + }”’W*—’(f* Uy 4-‘{‘-’0, )+f4v4 #':Fra —(@01 4-’771,,).
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Auf Grund der fliir den Ubergang 1’ -» ¥ gilltigen Beziehun--
gen (3) - umgeschrieben auf dimensionslose Variablen - he-
ben sich die beiden Mittelterme heraus, und man erhilt die-
selben Werte P und analog dieselben Werte W, wie sie sich flr
die stossfreien Losungen mit Vi 2,/(x +1) ergeben hatten,
Daher erfolgt die Einordnung auf den unteren Rand des schon

fruher erhaltenen Existenzgebiets rechts von P .

Zur Entstehung der stehenden Stésse

Nachdem sich Stromungen mit einer zusHtzlichen stehenden
Stossfront als Losungen erwiesen haben, mdchte man die
Ursachen zur Entstehung dieser Stossfront in dhnlicher Wei-
se verstehen, wie das bei den beiden laufenden Vellen S
und Ve mdglich war., Dies soll jetzt fUr den Fall verschwin-
dender Wirmezufuhr versucht werden, wobei sich einige unbe-
weisbare , wenn auch plausible. Annahmen nicht umgehen las-

sen.,

Fur P< P, ist bei den L8sungen ohne Warmezufuhr v, so gross

wie méglich, d.h. die Verdunnungswelle V. so star; wie mog-
lich, und mit P = P, und v, = 2/(y +1) wird die stérkste
VerdiUnnungswelle erreicht, die mit einer stationdren Stro-
mung im Wechselwirkungsgebiet Uberhaupt vertrédglich ist.
Hieran schliesst sich eine erste Hypothese: wird P Uber Py,
hinausgesteigert, so soll zunichst eine noch stdrkere Ver-
dUnnungswelle ausgebildet werden. Diese Hypothese hat zur
Folge, dass das Gas in die Wechselwirkungszone Jjetzt mit
Uberschallgeschwindigkeit einstrdmt. Mit der Zeit geht die
Einstromgeschwindigkeit jedoch gegen die Schallgeschwindig-
keit und wird konstant, da am Einstromort X, allmdhlich alle
Uberschallzusti&nde vorbeiwandern. Man erkennt dies am besten
daran, dass die die Uberschallzustidnde transportierenden Cha-

rakteristiken einer VerdUnnungswelle schliesslich alle von den
(A

-t
Geraden x = const geschnit- M ‘;fik”‘ S
N
9

ten werden (Fig. 7). Mit der

"

Entwicklung zeitkonstanter !

Einstrombedingungen kann
sich dann in der Wechsel-
wirkungszone eine statio-

nire Stromung ausbilden, ' : X
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und zwar muss auch dies eine Uberschallstrdmung sein, da

Vo wenn auch schliesslich unendlich wenig, so doch ilber

der Schallgeschwindigkeit c, liegt.

Der Durchgang durch P, bewirkt also den Ubergang von Un-
ter- zu Uberschallstrdmungen, und das bringt eine einschnei-
dende Anderung des Stromungsverhaltens mit sich. Wahrend in
stationdren Unterschallstrdmungen ohne Wirmezufuhr durch
Einwirkung von P> O des Gasdruck angehoben wird (p2> p1),
wird er in Uberschallstrdmungen weiter abgesenkt(p1< Py
Beweis in Anhang II). Insbesondere gilt dies fur P> Py .

Nimmt man jetzt an, dass diese Tendenz der Uberschallstrdmung
auch schon besteht, bevor sie stationdr geworden ist, und

das ist eine zweite Hypothese, so muss man auf die Ausbil-
dung eines Druckgefilles zwischen dem Hinterland der Stoss-
welle S—» und der Zone WW schliessen (p3-> Py > p2). Dieses
Druckgeftlle lisst eine Kompressionswelle entstehen (Abschn.l),
die sich zur Stosswelle aufsteilt und nach links in die
Wechselwirkungszone hineinlduft. Wie die Losbarkeit des ent-
sprechenden Ansatzes beweist, findet sie dort die Bedingun-
gen zu einem stationdren Aufenthalt.

Man wird fragen, ob diese zweite Stosswelle unbedingt in

der Wechselwirkungszone stehen muss, denn sie k&nnte im Prin-
zip auch von der Stromung hinter S» hergesplilt werden. Da
sie dann relativ zur Stromung in der ungekehrten Richtung
laufen wlrde, kidme sie mit S» nie zur Wechselwirkung., Ein
diesbezliglicher Ansatz ist jedoch nur fir sehr nahe bei 1
liegende Werte von Y 18sbar und soll hier nicht weiter un-
tersucht werden.

B. EINZELFRAGEN

Maximale Stopstirke bei gegebenem W

Bei praktischen Anwendungen wird man die sekundliche Ener-
gieeinkopplung nicht beliebig grop machen kdnnen. Daher ist
zu Uberlegen, wie sie bezgl. der Stosserzeugung mdglichst
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effektiv genutzt werden kann, d.h. es interessiert die ma-
ximale Stopstidrke, die sich mit gegebenem W erzielen l&sst.

Die Menge aller zu einem bestimmten W gehdrigen Ldsungen er-
gibt sich, wenn 1 die Kurve V. durchlduft und zu jeder Lage
von 1 der zugehtrige Punkt 2 auf S_y bestimmt wird. Gesucht
ist dann diejenige L&sung, bei der v, am grossten ist. Hier-
zu wird ganz Hhnlich vorgegangen wie im Anhang I, wo das
Vernalten der zu konstantem P gehdrigen LUsungen untersucht
wurde .

Der Zusammenhang zwischen 1 und 2 ist nach (25) und (27)

LS S
4 : . Ve + 0V, Y2+ W (54)
}"4 ’P‘LU\. + S’q Us 7 r__zl PaVs f 1 3 X
p, und ¢4 genligen den Gleichungen (19) und (20), P, ist eine
dpp

Funktion von v, mit v, >0 (Gl. (30) mit Index 2). Differen-
ziert man zur Bestimmung der maximalen Stopstirke (34) unter

Konstanthaltung von W nach v €0 erhdlt man nach einigen

1!

Umformungen
3-4
k -1 Y51 Lk -
Adve = 2 (1- LLo)i (- B2 v) (- v 20002 (9)
it
m A : Vo Ut 1{._‘40:— J_fduil)z_
Y"'/I AVa )'4 i

Wegen uvy 0,dpfdv.>0 , guave » 0 und ufiy-g) »1/(3-1)7 O

giltdA > 0, und sowohl das Vorzeichen wie die Nullstellen
von 6%2 sind durch die rechte Seite der Gleichung (35) be-
1

stimmt. Dort ist die erste Klammer wegen v1$ R stets positiv,
dasselbe gilt bis auf eine Nullstelle bhei V, = F:;-fﬂr die
zwelite, wdhrend die dritte fur
v b 3y-1 2
Va = \[-x_—q-“q'”aJ— ’;— Vs (36)

verschwindet. v, bekommt also bei Variation von 1 flUr alle
diejenigen W ein Extremum, bei denen an einer Stelle des
Intervalls 0 < v«.s.;é%—Gleichung (%6) erftillt ist. An die-

ser Stelle liegt dann auch das Extremum., Zus#tzlich liegt
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fir simtliche W ein Extremum an der Stelle Ny o Y%T
Um die Art der zuerst genannten Extrema zu bestimmen, wird
dv2 - 0 und (36) in die Ableitung von Gleichung (35) ein-

ggéetzt. Das Ergebnis ist

5 z 3 ..-—- - - = —
Adofdyr = 'L— (1= “)' (1- "5 v) (v 3r4) )
fur v,< Y%T ist EVT§”<O’ daher handelt es sich um Maxima.

Alle Werte W, flir dieein solches Maximum existiert, erhflt man
durch Einsetzen von (36) in (34) als Funktion von demjeni-
gen v, b91 dem v, maximal wird. Die hierdurch definierte
Funktion w(v1) ist monoton fallend. Zum Bewels wird die oben
durchgefthrte Differentiation von (34) wiederholt, diesmal
jedoch mit variablem W = ﬁ(v1) und unter Berticksichtigung
von (36).

Zundchst erh#lt man statt (35)

A O{U"/L‘LU,, - o(,l/‘h;/alu,

Setzt man darin nach (36)

du"/olm 3258 0% - 4
1 v
ein, so folgt -
dW P (L t)h gnoerery )
/dv- 2‘1}‘— ( 3{‘4 )
e dw

und fUr alle v pEe folgt wie behauptet av < 205
v

y+1 3{ Y1
Als bisheriges Ergebnis lisst sich festhalten: fir alle W
aus dem Intervall [W( E%T), ﬁko)] hat die Stopstdrke an
einer Stelle v, zwischen 0 und Y%T ein Maximum., Da im offe-
nen Intervall (0,2/( y +1) ) kein weiterer Extremwert liegt,

ist das Maximum auch Supremum.,

~
Im Folgenden sei Vi 0 vorausgesetzt. Ist dann W = W(0), so

gilt nach (36) v, = VE/(B"1 . Da nach (34) PV, und daher
auch v, mit W .zunimmt gilt flur alle Wd>W(O) die Beziehung

LEES \%:;?und daher nach (35)

A d{'vt/dv, IU1:0 4 0 ’

d.h. fur alle W>W(0) nimmt die Stopstérke bei v, = O ab.
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Da fur W> ﬁ(o) aber vor ¥, = 2/(y +1) kein Extremum liegen
kann, tut sie das auch fUir alle Ubrigen Vs 2 und ist da-

x+1
her am grdssten bei Vi ™ 0) 3
Umgekehrt ist die Stopstdrke fur alle W< W(0) bei v1 =0
im Zunehmeg begriffen, und da insbesondere fur W<;W(¥ 1)< W(O)
vor v, X+ wieder kein Extremum liegen kann, ist sie jetzt

am grossten fUr das grosstmdgliche v Dieses maximale v, liegt

3" 1
fur sehr kleine W wegen der Bedingung (i15) nahe bei ¥ = 0 und

wdchst monoton mit W, errelcnt aber v1'f%7 schon mit einem

We W(-22), da fur W = W(=2) mit v, = L— und dem aus (26) fol-
B’+1 ol y+1 1 y+1

gende Vo = 5+1 f—% wegen Vv,> Vv, die Bedingung (15) lingst er-

fullt ist.

Die oben benutzten Grenzen ﬁ(-—%T ) und ﬁ(o) liessen sich na-
tUrlich aus (34%) und (36) berechnen, es ist jedoch ntitzlicher,
stattdessen die mit ihnen erreichbaren maximalen Stopstidrken
anzugeben. Diese folgen aus den maximalen Geschwindigkeiten

2

P o .1 4 g2 o b : ]
v, & Y+ \y= und Vsir = mit (29) aus Gleichung (22) und

werden fUr x::i@ : Mx»1,9 und Mm2,7.

Es soll noch untersucht werden, welche Bedeutung die Lage
des Punktes 1 hat. Kleines v, heisst schwache, grosses v,
starke Verdunnungswelle. Nach Anhang I ist W bei konstantem

P umso kleiner, je grdsser v, ist, andererseits wichst bei

1

konstantem v, P mit W, Daher wird P bei konstantem W umso grés-

ser, Jje grbsser v1 ist.

Zusammenfassend kann das folgende Ergebnis formuliert werden:
Fur kleine W ergibt sich der stirkste Stoss mit der gr8ssten
Krafteinwirkung und bei mdglichst starker Verdiinnungswelle.
Dies gilt, bis als maximale Stopstérke (bei y = 5/3) M«1,9
erreicht wird, dann verschieben sich die optimalen Verhilt-
nisse zu geringerer Krafteinwirkung und schwicherer Verdln-
nungswelle. Liegt die maximale Machzahl Uber M®2,7 (bei y =
5/3), so wird sie mit der geringsten Krafteinwirkung und mdg-

lichst schwacher Verdlnnungswelle erzielt.

N&herung fiUr starken Stoss

Fur den Fall hinreichend grosser Energie- und Krafteinkopp-

lung lassen sich die L8sungen von Problem 1 niherungsweise
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analytisch berechnen.

Ausgangspunkt sei die Voraussetzung M A J filr starken
Stoss [1] . Unter ihr darf man statt (21) und (22) die Glei-

chungen

Jazing == ;21,_% e i
v, = £ M (38)
Fd

benutzen, wobei man im ungiunstigsten Fall (M= V10) einen
Fehler von ca. 104 begeht. Mit (37), (38), (28), (29) und
(25) erhdlt man aus (26) und (27)

z Y 4
ﬁ)'zi:t MBeq; rf—ff N - (‘hu.l + 'i; V),) g P (39)
by 3 O
e (f (yH)’- (r povat i ) = W (40)

Bei hinreichend grossem M konnen links in beiden Gleichungen
der zweite und dritte Term gegen den ersten vernachlissigt
werden. Dabei sollen die vernachlissigten Terme im unglnstig-
sten Fall nicht mehr als 10% des ersten betragen,und um die
daflr zusténdigen Bedingungen zu gewinnen, werden in beiden
Gleichungen die mit 1 indizierten Grdssen durch ihr Maximum
abgeschdtzt. (Dies geschieht in der Ublichen Weise durch Null-
setzen der Ableitungen nach v,).Wegen ¢, é_(zjfg#qﬂ'*“)/ﬂ“‘)
kann dann der zweite Term in (39) fur

f

Gra)fly-1)
e apaed orfadeyen)d Ui Beres, o™

1 -1)
vernachlissigt werden, wegen ?m«-iip, P L?.( 1.1)w+qla A
45
dritte fur I

Pl ¥)E (re1)/( —’f) %
R -

Im Falle Y= 573 1st #10 > My M™, daher konnen unter der
urspringlichen Voraussetzung M » fi0 beide Terme vernachlés-

sigt werden, und aus (39) wird

Moo= 1T P (41)

Zega¥ .




Analog bekommt man statt (40)

R

M = et (12)
Hy 4

wenn die urspringliche Voraussetzung M ;;JTahund die aus

der Vernachlissigung des zweiten und dritten Terms von (40)

folgenden Bedingungen

2 N, SRGphCp-IR ¥
M= 10 Xi‘}'(x“) = M

[\

M = ¥+ | ’l_g( L )(Ja-f)/(,j—'r) M
2 ¥\ y+t

erfUllt sind. Im Falle y = 5/3 gilt wieder [fi0 >M''>M¥,

und beide Bedingungen sind mit M x 10 automatisch erfullt.

Die urspringliche Voraussetzung M 3{i0  1li#sst sich mithilfe
von (41) und (42) in Voraussetzungen bezgl. P und W umformu-
lieren. Fur y = 5/3 lauten diese P > 7,5 und W 2 4.

P und W werden bei Gliltigkeit von (41) und (42) voneinander
abhdngig, zwischen ihnen gilt die Beziehung

prans, VW___L'”L.\A/“’ (43)
2 g3

Aus dieser ergibt sich die folgende Erginzung zu dem oben
behandelten Problem der maximalen Stopstédrke: Ist ein hin-
reichend grosses W fest gegeben, so l8sst sich P nur inner-
halb eines sehr engen Intervalls variieren, das durch den
Fehler der Niherung (43) bedingt ist. Dabei bewegt sich auch
die Stopstidrke nur innerhalb sehr enger Grenzen um den Wert
(41), und nur die VerdUnnungswelle Vi,durchlduft alle zulds-
sigen Stidrken. Damit wird also fir grosse W das Problem der
optimalen Machzahl uninteressant.

Anwendungen

Gleichung (43) bringt einige wichtige Konsequenzen fUur die
praktische Anwendung mit sich. Zur n&heren Untersuchung wird
auf Dimensionsgrdssen zurilckgegangen, die hier durch Uber-

streichen von den normierten Grdssen unterschieden werden sollen.
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[(r) (-1* -
Ly*

e}
H

=
v

(44)

Im Kraftfeld k = jB l4sst sich P durch B und den Gesamt-
strom J = h ‘731x)di ausdrticken ( B Elektrodenh8he), wenn
ein konstanté% Magnetfeld angelegt und das Feld der Strtme
vernachlissigt wird. B kann dann nimlich in (13) vor das Inte-
gral gezogen werden, und es gilt

> BT
¥ = CE] (45)
h o
Rhnlich folgt mit W = JE aus (14)
5/ MDY 0 AR ) v 8 (46)
W h ah

(7 = Elektrodenabstand, U = Ea = Elektrodenspannung),

Liegt im Aussenkreis eine Batterie mit der Leerlaufspannung
Up und dem Innenwiderstand Ry , so besteht zwischen U und
J der Zusammenhang

&; -Uu = Ry J )
und aus (46) wird
\:} - Us J-_:pfbj U
ah 4

Setzt man jetzt (%45) und (47) in (44) ein, so bekommt man bel
gegebenem B eine Gleichung ftir den Gesamtstrom. Ihre L8sung
ist durch den Schnittpunkt der beiden Kurven

4(3) = BI/h

und

RESFONG. R IG
= Mget ) (y-1)" = [ UsT - Rad
7(3) - J@Lﬁff%_i_fp ( B-E; 3 .)

o

bestimmt (Fig. 8).f(J) ist eine Gerade mit der Steigung

ol
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g(J) hat die beiden Null- b
stellen J = O und J = Up/Ry, 3
dazwischen liegt bei

J = Up/2Rg ein Maximum. Da
{44) nur ftr hinreichend
grosse.ﬁ'gUItig ist, sind
von der folgenden Betrach-
tung die Umgebungen der

beiden Nullstellen auszu-

schliessen.

Flg.-8

Lisst man nun,ausgehend von
kleinen Werten1§ immer grdsser werden, so rutscht mit wach-
sender Geradensteigung der untersuchte Schnittpunkt von
rechts nach links. Dabei &ndert sich die Stopstdrke M pro-
portional zu JTZ da nach (47) frwl.?‘?-‘/3 und nach (42) anﬁ1/j
ist. Man bekommt so das folgende Ergebnis:

Die Stopstidrke lisst sich durch Steigerung des Magnetfeldes
nicht beliebig vergrdssern, vielmehr wird sie nach Durch-
gang durch ein Maximum mit wachsendem B immer kleiner.

Das Maximum wird fur J = ﬁB/2§B erreicht und ist mit (42),

W o= i-?/goaf und (47)

3 T
M3 S8l Y1 )"( y-1) Ug_ (48)
“¢r ' @h  P.ToRp :
Die dazu bendtigte optimale Feldstirke betrigt nach (44),
(45) und (47)

3 ; LT
- 4 5 ) e
Bept = \I(H [:;Ia_:_ h o Rs Us (49)

Dieses etwas Uberraschende Verhalten der Stopstdrke hidngt
damit zusammen, dass B iiber den Stromungsverlauf auch den
Gesamtwiderstand der Wechselwirkungszone beeinflusst. Ist
dieser gleich dem Innenwiderstand der Batterie, so wird
mit der grdssten Leistungslbertragung die hchste Stof-

stirke erzielt, und das ist eben nur fUr einen ganz bestimm-
ten Wert von B der Fall.




Zwischen den Grdssen M, E und B besteht ein besonders ein-
facher Zusammenhang. Setzt man die aus (44) - (46) folgende
Beziehung

(e )(p-1)"h GE"

e 5 (50)

J

Uber (45), P = F/;'fio und Eg =XEO/'§7O in (41) ein, so er-
gibt sich

g
W = 21X vz ot {510

Es 1st bemerkenswert, dass M nur von der Intensitdt der
Felder, nicht aber von ihrer Ausdehnung in X-Richtung ab-
h&ngt. Wlrde man bei gegebener Batterie und gegebener Feld-
stirke B die Linge der Wechselwirkungszone z.B. verdoppeln,
so blieben M und J unverindert. Damit ist jedoch nicht be-
hauptet, dass solche Eingriffe keinen Einfluss auf die Str&-
mung haben, denn Uber die Verdinnungswelle wurde ja noch
nichts gesagt. Da sich bei einer Verlingerung der Wechsel-
wirkungszone der Strom J auf eine grossere Fldche verteilen
muss, sinkt die Stromdichte j, und bei gleichen Feldstdrken
E und B muss daher die Leitfédhigkeit niedriger sein. Dies
wird durch eine stafkere Verdlinnungswelle besorgt, die mit
einer stdrkeren Abklhlung des Gases dessen Leitfihigkeit
herabsetzt. Ganz #hnlich ist Ubrigens auch zu erkliren, dass
in (51) 4 nicht explizit enthalten ist.

Zur Interpretation der Ndherungsergebnisse

o J1O war die Voraussetzung zu den obigen Niherungsrech-
nungen. Wenn diese Voraussetzung erfiillt ist, gilt z.B.
Gleichung (51) und damit

Lisdiong & soh 13 y%
¥y B .
Sind bel einem Experiment E,Eomd'ﬁ so vorgegeben, dass die-

se Ungleichung erfillt ist, so folgt daraus aber nicht umge-
kehrt die Gliltigkeit von (51). Sollte (51) Jedoch nicht gel-

. e e
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ten, so muss das Experiment notwendig zu einem M g \hO
ftthren. Es besteht also die folgende Alternative: entwe-
der es wird M » |10 und dann gilt (51), oder aber es wird

M < \fi0.

Alle librigen Ndherungsergebnisse sind analog zu interpre-

tieren. In diesem Sinn ist die bei Gleichung (48) abgelei-
tete maximale Stopstidrke als eine obere Grenze aufzufassen,
die erreicht werden kann, aber nicht erreicht werden muss.

5. WECHSELWIRKUNG VON STOSSWELLEN MIT ELEKTROMAGNETISCHEN
FELDERN

Dieser Abschnitt behandelt das zweite der in Abschnitt 2
formulierten Probleme, also den asymptotischen Strdmungs-
zustand nach dem Durchgang einer Stosswelle durch eine
Wechselwirkungszone. Die Behandlungsmethode ist im Prin-
zip dieselbe wie fir das erste Problem, daher kdnnen im
Folgenden unter Hinweis auf Abschn. 4 manche Punkte etwas
kilrzer gefasst werden.

A. GRUNDSATZLICHES

Definitionen

Bei einer Welle W muss man unterscheiden zwischen ihrer
Laufrichtung relativ zur Stromung und ihrer Laufrichtung
relativ zum Laborsystem. Die erstere wird wie bisher durch
einen Pfeil am Fusse des sie symbolisierenden Buchstabens
gekennzeicnnet: We. oder W, . Pfeile Uber dem Buchstaben sol-
len die Laufrichtung im Labor angeben: ﬁ' oder ﬁ . Beli ste-
henden Wellen wird ein senkrechter Pfeil benutzt: ﬁ. Verdin-
nungswellen bekommen zwei obere Pfeile, da ihre beiden Be-
grenzungen im Labor nach verschiedenen Richtungen auseinan-
der laufen kdnnen. So bedeutet z.B. :eine Verdinnungswelle,
die relativ zur Strdomung nach links l&uft, deren linke Be-
grenzung in der Stromung steht und deren rechte Begrenzung

stromabwidrts gespllt wird.
Sollen Uber die Laufrichtung im Labor keine festen Angaben
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gemacht werden, so werden die oberen Pfeile weggelassen.
S¢ 5 Sy und V+ werden ausserdem als Kurvenbezeichnungen
in p - v - Diagrammen benutzt.

WW steht als AbklUrzung fUr Wechselwirkungszone,

Fallunterscheidungen

Die primdre Stosswelle soll wie in Fig. 2 nach rechts lau-
fen, in Richtung der positiven x-Achse. Ihr Vorland ruht
und befindet sich im Zustand O.

Vor Beginn der Wechselwirkung wird die primire Stosswelle
mit Soﬁ, und ihre Machzahl mit M0 bezeichnet. Ihr Hinter-
land befindet sich im Zustand 1, und zwar auch nach dem
Einsetzen der Wechselwirkung noch tberall da, wo sich die
Wechselwirkung noch nicht durch die Sekundidrwelle als St8-
rung bemerkbar gemacht hat.

In dem zu untersuchenden asymptotischen Stromungszustand
lduft die Primdrwelle mit verdnderter Stdrke rechts von
der Zone WW, Sie wird dort als durchgehende Welle 534 mit
der Machzahl MD bezeichnet. Hinter ihr schwimmt eine Kon-
taktfront K.

Die gegen die Strdmung laufende resultierende Sekundirwel-
le wird als reflektierte Welle R bezeichnet. Béide Mdg-
lichkeiten R = S und R = V. sind zu untersuchen, wo-

bei die Machzahl von Wellen S, mit Mp bezeichnet wird.

Re kann durch eine hinreichend schnelle Strdmung von WW
aus nach rechts davongetragen werden (Rg = ﬁ;), wobeil dann
links bis an WW heran der Stromungszustand 1 herrscht. Da
Re relativ zur Stromung mindestens mit Schallgeschwindig-
keit lduft, kann dieser Fall jedoch nur eintreten, wenn
rechts von WW und damit wegen (17) auch links von WW eine
Uberschallstrdmung vorliegt., Damit aber links von WW (Zu-
stand 1) v1/c1 > Yiegddkt,. muss SO_9
stdrke haben. Diese l&sst sich aus (4) - (6) ermitteln und
ergibt einen etwas umstdndlichen Ausdruck. FUr starken Stoss
So_*(Mog;j bei Y = 5/3) kann 1/Mo gegen M0 vernachlidssigt

werden, und aus (4) - (6) folgt mit v = 0, H = 1, v, = 0

eine gewisse Mindest-

und c? = Yp@
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L

2
Y(x-1) (23)

ols
"

Hiernach ist mit y< 2 fur starken Stoss So—+ der Fall
v,/e, > 1 gegeben.

Natiirlich gibt es bei starker Primdrwelle SO_+ auch noch
die andere M8glichkeit, dass Re von WW aus nach links
14uft (Re= Re ). Da R in diesem Fall jedoch gegen die
Uberschallstrdmung 1 ankommen muss, kann es sich dabei nur
um eine Stosswelle 5;_ hinreichender St&rke handeln.

Zusammengefasst bestehen die folgenden Mvglichkeiten:

-.)
a4 ; Re

Stark Fa Ve. oder S

Schwach *V+ oder §;_ e

Die nHdchste Aufgabe besteht darin, festzustellen, ob und
unter welchen Bedingungen diese verschiedenen F&dlle L&sun-
gen sind. Dabei wird sich &hnlich wie beim ersten Problem
noch eine gewisse Erweiterung der Moglichkeiten ergeben.

= =
So_,stark, Re = Ve oder Sy

Fig. 9 zeigt fUr den jetzt betrachteten Fall die Aufeinan-
derfolge der verschiedenen Strtmungszonen mit der fur sie

legung der bei Gleichung
(18) eingeftthrten Normie-
rung fiur den Fig. 9

gewdhlten Indizierung. a =
Die zugehdrigen Gleichun- A"‘f\"{ 4 'f Sp
gen sind unter Zugrunde- |
2 Ko : 4 o
I

Zustand 1:

_ Ly x (53)
104 - 4.{_- r+4(Ho 4)
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L 1 y
v = (M- ) (54)
1
¢ = liiil_tﬁll (55)
24+ (y-1) Mo .
(53) - (55) beschreiben das Hinterland von SO_’und werden

analog zu (21) - (23) aus (4) - (6) gewonnen.

Zustand 2:
?Q-Ua. = ec Uy (25)
g;uf + ﬁf'yh = g.v." + ‘Lr;a.. +P (26)
4 - 1__{':- = _._’.‘..._. Ve
= Pt T QAT = T P F QTS W, (27)

P und W kdnnen hierin alle mit (15) und (17) vertriglichen
Werte annehmen.

Zustand 3 fUr Re = ﬁ;:

) -)
R = (56)

A L 2/(y-1)
¢ = g [1-L1(E)]

(57)

(56) und (57) folgen aus (1) und (2) mit v = 2 und H = 3.
Durch die Normierung entsteht keine Ver&nderung. Da sich
Uber VZ die Stromungsgeschwindigkeit erhdht, tritt zu (56)
und (57) die Bedinpgung

U& dey Prig (58)

Zustand 3 fur R,_:E’(..:

LY, _
.1,03 = »poq,[”i-*r*—,’(ﬂll 4)] (59)
e o s - Vgt ;':jr (”‘R-'f/”ﬂ.) (60)
(ye1) MR (61)

e glli—Cy—'f)Nf’f
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(59) - (61) folgen aus (4) - (6) mit V =2, H = 3 und

‘v} & vel =lyynd ¥3s Im Laborsystem hat S, die Geschwin-

~digkeit ¥ = MPC Cps und da diecse nicht negativ werden
darf, gilt

Mg & Ww/ec, (62)

Zustand 4: Uber die Kontaktfront K gilt

’Pq = "ﬁ‘; (63)

vy = vy (64)

Ausserdem ist 4 das Hinterland von 8p_, , daher gilt ana-
log zu (53) - (55)

pr = A+ -r%.('m;-ﬂ (65)
Ve = rjj4 (ty -1/1p) (66)

1 (y+1) H> 67)
So = 2 +(3-1) hy . !

Alle Zustinde, die die Strmung hinter einer in ruhendes
Gas vom Zustand O hineinlaufenden Stosswelle E{, Uberhaupt
annehmen kann, liegen auf der von Fig. 4 her bekannten
Kurve S (Fig. 10). Insbesondere liegen darauf also die Zu-
stédnde 1 und 4.

Die Lage von 1 ist mit der Primidrstopstérke Mo als Parame-
ter des Problems von vornherein gegeben. Alle von 1 aus er-
reichbaren Zustdnde 2 liegen wegen (15) und (17) in dem
schraffierten Gebiet von Fig. 10 oberhalb der Kurve

¥ o Y
i . P U 9

die mit s = S, identisch ist, und unterhalb der mit G be-
zeichneten Geraden

' - $1 Ut U y

Die Begrindung steht hinter Gleichung (32). 1 ist als Hin-
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terland eines starken Stosses ein Uberschallzustand (Glei-
chung (52) ) und liegt auf der Uberschallseite, also unter-
halb von G. Demzufolge hat S mit G zwei Schnittpunkte.

Da wegen (63) und (64) T4P
die Zustidnde 3 und 4

in Fig. 10 zusammen
fallen,und da 4 wieder
auf S_, liegen muss, ist
eine Losung gefunden,
wenn der auf 1—=+2 fol-
gende Ubergang 2-—23 zu
einem Punkt auf S,fuhrt.

Bei gegebenem Vorland 2

liegen alle hinter Ver- 0

dinnungswellen V: er-
reichbaren Zustinde nach £ig. 10
(56) auf einer Kurve Vg (in Fig. 10 gestrichelt), die von

Q)

2 ausgehend monoton nach rechts abfillt. Daher kann der Zu-
stand 3 hinter Vg nur auf S liegen, wenn 2 oberhalb von S,
liegt, und man bekommt L&sungen mit Reflexion einer Verdin-
nungswelle VZ fur alle Punkte 2, die in dem dreieckformi-
gen Gebiet mit den Ecken A, A’ und 1 liegen.

Die genaueren'Daten einer solchen L8sung erh#lt man auf fol-
gende Weise: aus den Koordinaten des Punktes 2 folgen mit
(25) - (27) P, W und die Dichte g1=?1v1/v2. Die Koordinaten
des Punktes 3 (Schnittpunkt von S_yund Ve ) liefern mit (56)
die Stdrke von V., mit (63) - (66) die Stdrke My von S,, und
mit (57) und (67) die Stdrke K = ¢3 /¢4 der Kontaktfront.

Liegt 2 auf G, so gilt Vs, = Cye In diesem Grenzfall bleibt
der mit der Geschwindigkeit c, laufende Kopf der VerdUnnungs-
welle gerade ich der Stromung stehen, d.h. es ist Ve ='W2 <
Liegt 2 dagegen auf S, , so bekommt man Losungen ohne eine

reflektierte Welle,

Alle hinter Stosswellen §:. erreichbaren Zusténde liegen bel
gegebenem Vorland 2 auf einer Kurve S¢ , dle von 2 aus mono-
ton nach links oben steigt. (Nach (59) wichst ps mit Mg , wéh-

rend v3 nach (60) dabei abnimmt.). Diese bricht in einem
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punkt 2% ab, der nach (62) durch v, - Mg c, = O gegeben
ist.(Der von 2 nach 2% fuhrende Stoss ist ein stehender:
Se = §4J. Lsungen mit einer Stosswelle S bekommt man
also fiir alle diejenigen Punkte 2 des schraffierten Gebile-
tes von Fig. 10, die so unterhalb von S_, liegen, dass die
zugehtrige Kurve S, bis an S_jheranreicht.

Um die hierdurch bestimmte Punktmenge abzugrenzen, wird

in Anhang III folgende Behauptung bewiesen: der Endpunkt 2%
der zu einem Punkt 2 gehdrigen Kurve S< liegt auf der

durch 2 gehenden Geraden der Steigung¢~¥g1v1, und zwar sym-
metrisch zu 2 bzgl. des Schnittpunkts dieser Geraden mit G.

2%¥ wird im Folgenden "Spiegelpunkt" von 2 genannt und um-
gekehrt., (Solche Spiegellagen haben z.B. die Punkte 2’ und
2’* in Fig. 10, 11a und 11b), Wird auf diese Weise das rechts
von A’ gelegene Stuck der Kurve S_, punktweise an G gespie-
gelt, so liegt die gesuchte Punktmenge in dem dreieckfdrmi-
gen Gebiet mit den Ecken 1, A’ und A’’ zwischen den Grenzen
12 S und der Spiegelkurve s¥ . Dieses Gebiet ist nim-
lich gerade so konstruiert, dass flir alle seine Punkte 2

die zugeh®rige Kurve S bis tiber Sjyhinausreicht und daher
S, schneidet. Fur Punkte 2 auf Sf, wird die Lsung: S¢ = §¢_ .

S =8

Dass Si.mit s = s, den Schnittpunkt A’? hat, erkennt man am
Verhalten dieser Kurven bei grossen v. S hat als Asymptote
eine vertikale Gerade g, deren Spiegelung g*die Asymptote
von Sf; ist. Wurde die Spiegelung "in Richtung"--gw1 er-
folgen, so wire g¥* horizontal. Da sie tatsdchlich steiler
ih Richtung"...xg,'v1 erfolgt, ist g* eine fallende Gerade,
und mit g® schneidet Sf; die Koordinatenachse p = 0, insbe-

sondere also die dartiber liegende Kurve s = Sy

)
Soa stark, Erweiterung auf Se& in WW

Fur die Punkte der Grenzlinie SY ergab sich oben die Lo-
sung Re = §4.. Man kommt auch fUr rechts von Sf, gelegene
Punkte des schraffierten Gebiets zu einer L8sung, wenn man
wie friuher bei Problem 1 Stosswellen §+ ansetzt, die in der
Wechselwirkungszone WW stehen. Der Ubergang 1—>2 vollzieht
sich dann in mehreren Schritten. Vom Zustand 1 aus wird das
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Gas zundchst in dem vor §¢.gelegenen Teil von WW in einen
Zustand 2’ versetzt, der in Fig. 10 rechts von S:,liegt.
Anschliessend erfolgt beim Durchqueren von §¢.der Ubergang
2° 3 2°% zum "Spiegelpunkt" von 2°. Eine L¥sung ergibt sich
dann dadurch, dass der hinter §4.erfolgende Ubergang 2°%-»2
unter Einhaltung der Bedingung S, » 52’*zu einem Punkt auf
S, fuhrt.

Losungen dieser Art bekommt man auch flir die schon behan-
delten Punkte aus dem "Dreieck" A, A’, A’’ . Von einem da-
rin gelegenen Punkt 2’ fUhrt der Ubergang 2°-3 2" {ber die
Kurven G und S, , und fir den anschliessenden Ubergang 2'%-»2
gibt es zwel Mbglichkeiten, die zu einer L&sung fuhren.,

Bei der einen liegt
2 direkt auf S,
(Fig. 11a), bei der
anderen liegt 2 auf

/

der Geraden G (Fig.
11b). In dem zuletzt
genannten Fall ergab
sich schon weiter

oben - dort aller- o 337

f
dings ohne Se& in WW -
rechts von WW der un-

Fig. 11a Fig. 11D

4
mittelbare Anschluss einer VerdUnnungswelle V: " sodass man
o~
jetzt also den Fall zweier reflektierter Wellen S« und V:
vor sich hat. Wie es zu diesem kommt, wird sp&dter noch be-

sprochen,
Soé stark, Re = S
Die Anordnung der Strdmungszonen ist Fig. 12 zu entnehmen.
Es gelten die folgenden Gleichunggp: pre
g w W K Spv
fUr Zustand 1: (53) - (55) S Y i
i
1 |2 3 enaakh 0
!
Fig. 12 .
Zustand 2:
2 (Hg -4
p1 mepilin o (Ha )] (68)
1.¢
G s st a1 Hg)
a 1 ¥+/l / (69)
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(y+1) Hfi
1 +(y-1) Mg .

€r = $ (70)

(68) - (70) bekommt man in Analogie zu (59) - (61). Die Ge-
- Mg c, von S¢ ist nach links gerichtet

1 1
und darf nicht negativ werden, daher gilt

schwindigkeit v

Me 2 Vs/c, (/1)
Zustand 3:

€3V, = ¢2 Va (72)

g3z + %1/’3 = au +] pr+ P (73)

7oA Po3 Vs + 91V ‘{_;- - ;:4 1p2Vs ff;'v.."){? +W . (74%)

P und W kdnnen hierin alle Werte annehmen, die mit den Be-

dingungen

Sz B S (75)

aoyn Wsfca=1) = t5m (Vafca - 1) (76)

vertrdglich sind.

Zustand 4: (63) - (67)

Zustand 1 und 4 liegen wieder auf der Kurve S_,, dabei ist

1 fest vorgegeben. Alle mdglichen Zustidnde 2 hinter der re-
flektierten Stosswelle g@ liegen nach (68) und (69) auf einer
monoton nach links ansteigenden Kurve S . Diese beginnt nach
(71) bei dem durch P W Mp 8. 0 gegebe?en Zustand 1% des
Hinterlandes einer stehenden Stosswelle Se (Fig. 13). 1%* ent-
steht dabei aus 1 durch Spiegelung an der Geraden p = Q1V1V

und nicht an der in Fig. 13 eingezeichneten Geraden p = QEVEV.

Fur den Fall 2 = 1% ist die L®sung schon bekannt, sie befin-
det sich unter den bei Fig. 11a und 11b diskutierten L8sungen,
wenn dort 2’ mit 1 zusammenfdllt. Jene vermitteln also stetig
den Ubergang von den bei Fig. 10 behandelten L¥sungen mit Rezﬁ:




oder Sz,zu den L&sun-
gen mit R = Eﬁ_. Die-
ser Anschluss der ver-
schiedenen L8sungsty-
pen tritt bei der Be-
handlung einiger Son-
derfdlle in Abschn.5B

noch klarer hervor.

Liegt jetzt 2 oberhalb
von 1% (M-R>v1/c1), SO
kdnnen in dem anschlies- 0 7*1

senden Ubergang 2-—=3 >
unter Berlcksichtigung v
von (75) und (76) alle Fig. 13

diejenigen Punkte er-

reicht werden, die auf der den Punkt 2 enthaltenden Seite

der Geraden p = ?EVBV und oberhalb von s = s, liegen (Schraf-

2
fiertes Gebiet von Fig. 13). Nun gilt nach (69) und (70)

o\ 2(He -1)
?LU;. = ?4‘1]4 [-4*'(4“‘”& %)1_4(*-_-‘1)H(2 ) (77)

und fur Mg >v,/c, wird ¢ ,v,<¢v,. 2 liegt oberhalb von 1%
1* liegt oberhalb der "Spiegelgeraden" p = g,v,v und diese
wegen g2v2< <1v1 oberhalb von p = qevgv, d.h., alle Punkte 2
von S¢ liegen wie in Fig. 13 Ulber der zugehdrigen Geraden
pi= ?gvgv. Weiter folgt durch Differentiation von (77), dass
gave mit wachsendem Mg monoton gegen Null geht. Die Gerade
P4z qavev wird dabei immer flacher und hat daher nur dann
Schnittpunkte mit S , wenn 2 hinreichend nahe bei 1¥ liegt.

Solange dies der Fall ist, gibt es zwei Typen von L&sungen.
Entweder 3 liegt direkt auf S_, (Ubergang a) in Fig. 13),
oder 3 liegt auf der Ge-

& ’u"
raden p = @5V, Y (Uber- S WY K Sp-»
gang b) ). Im letzten A E%; :
: _— =
Fall schliesst sich hin A 1 g l/' : ¢t 0
ter WW wieder Fine Ver- = l
dunnungswelle i, an, die é?

Fig. 14
das Gas vom Zustand 3 in e
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einen auf S_sliegenden Zustand 4 = 5 versetzt (Fig. 14).

Sinkt mit wachsendem M p die Gerade p = PAPN unter die Kur-
ve S_,, so verbleibt nur noch der Losungstyp a). Dabei rutscht
der Punkt 2 immer weiter nach links, bis mit ¢g2v2—>o bei

v, = O die Grenze erreicht wird, wo die spezifische Energie;
zufuhr W/ geva — 00 geht. v, = 0 wird nach (69) mit
Yrd w4 Y+ van
MR = i -Z; + J’If" (—_m‘-f' C‘l)

erreicht. Da So_5 nach Voraussetzung stark ist, darf hierin
(52) eingesetzt werden, daher gilt dafur

Mg = \flylu—") , (78)

und zusammen mit (52) und (71) erh&lt man als Bereich von Mp

\fz/zr(x-n £ Mr £ ",lg/(j’*f)

Die obere Grenze ist gerade das ¥ -fache der unteren. Spezi-
ellifuy yn= 5/3 wird daraus

134 £ "He & 2,04

Abschliessend noch eine Bemerkung dazu, wie die in Fig. 14
dargestellte Situation mit zwel reflektierten Wellen g}_und
%: zustandekommt., Nach Abschn. 2 entstehen mit dem Einsetzen
der Wechselwirkung ja zundchst zwei Sekunddrwellen, deren

eine nach Reflexion an So., hinter der anderen herlduft und
sich mit dieser zu einer einzigen resultierenden Welle ver-
einigt. Offenbar ist die an So_’ reflektierte Welle hier eine
Verdinnungswelle, die an der Wechselwirkungszone hidngen bleibt
und dadurch an der Vereinigung mit der nach links davon lau-

fenden Sekundirstosswelle gehindert wird.

*
So+ schwach, Re = S

Hier gilt fast alles wie bei starker Primidrwelle SO_,. Da 1
eine Unterschallstrdmung ist, f4llt die Bedingung (71) weg,
und die Kurve S, beginnt direkt im Punkt 1. Die Geraden

p = ?evzv liegen alle unterhalb von S, , sodass nur der Lo-
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sungstyp a) von Fig. 13 in Frage kommt,

=

809 schwach, Re = Vi

Fur die Einteilung der Stromungszonen gilt die Fig. 12,

in der nur das Symbol §;. durchfv+_ ersetzt werden muss.
Dementsprechend gelten fiir die Zustidnde 1,3 und 4 diesel-
ben Gleichungen wie dort, einzig die Gleichungen (68) - (70)
fir den Zustand 2 sind durch

posusts spf st g e ke s enl 9
g = e[t T ()] (20)

zu ersetzen. (79) und (80) werden analog zu (56) und (57)
aus (1) und (2) gewonnen., Damit die mit der Geschwindigkeit
c, laufende Riickfront von*Vb nicnt nach rechts in die Zone
WW hinweingetragen wird, muss zu (79) und (80) die Bedingung
v, 4 C, hinzugefigt werden. Mit (18), (79) und (80) geht die-
se Uber in

vy & VY +T_7-;7(cq-v,,)
Die durch (79) beschriebenen Zustinde 2 liegen auf einer Kur-
ve Ve , die von 1 aus monoton nach rechts abf&llt und im Punkt
Vo2 = AR LY 2(01-v1)/ (g +1) abbricht. Man hat praktisch die
gleiche Situation wie bei Problem 1 in Fig. 4, nur ist jetzt
der Schnittpunkt der beiden Kurven Ve und S_, ein Stlck nach
rechts verschoben, und dementsprechend das Ende der Kurve Vg .
Die Diskussion verlduft hier genau wie dort, fir alle Einzel-
heiten wird daher auf Abschn. 4A verwiesen. Es wird nur an
die Mbglichkeit erinnert, dass bei hinreichend grossem P ste-
hende Stosswellen auftreten konnen. Das bedeutet fir den jetzt
betrachteten Fall wieder das Vorhandensein von zwei reflek-
tierten Wellen, namlichivﬁ_und é*_. Bei starker Wechselwirkung
besteht auch quantitativ kein Unterschied zu dem Problem 1.
Da die Stosswelle SOahier als schwach angenommen wird, bedeu-
tet sie bei starker Wechselwirkung eine vernachlissigbare Sto-
rung des bei Problem 1 als homogen vorausgesetzten Anfangszu-

standes der Stromung. Analytisch drtickt sich das so aus, dass
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eine kleine relative Verschiebung der Kurven Ve und S, bei
einem Ubergang 1-32 zwischen weit entfernten Punkten auf

diesen vernachlidssigt werden kann.

Zur Vollst&ndigkeit der Ldsungen

Wie bei Problem 1 erkannt wurde, bewegt sich der Rahmen aller
Losungen zwischen den beiden Extremfdllen, dass in der Zone
WW keine Wdrme zugeftihrt wird und dass bei Arbeit plus Wirme-
zufuhr die pro Masseneinheit zugefthrte Gesamtenergie gegen
Unendlich geht. Auch jetzt gibt es zwischen diesen beiden
Extremfdllen alle Mbglichkeiten.

Bei den L8sungen mit unendlicher spezifischer Energiezufuhr
geht W/ ¢@v — oo, d.h. in das Vorland 1 hinein wird eine so
starke Stosswelle §;_reflektiert, dass dahinter eeve—ao geht.

Bei den L8sungen ohne Wdrmezufuhr ist die Strdmung durch die
Zone WW bis auf einen eventuellen Stosslbergang isentrop.

Dabei ergeben sich stossfreie Ldsungen, wenn in Fig. 10 der
Punkt 2 zwischen A und A’ auf s = s, liegt, bzw, in Fig. 13

1

der Punkt 3 auf s = Sye Losungen mit stehendem Stoss erhdlt

man, wenn in Fig. 11a bzw. Fig. 11b der Punkt 2’ auf s = s

und der Punkt 2°%*auf s = S, liegt.

Der Ubergang zwischen den beiden Extremfillen vollzieht sich

1

bei gegebenem P, indem zun&chst in Fig. 13 der Punkt 2 auf S
von v, = 0 bis 1% verschoben wird und jeweils 3 in den 2 ni-
herliegenden Schnittpunkt der Kurve (73) mit den beiden Kur-
ven S, und p = gevev gelegt wird. Wenn dabei die Grenze 53 = 52
nicht erreicht wird, geht es weiter in Fig. 10, Dort liegt 2

bei gegebenem P auf der Kurve (26), und man kommt zu der wirme-
zufuhrfreien LYsung entweder, indem man den Punkt 2 bis nach

S = 8, rUcken ldsst, sofern er sich dabei in dem Dreeck A,A’,

A”’ Dbewegt. Oder aber, man legt ihn in den Schnittpunkt der
Kurve (26) mit S_ bzw. G (Fig. 11a, b) und ldsst 2’ und 2’*ge-

gen die Kurven s = S, bzw. s = S, ricken.

B _SONDERFALLE

Wechselwirkung mit Strdmungsumkehr

Nur kurz gestreift werden soll hier eine Situation, die eng




— W8 —

verwandt ist mit dem Problem 1. Bei einer Umorientierung
des Kraftfeldes laufen bei diesem alle Vorginge in der umge-
kehrten Richtung. Wenn diese Vorginge bei starken Husseren
Einwirkungen durch das Eindringen einer hinreichend schwa-
chen Stosswelle ggéin die Zone WW ausgeldst werden, wird
sich an dem resultierenden Stromungsbild nichts Wesentliches
4ndern. In Analogie zu Fig. 3 erh#lt man fiur die Einteilung
der Strdmungszonen Fig. 15, Bis auf die Orientierung besteht
der einzige Unterschied im Vorland der Stosswelle. Dieses
ist jetzt das Hinterland St (WAW/
von Soq_und stromt nach il g

rechts, wdhrend in den 4 1

[

Vi
N\
+ N ©
\

tibrigen Zonen 2 - 4 das

e & - o o - x

Gas nach links stromt.
Daher bekommt man beim
_.Ubergang 1—2 eine Stro-
mungsumkehr.

In einem p - v - Diagramm
(Fig. 16) wird die Ver-
dUnnungswelle V__"; durch die
Kurve V., beschrieben, die

spiegelsymmetrisch zur Kur- ":Lﬂ”//
ve Ve aus Fig. 4 liegt. '

Die Beschreibung der Stoss- ~Z/(y1)

-~ .
welle S¢ erhdlt man durch Fig. 16
Fortsetzung der Kurve S« aus Fig. 13 (Gleichung (68) und (69) )

4

in den Bereich negativer Geschwindigkeiten. Der Unterschied
zu Fig. 4 besteht im Wesentlichen darin, dass die Kurven flur
die Stoss- und die VerdlUnnungswelle nicht auf der p-Achse zu-
sammenstossen. Dies bedeutet aber nur, dass fiir das Einsetzen
der Strdmungsumkehr eine gewisse Mindeststdrke der dusseren
Einwirkungen erforderlich ist. Ansonsten bringt dieser Fall
nichts Neues, seine Behandlung erfolgt genau wie die des Pro-
blems 1.

W =0, P£0 (Kurzschlussfall)

Die Behandlung dieses Falles wird auf starke Primidrwellen So—r

eingeschridnkt. Dimensionsgrossen werden wie bei den Anwendun-
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gen -in Abschn. 4 B durch Uberstreichen gekennzeichnet.

W =0 und P< O bedeutet, dass in der Anordnung von Fig. 2
die Elektroden kurzgeschlossen sind. Wegen E = O und j=-4V B
wird dann n&mlich W = "fj EdxX = 0 und

P = - (0B a¥ (81)
negativ,

In einem p - v -Diagramm erfolgen die Zustandsinderungen der
Stromung durch die Zone WW nach (25) und (27) bzw. (72) und
(74) auf den Kurven

ks

u* 4 U
731710\} -+ g4V1 z = X'4 '1/’1 Va + Pally "f (82a)
bzw
s A V'
3’_:’.:1., ‘]PV $ f“}"yi = Y‘/' Pruvn + fLU)- —'2:' . (62b)

Dies sind Hyperbeln durch den Punkt 1 bzw. 2.

Bei den Wechselwirkungen mit Re = ﬁ;(Fig. 9) muss 2 in Fig.10
auf dem die Bedingung s > 51-erfUllenden Teil der Hyperbel
(82a) unterhalb von deren Schnittpunkt S mit der Geraden G

liegen. Nun ist
Ads ~ d(,(-lpi}‘r) = UX(‘Y%;O(UL;-J’Q) .

daher gilt speziell auf (82a) wege

"

dp = =[L + (y-)gu]dv (83)

und mit (18)

A

|1

(=) pv¥ (A =ve* Jdofv o can)

Unterhalb von G ist (1 - vafce) 4 0, daher bekommt man ds >0
und $7s, nur fur dv < 0, also nur auf dem links von 1 gele-
genen Teil der Kurve (82a) (in Fig. 17 Kurve W, = 0 zwischen
1 und S). Auf diesem ist auch die Voraussetzung P <0 erfullt,
wie man durch Kombination der aus (25) und (26) folgenden Be-




= BB L

ziehung
d? = gwdu+-%dp

mit (83) und (18) erkennt. Es ergibt sich

AP = -1 (1-vYc") dv (85)
XU’

d.,h., dP £ OITEr' dv< 0,

Da die so erhaltenen Punkte 2 alle uber der Kurve S_, liegen,
folgt das Ergebnis R = Ve .

Fiur eine Reflexion nach links kommt bei starker Prim&rwelle
g;_’ nur der Fall Re = §;_ in Frage (Fig. 12 und Fig. 13).
Bei gegebenem Punkt 2 liegt 3 im Schnittpunkt der Kurve (82Db)
(w2 = 0 dn’ Figa= 1 7)) mit

p = qevev bzw., S+ , wobel

auf Grund der auch auf

(82b) glultigen Gleichungen
(8%) und (85) mit (1-vZ/c?)>0
und v3>v2 wieder sj;v;,s2 und
P< 0 erfillt sind. Bel schwa-
chem §:, tritt zunidchst noch
eine VerdUnnungswelle %i auf,
die mit wachsender Stdrke von

S allmihlich verschwindet.

Qv

Derjenige Wert P, bei dem die

de g
Reflexion von Stosswellen ein- EEE“__Z

setzt, ist

P, L 4 ?_(X*l\’?f_"’?) ME (86)
o yly=-1) :

Er gilt auch fir die Reflexion der starksten Verdinnungswel-

le sowie fiir die Losungen mit einer stehenden Stosswelle in

WW,

Der Beweis dieser Behauptungen schliesst sich an die zuletzt

genannten L&sungen an. Diese wurden allgemein bei Fig. 11a

und 11b untersucht. In dem jetzt betrachteten Fall muss der

Punkt 2’ auf dem Kurvenstiick W, = O liegen (Fig. 17). Der hin-

ter dem stehenden Stoss erreichte "Spiegelzustand" 2*%¥ epfiillt

T Y
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die Gleichungen

A =  ¢iwn (87)
l-,\‘v_’*i_ 4 1§ 3 ' L A 1
q-.\. 2 ‘yru. = S?:.U.. + ?’14:_ (88)
A e ik m-u”"i 1 [ / lu,f,- 89)
FT'P;U., + ?l— V. ——?: = x-q r’lvl + gl U‘l- "{ . ( 9
Der anschliessende Ubergang 2°’* — 2 erfolgt mit W = 0 auf
der Kurve
4 v* 4 1 1% e mv'*’"
pr-/r"lf + g‘U 'i' = r_4 'V-),_U;‘ + QLUL-E: ;
i 1 [] t
die wegen ¢V = . U ) (87), §.Vr = ¢@4v7, (89), und

weil 2’ auf (82a) liegt, mit der Kurve (82a) Uibereinstimmt.
Bei allen Jetzt betrachteten LUsungen fH11lt daher 2 auf den
Punkt S (=Schnittpunkt von (82a) mit G).

Unter diesen L¥sungen befindet. sich mit 2’ = 1 und 2°%= 1%
auch diejenige, bei der die Reflexion nach links laufender

Stosswellen einsetzt, ausserdem mit 2° = 2’%¥ = 3 die L8sung
mit Reflexion der stirksten Verdinnungswelle.

P berechnet sich flir jede dieser Ldsungen durch Addition aus
den Ubergingen 1 — 2’ und 2°¥— S:

> I.'k-l

P - (gsv,‘.v‘;—rrs)-(e, Va +}-’o;")+(@'u:1+’f—r-pi)-(feu.ﬂﬂi’w).
Mit (88) folgt daraus fir alle L8sungen der gleiche Wert
p =(¢vf+§ﬁﬂ—(@wk+?ﬁd = (90)

Pg und vS sind die Koordinaten des Schnittpunkts von (82a) mit
G (£ p-= €1v1v). Mit den fUr starken Stoss So_h gliltigen Be-
ziehungen

pi = 2p M5/ (yt1) (91)
Ve o= LMo/ (1) - (92)

€+ = (yr1)/(y=1) (93)
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erhdlt man fir diese

%Mo/ Cyr) Y =1 (9%)
2T He/Cyr1) (95)

il

Vs

I

Setzt man ?Svs = §1v1 und (91) - (95) in (90) ein, so er-
h#lt man fur P den Wert P_ von Gleichung (86).

Filr die praktische Anwendung wird in einer Uberschlagsrech-
nung noch das Magnetfeld ermittelt, bei dem der Ubergang

Vj?*g}_stattfindet. Mit P = K'ﬁb P erhilt man aus (81) und
(86)
P e g(yﬂzﬁmd) - 2
fde oA¥ = 470 1o (96)
1 (X‘d) -

v #ndert sich im Integral zwischen den Grenzen ¥y und Vo
nach (92) und (95) also um

Av = 2(A4-\y=1) Mo/ (y+1) ,

Die relative Enderung betrigt

A\f/v, = zif;/ Vs =4 - Jy-'4 .

Da das bei Yo 5/% nur etwa 18% sind, kann ¥ = EOV durch den
Mittelwert

Unlle= (4«"\/{4)/“105/{”1)
ersetzt und vor das Integral gezogen werden. 2 #ndert sich
mit V nur wenig und wird zusammen mit B (vgl. (45) ) ebenfalls
als Konstante betrachtet. Setzt man noch ffdf = €, so er-
h&lt man aus (96) schliesslich 1

5 \[1(344)(:/—2V.r—4)476’1° (97)

(y—,,) ('44"3"'1) EZOZ v

Fur y = °/3 ergibt dies

.B e JO,’I‘?" /i/’"—(’ Na/d_&?ff 3 (98)
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P =0, WO (reine Widrmezufuhr)

Auch dieser Fall wird nur fir starke Primirwellen So¢unter-
sucht. P = 0 und W > 0 bedeutet, dass in der Anordnung von
Fig. 2 kein Magnetfeld angelegt wird. Mit B = O und j = § E
wird nimlich P = [J BdX = 0 und

W = [EE"dx (99)

positiv. Man hat den Fall reiner Wirmezufuhr ohne Arbeits-
leistung Husserer Krifte. Seine Realisierung kann man sich
auch anders als elektromagnetisch vorstellen, z.B. durch Wir-
meeinstrahlung in die Zone WW,

Die Behandlung verliuft analog zu derjenigen des vorhergehen-
den Falles W = 0, P< 0. An die Stelle von (82a) und (82b)
treten die Geradengleichungen

:.‘U:.U+ 10 = & vy + :}' v (100Db)

an die Stelle von Fig. 17 tritt die Fig. 18. Wieder ist ent-
weder Re = Ve oder Ro= S, x

und der Ubergang Q:—*E;voll-

zieht sich tiber die L&sungen

mit stehenden Stosswellen bei

-y Mo’
(y-1)"* (y+1) ¢

Ws ] (101)

(101) ergibt sich aus der zu @
(90) analogen Gleichung

S ¥

Fig. 18

v/ = (ri4rsv, f,v,—-) ( 4v1+f4u.‘:g) 3

wenn man in diese ¢sVs = f4uq,(91) - (93) und die Koordina-
ten

ps = 2y M5/ (y*-1)

Vs = Xﬁa/((}"f{)
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des Schnittpunkts S von (100a) mit p = @qVyV einsetzt,
Mit W = ?0603 W erhdlt man aus (99) und (101)

CEw g - Ei=4)" = dediid
JEE L& = (- (y+1) So€° e
und wenn man hierin wieder 3 konstant setzt, erhidlt man
mit xﬁb/?b = Eﬁl
- - 3
= 1-Y [¥pecols
E # oy J(x*‘l)gl' (102)

als diejenige Feldstlrke, bei der die Reflexion von Stoss-
wellen einsetzt. Fyr ¥ = 2/3 lautet sie

—

E = \!0,16 1202‘.,/‘1.3/55 . (103)

In Fig. 18 wird mit wachsender St&drke von E; auch die durch-
gehende VWelle § immer stidrker, da die Geraden (100b)

D=
(& P, = 0 in Fig. 18) nach (77) mit v, —» O immer flacher

werden. Die obere Grenze fUr die Machzahl My von §b., wird
erreicht, wenn mit Vg o= 0 die Gerade (100b) horizontal und

daher p3 = P, wird. Nach (78) und (68) gilt dabei

'Ly(.?y-'i) M 2

Pr = (y+1)(y-1) ’ 4
sodass sich zusammen mit (63) und (65) fur MD die Gleichung
2y(3y-1) renn 4 1y t
= + — J -
(y+1) (y-1) e y+1 (My"- 1)

ergibt, Nun ist nach Voraussetzung g;_’und daher erst recht
g

SD-* ein starker Stoss. Aus diesem Grund darf die rechte Sei-
te der letzten Gleichung durch 2 gMS/( y +1) ersetzt werden,
und es folgt schliesslich

_ aye=4q
Mp /Mo = —_— 104
J>/ \I vrey ; ( )

_’.
Dies ist die maximale Verstidrkung der Stosswelle So**’ die
man durch reine Wirmezufuhr erreichen kann. Bei y = 5/3 er-
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gibt sich daflur

Mj/”o =IV’Z = quf

Ehnlichkeitsgesetz bei starken Stosswellen 804 und SDa

Sind Soaynd SDa.starke Stosswellen, so gelten statt (53)-(55)
und statt (65)-(67) die Gleichungen

po = 2y M (ye1)  va = 2MT0/(yr1) ) gy = (y#1)[(3-1) (105)

pu = WS/ (pr) ) ve = 2 [(pr1) | gy = (pra)[Cy-1) L(106)
Geht man mit

r _ o Y = 4 a5
F’_;-._ = V ) s = v ) f = g (107)

zu den Variablen p, v und ¢ Uber, so gelten stattdessen die
Gleichungen

~

poo=2yl(yra) U = 2[(ye1) , fr = (r#1)](5-1) (108)

po = Lym*flyr) =2m [lgr1) | = (yt1)[(y-1) (109)
mit m = My/ Mo ; (110)

¢ transformiert sich wie v, wenn man in Analogie zu Glei-
chung (18) ¢ = §7§' definiert.

P
Im Falle Re = Se erh#lt man aus den Gleichungen (68)-(70)
und (72)-(74) in den neuen Variablen

. " 2

fr = 1/),[4+“{l(l‘1;'-4)] (111)
U, = U *Y—J;'%'-(”R*'I/ﬂﬂ) (112)
~ = ~ (Y-I-‘I)ME

$a -y BT Y] . (113)
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gibt sich daflur

My/Mo = Ve = 2,4

Ehnlichkeitsgesetz bei starken Stosswellen So+ und SD#

Sind Soﬁund SD*’starke Stosswellen, so gelten statt (53)-(55)
und statt (65)-(67) die Gleichungen

pi = 2y M[(y11) ) v = 2106/ (ye1) | oy = (y#1)[(3-1) (105)

pa = S (pr1) ) ve = W[lpr1) | gy = (pra)[Cy1) L(106)
Geht man mit

4‘ o ~ }-/_ _ ~ _ ~
F'::. = ) Ma = L ) ¢ = K (107)

zu den Variablen B; ¥ und é lber, so gelten stattdessen die
Gleichungen

~

poo= 2yllpet) U =2[(pe1) , pr = (er1)](y-1) (108)

po = Lym*flyr1) Uy = 2w [(gr1) | §u = (y¥1)[(y-1) (109)
mit m = My/ Mo ) (110)

¢ transformiert sich wie v, wenn man in Analogie zu Glei-
chung (18) ¢ = §7§' definiert,

-
Im Falle Re = S erh#lt man aus den Gleichungen (68)-(70)
und (72)-(74) in den neuen Variablen

f;‘:. = 131[44-:;_{‘(1‘1;-—4)] (111)
o = U —%(”R-ﬁﬂa) (112)
~ s ~ (y-’-")”."{

(113)

SerasToalt 2 +(y-1)Me
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fiir den Ubergang 1 — 2, und

?1.1/1 = ?LU‘L (114)
dr— ML ~ o~ ~" ~ ==
fr0y + Lp = S0, + TP+ T (115)
¥ ¥
~L

A o o v ~a ~/

J-"[ 1/?11}1. *foL!{. + W (116)

mit I’ - 73/ M2 (117)
w = W/ Mo (118)

fiir den Ubergang 2 — 3.
Schliesslich gelten fUr den Ubergang 3> —» 4 die Gleichun-
gen

/’2‘? e ﬁs y Us‘l— e i 5& ] t’( . ?3/_;;:,'(119)

‘nl
wo K die Stidrke der Kontaktfront ist und zu den Unbekannten
des Problems z&hlt.

Das durch die Gleichungen (108), (109), (111)-(116) und (119)
gegebene System enth8lt die Parameter f‘und W und dient zur
Berechnung der Unbekannten MR’ m und f.

Hat man eine Losung dieses Systems gefunden, d.h. bestimmte
Werte MR’ m und ﬁ’zu gegebenen Parametern ? und ﬁ, so gehort
zu dieser Losung eine ganze Schar der alten Parameter P und
W, ndmlich alle dieJenlgen, die bei variablem M und fest
gegebenem P und w den Gleichungen (117) und (118) genligen.
Aus diesen folgt durch Kombination

pl/wr = PJ/WL = comf A (120)

und es resultiert das folgende ARhnlichkeitsgesetz:

FUr alle P und W, die Gleichung (120) erfiillen, erhdlt man Lﬁ-
sungen mit derselben Stérke MR von Se, derselben Stdrke K = K




der Kontaktfront und derselben Schwichung bzw. Verstirkung'
m = My/M_ der Primdrwelle S__ .

Auf Grund der Voraussetzung, dass Soqynd SD_‘stark sein sol-
len, ist die GuUltigkeit des BAhnlichkeitsgesetzes auf hinrei-
chend grosse Werte von MD und M0 eingeschrinkt (beia'= 5/3
My 2 3, M »3).

->
FUr den Fall Re = §+ oder Ve fuhren die analogen Betrach-

tungen zum selben Ahnlichkeitsgesetz. Dabel tritt bei R¢.=‘ﬁi
die Stirke lvj - vgl der VerdUnnungswelle als dritte Unbe-
kannte an die Stelle von My .

Geht man mit P = yP_ P und e §'06'03 W auf die urspringli-

chen Parameter (13) und (14) zurUck, so ergibt sich aus (120)

: e, . i D
mit xpo/eo-co

?3/3301/7L = Couwl : (121)

Mit (45) und (46) erhdlt man daraus

o

B

2 = cot (122)
hg

| L

o
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ANHANG I : Eigenschaften der Losungen mit konstantem P

Beweis von dv,,/dv,I P <0

Nach (25) und (26) gilt

{1U1U1. ‘?“/L’/’V“'l- = f»lu1‘hP :!F’ﬂd 4']?
H41lt man P konstant und differenziert nach v1, so erhdlt man
mit (19) und (20)

Olv: 1 A{/h
s Us “— Y A A
f '(Uq P X AU. L

()R g e ()] G

Da P, auf S, eine (monoton wachsende) Funktion von v, ist,
kann flir die linke Seite
1 dpey du \
(fs Va + MUL) D’LVA ?
geschrieben werden. Die rechte Selte ist fur alle va < 2/(y+1)
negativ, und wegen ¢ v, > 0 und —Y dpg.-/d"’27 O wird g |P £ 0%

2 rutscht also auf S , nach links (dv2 < 0), wenn 1 auf Ve nach
rechts rickt (dv1 > 0).

Beweis von dw/dv1lr'< 0

Vor dem eigentlichen Beweis folgen zunichst einige Hilfsbetrach-
tungen.

1-te Hilfsbetrachtung: Kombiniert man unter Fortlassung des

Index 2 Gleichung (25) und Gleichung (27), so erhdlt man bel
fest gewdhltem 1 W als eine in der ganzen p - v - Ebene de-

finierte Funktion

A fivs = 2
Wipw) = 3o (pvopud s g (v-uT) L ey
Da W(p,v) differenzierbar ist, gilt

wo= [ dw
4

mit AW = (_;;; ¥+ ,.u.v) Av + }l-}—’-; ; (3*)
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wobei der Integrationsweg beliebig gewdhlt werden darf.

2-te Hilfsbetrachtung: a) Gleichung (19) liefert durch ihre

Ableitung

2E .4
‘%’1 :-X(4-—X:5u,)"” (4%)

die Steigung von Ve im Punkte 1. Dividiert man durch die
Steigung -y¢,v, der Geraden (33%), so erh#dlt man

¥-1 +1
Steigung von V< 4 — —3— V4 y 1 - t;-uq

il

+
Steigung der Geraden Va v,

Fur v, < 2/( y+1) ist das Verh#ltnis grdsser als 1, d.h. die

Gerade verl#uft bei v, < 2/(y+1) flacher als Ve¢ .

b) Setzt man in (33) v = V,, SO wird p = p, + yP. Die Gerade
(33) geht also durch einen Punkt G,, der im Abstand yP Uber
1 liegt. Dies gilt fUr jede Lage des Punktes 1.

c) Unter Benutzung von Gleichung (20) berechnet man
4 3:_3': Y;./l
A (geoYfelve = (47 Y2 0.) 7 (1-Y )

Fur v, < 2/( y+1) ist d (€1v?/av1
ton mit v,. Daher ist die Gerade (33) umso steiler, je gris-
ser v, ist.

d) Gibt man auf Ve zwei benachbarte Punkte 1 und 1’ vor, 1=
rechts von 1, so definiert Gleichung (33) bei gegebenem P da-
zu zwei Geraden 84 und g1’. Durch Abtragen der Strecke yP
Uber v, bzw. v,’ erhdlt man die Punkte G, und G,”. Da nach a)
g, bei v, flacher ist als Ve , liegt G1’ unterhalb der Gera-

den g,. Nach c¢) fdllt g,’ steiler ab als g, (8 Plge )5

> 0, d.h. €14 wdchst mono-

Eigentlicher Beweis:

a) P sel so gross, dass G1 tiber der Kurve S . liegt (Fig. 13)%
1’ 501l in differentieller Nachbarschaft rechts vom Punkt 1
liegen und kann stets so nahe bei diesem gewdhlt werden, dass
auch G; lber S » liegt. Die Geraden g, und g1’ liefern durch
ihre Schnittpunkte mit S die L¥sungspunkte 2 bieYel 72
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Das Verhalten von W 148t sich ¢
jetzt durch den Vergleich von
2 7 1
_£ dW und 'dw bestimmen.
4
Als Integrationswege werden
dabei gewdhlt:
flir den Ubergang 11— 2 :

1 = 1' 1lings Ve,

1

1 1 P [
1" — H1 l&dngs v = vy

Hlta 2 lings g;

fir den Ubergang 1'-»2'

1
1 ?

1'% Gl' l8ngs v = v
G, 2' 1léngs gl'.

Auf den Wegstlicken 1'—9H1'

bzw. 1'—4G1' ist dv = 0 und

daher nach (3%)

! Ve Va
dw = dw = o A
Da Hl' tiber Gl' liegt, gilt
Hy r
[dw > [ AW (5%
41
Léngs g, gllt nach (33) und (5%
dy = -—rfqv-olu"
und 1 5
dw = e (zp-f,u,v)o(v . (6%)

Mit 0V, = ev'((25) unter Fortlassung des Index 2) und mit
(18) wird

4 1/ .2 2
AW o (1-v*c*)¢c AV

und da das zur Integration benutzte Stlick von 8, im Unter-

i

schallbereich der p - v - Ebene liegt (also oberhalb der Ge-
raden p = ¢,V,V von Fig. 4), gilt von Hl' bis 2 dW > 0. Be-
zeichnet HQ' den auf g, liegenden Punkt mit der Abszisse v2',
so folgt: /

7 Ha
fow. > [ dw (7%
#4" ‘ H,,'

Analog zu (6%) gilt léngs gl'

dw' = ?-_7 (pp = giviw)ev




& liegt zwischen H1’ und HQ’ Uber g1’, daher ist p bei glei-
chem v in dW grosser als in dW’. Nach Teil c¢) der 2-ten Hilfs-
betrachtung ist ¢4V4 <.€1’v1’, bei gleichem v also —?1v1v:>

—g}’v1’v, sodass bei gleichem v insgesamt dW> dW’ gilt und da-
raus folgend

i

Ha 72
.f AW > ’/cih/'

Ha G

Fasst man dies zusammen mit den friheren Ergebnissen (5%) und
(7%), so erh4lt man

[aw > [dw (8%

Jetzt ist nur noch der Beitrag des Wegstuckes 1 — 1’ am Uber-
gang 1 — 2 zu ermitteln. Nach (4*) gilt auf V_

P R AP
- - - == g
JW 5(4 = U Adv
Setzt man dies in (3*) ein, so ergibt sich

- : hd A
AW = [_;_‘/j_:’ re,u,v-.{:tg_('{—%iv r-7 ]c‘(v‘

Da 1’ nach Voraussetzung differentiell benachbart zu 1 liegt,

kann v = v1

(19), (20) und nach einigen Umformungen

und p = p, gesetzt werden, Dann ergibt sich mit

dw = ;fi_‘.‘ (4_. cY_tEU‘)("f-“ y:ljlh)f::z (1 - ﬁ%‘ﬁv,)c{u

Fur v, < Y%T sind alle drei Klammerfaktoren positiv, es ist

dW > O, und zusammen mit (8%) erh#dlt man schliesslich

1 7."

2
Jaw > [dw > [ aw’
7/ 1’

1

Damit ist fUr die in Fig. 1% dargestellte Situation gezeigt,
dass W abnimmt, wenn 1 nach rechts rutscht.

b) Liegt G, unterhalb von S, , so wird V,< ¥y und der obige
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Beweisgang fuhrt nicht mehr zum Ziel. Weiterhin gultig bleibf

jedoch die zuletzt bewiesene Ungleichung

1 L

[dw > [ dW (9%)

Nun ist nach (3%*)

A

s 2

L
/OU\/ = _—_(1/’1-\)1. -"1/’1’(14)) + i (U: = U,.”.)
1l

,zf

Jdw' “{L (prvr ~pive) + f"‘" (vi” - w"),
41
daher gilt

!

jrlw-fld(ﬂ = f_’j(;p,.v,- Piv:) + /';" [}.'v;(v'«b— vz't) 'f‘”'( .'b—v:')]‘ 0™

Wegen v,

dv
! S v, und HVE+P < O (erster Teil des Anhangs I) ist
1
*, damit P, > p2’, also

V2 > V2
’
1/); Va -~ /}/):.' Vs > 0

Aus v, > ve’ folgt weiterhin

[ A (s '?. '1-
us + VUa > Vs + U

bzw, o % i 2

Va = Va > Va - Va

ausserdem gilt €1’V1’ > €1v1, daher ist auch der Ausdruck in
der eckigen Klammer von (10%) positiv und es folgt
: g !
fdw—fyﬁw > 0
1 1’
Zusammen mit (9%) ergibt sich wieder
v 1

fdu > /AU'

a ]
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ANHANG II: Druckverhalten stationfrer Stromungen ohne Wirmezufuhr

Analog zur 1-ten Hilfsbetrachtung von Anhang I kann P beil gege-
benem Zustand 1 durch

P - [dP

ausgedriickt werden mit
dP = ¢vdv + L
! § i

Bei Stromungen ohne Widrmezufuhr gilt mit Gleichung (31)

.

dv = —vdp/rp
und daher
U'L
AP - F(1- 55 ) dp .
Mit (18) wird daraus
dp = yo(P/(/l—v‘/c") (=)
- y d P
bzw. AyJ = f v :

Daraus folgt filr Unterschallstrmungen Ap >0, fUr Uberschall-
strmungen Ap < O.

ANHANG TIIT: "Spiegelung" der Punkte 2

Die Koordinaten pg* und ve* des Punktes 2% ergeben sich aus (59)

und (60) mit MR = v2/c2 zZU

[N
. 2YVE (Yo 12
P e (R 1) (12 )
T C‘L‘- vy
wo= W e -g}"’) : (13 )

Hieraus folgt mit (18) und (25)

(pr* - )/ (v - w) = -yqav. )




Y

d.h. 2% 1liegt auf der durch 2 gehenden Geraden

o= g - ygu (v -va)

Deren Schnittpunkt S mit der Geraden G (p = ¢1v1v) liegt bei

1 1 Bz
vs = rM(“gfI‘“m £ oy (14%)

und das ist genau auf halbem Weg zwischen v A und v da nach

2 22
(13%), (14%), (18) und (25) gilt:

w
VUI- +'Ut

v
< 7 :

it

Damit ist gezeigt, dass S die die beiden Punkte 2 und 2* ver-
bindende Geradenstrecke halbiert, bzw., dass 2 und 2¥‘bzgl. S

symmetrisch liegen.

Herrn Prof. Dr. A. Schliiter und Herrn Prof. Dr. R. Wienecke
danke ich flr ihr f8rderndes Interesse an der Arbeit. Bei
Herrn Dr, K.U, von Hagenow bedanke ich mich flUr zahlreiche
Diskussionen und fiir wertvolle Anregungen.
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