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for Determining in a Whole the Amount

o Elements with Characteristic
Features

ABSTRACT

A method of mathematical statistics is described which
allows conclusions concerning the whole to be made from
the frequency, observed in spot checks, of elements

with characteristic features (e.g. the amount of defective

capacitors after E discharges).

On the one hand, hypotheses or guarantee assertions with
regard to the whole are related to the spot check in
order to establish whether the results of the investiga-
tion contradict the guarantee assertions or to find the
level of probability that the guarantee will be honoured.
On the other hand, the unknown amount of the whole com-
prising elements with characteristic features is estimat-

ed on the basis of the random data obtained.

Considered as a criterion for purchasing purposes the
outcome of the spot check assumes economic significance.
The reliability of the test thus determines the financial
risk of the business partners; this type of estimate can

be used for settling prices.
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Inhal tsiibersicht

Es wird ein Verfahren der mathematischen Statistik beschrie-
ben, welches von der beobachteten Haufigkeit von Merkmalstri-
gern in einer Stichprobe auf die Gesamtheit schlieBt (z.B.
Defektanteil von Kondensatoren nach E Entladungen).

Einerseits werden Hypothesen oder Garantiebehauptungen be-
treffend die Gesamtheit mit der Stichprobenuntersuchung in
Beziehung gesetzt, um festzustellen, ob die Untersuchungs-
ergebnisse der Garantiebehauptung widersprechen, oder inwie-
weit Garantieerfiillung wahrscheinlich ist. Andererseits wird
an Hand der Stichprobendaten der unbekannte Anteil der Merk-

malstriager in der Gesamtheit geschitzt.

Als Kaufskriterium angewandt erhdlt der Stichprobenentscheid
wirtschaftliche Bedeutung. So bestimmt die Zuverldssigkeit
des Priiiverfahrens das wirtschaftliche Risiko der Geschidfts-
partner; das Schidtzverfahren kann zur Preisbildung herange-

zogen werden.




Stichprobenverfahren

Gegeben sei eine Gesamtheit mit N Elementen, von denen
ein gewisser Anteil p (in %) ein bestimmtes Merkmal auf-
weist. Der Gesamtheit wird zufdllig eine Stichprobe mit

k Elementen entnommen; diese kdnnen entweder alle mit-

einander herausgegriffen werden, oder eins nach dem andern -

dann aber ohne Zuriicklegen der bercits gezogenen Elemente.
Die Stichprobe wird zuf#llig entnommen; das soll heiflen:
alle N Elemente haben die gleiche Wahrscheinlichkeit, in

die Stichprobe einbezogen zu werden.

Hiufigkeitsverteilung von Merkmalstrigern

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, unter den k Elementen
der Stichprobe m Elemente zu finden, welche das bestimmte
Merkmal besitzen, wihrend die ilibrigen k-m Elemente es

nicht besitzen?

Die Wahrscheinlichkeit fir das Eintreffen dieses Ereignis-
ses ist gleich dem Verhiltnis der diesem Ereignis glinsti-
gen zu simtlich mdglichen, gleichwahrscheinlichen Fdallen.
Die Zahl aller mdglichen F#lle, k Elemente aus N auszu-

wihlen, ist durch den Binomialkoeffizienten
N
()
gegeben. Die Anzahl der Moglichkeiten, unter N-.p Merkmals-

trigern deren m herauszugreifen und gleichzeitig k-m aus

den N(1-p) Elementen ohne Merkmal zu ziehen, ist das Pro-
dukt
(] e
m k-
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit lautet demnach

Wi (mp) = (%’p) ‘(%(-Ir;;p )) (1)

(¥)




Diese Wahrscheinlichkeits-
f oder Hiufigkeitsverteilung
heift hypergeometrisch. Sie
hat ein Maximum bei m = p+k;
die Summe der W _ (m,p) fiir
alle m bei konstantem k und

p ist 1:

0 : K
Pk S W, (mp)-1

m=0
Abb. 1: Hypergeometrische
Verteilung

1.2 Priifen einer Garantiebehauptung

Es ist die Behauptung zu priifen, daB der Prozentsatz der

Merkmalstriger in einer Gesamthelt von N Elementen pg ist.

Eine Stichprobe liefere das Untersuchungsergebnis:
m' von k Elementen weisen das Merkmal auf. Ist im Falle
p = pg die Wahrscheinlichkeit filir das Auftreten dieses
Ergebnisses relativ grof3, so scheint die Behauptung ver-
tretbar. Ist es andererseits sehr wenig wahrscheinlich,
das Stichprobenergebnis m' zu erhalten, wenn die Behaup-

tung p = p_ zutrifft, so wird letztere verworfen.

o

Es werden Grenzen T und s zwischen einem Annahmebereich
(ru-r:m-::r'o) und zwei Rilckweisungsbereichen (msru und
nlarb) gebildet: die Wahrscheinlichkeit, im Falle p =

el
25
unter k Elementen mindestens

Hﬂl Zrl r., bzw. hochstens r , Merkmals-

o
s% triger zu [inden, wird auf s %
festgesetzt. Die Riickweisungs-
Ps grenzen bestimmen damit das

Risiko, die Garantiebehauptung

m

f'Hlschlich als unzutreffend zu
betrachten: bei 100/s Stich

k

=
-]

proben {H11t einmal ein Rick-

Abb. 2: Zur Festlegung weisungsurteil, obwohl p = p_.

von Annahme- und Rick- s s o n o % g -
weisungsbereichen Sicherneitsschwellen” s von

>

5 oder 1 % sind uUblich.




1.3

wi

Beim einseitigen Priifverfahren interessieren Abweichungen
von der Garantiebehauptung nach nur einer Seite. Es istT
dann beispielsweise festzustellen, ob der Anteil p der

Merkmalselemente gleich oder Kleiner als pg ist.

Man gibt wiederum eine Sicherheitsschwelle s % vor und
bestimmt die Riickweisungsgrenze r so, daB

K K
> W(mpy) < s % <2 W.(mp,)
m=r 1 .

ms=r-

(2)

Wird in der Stichprobe ein m'=r gefunden, so wird die
Garantiebehauptung pggpg bei einer Unsicherheit von hoch-
stens s % verworfen. Ist aber m'< r, dann wird, wenn die
Behauptung zutrifft, mit einer Wahrscheinlichkelt von min-
destens (100-s)% geschlossen, daB sie zutrifft. Die Zuver-
lissigkeit des Priifverfahrens, d.h. die Wahrschei nlichkeit
fiir das Zutreffen des Stichprobenentscheids, ist nun fir
jeden moglichen Anteil p von Merkmalstrdgern zu ermitteln.

Zuverlidssigkeit des Priifverfahrens

In Abb. 3 sind Hiufigkeitsverteilungen flr Stichproben

mit k Elementen gezeichnet, und zwar bei drei verschiedenen
Anteilen p von Merkmalselementen der Gesamtheit N.

Die Wahrscheinlichkeit, die
Behauptung p,-gpg auf Grund
des Stichprobenentscheids
falsch zu nennen, ist Jjeweils
in den Fldchenstiicken enthal-
ten, welche durch die Ordinate
m = r begrenzt werden. Flr
den Fall p = pg wurde die Ver-

wurfswahrscheinlichkeit mit

s % vorgegeben. Mit p widchst

Abb. 3: Zur Bestimmung die Riickweisungswahrscheinlich-
der Riickwelisungswahr- £14 g ;
oloin ohkeiE keit R (Stichprobenentscheid

p=>p_ : schraffierte Fldchen);
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der analytische Ausdruck dafir lautet:

R(kp)=3, Wy(mp) (5)

Tridgt man R iiber p auf, erhdlt man fir konstante k die
Kurven der sogenannten Trennschirfe - die Kennlinien des
Priifverfahrens in Abb. 4a. Der Entscheid auf Annahme der

Garantiebehauptung ist als

A (k,p) =1 - R (k:?)

in Abb. 4b dargestellt. Die Kombination beider Darstellun-
gen zeigt in Abb. 4c die Quote der richtigen Stichproben-
entscheidungen - abhingig vom wirklichen Anteil p der Merk-

malstriger.

\Urteil richtig

o |

) 0 p 0 Py

Abb. 4a - c: Kennlinienbilder des Priifverfahrens

Als Risiko erster Art bezeichnet man die Moglichkeit, die
Behauptung zu verwerfen, obwohl sie richtig ist - darge-
stellt als schraffierte Fldche {iur pspg. Das Risiko 2. Art
cagegen besteht darin, daf man die Behauptung annimmt,
obwohl sie falsch ist - schraffierte Fl#iche fir p:-pg.
Nachdem die Sicherheitsschwelle von s % schon vorgegeben
wurde, kann man jetzt noch durch Wahl eines groBeren Stich-

probenumfanges k die beiden Risiken einschrianken.

Schitzen eines unbekannten Anteils

An Hand des Stichprobenergebnisses m' kann der Anteil p
der Merkmalselemente in der Gesamtheit N geschdtzt werden.
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Die beste Schitzung bietet nach der "Methode der groBten
MutmaBlichkeit" der Wert p', fiir den die MutmaBlichkeit
M(p) ein Maximum annimmt. M(p) ist definiert als

M(p) = ( ) %;—)’)}
(%)

Notwendige und hinreichende Bedingung fiir p'

2
M) | _ g _-_P—dM”/ <0
dp | P dp?* Ip'
Als besten Schatzwert erhilt man
r m'
i

Dieser Wert ist mit einer Unsicherheit behaftet, liber die
man sich durch Berechnung der scgenannten Mutungsgrenzen
ein Bild machen kann. Unter der unteren Mutungsgrenze'ver-
steht man die theoretische Haufigkelt N fir die man nur
in 5 % der Stichproben mit k Elementen mindestens m' Merk-
malstriger findet; die obere Mutungsgrenze Pq ist entspre-
chend die theoretische Hiufigkeit, fiir die sich in nur 5 %
der Stichproben hochstens m' Merkmalstriger befinden.
Mutungsgrenzen und dazugehorige Hdufligkeltsverteilungen
sind in Abb. 5 skizziert.
Wi Man bekommt Py und P als

Losungen von:

Rkp.) = 2. Wdmp) = 5% ()

Z W (mp.) =5 %

ms0

Yo I3

0

Abb. 5: Mutungsgrenzen
der Schitzung p'

2. Stichprobenuntersuchung beim Kauf von Kondensatoren

Prif- und Schitzverfahren wurden angewandt beim Kaul von

StoBstromkondensatoren, fiir welche die Gewdhrleistung gege-
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ben war: Nach Eg—Entladungen sind hdchstens Pg in % de-
fekt. Der Fragestellung entsprechend - ist p kleiner oder
gleich pg? - kommt das unter 1.2 beschriebene einseitige

Priifverfahren zur Anwendung.

Planung einer Stichprobenpriifung (Kondensatoren der

Siemens-Schuckertwerke AG)

Die hypergeometrische Verteilung wk(m,p) in 1.1 liefert
die Wahrscheinlichkeit, unter k Kondensatoren der Stich-
probe m defekte zu erfassen, wenn der wirkliche Anteil
der defekten im Gesamtkollektiv von N Kondensatoren p

betrigt.

wk(m,pg) wurde auf der IBM 7090 fiir die Werte N = 500,

pg = 10 % nach 20 000 Entladungen und k = 10, 15 und 20
berechnet (Abb. 6 Seite 8). Bei einer Sicherheitsschwelle
von s<7 % sind die Rickweisungsgrenzen r = 3,4 und 5;
d.h. fallen bei der Priifung von k zufdllig entnommenen
Kondensatoren r oder mehr aus, so ist die Gewdhrleistung
psp_ = 10 % mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als
(100 - s8) % = 93 % nicht erfiillt.

Aufschlufl iiber die Wahrscheinlichkeit von Fehlurteilen

bei der geplanten Stichprobenpriifung geben die Kenn-

linien der Abb. 7 auf Seite 8. (R fiir pgp_ und & = (1 - R)
fir p>pg). Das Risiko 2. Art fiir den Kiufer - die falsche
Garantiebehauptung anzunehmen - ist selbst bei k = 20
wesentlich groBer als das Risiko 1. Art (Verkiduflerrisiko),
die richtige Behauptung psp, 2U verwerfen (schrufflicrte
Flichen). So hat der Kdufer einen wahrscheinlichen, wirt-
schaftlichen Verlust einzukalkulieren, was in 3.2 ge-
schieht.

Auswertung eines Priifungsergebnisses (BICC-Kondensztoren)

Die hypergeometrische Verteilung wurde fir die VWerte
N = 2636; p pg = 0,02 nach 13 000 Entladungen und k = 64
berechnet (Abb. 8, Seite g). Eine Sicherheitsschwelle von




k=10

010

N=500 p,

Abb.6: Hypergeometrische Verteijlung ;

Quote der Fehlurteile

pPo——=

Abb.7: Kennlinien fir verschiedenen Stichprobenumfang k .



Zuverldssigkeit
t r des Entscheids
"i“ s
04 08 : / |
03 - 06 I
| |
I .
e | ! |
02 ider | 04 — -
. |
Lo |
i | |
|
ar- | : 02—
T U |
| : : :
' I
o | L
o 1 2 3 4 5 0 Py 10 20 30
Abb.8: Hypergeometrische Ver- Abb.S: Kennlinie fur das Prif-
teilung; N=2636 k=64 pg=0,02 verfahren
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4 94 ergab die Riickweisungsschranke r = 4.

Bei der durchgefiihrten Priifung waren nach 13 000 Entladungen
nur m' = 3 Kondensatoren ausgefallen. Es war also anzunehmen,
daB die Gewdhrleistung erfiillt wird. Die Wahrscheinlichkeit |
dafiir, daB bei der Stichprobe richtig entschieden wurde, ist
aus dem Kennlinienbild der Abb. 9 aufl Seite 9 abzulesen: ist
z.B. der wirkliche Anteil p hbchstens pg =2 %, so wird das
nur einmal bei mindestens 100/4 = 25 Stichproben nicht erkannt.

Nach der in 1.4 erwihnten Methode der "griBten MutmaBlichkeit"

muR der Wert
]

p':-—E——:l{-,6%

als beste Schitzung von p angesehen werden. Die Mutungsgrenzen

wurden nach (4) errechnet:
pu=1:2% p0=1136%

Wirtschaftliches Risiko fiir den K&ufer

Es beruht auf der Moglichkeit, die Garantiebehauptung pggpg
durch Stichprobenverfahren zu bestitigen, obwohl der wahre
Defektanteil p der Gesamtheit N der Kondensatoren grofer
ist als der Garantiewert-pg. Dieses Risiko 2. Art, durch

A =1 - R als Wahrscheinlichkeit ausgedriickt, ist mit wirt-
schaftlichem Verlust in Beziehung zu bringen.

Wertbestimmung von Kondensatoren

Der Wert N-S der N Kondensatoren diirfte bei p-Werten, die
weder zu groB noch zu klein sind, proportional zur Zahl der
Gesamtentladungen ET gesetzt werden kdnnen.

B(E) sei der Bestand nicht-defekter Kondensatoren nach E
Entladungen (in Prozenten des Gesamtkollektivs N). Lebens-
daueruntersuchungen an BICC-Kondensatoren ergaben fur B die
Abhdngigkeit von Gauss-Funktionen:

- const - E2

B(E) = e




Die Konstante wird als Paramecer benutzt, um den Prozent-
satz p der ausgefallenen Kondensatoren nach Eg Entladungen

zu beriicksichtigen. Durch die Zusatzbedingung
B (E =1 -
(Eg) p

erhilt man eine Kurvenschar (Abb. 10) mit dem Parameter p:

B . 2 R
1 E b B (E)=(1—p)E/Eg
/'l" p
o // W) Die Anzahl der Entladungen
,l des Gesamtkollektivs N ist:

(/
Ml e
/// E*(p)=N-[ B,(E) dE (5)
‘ o

0 Eq

Abb. 10: Kondensatorbe-

stand nach E Entladungen

)

Bei Garantieerfiillung ist p = pg zu setzen; N-Sg sei der
in diesem Falle gerechtfertigte Preis. Wegen der erwdhnten
Proportionalititsbeziehung ist dann filir S der Ausdruck

zu setzen
+
g Ei-(pg)

Integration liefert den Kondensatorwert S - abhiéngig von

der Ausfallrate p nach Eg Entladungen:

. log (1-
si)-5, [ e fea ©

Wahrscheinlicher Verlust bei Stichprobenentscheid

Die Abb. 11 (Seite 12) zeigt S(p) fir e 10 %. Der rela-

tive Verlust fir den KZufer
VﬂQ}-.é&é%§LQL
]

ergibt sich durch Einsetzen von (6) zu:

"y V_L_g_&gd
vip)=1 lgg(l—p) (7)
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Abb.11: Kondensatorwert abhdngig von der Ausfallrate nach Eg Entladungen

i

Vin %ovon Sg

| k=10 k=20

20 N
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10 A

Abb.12: Wahrscheinlicher Verlust v bei N=500; p=07
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Flir p = pg ist v = 0, d.h. S = Sg; fir p>.pg ist v> o0,
maximal 1; der wirkliche Warenwert ist dann Null. Da ein
Verlust nur bei einem Stichprobenentscheid mdglich ist,
der auf Warenannahme lautet, so betridgt der mittlere wahr-

scheinliche Verlust
v(p) * A (x,p),

wenn eine Annahmewahrscheinlichkeit A (k,p) = 1 - R (k,p)
besteht. Einzubeziehen sind noch der Verlust von m und
die Wertminderung bei (k - m) gepriiften Kondensatoren -
verteilt auf die Gesamtheit N; ein Faktor f bzw. fo soll
den Abnutzungsgrad der Priiflinge berilicksichtigen:

o (m o+ (k-m) ) Akp)  oder K p.afkp)

Der wahrscheinliche Verlust betridgt also

V(kp) = [v(p)+ﬁ t]-Alkp) (8)

dargestellt in Abb. 12 auf Seite 12 filr den Fall aus 2.1:

N = 500;'pg = 0,1; k¥ = 10 und 20; f=0,5. GroBter und
mittlerer wahrscheinlicher Verlust wurden abgelesen. Gemit-
telt wurde iiber das Intervall pggpspo, wobel Po die obere
Mutungsgrenze der Annahmeschranke r - 1 bedeutet; sie liegt
bei 50,5 % (k = 10) bzw. 41 % (k = 20)

k=10 =2l

V Max 22% 21%

V) | 125% | 12%

Diese Werte fiir den wahrscheinlichen Verlust des K&ufers
sind betrichtlich. Nun kann zwar durch VergridBSerung des
Stichprobenumfanges k das Risiko 2. Art insgesamt ver-
schwindend klein gemacht werden; wegen des Prufungsver-
lustes, der als 2. Term in v (k,p) mit k wéchst, falls p
im kritischen Bereich um pg liegt, ist k Jjedoch zwangs-
1dufig klein zu halten. Fiur eine sinnvolle Stichproben-

untersuchung miissen folglich zwei Kriterien gleichzelitig




erflillt sein:

1) Der Charakter der Stichprobe bleibt gewahrt, d.h.

% - £, ist begrenzt (etwa 0,01)

2) Trotzdem ist das wirtschaftliche Risiko fiir den Kiufer
weltgehend eingeschrankt; d.h. zum Beispiel:

Viax 0der v (po) liegen unter einer vorgegebenen

Schranke (etwa 0,25 oder 0,5)

Es werden nun zweli Moglichkeiten aufgezeigt, den Liefe-
ranten, dessen Risiko beim Abnahmeentscheid vonvornherein
sehr klein angesetzt wurde, am wirtschaftlichen Risiko
des Kdufers zu beteiligen, wenn dieses wegen der ersten

Forderung nicht mehr weiter reduziert werden kann.

3.3 Moglichkeiten der Preisiibereinkunft

Zundchst kOnnen Abmachungen iiber Ausgleichszahlungen zu
einem spédteren Termin getroffen werden. Bei Abnahmeent-
scheid auf Grund des Stichprobenergebnisses m'< r wird
der Preis Sg angezahlt. Die Ausfallquote p" der Konden-
satoren, die innerhalb einer gewissen Garantiezeit in
Betrieb genommen wurden, bestimmt die Ausgleichszahlung

in Hohe von

S (p") - Sg

entweder als Preisaufschlag oder PreisnachlaB.

Die 2. MOglichkeit basiert auf der Ubereinkunft, den Preis
direkt dem Stichprobenergebnis m' gemiB zu schitzen. Hierzu
hat man wie unter 1.4 die Wahrscheinlichkeiten zu ermitteln,
unter k Kondensatoren genau m' defekte zu erfassen - und
zwar fir simtliche Defektanteile p; = EJ; diese GroBen

W, (m', pi)

sind bei einer Mittelwertsbildung aller Preise S (pi)
innerhalb der Mutungsgrenzen D,< P; <P, als Gewichte oder
"MutmaBlichkeiten" aufzufassen. Als beste Schitzung ergibt
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sich der Preis:

T = _pisfpi)%(mip,—)-zxpi
Pz W,.(m) p;) py (9)

Will man die durch diese Preisbildung entstehende Belastung
{ir den Lieferanten mindern, so kann man die rein statisti-
schen GroBen der MutmaBlichkeit durch verschiedenes Expo-
nieren ungleich gewichtig machen; z.B. setze man anstelle
der wk(m', pi) die Werte

oS,

n .
W (m', p;) mit n =

Wichst der Verlust v aus (8) im Annahmebereich ogm<r
streng monoton mit p, ist die Preisfestlegung auf

8 = Sg (V=8 .+« ¥ {k;p")

einfacher. Hier ilibernimmt also der Verkdufer einen Anteil
a » v . Sg am wahrscheinlichen Verlust. Auf die GréBe a

miissen sich die Geschiftspartner einigen ( O<as<1 ).
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