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ABSTRACT

The diffraction of electromagnetic waves on a cylindrical plasma is
numerically computed. The calculations are made using the geometrical
optic approximation and using the wave equation (exact solution). The
electric field vector of the incident wave is taken to be parallel to

the axis of the cylinder. The calculation is carried out for constant
electron density N and f'or a Gaussian density distribution(NzNDexp(—a2é5).
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Einleitung

FUr die Streuung elektromagnetischer Wellen ist naturgemiss das Verh&ltnis der Wellenldnge
zu den Abmessungen des streuenden Gegenstandes von prinzipieller Wichtigkeit. Beim Durch-
gang von Wellen durch Sternatmosphiiren liefert in den meisten FHdllen die strahlenoptische
Berechnung richtipe Ergebnisse. Wird dagegen die Mikrowellentransmission durch Laboratori-
umsplasmen betrachtet, so genlgt die Strahlenoptik h#ufig nicht mehr. Von den Arbeiten, in
denen strahlenoptisch gerechnet wird, sei die von Burkhardt und Schluter1), von den nach
der Wellenoptik verfahrenden die von Jones und WOodingz) als Beisplele zitiert. Die Ergeb-
nisse beider Rechenverfahren am gleichen Plasma sollen in der vorliegenden Arbelt mitein-
ander verglichen werden.

Das Plasma wird im Folgenden als Dielektrikum mit dem Brechungsindex
w2\ "%
n=-(e = (1--5
(48]
behandelt (wp = Plasmafrequenz, w = Messfrequenz). Ein Zylinder mit diesem Brechungsindex
wirkt wegen

Ren < 4

wie eine Zerstreuungslinse und verursachtelne AbschwHchung der Intensitdt einer durchgestrahl-
ten Welle. Diese Abschwichung wird als gross angesehen verglichen mit derjenigen, welche
durch die StWsse der Elektronen hervorgerufen wird. Die Stossfrequenz der Elektronen ist da-
her im Brechungsindex gleich Null pesetzt.

Der elektrische Vektor der Welle wird parallel der Zylinderachse vorausgesetzt, sodass ein
in dieser Richtung angelegtes Husseres Magnetfeld im Brechungsindex niecht in Erscheinung
tritt. Die Streuung wird zunfechst nach der stranhlenoptischen Theorie, spiter nach der Wel-

lentheorie berechnet.

A) Berechnung nach der strahlenoptischen Theorie

I. Homogener Zylinder

Abb. 1 Geometrie der Anordnung
Schraffiertes Gebiet: Plasmazylinder, Q: Sender,
P: Mittelpunkt der Empfingerfliche

Die z-Achse des Koordinatensystems wird in die Zylinderachse gelegt. Der Sender (Q) wird
punktfrmig angenommen (Strahlungsmittelpunkt einer hinreichend weit entfernten Hornantenne),
sein Abstand von der Zylinderachse sel Ro (Abb, 1). Als Empfdnger wird elne Rechteckfllidche
mit den Seiten A und B angenommen (Offnungsfliche einer Hornantenne), deren Mittelpunktsnor-
male durch Q geht und senkrecht auf der z-Achse steht, Die L#nge der senkrecht zur z-Rich-




tung liegenden Rechteckseite sei A, der Abstand der Fl#che von der z-Achse sei R.

Es wird weiterhin angenommen, dass folgende Ungleichungen erfullt sind:

R, + R
A <« D. —2—— (A1)
R,
(D ist der Durchmesser des Zylinders)
—-j; <« R, + R (AI2)

Die erste Bedingung bedeutet, dass vom Punkt Q gesehen die Empfdngerfldche vollkommen vom
Zylinder verdeckt wird. Die zweite Bedingung gestattet die Vernachlissigbarkelt der Bre-
chung in z-Richtung; der darin liegende Fehler tritt nur in unmittelbarer N#he von w = mp,
n = 0 merklich in Erscheinung.

Die Richtcharakteristik der Sendeantenne sei so beschaffen, dass die Intensit#t der abge-
strahlten Welle innerhalb eines Winkels konstant ist, welcher grdsser ist als der durch

folgende Bezlehung gegebene Winkel j’o:

. B
s = S(R.+R)
Dann ist die empfangene Lelstung proportional dem Raumwinkel, der von denjenigen von Q aus-
gehenden Strahlen gebildet wird, welche nach der Brechung auf die Begrenzung der Empfidnger-
fliche treffen. Der Quotient aus den empfangenen Leistungen mit und ohne Plasma ist daher

[EI® ¥

(AI3)
E.I* Yo

Die Bedeutung von })° geht aus der Abbildung hervor; E 1st die elektrische Feldstidrke der
emplangenen Welle. Die Berechnung des Quotienten 3’/&: erfolgt durch zweimalige Anwendung
des Snellius’schen Gesetzes:

stnole 4

sin O(Z - o

und nach den aus der Abbildung er Sic“tlicHEH, bel
e E + R (“I )
2 << a

glltigen Beziehungen:

=X’(E°+R)
Man findet
¥ D R, + R
— = g.— > (RIS)
I A Ry - 2
g = % ist die positiv reelle Wurzel der Gleichung3):
(AI6)

2R (3 - 7)3‘1/_—_7?=—2A—(4—92)+'27DF_“5[?’2(&+’?)+ ’3(4—%)"&]




Wegen der gemachten Voraussetzung (AIk) 1ist g schon bei kleinen Plasmadichten klein gegen
Eins, d.h. die optischen Weglidngen aller Strahlen, welche die Empfédngerfldche erreichen,
sind in guter Ndherung gleich der optischen Weglinge des Strahles, der das Plasma lings
der optischen Achse durchsetzt. Die durch das Plasma bewirkte Phasen#nderung des empfan-
genen Signals gegenllber dem ohne Plasma empfangenen ist demnach

=gk e D

A¢=§: e'.c ﬁTw(,;_M)D (AT7)

-
e t < D

Eine Verkleinerung der optischen Weglinge n.D bringt somit eine Vergr®sserung von ad. Abb. 2
zelgt das Ergebnis der numerischen Auswertung von Gl.(AIs)bis(AIT} die Werte [E//Eofg und ad
als Funktionen der relativen Dichte p = mi'mg mit D als Parameter, bei konstanten, willklir-
lich gewdhlten RO, R, A und w. Im Experiment sind Betrag und Phase des E-Vektors der empfan-
genen Welle mit Brlckenmethoden messbar, Aus den Messwerten lassen sich mittels jener Kur-
venscharen mi’me und D leicht bestimmen. Diec dabei aultretenden FFehler, welche durch die
Fehler der Messwerte verursacht werden, sind fUr einige Plasmadichte- und Durchmesserwerte

in Tab. I zusammengestellt. Die Berechnung erfolgte nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz

mit Hilfe von Abb. 2. FUr die Messwertfehler wurden Erfahrungswerte eingesetzt. Wie ersicht-

lich, ist der Iehler 1in der Dichtebestimmung in der Nihe von wy =W am kleinsten.

II. Inhomogener Zylinder

Bel kontinuierlich vom Ort abhingendem Brechungsindex gilt fUr dle ¥rtliche KrUmmung eines
b)
Strahles

?=%[4va]x4 (AIT1)

Es bedeuten:

g
K —» KrUmmungsvektor
M — Brechungsindex
Vm — Gradient des Brechungsindex
A — Einheitsvektor in Strahlrichtung

A
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Abb, 3 StrahlenkrUmmung im Medium mit inhomogenem

Hrechungsindex



Apbb. 3 bezieht sich auf die spezielle Geometrie des vorliegenden Problems. Die Achse des'’
Plasmazylinders liegt in z-Richtung.

Wegen
4 x Vn
* —L # (AII2)
lautet der Betrag der Krimmung
= A4 .
K =4(4<Gn| =3 ]|Gn]sny (113)
mit
oln
’V.,n/ = (AII4)
ol »
Es gilt
K 1  dmn 1
= T AII
moodr Ya+cigty (AL
Aus Abb, 3 folgt
dr 1 dr +!
cfg Y o= L, = (AII6)
Tdy T oy r
dith
1 on ¥
k - —_— .
n dr & 3 G2 (AXI7)
FUr eine Kurve der Darstellung
" o= 'r'(tf) (AII8)
ergibt sich aus der Differentialgeometrie der Betrag der KrUmmung zu
] Ul
v 4 272 — ¥y
K= TETY (AII9)
E A z
Es folgt
z 12 ]
T 27 -7 oA bn m
= e (AII10)
’1"(‘?‘24-7'2) odr

Dies ist die Differentialgleichung des Strahles in Polarkoordinaten L ¥

FUr die hier auszufihrende numerische Integration ist sie nicht sehr geeignet, well flr
grdssere |x| (also gerade in vom Plasmakern entfernten Integrationsbereichen mit im allge-
meinen nur noch schwacher StrahlkrUmmung) die TJ sehr steil werden kbtnnen, was genligend
kleine Integrationsschrittweiten und damit lange Rechenzeiten bedingt. Die Gleichung wird
deshalb in kartesische Koordinaten transformiert. Es gilt

s 2
e X"+ y (AII11)

(AIIi2)



Yy = rsin.kf

(ATI13)
- Oy Y o = s (AII14)
d.y oy dr + By d‘f = s;n}odr + Tosy o{f
dx = 9 dv s B dy = cosy dr t g ol (AII15)
X a_r o Ay = ¢ - T = Y f
d ' !
'= ¥ -t rstny 4 +rr cos ¥ _ Ty +7rX
y dx iy Cosy — 1 siny 5 = ry (ATI16)
yy' + x
'
T = r ——_—xy’ -y (ALTI17)
eine Kurve der Darstellung
Y=Y (*) (ATT18)
bt sich aus der Differentlalpgeometrie der Betrag der KrUmmung zu
L}
K = ¥
= HT?/; (AII19)
(1+9")
folgt
\/” _ o{fm.'n. T (AT120)
2y ¥, f
(1+y7)™ R riip'?
" 1 o b n 12 !
Y s ._.___._hdr .(447 )/xy-y! (AII21)
A dam dham 3,5“.44 ]
* olr N YY'-‘- X dx 7 (AIIz22)
Also lautet die Differentialgleichung des Strahles in karthesischen Koordinaten
12
v (44 ) Ixy' -y Pl 9,8“%
Y = , 7 7 (AII23)
Y X %

S wird die folgende Elektronendichteverteilung Uber den Radius des Plasmazylinders ange-
‘nommen

N = N, e _ (ATII24)

4
2 bLre ) -a 7 2 -a T (AII25)




und
Q)Z asz 2 ®
z e - i o
"M 54__&)2.@ - 'f‘”ﬂoe (AI126)
bzw.
,“%%1+79‘
n = 4 —rﬁ, e (AII27)
Dann folgt
T 2 2
—ar(x*+ y?)
Afwm ' fb e X
5 = Ty (ATI28)

1- [% e
a’&&% aaﬁne-a ()( 4.),1)
Jy A-p, e o x*+y?)

I

« ¥ (AII29)

und schliesslich als spezialisierte Strahlgleichung

cat(x*+y?)
Gtzﬁge (

gt (/I+ y'z)}x)’"?’l (ATI30)

/?-—[5“ e

Fir die am inhomogenen Zylinder ausgefthrte Rechnung gilt grundsftzlich das Gleiche wie
fr die Rechnung am homogenen Zylinder. Der Winkel r (vergl. Abb. 1) wird durch Integra-
tion der Strahlgleichung zwischen Q mit (x = +R0, ¥y = 0) und der Begrenzung der Empfénger-
fldche mit (x = -R; y = %) gewonnen,

Die optische Weglinge auf diesem Strahl wird nach der Formel

-R
2
S, = | »m [ x; y(x) 14+ y (x) dx (AII31)
)(=+R°
bestimmt, die auf der optischen Achse nach
-R
= .0
S, fm[x, ] A X (ATI32)
X-fEu

Die vom Plasma bewirkte Phasentnderung fir den im Punkt (-R, A) auftreffenden Strahl ist
(analog zu Gl. AIT7):

"'
A9, =-%J-(y/('f?+9v)z+:;”54) (AII33)

und fUr den im Punkt (-R, 0) auftreffenden Strahl

ad, = “(éi( R+ R, - SQ) (AIT3H)

Ergebnisse der numerischen Rechnung:

Die Abb. & zelgt, der Abb, 2 entsprechend, die Grdssen fE/Eelz=jﬁﬂn und 4 ¢u in Abhingig-
keit von der maximalen relativen Dichte (ﬁo-(w§ ’wa), mit dem mittleren Radius 9' =1/a
als Parameter, fUr die gleichen Werte von RO, R,OA und w wie in Abb. 2. Die Integration er-
gibt, dass £3¢1 und ¢x¢n sich um weniger als 0,02 % voneinander unterscheiden, was die



Berechtigung der Naherung(hIZL die Phasenverschiebung durch Betrachtung der optischen Weg-
1ingen auf der optischen Achse zu berechnen, beweist,

Um Abb. 4 bequemer mit Abb. 2 vergleichen zu k®nnen, wurden zu Parameterwerten des inhomoge-
nen Zylinders diejenigen Parameterwerte des homogenen Zylinders gesucht, welche jeweils die
gleiche Abschwlchung und Phasenverschiebung erzeugen. Abb, 5 zeigt das Ergebnis. Qualitativ
kann festgestellt werden, dass innerhalb der interessanten Durchmesser- und Dichtebereiche
die maximale Dichte des inhomogenen Zylinders etwas gr8sser und sein mittlerer Radius ?'et-
was kleiner als die entsprechenden Werte des homogenen Zylinders sein missen, um die glei-

chen Messwerte zZu erzeugen.

Die Abb. 6 und 7 zeigen zur Veranschaulichung des Zustandekommens der Abschwdchung den Ver-
lauf des Strahles, welcher auf die Begrenzung der Empfingerfl#che trifft, bei verschiedenen
Dichte- und Durchmesserwerten.

Die Strahlintensitdt S (Leistung pro Fldcheneinheit) an einem bestimmten Ort ist im allge-
meinen von der ohne Plasma gegebenen versehiéden. Dies geht aus den Abb., 8 und 9 hervor, in
denen jewells eine Schar von Strahlen gezeichnet ist, welche vom Senderpunkt @ mit gleichen
Winkelabsténden ausgehen. Die Wellennormalen sind in gleichen optischen Abst#nden ebenfalls
eingezeichnet. Die Linge eines normalen Kurvenstllcks zwischen zwei Strahlen ist umgekehrt
proportional der dort herrschenden Strahlintensit#t,

In der Herleitung der Gl. (AII3) sind Reflexionen an Dichtegradienten niecht berticksichtigt.
Die Kurven der Abb. 8 und 9 sind strenggenommen nur dort richtig, wo die Bedingung:

(.
[ 1 =, )<< ﬁM/ (ATI35)
22 o cos Y c

erfUllt ist, das bedeutet, wo die Reflexion gegen die Transmission vernachlissigbar ist+).
Unter Verwendung von Gl, (AI13) lisst sich diese Bedingung auch schreiben:

/K/ < !—?—-m S‘n'm—zﬁtf} (AII36)

In den Scheitelpunkten der Strahlen 1ist diese Ungleichung offensichtlich prinzipiell nicht
erfiillbar,

B) Berechnung nach der wellenoptischen Theorie

I. Vorbetrachtung

Um einen Einblick in das Beugungsphinomen zu erhalten, wird zunfchst die Beugung an einem

undurchlissigen Streifen nach dem Huygens’schen Prinzip untersucht5).

k) Die Anderung der elektrischen Feldst#rke beim Durchlaufen eines infinitesimalen Weges 4L

ist
fE = E({P-ecimu)

J~E ist der infinitesimale Reflexionsfaktor, welcher bei der gemachten Voraussetzung:{’J_Vh1
folgendermassen lautet:

cgfzf_m;.
2m coszgf
Wo Y der Winkel zwischen der Strahltangente und dem Ortsvektor % ist. Mit dr = (fLCosw

wird dann

= E 1. 1 - W
§E = Eql(gr Bt _ 0,,)




Abb., 10 Beugung nach dem Huygens’schen Prinzip

Die Strahlungsquelle Q wird wicder punktfUrmig angenommen, s. Abb., 10. Die FeldstHrke E im
Aufpunkt P wird durch das Fresnel-Kirchhoff'sche Beugungsintegral Uber die betreffende 0Off-
nungsfliiche gegeben:

E = /dydzg_i%‘}(ﬁhft’) ) cos (R, v) + cos (R,, +)

(BI1)
T 7T
Fur kleine Offnungsfléchen in Achsennihe gilt:
2 g? )/z + 2 ¢
-+
= R -+ -3 7 o +y —
2R ! . = R 2R, !
COS(IQ,T) =~ Cos (Ro,vn) = 4
Mit den neuen Variablen
1 1y 4\
3l ) il = ) -
=V = + —= - — [ — 4+ -7 (BI2)
ol cmw R R 7 W Vcw R =

ist dann gen#hert
. e
_L'TTVZ = L W
E ~ e dv - | e dw

Bel einem Spalt von der Breite 2 9 der symmetrisch zur optischen Achse in z-Richtung
liegt, sind die Integrationsbereiche

- L=< y < ¢ -V € v <&V o0 S 2 £ o0

Die Integration in z-Richtung liefert eine Konstante und man erh#lt mit Hilfe der Cornu’schen
Spirale (Abb. 11)
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Abb. 11 Cornu’sche Spirale5)
und '
E i’
E; I A
Eine dhnliche Betrachtung fUr den undurchlissigen Streifen liefert
E i€
EO fo

(in Abb. 12 gezelchnet),
wie nach dem Babinetschen Theorem (komplexe Addition von 1 umd 1’ gibt 10) zu erwarten.
Bel einem gewissen Wert § = §y » der nach Gl.(BIJ gegeben ist durch

A
9, = |A — (BI3)
-YE 4_ -R_D
wird v = ‘f;ﬂ und IE/EOI«z /3. (y = ¢, ist derjenige Abstand,wo bei z = 0 r,¥r =
R, + R+ A 72 ist, vergl. Abb. 10). Mittels (BI3) l4sst sich abschftzen, bei welchen Strei-
fenbreiten 29 die Wellenoptik zur Berechnung der Abschwidchung herangezogen werden muss,

nidmlich etwa bei 2 1 <2 ?K' Bel ebenen einfallenden Wellen (R,— @< ) gibt dies z.B.:

2¢ <r~|//lR (BI4)

Wird der undurchl4ssige Streifen durch einen Plasmazylinder mit der oben betrachteten Dich-

teverteilung ersetzt, so wird nach Abb, 8c und 9c die effektiv undurchléssige Zone wesent-
lich grtsser als der Durchmesser des undurchléssigen Plasmakerns. Diese Erscheinung wird
umsomehr ins Gewicht fallen, Jje langsamer die Dichte bei einer rotationssymmetrischen Ver-
teilung nach aussen abfillt.

Eine strenge Behandlung muss jedoch vom Wellenansatz im dispersiven Medium ausgehen.

II. Schichtmodell

Grundgleichungen :

4 . 9D Lot Y (BII1)




= i =

—-ci—gf =1‘ot?
CLLV -f; = 0
dtv <B = 0
D =g E
.B = /& FJ

(BII2)

(BII3)

(BIIY)

(BIT5)

(BII6)

Wegen der Aulfassung des Plasmas als Dielektrikum fehlen Leitungsstrom und Ladungsdichte. Das

Plasma besitze die PermeabilitHt des Vakuums, d.h. (in Zylinderkoordinaten)

e ({ =y By By ) = 1

Mit der Annahme, dass

E(f) = const.

folgt aus (BII1), (BII2) und (BII5)

€ __a_E_-l-rofr-of E" = 0
CZ. afz

Es gilt weliter

div (¢ E) =0

—_—

dL'v B = 0

—
E besitze nur eine E?—Komponente

E(Es. E,. Ey) = E(E;,;0;0)

Welterhin soll gelten

d
— = 0
dz
Dann wird aus (BII9)
& LE; = QZEZ 1 L_QE_# 1 _9252
ek et PR T RS rt 9y’

Aus (BII10) wird

—_—

SdL'VE-"E.?rad& = 0

d.h. (BII3) ist wegen (BII13) erfiillt.

Aus (BII2) folgt wegen (BII12)

(8, 6., 8) = B(o; B, By)

1

(BII7)

(BII8)

(BII9)

(BII10)

(BII11)

(BII12)

(BII13)

(BII1h)

(BII15)

(BII16)



A

Damit wird aus (BII4)
¢ T 1 Al 9 By B
div B = — [ e ('r B,,,) + ———a‘f ] =0 PO

Durch die spdter angegebene L8sung von (BII14) wird (BII17) erfullt. Der Nachwels soll hier
Jjedoch entfallen.

Die Erweiterung der Annahme (BII8) auf

e(t.z.r.¢ ) = const.
I 1 !
erm8glicht eine analytische Ltsung der partiellen Differentialgleichung (BII14).

Das Folgende ist der Versuch, die realen Verh#ltnisse - d.h. kontinuieriich ver#nderlicher
Brechungsindex Uber den Zylinderradius - dadurch anzun#hern, dass der Plasmazylinder in eine
Anzahl koaxialer Schiechten unterteilt wird, deren jede ein konstantes

(BII18)
E’Vl. (f; '2; 1”. f) = (Oth.

besitzt (Abb. 13).

|
4
r e
Welle
m% Ol Pres o
)
2

Abb, 13 Schichtmodell

(BIT14) wird dann fur jede Schicht m analytisch gel#st. Die einzelnen L8sungen werden durch
Grenzbedingungen verknUpft.

Grenzbedingungen:

Stetigkeit der Tangentialkomponenten

[AEZJM"’_[EEJVH_,, or T:?/n. (BII19)

[Hf]y\, = [H‘F] M 1 Gr T=fm (BRI

Mit (BII2) gilt anstelle von (BII20)

dEz [ r_a_g..i_ O r =9, (BII21)




Einfallende Welle:

Als einfallende Welle wird eine monochromatische, in negativer x-Richtung fortschreitende
ebene Welle der Form

cw (t+ Fx 2T i Fpew]
E§= e%(fc)zew(fc b (BIT22)

angenommen. (Diese Niherung bedingt experimentell einen genligend grossen Abstand des Sen-
ders vom Plasmazylinder, R0 - )

Verhalten der LWsung (ir r - w ;

Die durch den Plasmazylinder hervorgerufene St¥rung der einfallenden Welle muss im Unendli-
chen abgeklungen sein., FUr r = oo reduziert sich die elektrische Feldstirke auf die der ein-

fallenden Welle,
Ausstrahlungsbedingunyg, -
Die vom Plasmazylinder hervorgerufene StBrung der einfallenden Welle soll in nach aussen

fortschreitenden diverpierenden Zylinderwellen bestehen,

Ldsungsansatz fUr (BIT14):

Mit zeitlich monochromat.lschen Sehwingungen soll gelten

£, = eiui CR(v) ¥ (‘f) (BIT23)

Durch Einsetzen von (BILT4) in (BTI114) folpt

Hi
- CEl wiRY = I?HT*'"‘i R'Y +%z R Y (BII24)

worin die Striche Ableitungen nach den entsprechenden Argumenten bedeuten,

(BII24) durch dividiert, erpibt

n

2 " }
€ Cf L R T R = W ey (BII25)
C R R o

Darin bedeutet € eine Ueparationskonstante, die negativ reell mit Einschluss der Null ge-

setzt wird

2

C: = — M (BII26)
dann zerf#llt (BII2%5) in zwel Gleichungen

n 2 BII2
und

n 1 1 £ gaz 4w12 s O
R +—R «+ s = - /R = (BIT28)
T 6 L

Gleichung (RII27)
Sie wird gel8st durch den Ansatz

. BII29)
S{f((,p) = Ay Sitnmy 4+ Wy Cos my (




= 1% =

Aus Symmetriegrinden muss Y’(y) fur g’=lﬂ den gleichen Wert annehmen wie flr ==Y, .
D.h.

a, =0
Mit &, = 1 wird also

Yiy) = Cos m (an=0 4,2 ) (BII30)
Gleichung (BII28):
Mit
r 2 £ z Lw?
Ki=mw = 5 ¢ (BIT31)

( A =VakuumwellenlHnge)
geht (BII28) tber in

AR 1 dR ( 4412)
+ : (41— —— = 0
c((Kr)?' Kr o(Kr) (kr)? R (BII>2)
(BII32) wird gelbBst durch den Ansatz
! 2 (BIT33)
R, (kr) = a R (ke) +b,, R, (k)
Lk am = 0,4,2 .. o0
Fur £>0 => K (reell) (BII34)
gilt .
Ry (Kf) = Jam (kr)

2 Besselfunktionen (reell) (BII3S)
und fur £ <0 —> K=.K™ (imaginir) (BII36)
gilt

1 #
Rom (K7) = Yo (K7) = T, (k"+)
2 4 modifizierte Bessellunktionen
-Em (KT) = Y,w, (KT) = Km(K T’) (reell) (BI137)
Damit lautet (BII23) (allgemeine LBsung von (BIL14) )
E. (¢ J g™ = 1 :
z RS - z O i R,M(KT)J-bWF?W (Kr) Cos ™Yy (pI138)
n
Randbedingung fir r = 0:
Die zentrale Zylinderschicht schliesst den Fall
~ — 0 ein,
d.h.
/y,m/ — oo : /KW/ —F = (BIT39)
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E.l t; rzoi ¥ ) muss jedoch endlich bleiben, daher gilt

M = 1

b, =b,, =0

Lsung fUr den Aussenbereich:

Der Aussenbereich enth#lt den Messpunkt., Die LBsung besteht aus der Uberlagerung von einge-

strahlter ebener Welle

E: _ euwt ” t'.l»(rc_os?

und den gemiss der Ausstrahlungsbedingung nach aussen fortschreitenden divergierenden Zylin-

derwellen. Letztere lassen sich durch Hankelfunktionen der Form

Ho (K¥) = Jpo (K2) = i Yy (K 7)

darstellen.

Im Aussenbereich soll stets

£ =0 ( K reell) sein.

FUr (BII40) gilt die Entwicklung

0,00

E; = e':wt g(z:.m) }/W’l (kr) COS/‘Vﬂf

mit

(2&”"’)__, 1 fér  m=o0

Damit ergibt sich im Aussenbereich die folgende L¥sung

B = g "'Z""[(z;”") ¥ o (57) & € o (7) [ COS m1p

Zusammenfassung der L8sungen :
Das rdumliche Verhalten der Gesamtl®sung wird hier vorerst zur Zeit
‘ot
t=0 — e =1 betrachtet.
Zudem wird die EZ—Komponente im Folgenden mit E bezeichnet,

Schichteinteilung
Kq l K; I Ks | kdn ' Kaa+1 ' KN--1 l KN Messpunkt
| | I l I l T
T=0 ?1 ?2 ?3 g“ gm+4 ?N*f =R

a)). ‘Zentrale Zylinderschicht

9w
E = 2 0-_,:,,, P,y:, (k,r) Cos myp
gl

(BIT4O)

(BIT41)

(BIIkL2)

(BII43)

(BIT4Y)

(BIIES)
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b) Zwischenschichten
o 1 2
n "
E = [a,m R (Knr) + b, R, (k,,r)] Cos amn (BIIY6)
m
¢) Aussenbereich

E = g [(ZLW) J/m (KN‘I') ""C/m”rm (L(nr)] éos an (BII47)

Grenzbedingungen :

Es gelten dle folgenden Grenzbedingungen;

a) *r o= 9,
G R (K4 91) = 8 s Ry (W 23) # b:v. R (1, §1) (BIT48)
b ot 22 lgd = B Las R (Wt 48RS (%) emisy
b) el
s R (Kan§m) * b R (K £n) = —

Ct.:::,‘ RA:,, (kmu ?M) + br::{ P/:ﬂ (KM+4 Y"")

km[a; Pn:: (Wm ?M) + b,;: P,:,, (L(m ‘J’m)] = (BIT51)
L</Vl+“ [a':v:q ’Rr:w (Km+4 ?"") + b:n+4 P/:T (L(fm +1 ?4")]
c) = i
OL/::1 En:w (K~—4 ?u-»v) "+ b:w-* Ervi (KNw ?N—4) = (BII52)

(Z‘-m) }/m-. (kN ?N—q) "L C/m “!‘P‘n (L<N ?N—A)

4 4! N-1

kN-‘l‘[a/:ﬂ- R (kN-d ?N—d) + bm»r Pf:"' (kN-4 ?N—")] = (BII53)

Kn[@:™) },:M (Kns Fner) + Com Ho (K ?w)]

Koeffizientenbestimmung :

Fiir N Zylinderschichten folgen aus (BIT4B) bis (BII53) 2(N-1) Gleichungen, in denen 2(N-1)

unbekannte komplexe Koeffizienten a;, b® und cn enthalten sind. Die Gleichungen sind in den

m
an, bn
m

i und cn linear und dienen zu deren Bestimmung. Da die L&sung am Messpunkt (r=R; ¢ = ‘,OM)
betrachtet wird, ist eine explizite Bestimmung lediglich des Cn notwendig. Dies kann hier
durch sukzessives Fortschreiten von Schicht zu Schicht geschehen. Dabei wird in der zentra-

len Zylinderschicht begonnen, mit einem zundchst willklUrlichen Wert von a:n(zﬂ. Es lassen
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sich dann jeweils die aa+1; b2+1 aus den a;; bg berechnen und schliesslich ¢ aus ag_1; bm"1.

a; pflanzt sich dabei als Faktor durch simtliche Schichten fort und l4sst sich aus dem Aus-
druck fur Cn eliminieren. Auf die Ausfiihrung der entsprechenden algebraischen Umrechnungen
von (BII48) bis (BII53) sei hier verzichtet. Die gesuchte L8sung lautet somit

Ceot cky R sy <l
E = ew [e ) H+ZCW”W(KN'L?) COS’“"YH] (BII54)

(Superposition von Oripginalwalle (1, Term) und gestreuter Welle (2. Term) )

Bemerkungen !

Zur Bestimmung der K gf“

2

4 ¢t
[,(Z = ——z—:{i—i' = —;2— M; (BII55)
mit
2 2
2 —-Qa r
m- = 1 - fi, e (BII56)

Die Radien ¢ der Schichtgrenzen wurden so gelegt, dass sich die Brechzahl n von ¢,  zu

?n+1 immer um den gleichen Betrag A4 dndert. Die Schichtkonstanten kn sind jeweils die

arithmetischen Mittelwerte von K(? n_1) und K(? n)

Solange die kn in sHdmtlichen Schichten reell bleiben, bereitet die Berechnung des B keine
grundsidtzlichen Schwierigkeiten. Werden die kn der inneren Zylinderschichten imagindr, so
liegt prinzipiell wegen

K /}Cwm (l(-r)/ — o0

K+ -0
IKM(KT)/

eine Singularitit der L8sung von (BII32) bei Kr = 0 vor.+)

(BIIST)

Bei geschickter Schichteinteilung tritt diese Singularitdt in der numerischen Rechnung nicht
direkt hervor. Im Gesamtbild der LBsung macht sie sich jedoch indirekt durch starke Unstetig-

keiten bemerkbar.
Zur Vermeidung dieser Schwierigkeit erwies sich das folgende Rechenverfahren als geeignet. -

Der Radius S & (kritischer Radius) einerﬂ?chichtgrenze wird genau an die Stelle gelegt, an
der k = 0 wird. Denn wdren fUr die an ? angrizfende innere Schicht die modifizierten Bessel-
funktionen I und Kh zu benutzen, fur die an ? 1 angrenzende Hussere Schicht die Besas&funk-
tionen J und Y . Tatséchlich sind fur die an 3 ﬁ“'angrenzende innere Schicht Im(K'?n ) und

m 3
Tm(K™ ?”:) verwendet worden, fur die an g angrenzende Hussere Schicht J (kn+1 g g“') und
Im(kn+1?ﬁp d.h, Funktionen, die fUr kr = O grunds#tzlich nicht unendlich gross werden kin-

nen. Auf diese Weise bleibt das Problem mathematisch eindeutig bestimmt. Das Vorgehen ent-
spricht einer Uberlappung der Bereiche "k-reell" und "k-imagin#r". Physikalisch 1l&sst sich
diese Uberlappung durch die Uberlegung rechtfertigen, dass in einem realen Plasma eine Stoss-
ddmpfung vorhanden ist, die bewirkt, dass einerseits im Durchlassgebiet die Wellen geddmpft
werden, andererseits Wellen auch noch im Cutoff-Gebiet fortschreiten kbnnen, wo ohne Verlust-
mechanismen nur exponentielles Abklingen stattfinden wlrde.

+)\.'cm GinzburgG) wird eine Singularit¥t der elektrischen Feldst#rke diskutiert, welche bel der
Reflexion elektromagnetischer Wellen an einem inhomogenen Plasma an der Stelle e=0 auftritt.
Diese Singularitit wird darauf zurlickgeftihrt, dass erstens die Mdglichkeit der Erzeugung von
Plasmawellen ausser Acht gelassen wurde, zweitens thermische Effekte und drittens Stossdidmpfung
vernachlissigt wurden.
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Die Abb. 14 bis 18 zeizen die Ergebnisse der numerischen Rechnung im Falle des homogenen
Zylinders, die Abb., 19 bis 23 im Falle des inhomogenen Zylinders, welcher durch 10 homoge-
ne, koaxiale Schichten dargestellt wurde.

In den Abb. 1% und 19 ist der Quotient E"E0 nach Betrag und Phase als Funktion der relativen
Plasmadichte g bzw. o aufgetragen.

(@. (BIIS4); Eo bezeichnet die ohne Plasma allein vorhandene Originalwelle (BII4O), deren
Betrag gleich Eins ist)

Der Empf&nger liegt dabeil bei ¥ = 1800, also hinter dem Zylinder. Zum Vergleich sind die
Ergebnisse der strahlenoptischen Rechnung aus Abb. 2 und 4 ebenfalls eingezeichnet (entspre-
chend Gl. (AI7) bedeutet eine Vergrsserung von A@, also eine positive Zeigerdrehung in der
komplexen Ebene, eine Verkleinerung der optischen Weglinge).
Wdhrend nach der strahlenoptischen Berechnung die Amplitude mit ﬁ,ﬁo — 1 gegen Null konver-
gilert, ndhert sie sich nach der wellenoptischen Berechnung einem von Null verschiedenen Wert,
welcher im Falle des inhomogenen Zylinders kleiner ist als im Falle des homogenen. Beim in-
homogenen Zylinder wurde die rel. Dichte Bo aul der Achse Uber den Wert 1 hinaus vergrdssert,
sodass ein undurchlissiger Kern entsteht, und die Amplitude nach den Uberlegungen zu Beginn
dieses Abschnittes (Abb. 12) sich im Uhrzeigersinn dem Nullpunkt ndhern sollte. Diese Anni-
herung ist andeutungsweise im Kurvenverlauf auch ganz richtig vorhanden. Zu h8heren GO-Wern
ten als etwa 8 zu gehen, war aus rechentechnischen Grilnden (Bereichslberschreitung) nicht
m8glich. Die Abb. 15 und 20 zeigen entsprechende Beugungskurven flir Empfingerorte, die im
gleichen Abstand R von der Zylinderachse etwas seitlich der ontischen Achse liegen. Die Verla-
gerung der Kurven 14sst sich qualitativ so verstehen, dass bei Schwenkung des Empfdngerorts
um die Zylinderachse der Einfluss der Originalwelle stirker ("direkte Strahlung") und gleich-
zeltig die mittlere optische Weglinge grdsser wird, da das Plasma optisch dlnner ist als Va-
kuum. Demzufolge ist eine Phasendrehung im Uhrzeigersinn zu erwarten, die fUr niedrige p-
bzw, 90~Werte auch herauskommt (gestrichelte Kurven mit ﬁo=const in Abb. 20).

In den Abb. 16 und 21 ist die Feldstfrke der gestreuten Welle allein flr einen bei ¥ = 50°
stehenden Empfinger gezeichnet. Die Originalwelle wurde nicht mitgenommen, da eine im Expe-
riment normalerweise verwendete Antenne in dieser Stellung infolge ihrer Richtcharakteristik
diese Welle auch nicht empfangen wlrde. Die Vielzahl der Phasenumliufe der Kurven in Abb. 21
gegenllber den geringen Phasendnderungen in Abb., 16 lisst sich durch die Uberlegung deuten,
dass beim inhomogenen Zylinder die Elementarwellen, die die Feldstfrke im Empfdngerpunkt er-
zeugen, plasmaerflillten Raum zu durcnlaufen haben, wobei die zurlickgelegten optischen Weg-
ldngen von der relativen Dichte § abhingen.

Die Abb. 17 und 22 zeigen die in die Richtung des Senders zurllckgestreute Welle. Da die Ori-
ginalwelle den Betrag Eins hat, geben die Kurven gleichzeitig den Reflexionsfaktor des Zylin-
ders, bezogen auf den Ort des Empf#ngers, =n. In den Abb. 18 und 23 ist schliesslich fUr eini-
ge - bzw. ED—WErte die Amplitude der Streuwelle als Funktion des Winkels ¥ in logarith-
mischem Mapgstab aufgetragen. Scharf ausgeortigte Minima wie beim homogenen Zylinder sind beim

inhomogenen nicht vorhanden.

Fehlerbetrachtung:

Die in die gesamte Rechnung eingehenden Fehler lassen sicn nach ihrem Ursprung klassifizieren.-
a) Verwendung des Schichtmodells anstelle eines kontinuierlichen Modells

b) Allgemeine numerische Fehler wihrend der Rechnung

¢) Numerische Fehler bei der Berechnung der Besselfunktionen

d) Abbruch der Reihenentwicklungen bei m < o

Zu a):

Wegen des Fehlens einer L¥sung fUr das kontinuierliche Modell kann eine L¥sung flUr das Sehicht-
modell grunds#tzlich nicht mit ihr verglichen werden.

Vor der Entscheidung der Frage, ob sich die Ldsung der N Differentialgleichungen (BII14) mit
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N Konstanten £n plus (N-1) Grenzbedingungen plus Randbedingungen bei wachsendem N(— o ) der
L8sung der Differentialgleichung (BII14) mit e(r) plus Randbedingungen immer besser anndhert,
und zwar allein aus der Kenntnis von (BII14) und simtlicher Nebenbedingungen, ist in dieser
Arbeit abgesehen worden. Hier bleibt auch offen, inwieweit eine Entscheidbarkeit der Frage
aul’ dem angedeuteten Wege Uberhaupt mdglich ist.

FUr die benutzten Parameterwerte rechtfertigen die Ergebnisse der numerischen Rechnung offen-
siechtlich die Verwendung des Schichtmodells als Niherungsmodell flir den kontinuierlichen Fall.

Zu b):

Die verwendete IBM 7090 gestattet Operationen mit Zahlen, die im Bereich 10_3’8 S i 10+58 durch
8 Dezimalen dargestellt werden. Wegen der begrenzten Maschinenkapazitdt wurde mit einfacher

Genauigkeit gerechnet.

Zu ¢):

Die numerischen Werte der Besselfunktionen sollen nach Angabe des Autors der entsprechenden

Subroutinen in den unter "zu b)" erwidhnten 8 Dezimalen genau sein.

Zu d):

Die an dieser Stelle vorliegenden Fehler hingen eng mit der Konvergenz der Relhen zusammen.

Die c resultieren aus simtlichen in den einzelnen Schichten verwendeten Reihenentwicklungen.
Die numerische Rechnung zeipte, dass die lcml mit wachsendem m kleiner wurden.

Der Gesamtfehler ergibt sich also aus einer Husserst unlbersichtlichen Uberlagerung der einzel-
nen, hier zum Teil noch nicht einmal bekannten Fehler a) bis d). Es ist deshalb beabsichtlgt,
die Berechnungen mit entsprechenden Messungen zu vergleichen.

Bereits vorhandene Messungen an Objekten, die dem hier behandelten Plasmazylinder &hnlich sind,
erlauben die Annahme, dass die gesamte Rechnung in der Lage ist, ein mindesiens qualitatives
Bild Uber die Abh#ngigkeit der elektrischen Feldstidrke E am Messpunki von den Plasmaparametern

a und § zu geben.

Die Zahl der verwendeten Zylinderschichten und Ordnungen der BesselfunklLionen wurde ausser
durch Begrenzungen in den Subroutinen fUr die Zylinderfunktionen im wesentlichen durch die

+38 bzw. § < 10‘58)

Maschinenkapazitdt und nicht mehr vermeidbare Uber- bzw. Unterldufe (T > 10
von Zahlenwerten Y wihrend der Rechnung bestimmt.
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Mit den Herren Prof. Dr. R. Gould und B. 0’Brien hatten wir nlitzliche Diskussionen.
Herr O’Brien unterzog das Manuskript zudem einer kritischen Durchsicht. Herr A. Jeliec,
Friulein E. Bock und Frau A. Trostel ftlhrten Teile der numerischen Rechnung aus,
Friulein Bock fertigte auch die Zeichnungen an.

Allen Genannten sel hiermit gedankt.
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Abbildungen

Abb. 2 Leistungsquotient r/d; (nach rechts abfallende Kurven) und
Phasenverschiebung A0 (nach rechts ansteigende Kurven) als Funk-
tionen der relativen Plasmadichte p und des Durchmessers D des

homogenen Zylinders.

Abb. % Leistungsquotient r/x; (nach rechts abfallende Kurven) und Phasen-
verschiebung ad (nach rechts anstelgende Kurven) als Funktionen der

) -
relativen Plasmadichte ﬁo und des mittleren Radius ¢ = a ! des
2.2

).

inhomogenen Zylinders mit der Dichteverteilung g = §_ exp (-a

O
Abb. 5 Vergleich von Wertepaaren, ( ¢ (=D/2), $) und ( @', ﬁo), welche
jewells gleiche Leistungsquotienten }fg; und gleiche Phasenver-

schiebung Ad liefern.

Abb, 6 Verlaul des Strahles, welcher vom Senderpunkt x = RO, y = 0 aus-
gehend aul’ den Randpunkt x = <R, y = A’2 der Emplingerfliche trifft,
in Abhfingigkeit von der relativen Dichte ﬁo auf der Achse des in-

homogenen 7Zylinders.

Abb. 7 Verlauf des Strahles wie in Abb. 6, in Abhdngigkeit vom mittleren
Radius q’ des inhomopenen Zylinders [(Ur zwei ﬁo—WerLe.

Abb, 8 Wellenfeld in doer Nihe der Achse, x = O, y = 0, des inhomogenen
Zylinders. Das Wellenfeld wird dargestellt durch Strahlen, die
mit. dem Anfangswinkel W — in pgleichen Winkelabstinden vom Sen-
derpunkt ausgehen, umrd den Normalen zu diesen Strahlen, den "Wel-
lenecbenen', die in Abstdnden l/z eingezeichnet sindj s ist die
optische Weplinge, vom Sender an gerechnet.- In Abb. 8b liegt der
Cutoff-pPunkt. (p=1) gerade aufl der Zylinderachse, 1n Abb. 8c ist
g = 1 bei einer Entflernung r = rc:1 em von der Achse. Die mittlere

Eindringtiefe d des Feldes ist definiert durch
Ted +d

& —-al'.i"Z ?/Z
= mp(r)dr = =% I m_r(r)=—{ﬂoe —’1)
=T

wie bei senkrechtem Einfall einer ebencn Welle aul eine ebene dielek-
trische OberflHche.

Abb. 9 Wellenfeld wie in den Abb. 8, [Ur einen anderen mittleren Zylinder-
radius ?’ (inhomogener Zylinder).

Abb, 12 Feldstirke E im Abstand R hinter einem undurchldssigen Streifen
der Breite 2¢, wenn der Sendepunkt im Abstarnd RO vor dem Streifen

liegt, als Funktion der normierten halben Streifenbreite

I 1, 1)'
= — — .
vV ﬁw (R Ro §
E ist auf EO, die Feldstirke bei ? = 0, normiert, und E"F,O als

Vektor in der komplexen Ebene dargestellt, d.h. Betirag IE’EOE und
Phasendifferenz A¢ zwischen E und EO. Vergrtsserung von V bringt

Vergrdsserung der effektiven optischen vieglinge,
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Quotient E/Eo in der komplexen Ebene als Funktion der relativen
Dichte B des homogenen Zylinders. Die sich dem Nullpunkt anndhern-
den Kurven sind nach der Strahlenoptik berechnet, die nach einem
Punkt ausserhalb des Nullpunktes konvergierenden nach der Wellen-
optik. Der Empfinger liegt hinter dem Zylinder, ? = 180°. E0 ist
die ohne Plasma vorhandene Originalwelle,

Wellenopntisch berechnete Kurven flir E”E0 wie in Abb. 1il4a, jedoch

bei etwas seitlich verlagertem Empfinger, ¥ von 180° bis 167,5°.
Die gestrichelte Kurve verbindet die Punkte mit g = 0,05 der einzel-
nen Kurven. Aus Deutlichkeitsgriinden sind sonst keine pg-Werte einge-
zeichnet.

Wellenoptisch berechnete Kurven fir E, wobei der Empfédnger seitlich
(¢ = 90%) vom homogenen Zylinder steht. Die Originalwelle wird nicht
betrachtet; ohne Plasma ist dann die empfangene Feldstirke Null.

Wellenoptisch berechnete E-Kurven wie in Abb. 16, aber fur P o= o]
(Reflexion).

Amplitude | E|l der gestreuten Welle als Funktion des Winkels y in
logarithmischem Mapstab, fUr drel p-Werte (homogener Zylinder).

Der Quotient E/E_ wie in Abb. 14, jedoch fUr inhomogenen Zylinder
2
(B = B, exp(-a"r") ).

E’E -Kurven wie in Abb, 15, flr inhomogenen Zylinder. Die gestrichel-
ten’Kurven verbinden Punkte gleichen ﬁO-Wertes auf den einzelnen
Kurven.

In Richtung y = 90O gestreute Welle E wie in Abb. 16, fUr inhomo-
genen Zylinder,

Wellenoptisch berechnete reflektierte Welle E wie in Abb. 17, fUr
inhomogenen Zylinder.

Streuwellenamplitude |El als Funktion des Winkels y ,wie in Abb. 18,
fir inhomogenen Zylinder.
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