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ABSTRACT:

By complex representation of a plane vector field a
finite expression (in elementary functions) is derived
for the magnetic field produced by an even number of
infinitely long Ioffe bars. This expression is valid

at all points of a cross-sectional plane, in the interior
of the conductors as well. For numerical computation an
ALGOL program is written which gives the components B,
and By of the field at every point required. The field
line plots are then obtained by using a numerical method,
which is described. In addition, the behaviour of
quadrupole and hexapole fields in the viecinity of the
axis is dealt with in detail.
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Einleitung

Zur Erzeugung von Cusp-Feldern beniitzt man Anordnungen,
bei denen eine gerade Anzahl von Stromleitern (Ioffe-
Stdben) achsenparallel und dquidistant auf der Peripherie
eines Zylinders angebracht ist. Benachbarte Leiter
werden von antiparallelen Stromen gleicher Stdrke durch-
flossen. Um innen den Plasmabehdlter, auBlen die Spiegel-
spulen anbringen zu konnen, ist es zweckmdBlig, Leiter
von ringsektorfdrmigem Querschnitt zu verwenden (siehe
Abb. 1).

Abb. 1 Querschnitt durch die Leiteranordnung fir N =4, senkrecht

zur Richtung der Strome.




Wir betrachten die Leiter als unendlich lang, so daB
sich die Strdme im Unendlichen schlieBlen. Dann handelt
es sich bei der Berechnung des Magnetfeldes der An-
ordnung um ein ebenes Problem. Das erzeugte Multipol-
feld kann berechnet werden, indem das Magnetfeld eines
unendlich langen, geraden Linienstroms oder sein Vektor-

potential liber die Leiterquerschnitte integriert wird.

Flir das Feld dieser Anordnung werden bisher nur Ausdriicke
angegeben, beil denen entweder von der Ausdehnung der
Leiter in radialer Richtung abgesehen wird, indem nur
iiber die Winkelkoordinate integriert wird [1], [2], oder
es wird eine Reihenentwicklung angegeben [3]. Hierbei
wird der Logarithmus, der das Vektorpotential eines
Linienstroms beschreibt, entwickelt, und dann an dieser
Reihe die Integration iliber die Leiterquerschnitte vorge-

nommen.

In dieser Arbeit wird das Magnetfeld in der gleichen
Weise berechnet, wie es in [1] fir ein vierpoliges Feld
geschieht, aber es wird zusidtzlich eine beliebige radiale
Ausdehnung der Leiterstibe beriicksichtigt und ein Aus-
druck filir das Feld in allen Punkten einer Querschnitts-
ebene hergeleitet, nicht nur, wie bisher, fiir Punkte,

die der Achse nidher liegen als die Leiter. Zwar spielt
fir die EinschlieBung des Plasmas nur das Feld in dem
bereits friiher erfaBten Gebiet eine Rolle, um aber die
Kridfte berechnen zu kodnnen, die die Ioffe-Stdbe erfahren,
bendtigt man auch das Magnetfeld am Ort der Leiter selbst.




1. Berechnung des Magnetfeldes eines Ioffe-Stabes

In der Ebene senkrecht zu den Stromen, der Zeichenebene
der Abb. 1, filhren wir Polarkoordinaten T,y ein,

die zu der komplexen Form Z = X+ 1Y = o eup
zusammengefaBt werden.

Flir das Magnetfeld eines unendlich langen, geraden
Linienstroms der Stdrke I, der senkrecht zur betrachteten
Ebene durch den Nullpunkt flieBt, gilt im internationalen
elektrischen MaBsystem

— i
B(r,p) = L= 4

s 2Ty ¢
_ooml .
= —_ - #. sSin (P

wobei/u die Permeabilitdt ist und '""P) 'n’x und 4{,y
Einheitsvektoren in der $-, bzw. X- und y—Richtung be-
deuten.
Ordnet man der Feldstirke i; B
rdne =
xte + B, t,
die komplexe Zahl

(2) B = B, +1 B,
zu, so erhdlt man anstelle von (1) die Darstellung
I ;'
B(T}P) - tg =
oder w LA
(3) . Ak
27 Zz

(Durch Uberstreichen wird stets das konjugiert Komplexe

einer GroBe gekennzeichnet.)

Es sei

(1) b(z) = B(z)




Dann folgt aus (3)

L °
(5) b(z) = -£= *
2 3

:
FlieBt der Linienstrom durch den Punkt f =pe "

statt durch den Nullpunkt, so gilt

2
(6) b(z) w1y -

Hieraus erhdlt man das Feld eines Leiters endlichen

Querschnitts, nach Einfiihrung der Stromdichte j 3
durch Integration {iber den Querschnitt

d
(7) b(z) = 21, IJ_{:‘ :

Ist die Stromdichte iiber den Querschnitt konstant, dann
ergibt sich, wenn man die Abkiirzung

M

27
beniitzt,
d
b df
(9) (2) j 2.7

Haben dle Leiterquerschnitte die in Abb. 1 angegebene

(8) q = -1

]

Form, dann gilt flir das Feld eines Leiters, der durch
den Index A gekennzeichnet sei,

2 1\“"'6‘

(10) 5(3) QI J. 'Pdfd?

z-_ee"" .

Das Feld der gesamten Anordnung aus N Leitern erhdlt
man durch

N N~ 4
(11) b(z) = ;G'f) bx(z)




Liegt der Aufpunkt 2 im Innern oder auf dem Rande eines
der Quellgebiete, dann treten uneigentliche Integrale
auf, die aber stets konvergieren. Die Umgebung eines

oder sogar verschwindenden Beitrag zum Magnetfeld. Dies
sieht man sofort, wenn man den Nullpunkt des Koordinaten-
systems in den innerhalb eines Quellgebietes liegenden
Aufpunkt legt. Man erhdlt dann fir den Beitrag einer
kreisformigen €-Umgebung des Aufpunktes zum Feld

A dod
b (0) = - apey
w B0 R

-0

solechen Aufpunktes liefert ndmlich nur einen endlichen
!
|
|
|
I
i Dies entspricht der bekannten Tatsache, daB das Magnet-

feld auf der Achse eines unendlich langen, geraden,

kreiszylindrischen Drahtes verschwindet.

Liegt der Aufpunkt auf dem Rande oder eirer Ecke des
Quellgebietes, dann erhdlt man auf die gleiche Weise

endliche, zu € proportionale Beitrége.

Gleichung (10) erlaubt also die Berechnung des Feldes
fiir jede Lage des Aufpunktes.

Im folgenden werden die Abklirzungen

Yo = ¥, -9
b y%+-J

benilitzt.

¥
Fir 1‘":1. <y < ’l,/b wird das Integral I iiber 1,;
in Gleichung (10) berechnet als Yo

p-€ "Pb

e (f + J ).

Ya p+E




Es wird also zundchst ein Spalt, der den Aufpunkt ent-
halt, beli der Integration ausgelassen. AnschlieBend
148t man die Spaltbreite gegen Null gehen. Fiir ¥ < R,
ist dies ohne EinfluB, wihrend fiir v > R, durch die
Aufspaltung ein Beitrag zustande kommt, der die sonst

auftretenden Unstetigkeiten am Rande des Leiters

kompensiert.
Wegen j‘_i__ = A (1,, +1 Lo ( e{y/ Z))
z-ge'? 2 I

liefert die Ausfiihrung der Integration iiber 1y

im [ etz gd®?
b (2)= e::; Zjﬁ"if{‘lr{ Y, -~ 26+i€09( . 3 —2)}

yet(lp-l-ﬁ)_z S)eq.pa -Z

(13)

1

R iy, -1€
-l ’ -, (8¢ "-2z pe -«
—f_’ygﬂz..jfc{f{Z(J— E)+1 fog( vy . o )}.
R'f

ge -Z pe -T

Wegen

J'-? 809 (‘?e“"ly_ Z) C{S’ = %_(‘?2‘_ Zze-ltqf)fog(j)e s ) 1 ____ +?Ze—tzr)

ergibt die weitere Integration ﬁberja

1 b (2) = B, (2,R,) -, R) ¢ linfr (e R, 0)- 1R, o)

mit

2 1 2 -2q v
Blag) = 164 + L[6% e 7N) tog pe™- )

(15)

2

- L pze (P2t ) Log (pe ™ )

2 .
ks = bi%
+ —z*'4-j’3 e ;l}




und a
7, (2,¢9,€) = %{“J’Q‘E g _;_[(S,z_frz 2 E)Eog (pe -—r) ---
—S""e _(g e )209(_90. —'r)+ +3~r 'IE]}
ShE
- 21 -1.
(16) =1{‘? E+ fe Y-—r@ Efoﬂ(_? s

e-zie fog (_? eis_ T)) - 2197 Sim z—:]} _

Das Ergebnis des Grenziiberganges € — 0" fir die Glieder
von 7 (z,9,6€)  fir die das Ergebnis nicht trivial
ist, kann fiir die verschiedenen Bereiche von ¥ den belden
Skizzen (Abb. 2 und 3) entnommen werden. Dabei ist darauf
zu achten, daf sich fiir €% 0 der Arcus von Zdhler und
Nernner von (17), (18) und (19) mit wachsendem v stetig
indert. In (18) und (19) sind einander entsprechende
Glieder von T (zgR2|E) und T(z’T\’,“g) Zu-
sammengefaflt.

0 -1 reelle Achse
7‘_ﬁ_“_‘_ﬁ‘_ﬁ‘_‘_\_‘7 - r p
pe-ie_r

Abb. 2 Zu Gleichung (17)

reelle Achse
R2

Abb. 3 Zu den Gleichungen (18) und (19).
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Man erhdlt .
-1
s e ) fir T < Q
, pe -7 ul i
(17) ftm i"—"‘.?g— = e fir T = _?
el pe - | -2m
e fir 9 > 9
01
e fir I'(R1 5 r>R2
-1€ T
8 fim Rae _-v _ 2" i
(18) e = U-< e i =R, 2=R
€+>0 R,e -r . ! =
1 L
e fir R1<r<R2
0-1
‘e e fiir r<R1 : r>R2
L g
- Re -r “E"
(19) Etm_z“_‘i'é_ = U- e fir I'-_—R,' H I‘:R2
R,e -r -
e fir R1< I‘<R2
mit ws= [R2-T
'R,'—'Y' °

Unter Beriicksichtigung von (17), (18) und (19) wird aus (14)

b (2) = B3 R) - (5,R,) - (e R R )

mit folgender Bedeutung der c:£ .

(21a) Fiir ¢ auBerhalb (’l,va 3 'lyb) r C.= 0 (1. =4.2. 3)
13 ) ]

O fir »v<R;
C: = i.f.. p
t = e -
2 fur T"R; (1,-4;2)

1 fiir 1">‘R;‘

0 fux v, vor,
C,3= E fiir T'=‘R.4;T'=‘R2
4

fir R, <r <R

(21b) Fiir Yo < ¥ < Y,
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Es dndert sich nichts durch folgende einfachere Fest-

setzung anstelle von (21b)
C.={0' fir * < R; ({’42)
41 fir + > ‘Ri J

{0 fir r<R,: *>R,
1 fiir R,<T <R,

(22) Fiir Y, < P < "‘Pb .

Umformung von (15) liefert

e {3; (E,S’) = q {-—_9 e Mg d - z e_Zilht s{n(ch) Log ¢
. 2

# 25 - 2e™N) og (1-2 &)

&
- yz -2{1{’@) z "l:'qlq
(Z—-ze 303(4 —J;e ).
Mit der Abkiirzung
I
(24) (bA S L 1’/& % cf

wird aus (23)

FA (Z,S’) = q {-f e-‘:"h simd - z e-z‘:hsfn (ZJ) fogg
5T ) w5
RCRECRIFAIGETRY)

Bei den in {5’\ (z'g) vorkommenden Logarithmusfunktionen
ist stets deren Hauptwert (-‘ﬂ' < JIm fog t = arc t < ]T)
zu nehmen. Das hat einen Sprung des Imaginidrteils des

(25)

Logarithmus um <+ 2% zur Folge, wenn ¢ht filyr vy
durch Null geht, d.h. beim Durchgang durch die seitlichen
Rdnder des Leiters und deren geradlinige Verlingerungen
nach auflen. Die hieraus folgende Unstetigkeit von [3‘\ (Z,f)
wird aber gerade durch den Sprung der Koeffizienten c:
von O auf 1 an diesen Rindern kompensiert, so daB b}.(ZIS’)




stetig ist. Das Zusatzglied mit den Koeffizienten cy

in (20) hdtte auch aus der Forderung hergeleitet werden
konnen, daf ba(z) iberall stetig und eindeutig sein
muB, auch beil Umlaufen der Verzweigungsstellen der vier

e
Logarithmusfunktionen fog ('1— i; etqk ) mit

p=R, und P= R, . Diese Verzweigungsstellen liegen
an den vier Eckpunkten des betrachteten Leiters. Die
Logarithmusfunktionen treten aber in (25) versehen mit

S’Z - 2"'4);; t,("”,\:‘:“(\)

Faktoren — - z ¢ auf, die fir =2z -—> Q€ ’
F

also an den Eckpunkten, stdrker verschwinden, als die
Logarithmusfunktionen bei Anndherung an ihren Verzwei-

gungspunkt anwachsen.

(20) liefert also, unter Benutzung von (25), das Magnet-
feld eines Ioffe-Stabes an allen Punkten auBer- und

innerhalb des Leiters.



—
15

2. Magnetfeld einer geraden Anzahl von Toffe-Stidben

Aus (20) und (25) erhdlt man durch Summierung der Felder
gemdBl (11) das Magnetfeld der ganzen Anordnung, wie sie
in Abb. 1 fiir N = 4 angegeben ist.

Es seil

i’ Blzg) = é('”H B (z.8) .

Bei der Ausfiihrung der Summation iiber A liefert das
erste Glied der rechten Seite von (25) nur bei zweil Leitern
einen Beitrag, das zweite Glied nur bei vier Leitern.

Es 1st ndmlich, wegen Yass = Wyt EEE )
N P B ; 2
- y,A «-1,1,,4 me
Z('4) e = e =€ 5
= 1+e N

o

, auBler wenn der Nenner ver-
schwindet, was nur fir N = 2 der Fall ist.

Genauso:
. : -y
B B
= = B —%re
A={ 1+e N
= O rir N+b .
Der Beitrag des ersten Gliedes zu ,B(Zh?) ist fiir N = 2
-y
(27) -2qpe sind .
Das zweite Glied liefert fiir N = 4 den Beitrag
-2+ :
(28) -kqze ¥ i (ZJ) /30333 .
Auch das Ergebnis von
N e 4 2 e-"'(y',\*d')
(29) Z(-'f) fog . A
A=1 2 _~+(y-d)

4"}*6
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148t sich leicht angeben. Es ist
' . 2
dy,  =i(e + AR 0-1))
= e

(30) iy,
e . ZA ;

s
v (A-4)

wo die GrdBen 2, = @ fir X = 1, peo N

die N-ten Einheitswurzeln sind. y4 ist, wie bisher,

die Winkelkoordinate des Zentrums des ersten Leiters.

Ferner filhren wir die Abklirzung

2 -2

t = 2 ot
¥

ein. Es ist

(31) Z(—d) EOS(te -z,\) fog'ﬂ’ = 2o

..-I. e

A +£J

Da die ZA die N-ten Einheitswurzeln sind, stehen in
Zdhler und Nenner der rechten Seite von (31) die Produkt-
darstellungen von

5 +4 x |
(tetiJ)Z_ 1 bzw. (te— J)z + 1 ; 1
so daB gilt .
N tad 2
t =
g fog (fe -E'\> = fog ( © ) 4

( emr +41

Fiir die gesuchte Summe (29) ergibt sich damit

-id

S ) g 7B g ) - (fe“r) +4

)

> te™ -2, (te'*{) 4 (te‘{)z.-4

L3 L
=»€O 4+21t SM(E‘)"'
J y N
4-2itlshmgf)— t"
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van ernalt fiir p(z,9) mit (27), (28) und (32)

(33) P(z,¢) = q{_ J?.,N - 29 e Msind - Jk‘N"fzézw'sin(zJ),&sg

N
+i[9_2 tog 1+ 2it? sinflla) - t"
2Lz ’"Zif%sin(fgwf)-f”

=5 ZN(—"[)A-/{ -2.1'.1{.A -2 2 -{(h.’_d‘)
- e (e Log (4-?—9. )

™ hog (4- e ’:(1‘”"";)))]}
mit

p § O fir 1% N
% N4 eur i =N

Hieraus ergibt sich das Magnetfeld durch
m, ] 2
(35) B(Z) = P(EIRZ)— (5(2'1{4) -('4) K % <64R1-62R;-C3Tz) .

Das Vorzeichen des letzten Ausdrucks auf der rechten Seite
hingt davon ab, in welchem Winkelbereich der Punkt 2z liegt.
Wird die Stromrichtung in dem Leiter mit der Winkel-
koordinate %4, als positiv angenommen, dann bestimmt sich m
in (35) aus der Bedingung

(36) -%r(m-a% < tlo-'lh < %I(wu-%) (m ganzzahlig).
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%, Berechnung der Komponenten ,Bﬁ,, (1"‘1:) und B“o(ﬁ({;)

des Feldes

Der Realteil von (35) liefert die x-Komponente des Feldes,
der Imagindrteil die y-Komponente.

Die - und (F-—Komponente des Feldes erhdlt man durch
(37) B.(z) = Re (e-t? B(é))

X * |

ﬁf' (21?2) - [31- (z;’e4) 1‘

(372) {3: (2,3) = Re (e-;? F(E'§>)

und :
- =y
(38) By(2) = Im (e B(Z))
X " 4]
= (3‘? (lz'p’RZ) —F:(Zl‘ﬁ‘i)“(— 4> /Eu:l c".Rf-CZ‘EzZ_CaTa
mit

oy (2g) = Im (T Blag)

Es sind also Real- und Imagindrteil von e'w\P ﬁ(?_‘\?)
zu berechnen.

& 3 =
' mCPA"
Aufspaltung der Logarithmusfunktionen fog 4= ? e
in Real- und Imaginidrteil ergibt

3% g3 g9
- -g— f03 l:ff— % ?— cos cp:' o (31)2]
+ 1 arc (4-— % e;cbai)

(39) "P}\t ¥ 4 Q:’.

"
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mit den Abkilirzungen

N Rl

5
y +
x T sin -
(41) Q. = -arc g £ b + kw
er
1= — cos (,bi'
mit ? A
T E
0 wewnn ? cos ¢)‘ < A1
T -
T <R<0
£
(42) k = 1 wenn e cos ¢3— > 1 und oder (mod ZTI')
& ’ - L@ <
2
Drefi®e X
-1 we X cos = x =
" 9 ¢A >1 und oder 2 (mod 2?!')
o <¢)\ <}_“:
Die Berechnung des Hauptwertes von arc w (_ﬁ-< arc w é"W)
aus dem Hauptwert von arc tg m N (_1': <arc fgdmw _ T
Re W 2 3‘Eew <2

erfordert, wenn W in der linken Halbebene liegt, die
Addition bzw. Subtraktion von M. Dies bewirkt der

Koeffizient K.

Der Real- und Imagindrteil von (32) driickt sich durch die

GroBen 'P)‘t und Qki in folgender Weise aus

. N
(43) Lo 4+2it2 sin(84) -t

- P
4-2it% sin(8d) - t" b

mit

(41) P = Zhj(--fi)kh1 (‘p}\‘ _ P;)
é(—o“ (o, -q)) .

=
N
~—
(B
1]




vy .
Unter Benutzung von 2 = ~e = 9 (cos P + 1 8In ‘F) ;

sowie von (39) und (43) lassen sich der Real- und Imagindr-

1 e L3 " ¥
- 1_,\‘; o .
i 2. , also [ und
teil von e B ,5’) [3,', ('r"tp,g) {3? (1*’ nP‘Sa)
angeben, was in (48) und (49) geschieht.
Das Ergebnis der Berechnung der Komponenten B,r_ (-r" Lp)
und B‘-P (1"'&9) des Magnetfeldes einer geraden Anzahl un-
endlich langer Ioffe-Stdbe 148t sich damit in folgender Form

zusammenfassen:

* *
(46) B-r ('ri?) = ﬁr (T‘r"P,‘RZ) - F’T' (Y" l\D'R,.)

(47) B‘P ("“’,tP) = F; ("",‘P,Rz)_ F; (fl‘f’,‘&) ) /“1 c'R ¢,R -1:313')

mit

(48) p: (,,..I,f,’g) = —JZ’N'&J- S> sin J 5in (tp-'lh)
-cf 2 o sm(zd‘) 2039 sin &(p- 71'1)
M A=A =
* e Z("'f) {i (?a ‘Rf)

+1“'( R cosZ(p -r-Q Sin 2(P +'P w52¢ Q°""‘¢}

%
(49) {3? (r,?!g) = le Zd ¢ sind cos (- 1‘,)
. A : .
_J‘PIN.T’: 2™ sin (ZJ) fogf cos ,2(50—1,‘,1)

Lot N_ A=1 ) - -
:{_“:( /) {‘%(OA_QA)

+ (B 207 + Qcos 207 P sin 20 sin 20 )}
L sin 24’)\ + Q.\ cas LCP’\ =P sin 2?\ —O)\ Sin 2&,:_\ /f" |
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+ - o +
Die Bedeutung der Abkiirzungen P\™, Qh und Cf)‘\"
ist in (40), (41) und (24) angegeben. Die Werte der

Koeffizienten d;y , ¢; , k und m findet man in
i

(34), (22), (42) und (36).

Ein Algol-Programm, das nach diesen Glelchungen ;Br(r:?)
und ZB?(¢3¢) fiir beliebig vorgebbares gerades N
berechnet, wird im Anhang dieser Arbeit angegeben.
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4, Magnetfeld bei vier und sechs Leitern

Im folgenden werden die Ausdriicke fiir das Magnetfeld

berechnet,

die man bei vollstidndiger Ausfiihrung der

Summierung iiber A fiir N = 4 und N = 6 erhdlt. Der Vorteil
einer solchen expliziten Darstellung besteht gegeniiber

der Benutzung des Programms darin, daB man z.B. den An-

stieg des Feldes in der Umgebung des Nullpunktes formel-

madBig angeben kann.

Wir benutzen die komplexe Darstellung des Feldes durch
(35) und (33) aus Abschnitt 2. In (33) ist noch die

Ausrechnung von

(50)

N ad o =2iy, . -4(1&_4_-6'))
;{(—4) e fog(/l——j-)-e

durchzufiihren.

Wir legen den Anfang der Winkelzidhlung in das Zentrum eines

Leiters, d.h. wir setzen Yy, = ag.
Dann gilt fiir N = 4:
-4 -1 -21 -2
} e 1-"*.\ = ZA e \.'Lr“ = ZA
A 1 1
2 -1 -1
3 -4 1
4 A -4
Unter Benutzung der Abklirzung
v (ptd
M+ = —'g (? )
- k3
2 +ad
= = @
¥

erhdlt man fiir (50)
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* A-4 -
E("") EN 203(4—44,12‘\ )

ifeg (4“"“’: 2;4)
A=A

lf

E<4_Mt z‘\_f)

fog (4-' ru,:)

il

H

Damit wird fiir N = 4 aus (33)

PENR—

- Z (e- e fog (4—44._") = e:‘-’zf.f 1503 (;{—- u:))]} )

Hieraus folgt das Magnetfeld von vier Toffe-Stadben

nach (35).
Entwickelt man {3(2‘3) fiir kleine Iu“_l d.h. » < R,, s
dann erhidlt man

. 2
{3(2'3) s q-{«-‘f-z sin(.Zd')iogg +§—[2 g(«f-uf)

-2id =
+ Z (e M__’f = ez J Ad '1')]}
* -

q.{-.‘i-z sin(ZJ) fog e - 2 Z SN (ZJ)} .

Da das letzte Glied 9 nicht enthidlt, liefert es keinen
Beitrag zum Feld. Das Magnetfeld von vier Ioffe-Stdben
wird also in der Umgebung des Nullpunktes beschrieben

durch

() B(2) = - %fl  sin (24) Log l:,.e; . E rir [z <R,

Fiihrt man anstelle der Stromdichte j den Gesamtstrom I
durch einen Leiter ein

1 = j . F (F: Querschnittsfliche
(53) eines Leiters)

1-(RE-RE)-S




ha
—'\J

dann wird aus (52)
, R
2pl - sin(24) eoﬂ"ﬁ%

" J Rzz - Rf

M|

(54) B(z) =~ -

Ebenso wird fiir N = 6 vorgegangen. Hier ist

1
-

-2

A | oz, Z,
1 1 i
2| -A | A
f| |4 A (-
5| A | B
6| -A | A

Unter Verwendung der Abkiirzungen

.'Bt = Log 1- Uy

4
4+ut

2

I | 1+ us + U
B, =5 4og 2 =

1=, + u,+2'

B = i3 pog A=ifBus - us
R 4+1'.\/?Tut-utz

t = 2
[

erhdlt man fiir N = 6 aus (33)

N ‘
(55) B(z,¢) = .__{5’ Pog 1121t sin(3d) -t
) Plae z 3 20t sin(33) - t°

214
vz e (B -B-B)- Z‘JB‘-B;-B;)J}.

Die Reihenentwicklung von [3(;’5,) ergibt fir

l *
Zl Itl lut|<<'f 3 wegen B1 -B:_B g—-éu+
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P(I'S’) {l,u _3;_(_2_) gm(gcf) éz(ue .-u.e"zz',cf)}

y

. 2
S § 2 sin(34)
o s

Damit erhdlt man fiir das Magnetfeld von sechs Ioffe-

Stdben in der Umgebung des Nullpunktes

: = R,-R, -2
(56) B(z) ~ - gf—:’ 2 sin (36) —Rz—Ri Z  fir |z|«R,
2

1
Einfilhrung der Stromstidrke I gemidB (53) ergibt
2 . ' _ 2
ey BiE) m ~ s sin(34) 5
) (R,+R;)R, R,

Die Komponenten von (57) in Polarkoordinaten sind

2L sin(34) = :

(58a) B_ (v, ¢) = - L sin(3

¥ T & (R+R.)R,R, £
I . 2

(580) By, (7,p) = - Zal sinidd) Ly cos(3y) .

'"' d  (R,+R,)R,R,

Der Vergleich von (58a,b) mit den Gleichungen (2.1)
bei J.B. Taylor in [4] liefert den Wert der dort auf-
tretenden Gro8e I ¥ fiir die von uns angenommene Gestalt

des Leiterquerschnitts. (Der Unterschied im Vorzeichen
und die Vertauschung von SEH(%}%J und C€OS (g-qo
rilhrt vom verschiedenen Beginn der Winkelz&hlung her.

- AT ’ ~ .
Dort ist y, = —-1I— y wdhrend bei uns yq..O’ ist. )
Zum Vergleich berechnen wir noch das Feld, das entsteht,
wenn man die N Ioffe-Stdbe durch N unendlich lange, ge-
rade Linienstrdme ersetzt. DurchstoBen die Strdme in
den Punkten - im Abstand vom
o SA (A‘“"f"'JN) L4




ol

Nullpunkt die z-Ebene, so gilt flir das erzeugte Feld
nach (6) aus Abschnitt 1

b(z) = B(z)
ooul y (1 -4 4
1 2T ).Zz; ) z-5,

Das komplexe Potential vv(z) dieses Feldes ist

j b(z)dz

N il
9> (4)"" Log (2-5,)

[]

w(z)

(59) 1w, (‘? = -1
_ Y Z-Soa-4
1599 ;’Iﬁ z-San .

Ebenso wie in (30) driicken wir die Sx mit Hilfe der
N-ten Einheltswurzeln Z, aus

Y,
(60) §5; = pE& &
mit Eﬁi(k_4)
ZA=QN (A:ff‘_“'N) ;

Y4 ist die Winkelkoordinate des ersten Leiters.

Division der Faktoren des Zihlers von (59) durch 54
und des Nenners durch J, ergibt

N Ny 2 _ 2

w(z) = q.z%{(_%)‘f ==

sl = Zon-4

2
In Zihler und Nenner stehen die Produktdarstellungen

von (%)2 -1 bzw. (_z__z)_z- -l

Nach (60) ist

(‘%)% = eﬂ%ﬁ‘% = -4 .
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Damit erhdlt man das komplexe Potential

N
(%) -
3

(5)E -

+1
Hieraus ergibt sich das Feld

(61) w(z) = q-4Log

~

b(z) = w(2)

= q- N -
Sq (E)N_/'
und 54
I e
(62) B(z):-w.f'__.g..4T =
T 52 4_(_2_)31 .
54
Setzt man Yy, =0 , dann ist S{ =P .

In der Umgebung des Nullpunktes, also fiir lz[‘@;y ;
erhdlt man hieraus

<

=

(63) B(Z)z—i-/ﬂ-i"—i
' i § 23

N
7

LABt man in den entsprechenden Gleichungen (54) und (57),
die das Feld der Ioffe-Stdbe in der Umgebung des Null-
punktes beschreiben, die Leiterquerschnitte zusammen-
schrumpfen, so erhdlt man fiir N = 4 aus Gleichung (54),

wegen

Lim Ry 1

2
Ry> 9 2 1 9

]
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Lim B(z) = -1 2L 4
d->0 T ,Pz
R,> ¢

R>¢

und fiir N = 6 aus Gleichung (57)

>0 m
R~>g
Ry>®

in Ubereinstimmung mit (63).

3

§

z

, 2
Lim ]3(2) = =1 3fLI .:L_ z

(N

(N =

4)

6)
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5. Bestimmung der Feldlinien

Die Feldlinien eines ebenen Magnetfeldes :B(Z) sind
die Kurven 2z(t) , die der Differentialgleichung

dz _
(64) e B(z)

geniigen, wo t ein reeller Parameter ist.

Kennt man die reelle FluBfunktion .S(z) des Feldes,

so ergeben sich aus ihr die Feldlinien als Kurven S(Z):const.

S(Z) ist der Imagindrteil des komplexen Potentials VJ(E)
des Magnetfeldes. w(2) berechnet sich als

w(z) = gb(z) dz

Das Ergebnis dieser Integration 148t sich aber beil der
vorliegenden Funktion b(z) (siehe (35), (33) in Ab-
schnitt 2) nicht mehr in geschlossener Form durch die

elementaren Funktionen ausdriicken, weill stets ein

Integral der Form j’ Eog (4-‘0'2) dz auftritt, das
=

auf den Dilogarithmus fihrt.

Um das Feldlinienbild zu erhalten, wurde deshalb folgender

numerische Weg eingeschlagen.

Ausgehend vom Nullpunkt wurde ldngs einer der Halbgeraden
Y= Y, B‘P numerisch integriert. Dies liefert
die FluBfunktion

S(T) = SBv(g) d's’

1ings dieser Geraden, weil :B* fiir Y = y& ver-
schwindet.
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Mittels der FluBfunktion kann man nun auf dieser Ge-
raden Punkte T, SO bestimmen, daB zwischen zwel be-
nachbarten Punkten der gleiche magnetische FluB hin-

durchgeht. Die Punkte mlissen der Bedingung geniigen
S(r,) = S(r,,) = const.  (m=4,...,M)

wobei M die Zahl der gewlinschten Feldlinien ist.

Das Feldlinienbild mit konstantem FluB zwischen Jje
zwel benachbarten Feldlinien erhdlt man nun, indem
man ausgehend von den so gewonnenen Anfangspunkten
die Kurven z(t) zeichnet, die durch (64) bestimmt sind.

Es wurde das reelle Differentialgleichungssystem

dx

= Bx(x:Y)
(65) jt
-cl—f.' = By(x)Y)

fir Jeden der Anfangspunkte (xn ,yn) mit

X

T, Cos
w‘\ (ﬂ: 4,¢,,,M)

numerisch integriert und die Kurven y(x) gezeichnet.

Yn = T, Sin Iy*

Ein auf diese Weise gewonnenes Feldlinienbild fiir
sechs Joffe-Stdbe zeigt Abb. 4.

Wir verdanken die Anregung zu dieser Arbeit einer

Diskussion mit Herrn R. Poehlchen, IPP Minchen - Garching.




Abb. 4 Magnetfeldlinien bei 6 Joffe- Stdben



[1]

]
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Anhang: Algol-Programm zur Berechnung von ;BT_(r,¢)

und Bp(*a?).

Das folgende Algol-Programm berechnet unter Verwendung der
Gleichungen (46) bis (49) aus Abschnitt 3 die Werte von
B, (v, ¢) und B‘P (v,¢) an einem beliebig vorgeb-
baren Punkf fir eine beliebige gerade Anzahl N von Ioffe-
Stidben.

Das Programm ist als PROCEDURE mit dem Namen MAGNET ge-
schrieben. Die formalen Parameter der PROCEDURE MAGNET,
deren aktuelle Werte das aufrufende libergeordnete Programm

zur Verfiigung stellen muB, sind:

Name im Bezeichnung | Erkliarung Einheit

Programm | in dieser

Arbeit

N N Gerade Anzahl der
JToffe-Stibe

R1 Rl Innerer Radius der om
Ringsektoren

RO R2 AuBerer Radius der B
Ringsektoren

WDELTA s halber Zentriwinkel eines Grad

Ringsektors (s. Abb. 1)

WPST 1 v, Winkelkoordinate des Al

Zentrums des ersten Leiters

1 I Stromstdrke in einem Leiter| Amp
Polarkoordinaten des

R r cm
Punktes, an dem Br und

B? berechnet werden

WPHI Y Grad

sollen
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Als Resultate erhdlt man

Name im Bezeichnung | Erklarung Einheit

Programm | in dieser

Arbeit
BR B,
Magnetfeldkomponenten [ Amp / em
BPHI B P

Will man das Programm zur Berechnung der rechten Seiten
der Differentialgleichungen (65) benutzen, so sind je
zwel Anweisungen am Anfang und am Ende einzufiigen, néam-

lich am Anfang

SQRT (X*x 2+Y=x 2) ;
ARCTAN(Y/X);

box |
1

FPHT

It

und am Ende

BX := BR#COS(PHI)-BPHI*SIN(PHI);
BY := BR*SIN(PHI)+BPHI*COS(PHI);

In der Parameterliste treten dann X,Y,BX,BY an die Stelle
von R, WPHI, BR, BPHI.

(Hier ist vorausgesetzt, daB der Punkt (x,y) in der rechten
Halbebene liegt. Dies reicht stets aus, weil man den Feld-
verlauf nur fiir einen Winkelbereich AT ;4 berechnen

N
braucht, um das gesamte Feld zu kennen. )




"PROCEDURE *MAGNET

s PROCEDURE *MAGNET(NsRL;R2yWDELTAWPSIL I ,RyWPHIJRESULT.{BR¢BPHI) .,
"COMMENT® COMPUTES THE COMPOMECNTS BRI{R,PHI) AND BPHI{R,PHI) OF THE
MAGNETIC FIZLD OF N IOFFE-BARS.
TVALUE ' NyRLsRZ2yWDPELTAWPSILy [sRyHPHI e
*INTEGER'N.,
"REAL'RI R, WOELTAsWPSIL IRy WPHIsBRBPHI.
"BEGINT
PINTEGER*M3;EsKsHay
"REAL'PI+S»GaDELTAGPHI FsRHOsPSIsRO3 TP o TMeDgAsByPsPPsPMsQPyQMsU» T,
TP2, TM2,BETARBETPHI s WsRQsD2sP2sDPoZyPSI1ley
Ple=3.141592653590. Se=0.017453292520.
DELTA.=S*WDELTA., PHI.=S*WPHI . PSI1.=5%WPSI1le»
Da=1/14%P[) .,
Fa=I/{DELTA®[R2%%X2-R1%%2) e,
BRo=Uey BPHI.=0.»
RHO.=R2.4 Ee=0C., Ka=lsy
Ll..PST.=PS1I1l., Ma=los ROe=R/RH0O.
L20T.=PHI-PSI+DELTA., Ho=1las
"GOTO'L4b.s
L3:cTPa=Toy PPa=Pas QPo=Qoy
T5=PHI"PSI”DELTA09 H':ZQP
LbéooNa=1—2%¥RO¥COS(T)H+RO**2,., Bo={RO*SINIT))/(1-RO*COS(T) )y
Pe=Co5%LIilA) ey Ge=—ARCTAN(B) o
L5ao ' IF'T'GQ*"—PI"AND' T LQ'PI*THEN* "GOTO®L6ELSE*GOTO L7,
Lbeo " IFYHYEQYL'THEN®*'GOTO'"LBYELSE"*GOTO®1L 96 ¢
LT eoT o=t IF'T'GR'PI*THEN'T-2%PI'ELSE'T+2%Pl.,
TGOTO'L5.y
LBeeQe="IF'RO*CUS(T)'LQ?*L*THEN"Q ELSE**IF*T'GRYU*AND*T'LS*PI*THEN?
Q-PI'ELSE'"Q+Ples
*GOTO'L3.y
L9eoQe=*IF'RO*COS(T)*LQ 1 THEN*Q 'ELSE** IF*T*'GQ'C*AND* T LS*PTI*THEN?
Q-PIYELSEYQ+PIs,
THe=Tes PMe=Paes OQMe=Qo 9
TP2.=2%TP<s TM2.=2%TMa g
BETAR.=R¥(=PM®COS(TMZ)+QMESIN(TM2)+PPX*COS{TP2)-CP*SIN(TP2))
+(RHO**2/R )% (PM—=PP) oy
Uozaf".i"'on ]
«="IF'RO'GRYLTAND*TM'LS*G'AND"TP*GR*G* THEN'U-2*PI"ELSE"U.,
BETPHI «=R¥(PMXSIN(TM2)+QM*COSITM2)=-PP*SIN(TP2)-GP*COS(TP2)) -
(RHO¥%2/R )% U ey
BRe=BR+K*BETAR .y BPHI.=BPHI+K*BETPHI.
TIF'RY'GRYRLIYAND'RPLG"R2*AND* TM'LS G 'AND* TP GR*U*AND*EEQ*O* THEN"®
BPHI c=BPHI+K*2%P[*R.
Ma=M+1le, Ke==1%Kay PST.=PSI+2%PI/Nay
CIFPMILQ*N*THEN'*GOTOL 24,
RHOn:Rl.-' EQ=E+101 Koz'lo'
CIF*ELSY2YTHEN® *GOTOL Lay
DPo=PHI-PSIl.,
*IF'N'EQ"2'THEN?®
"BEGCIN®*W.=4%{R2-R1J*SIN{DELTA). s
BR.=BR=W*SINI{DP)} o, BPHI.=BPHI-W*COS{DP) *END%.,
*IF'N'EQ'4*THEN?®
*BEGIN°RQe=R2/R1asD2:.=2%DELTAcsP2.=2%DPoy
L.=8%R*SIN(D2)*LNIRQ)oy
BRo=BR=Z*¥SIN(P2).3BPHI.=BPHI=-Z¥COS(P2) P*END".,
BRe=D*F*BRay BPHI.=D*F*BPHi.,
YEND® o5
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