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ABSTRACT:

Two-dimensional analogues of toroidal plasma equilibrium
configurations with purely meridional electric currents
are discussed. The given plane is taken as a cross-
sectional plane of a doubly connected cylinder (limiting
case of a torus) perpendicular to the plane: all currents
flow perpendicular to the plane. Two cases are considered:

(1) Inside the plasma no currents flow %Fd the
pressure F is constant, but <f<:.B

(2) Currents flow inside the plasma as well, the
pressure being variable.

In both cases equilibrium is possible when

1(0') = j %— has an extremum inside the

)
plasma (f'ﬁr) being the field line belonging to the
value U" of the flux function of the field ¥-). In case (2)
a further condition is that inside the plasma r depends

only on 7.



§ 1 Bezeichnungen und Hilfsmittel aus der Funktionen-

theorie,

Ein ebenes Magnetfeld &; 148t sich funktionentheoretisch
behandeln. Es seil - in liblicher Bezeichnung -

=z = x+£7 = fe""’ , ein Querstrich iiber einer
Zahl bezeichne das Konjugiert-Komplexe zu ihr. Ein zur
z-Ebene paralleles ebenes Magnetfeld ﬂ; wird erzeugt

durch elektrische Strome, die die z-Ebene senkrecht durch-
setzen und geradlinig vom Unendlichen ins Unendliche
flieBen. In einem Gebiet, in dem kein Strom flieBt, ist

1)

das Feld harmonisch, also
/
b)) = @ = w (=

holomorph. Die nicht notwendig eindeutige Funktion b&'@ﬂ
ist das komplexe Potential, w(=) = K&, v (=) das
skalare Potential, o~ (=) = dwm W (=) die FluB-
funktion oder einzige, zur z-Ebene senkrechte, Komponente
des Vektorpotentials des Feldes &;. Die Aeguipotential-
linien sind durch w(z) = c&xmr, die Feldlinien

durch o—(=) = ¢ gegeben. Statt '5&«[ schreiben wir B.

Wir bentotigen zweil Hilfssidtze.

Hilfssatz 1: ﬂr und C'seien zwel geschlossene analytische

JORDAN-Kurven 2), die ein zweifach zusammenhingendes Ge-

biet G:beranden. Dann gibt es ein harmonisches Vektorfeld
$-(=) , das [ und [ als Feldlinien hat. ) ist auf
G:b’cr*d [: harmonisch und # 0 , kann also iiber den Rand
f; v G- hinaus harmonisch fortgesetzt werden. Alle Feld-
linien sind den Randern topologisch dquivalent. ﬁﬁw(z)

ist bis auf einen Proportionalitdtsfaktor eindeutig be-
stimmt. 3)

1) Je nach Kontext fassen wir ¥ als Vektor oder komplexe
Zahl auf.

Eine geschlossene analytische JORDAN-Kurve 148t sich
darstellen in der Form z = z(t), t reell, z(t) holomorph,

i(t—):f:o) 1('6*‘27):2(“% *6'4)’#2@2) fur 0<tz‘t4<2f‘

2,

3)

Felder von der in Hilfssatz 1 angegebenen Art nennen wir
"zweifach zusammenhingende Felder".




Hilfssatz 2: F4 sel elne geschlossene znslyvitiszch s

. . , X e 21
JORDAN-Kurve in der Parameterdarstellunz der FuB-obe “°

auf H sei gegeben Eg—:ﬁ :-:ﬁ@f f;ff) mit reellexn
holomorphen -QOﬂ += 0 . Dann kann S?@Q eindeutig und
harmonisch in die Umgebung von F{ fortgesetzt werden; es
gibt also ein zweifach zusammenhidngendes Gebiet @', das

H im Innern als Feldlinie mit der vorgegebenen Feld-
stirke A (M 2  entnhalc.

Anmerkung zu Hilfssatz 1

Wir nehmen an, der Feldvektor 3; zelge ldngs der Feld-
linien in die Richtung positiven Umlaufs und [: sei der
duBere Rand von 6 Dann ist die in @ von u- unabhidngige

Zirkulation
K= du

posttdv, [(3ibezelchnok Line belishizs PersLfizs m (&
Wdhlt man v-=0 auf g'und identifiziert man topologisch
«w—+K mit o, so bildet cr(z)das Gebiet G in v; <L <0
ab. Dabei ist /: o /"ﬂq). Man vgl. Figur 1.

Die Beweise der beiden Hilfssitze werden im Anhang 2
(§ 6) gebracht.

0,0 u=K b

Figur 1



§ 2 Gleichgewichtsbedirsungen und Losungsmethoden.

MEYER und SCHMIDT behandelten torusartige Plasma-
Konfigurationen ohne Innenfeld, GORENFLO, MERKEL und
STUNTZ entsprechende ebene Analoga ([é], [3], [h],

E], &{], [T]). Hier sollen ebenfalls ebene Konfigurationen
betrachtet werden, es wird aber zugelassen, dafl auch im
Plasma ein Magnetfeld existiert.

Im zweifach-zusammenhingenden Plasmagebiet & soll
konstanter Druck F herrschen, Strme sollen nur an den
analytischen Ridndern [J und [ flieBen, und zwar die z-
Ebene senkrecht durchsetzend. Die Analogie zu torusartigen
Anordnungen besteht darin, daB man sich die Plasma-Ober-
fldche in unendlicher Entfernung von der z-Ebene geschlossen

zu denken hat. Es gibt zwei

Figur 2

plasmafreie AuBengebiete, nimlich G% , berandet von G;
und @1 , berandet von f,,— . Der Punkt =z =00 soll im
Innern von 4% liegen. Man vergleiche Figur 2. In G%
und G;’ herrscht der Druck p= s 8



Wenn rJ> 0 in &, so hat man drei Felder, ndmlich

b= in 6, $e inég, Lo inC.
c; ist Feldlinie von %% und $, /7 ist Feldlinie von &
und &%. Wir nehmen an, daB die Feldvektoren an den
Rdndern in die Richtung mathematisch-positiven Umlaufs
zeigen. Mit [(o) sei die zum Wert o der FluBfunktion
gehorende Feldlinie von f? bezeichnet. Der elektrische
Strom durch f; flieBt nach oben, der durch ];' nach

unten (in Bezug auf die z-Ebene).

Damit Gleichgewicht herrscht, muB die Sprungbedingung

fiir das Magnetfeld am Plasma-Rand erfiillt sein.

Damit der betrachtete ebene Fall als Modell fiir einen
Torus im friiher besprochenen Sinn dienen kann, muf

ferner der gesamte auf E; fliessende Oberfldchenstrom
genau durch den entgegengesetzten Strom auf C- kompensiert
werden. In Formeln:

©% 4 (B.- 5

(®) [ B ds = [ B ds.

Iy I

,a langs /;, M=O, 1,

[

)
Mit ¥ wird die Bogenldnge, wachsend in positivem Umlauf-

sinn, bezeichnet. (B) ergibt sich daraus, daB die Ober-
flachenstromdichte proportional zur Differenz der
Tangentialfeldstérken ist, also aus

f(.B,-—B) ds =[f_ (BO’B) "/5;

1 4]
wenn man beachtet, daB ‘f:B As von v unabhidngig ist.

1)

Gleichgewichtskonfigurationen erhdlt man fiir solche ein-
schlieBenden Feldlinien f; und f: , flir die (S) und (B)
sich erfiillen lassen. Aus CS) ergeben sich die Randfeld-
stdrken l;wtder AuBlenfelder, die sich nach Hilfssatz 2

'9 Unser p entspricht in nichtrationalen elektrostatischen
Einheiten 4‘-11'F und in MKSA-Einheiten Mo P



harmonisch fortsetzen lassen. Die Singularitidten und
Verzweigungsschnitte in G}ﬂoder auch passende Feld-
linien, 1l&ngs derer man das Feld "abschneidet", be-

stimmen die AuBenstrtme, die, zusammen mit den Oberflichen-
stromen, die gesamte Feldkonfiguration {-3%, &;) 33}3
bestimmen.

Da ldngs des Randes B = O(L{/ﬂ(.s ist, folgt aus (5)
und CB) die notwendige Bedingung

(B'I) /\ﬂo{u)i-[- 2,, (_a’s)l-:.- rf-\/(e(u)li- 2,0 (a[s)l .
A P

Um einzusehen, daB (B f) auch hinreichend ist, braucht man

nur ‘Bm = \/lr—' + R*% lings f; zu nehmen.

(B 7) ist eine rein geometrische Bedingung. Nach Hilfs-
satz 1 ist ja..g;@Q durch die Gestalt des Gebiets G

bis auf einen Proportionalitdtsfaktor X eindeutig be-
stimmt. Ist LB1) fiir gegebenes [ erfiilllbar, so hidngt dieser
Faktor A von P ab: bei Ersetzung von P durch o p ist A
durch VG:-.X zu ersetzen.

(B 1) ist entartet erfilillbar, wenn fo_ und }: gleiche Lénge
haben. Man kann dann «w =0, also £ o, B, = \/,ZP
nehmen. Dies ist der von GORENFLO, STUNTZ und MERKEL be-

handelte Fall innenfeldfreien Plasmas.

i

Physikalisch interessant ist auch der andere Grenzfall
r -~ 0, 0 < I < < sz der in § % behandelt werden
soll.

Durch Angabe eines Beispiels zeigen wir, dalB (Bf)im Falle
P> 0 nicht fiir jedes beliebige Paar {/,, [, ] erfullbar
ist. Ist

f;':{[z{sz}; 0<Ra‘<24’
so ist auf [, mit K > 0

J2p + B2 = [J2p + (kf2wR )",
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die Integrale in (Bf) haben also die voneinander ver-

schiedenen Werte fl_fa ( 1w Rh‘)z + K* .

§ 3 Der Grenzfall verschwindenden, konstanten Druckes

(0 < p << B?)

Wir betrachten noch einmal den Fall zweier konzentrischer

Kreise als Plasma-Rand. Sei also

ro—"—' {I‘*’lz 4}) /1_*—'—42;:]2}) R>1, fg’(z): ‘:E-ru{, =£/%)
also

B =17 1angs [, B-‘-:‘VR. lings [ .

0 7
GemidB (S) ist lsngs [, baw. [,

.sz‘/R‘l-deF bzw. BO;-’-\{?*‘.ZP-

In passenden Einheiten gemessen ist also

. -2 -1
J, /R # + 2’0 - £ die Stromdichte lings f_,

1

17— V1+ 2p die Stromdichte lings [ .

"

ds
Mithin sind

L=2vRj = (V1+2p R ~7) 2w,
IL| = th'IJ'oI = (V1+2p = 7)2“&"‘

die entsprechenden Gesamtstrome. Man sieht, daB durch f:
zu wenig Strom flielt. Nur mit P = Jw'z.O sind die
Bedingungen erfiillt. Es gibt auch keine zu [, und [;
benachbarten Feldlinien des Feldes ég, mit denen bei
zwar sehr kleinem, aber immer noch positivem F die Be-
dingung (B ’/) erfiillt wire.

Plausibel ist, daB man durch geeignete Verbeulung der
inneren Kurve ﬁr und entsprechende Verdnderung des Fel-
des ¥ das Erfiilltsein von (B?) fir F} 0 erzwingen
kann. Dadurch wird ndmlich, bei Festhalten der

Zir'kulationf-{u das Stilickchen Js auf f; , auf dem @

J
Gy
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um Ju wdchst, i.a. gréBer, widhrend sich auf C_ im
Mittel nichts dndert. Die explizite Durchfiihrung

dieser Idee ist aber wohl ziemlich schwierig.

An dieser Stelle sei bemerkt, daB trivialerweise (Bf)
im Falle p=0 flir jedes Paar von Feldlinien eines
zweifach zusammenhdngenden Feldes erfiillt ist. Dieser
Fall ist aber uninteressant. Wir fragen vielmehr, ob
in der positiven Nachbarschaft von F =0 die Be-
dingung CB{) erfiillbar ist. Das Beispiel zweier
konzentrischer Kreise zeigt, daB es Felder gibt, fiir
die zwar (.84) mit p=0 , aber mit keinem ,9> 0
erfiillbar ist.

Wir beweisen deshalb durch Konstruktion konkreter
Felder den
Existenz-Satz: Es gibt zweifach zusammenhingende Ge-

biete C*lnit analytischen Randkurven derart, daB gilt:
Zu festem Feld ﬁay in ﬁkmit den Randkurven als Feld-
linien gibt es zu hinreichend kleinem positivem
¢ A
P < < B

= & 6?*

ein Paar geschlossener Feldlinien f: und G', mit denen

die notwendige und hinreichende Bedingung (Bf) erfiillt
ist.

Zum Bewels betrachten wir auf Feldlinien fKrD eines
zweifach zusammenhidngenden Feldes i; das Differential

fri= (O* 4 2 (49%) 72
Es ist

& - (824 2,9)’/1=B+~f—- te,p B T4

also

F(U‘,‘o).'-‘—‘-f c{'fzf Bds—i-’o/“—g—-

re) ) r¢s)



Da f B ‘{S = K.’ miissen wir zeigen, daBl es zwel-
)

fach zusammenhingende Felder gibt, in denen

2
7(ﬁ3 f) r= '%T {fr(v3ﬂ)-l<} =:7(wﬂ +-Q7@ﬂr-+qévﬂr + ..

fiir zweil verschiedene Werte o~ den gleichen Wert an-
nimmt. qér)r) ist in der Umgebung von P:=0 holomorph
in r, ferner holomorph in einem Intervall der reellen
Variablen v. Es ist '

1(3= q (% 0) =f—-'§—
o)
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen (z.B. [8],
Seite 362) gilt nun:

!
Ist 7(”3) = A und ?(ba)qﬁ 0, so existiert in
der Umgebung von p = 0 eine eindeutige stetige Lisung
vt = U_(r) der Gleichung a,(u-) r) = A . Fir el

geht v —» v; . In anderen Worten: Ist r7}bJ eine
Feldlinie, auf der j( l; :=,4 ist, so liegt unter
rtg)

der Bedingung
ds
o ,f — F 0.) NF O Mg
dr foy B
in der Nachbarschaft von [ (v,) eine Feldlinie [,

auf der f J't,’ = PA + K ist, sofern
F@ﬂ

nur F hinreichend klein ist.

Wesentlich fiir die Anwendbarkeit des Satzes i{iber implizite
Funktionen ist die Abspaltung des konstanften Gliedes

F(ry0) = [ Bds = K.

Wegen @F(v,0)/ 2+ =0 ist er aur F (v, ¢)

nicht anwendbar. Zwar ist jedes Paar von Feldlinien eines
zweifach zusammenhidngenden Feldes Losung von 031) fiir

F =0 , es gibt aber (wie im Fall zweier konzentrischer

Kreise gezeigt wurde) in der Umgebung solcher Feldlinien
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nicht notwendigerweise Feldlinien als Gleichgewichts-
riander fiir irgendein r > 0,

Der ausgesprochene Existenz-Satz verlangt nun noch den
Nachweis, daB es zweifach zusammenhingende Felder gibt,
fiir die es ein Paar (03 ,w;} gibt derart, daB

B2  q(n) =90), wre, %0, gl)ro
erfiilllbar ist. Wir nennen (82) die linearisierte
Gleichgewichtsbedingung. Ein Feld dieser Art ist aber
jedes zweifach zusammenhingende Feld, in dessen Innerem
¢ (*) ein relatives Extremum (das auch o0 sein darf)
annimmt. Wir geben ein solches Feld an.

S& sei erzeugt durch n gerade, stromdurchflossene Drédhte,
die die - Ebene in den Punkten

27 i h/n
zﬁz‘e / N 12':-0) 7) 2)"1) M"1)

senkrecht durchsetzen. Es sei n = 2 . Die n Strome
seien gleich stark und positiv. Das zugehorige komplexe
Potential ist (in passenden Einheiten)

n-1 .
w(=) =-¢ — ,2&3 (z-—zk) = - ¢ '&7 (z."_’l).
Daraus folgt
— " n-7
fe) = be) =-S5 ,
=" 1

n

o ®=) = — ,457 = - 1’.

Dieses Feld ist (n+1) - fach zusammenhingend, auBerhalb

der Nullfeldlinie v~ =0 zweifach zusammenhingend. Dle

Nullfeldlinie enth#lt den neutralen Punkt =z =0,

in dem & verschwindet: sie hgz dort die Zn Tangenten-
+ T 2T

richtungen ¢ = = n “+ o Fir v« O
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Figur 3

Der Fall n=‘p‘ des Gleichgewichtsfeldes



1.2

sind die Feldlinien geschlossen, flir v -» —<©0 ‘werden
sie immer kreisartiger, bei |=|~> 2@ geht v- — —oco.
Fiir v > O =zerfallen die Feldlinien in m getrennte
geschlossene Kurven, deren jede einen Draht umschlingt.
Die Teilkurven werden fiir v— —>+ &0 immer kreisartiger

und ziehen sich auf die Drdhte als Zentren zusammen.

Auf der Nullfeldlinie v-=0 gilt bei = — O
n-17 as ds
B~ nr~ a/sNﬂ(f. B~ nppn=t) - 0.

)
Also ist 7(0)=w. Flir 0 < |vr| < oo 1ist
0 <f(-r) = o0, Bei uv- —> —o0o ist B~ ‘fl/f(d‘),
2%

n

2
also 7(0‘) ~ T ()— co; bel U~ >teo ist

B ~ ‘7/3(0‘) mit e=¢(")~>0 also ?(U'-)N n-27i’§-2-—> 0.

4qlv)

+s

Figur 4
Skizze der Funktion 1@') fir n=4
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Bei =0 hat 4,(09 das Maximum eo, zwischen 0 und o0
liegt ein relatives positives Minimum. Figur 4 gibt
qualitativ den Verlauf.'Am Ende dieses Paragraphen
zeigen wir, daB stets q”(ﬁﬂ > 0, r@ﬁ also iiber-
all (auBer an Unendlichkeitsstellen) konvex ist.

Fir A > fl'é‘"é" g (") hat die Gleichung ¢q(v) = A

stets 3 Losungen o3, U, , Vg, und es ist fir
diese 7’(VJ + 0 . Sie seien gemiB
v, < VU, <0 < u3 geordnet.

Figur 5
Feldlinien fiir mn= ¢ i 7(\")-——'3)

vy =118, v =-01¢, v =0,11¢
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Im Grenzfall p =¥ (0 kommt als zweifach zusammenhd@ngendes
Plasmagebiet & in Frage das Gebiet wup > o= > vj.

Damit ist der Beweils des Existenzsatzes vollstdndig er-
bracht. Man kdnnte aber auch das 6“*1) -fach zusammen-
hdngende Gebiet w3 > u- > Uy nehmen, da die bisher
durchgefiihrten Uberlegungen sich auf diesen komplizierteren
Fall Ubertragen lassen. Im Innern dieses Gebiets hat ?{wﬁ
ein relatives Maximum (ndmlich &0), was aus Stabilitdts-

grinden erwiinscht ist. Man vergleiche Figur 5.

Einige Detail-Rechnungen zu diesem Modell sind ausfiihrlich
im Anhang (§ 5) durchgefiihrt.

Anmerkung 1: Die linearisierte Gleichgewichtsbedingung
(B.Z) 148t sich auch so gewinnen:

2
Macht man, fir 0 << p << B , den Ansatz

:Igjm = % + Q-M mit den kleinen Zusatzfeldern .@-.m

auf den f; , so gilt dort nach (S) mit Lm = )’@m,
die Beziehung

2p = B - B = (B+b,) ~B =28 b, +b,~2Bk,,
also

Bm“‘B = Lm ~ P/B ldngs !:n

Die Strombilanzbedingung
— /
S byods = [ b os
A Iy

liefert in der gleichen Ndherung

d ds
/'BS‘NI B ’
o by

Leider liefern die Zusatzfelder 4&, und £% ebenfalls
Singularititen in G% und Ga , die i.a. von den
Singularitidten der harmonischen Fortsetzung von R
verschieden sind. Dies 1st unangenehm im Fall des

konstruierten Beispielfeldes, in dem &L nur isolierte
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Wirbel (gerade stromdurchflossene Drihte) hat. Die
durch die zusitzlichen Singularitidten flieBenden Strdme
nehmen wir bei p << B?  und damit l"'m’<< B
als vernachlidssigbar an.

Anmerkung 2: Aus Stabilititsgriinden widre es wilinschens-

wert, ein zweifach zusammenhdngendes Feld zu haben, in
dessen Innerem 3ﬂd ein relatives Maximum anndhme.
DaB dies leider unmoglich ist, besagt der folgende
Satz: Es gibt kein zweifach zusammenhingendes harmonisches
Feld $r, in dessen Inner‘en:(
1) =S —5
re)

ein relatives Maximum annimmt.

Den folgenden Beweis dieses Satzes hat uns Herr H. WObig*)
mitgeteilt.

Da 3@@ﬂ nach Hilfssatz 1 im Inneren eines zweifach zu-
sammenhdngenden Feldes nirgends verschwindet, ist dort 7&6
iiberall endlich. Ein vorhandenes relatives Maximum miiBte
also endlich sein. Wie wir sehen werden, ist aber im
Innern stets ?”(U') =0 , also 7(0') stets konvex;

ein endliches relatives Maximum kann also nicht existieren.

Zundchst formen wir ¢y um. Lings [ ist
(v

ds J"f?-" _ el da oo
L ] N T L s
K
ou .
(\I"‘) = B ST mit K= f '(u .
1 o u{o erl(z)] 2 )

! S
Da im Innern stets w—-’(z) = g—(z') = 0 1ist, ist

,&g ,w'(z)( = U frj w"’(z) dort harmonisch, also
ol o) im Loy | ! e ()

*)Max-Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, Miinchen.
Diskussionen, die einer der Verfasser (Gorenflo) im Plasma
Physics Laboratory, Princeton, N.J., USA, und im Culham
Laboratory in England fiihrte, ergaben, daB auch dort unab-
hangig voneinander und von Garching-Minchen Bewelse gefun-
den worden waren.
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eine harmonische Funktion in v mit
M(LH- K, cr) = W(‘-l, 0‘) , also mit der Periode K in w,
solange v- nur Werte der FluBfunktion im Feldgebiet an-

nimmt.
Aus K 2
1) = S el y
), u=0
folgt nun '
K 20 -2
7f(u_)=..10j — ¢ du,
ey _ o 20 \2) -2
Cr(\")- l{{;\,:z*i(“i?} du
2 2
Wegen ﬁ_ o+ E—B—% = 0 ergibt sich
K . s
s Q0 V2] A
7”(""):2({{3‘:; +2()0— }e e
K .
_g [ (2) T e s 2T
& v
mit K y K 2
9 ! dwy" -2uw
— d_w e-—QwJ =3L".e—2h7 +2/ : )e che.
= 0/30} “T 5 2 (Uu

Aus der Periodizitdt folgt, daB

ist, und man erhdlt also

K 2
do=ef {50+ (

? 0

dw )l e:—"zw de = 0.
3o




17

§ 4 Der Fall variablen, speziell gegen B* senr

kleinen Druckes.

3; sel ein zweifach zusammenhingendes Magnetfeld in
einem zweifach zusammenhdngenden Gebiet &, dessen
analytische Randkurven Feldlinien seien. Es ist VE = 0
wir lassen aber VYV X % # 0 zu. Wir fragen,
unter welchen Bedingungen ein nicht notwendig innen-
stromfreies Plasma in & sich mit einem duBeren Mag-
netfeld im Gleichgewicht befindet. Wie bisher sollen
alle Strome senkrecht zur z-Ebene flieflen, die Strom-
dichte sei J Mit U (=) bezeichnen wir die FluBfunktion
des Feldes; v(z) ist nun natiirlich nicht no%ﬂendig
harmonisch. Aus der Gleichgewichtsbedingung J‘K331=Y7p
folgt, daB8 p nur von g abhidngt: P = B, (v) ist lings
der Feldlinie /() konstant. Der von der z-Ebene
senkrecht nach oben zeigende Einheitsvektor sei mit .

3
bezeichnet.
Bel einem ebenen divergenzfreien Vektorfeld £ ist
‘70 = ¥ 1'!:3 ein Vektorpotential, es ist also
b = VX (vn,) == 2, X 7o
Wir nehmen f = p,(wﬂ als stetig differenzierbar an,
und es seil
P=0 in v < gy und in \r>q—,,)
plr) = o /in % = o B,
Ferner sei 7 =’j'“3 i Aus
Y 7
/ VP X £‘ ’f ( . . e ¥V U
4 = = = — Y- Vvin = oeda N
4 B2 B2 r /3 }\—7\_,_‘3‘ 3
folgt nun
( ) ¢ JP'(U") .(:J')
1 = memmmm— = Fa
d d o J

Also ist j(&ﬂ ldngs der Feldlinie fjﬁﬂ konstant. Welter
ist = VXE =IX(Vxon)=(Ag)n,,

also

(2) J. == -—AU".
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Wir leiten noch eine weitere Beziehung her. Es sei

o I =) Bds, g@ =/ ;“
Fe rew)

Sind fﬁﬂ und /ﬁ(U‘flﬁ) zwel benachbarte Feldlinien,
so ist (man vgl. Figur 6)

dI = [(r+d)-I@) = J Bds~ f B ds.
Trteet) )
Nach dem Satz von STOKES ist also

T~/ (Vx&$)a, dx dy =~ [ f ,f’/’“’(r

v, r+£) (v o+ 4

.«:\C“J(U-)f/ Jx’ﬂ(r =‘J(U') ff dn ds.

..r \r+ (0‘, U‘+‘£)

Da aber G{U’ = B dn ist (mit & seien die Bogen-
ldngen der Feldlinien, mit m die Bogenldngen ihrer

Orthogonaltrajektorien bezeichnet), so hat man

o I ﬁ“:'-dff%u:-5=-‘/f(f

(o= +k) (u-o-i- i)

Js)onr

~ -] A )
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Der Grenziibergang ,£.9 0 liefert hieraus

d It . d p
(4) = =...J(\r)7(u-)=- e ‘T("')}

also auch

AT _ _ o)
(5) T = ‘1("')

Aus der Forderung, daB die Konfiguration Grenzfall
eines Torus im Sinne von Seite 4 sein soll, ergeben

sich nun noch einige Bedingungen.

Bel toroidaler Konfiguration sind die Flichen konstanten
Drucks geschlossen, und in ihnen flieBt der Strom: ferner
sind sie aus lauter Feldlinien zusammengesetzt. Im hier
vorliegenden Grenzfall gehdrt zu Jjeder Feldlinie f?bﬁ
eines bestimmten Druckes p, auf der der Strom in einer
Richtung (z.B. nach oben) flieBt, eine andere Feldlinie
r_ﬁr“*) gleichen Druckes, auf der der Strom in ent-
gegengesetzter Richtung flieBt. Die Zylinderflichen, die
senkrecht auf der z-Ebene stehen und sie in f?Gﬂ und
f_(U'*) schneiden, sind als Teile einer geschlossenen
Flédche gleichen Druckes und entgegengesetzter Stromrich-
tung zu denken.*ﬁ

*
Gehoren Ui_und o, sowie Uh und 03# in diesem Sinne zu-
- *
sammen, und 1ist etwa v, < 03_) so ist 3 = Uj*
(und entweder oy < =¥ oder v < o= ). Aus
2 2 2 >

Bilanzgriinden muB durch das Gebiet wv3¥ = o= = uy
der gleiche Gesamtstrom, aber in entgegengesetzter Rich-
tung flieBen wie durch das Gebiet v, < v = TE'
Diese Bedingung 1ist fiir jedes Paar {UEJ Ti} erfillt,
wenn dile Gleichungen

(6) r = k@)

%) j@ﬁ und j(rfjbrauchen nicht gleich zu sein, da sich
beim Umbiegen des Stromes in einer toroidalen Anord-
nung die Stromdichte dndern kann.
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Wir merken an, daB folgende funktionalen Abhdngigkeiten
bestehen:

I'=L@F, I=ILf() r=r)

Wir haben das

Resultat: Eine zweifach zusammenhdngende ebene Plasma-
konfiguration befindet sich im Gleichgewicht, wenn 7(?ﬂ
auf ihren R&ndern den gleichen Wert und in ihrem Innern
ein Extremum hat und wenn auBerdem der Druck im Plasma
eine Funktion von 1 allein ist.

~q(v)

Figur 7
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Bei allen Uberlegungen dieses Paragraphen wurde die
Kleilnheit von P nirgends benutzt. Wenn f und‘l sehr

klein sind, also ] = V' x % ~ 0 und
o

f("-) ,f J dr << 52:, kann man niherungs-

welise v = U'GZ) als harmonisch und die Existenz
eines komplexen Potentials ar@j voraussetzen. Ni-
herungsweise kann man z.B. das in § 3 betrachtete
komplexe Potential

w'(z).-: -L,&—r}(z"_f])J nz 2,

verwenden und im zugehdrigen Feld ein Plasma einge-

lagert denken gemidB der Bedingung (6).
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§ 5 Anhang 1. Detail-Rechnungen zum konstruierten
Gleichgewichtsfeld

Zu dem in § 3 behandelten speziellen Feld sollen einige
Detail-Rechnungen dargestellt werden.

Senkrecht zur Z-Ebene sind n gerade, unendlich lange

Drahte angebracht, die von gleich starken positiven

Stromen durchflossen sind. Die Drihte durchstoBen die
z-Ebene in den Punkten 2‘_ = .‘.’.21“‘"‘/"'l : {:0, 1 2y vy N=-1
n=2.

Die Anordnung geht bei Drehung um den Winkel .Zwa/n
in sich iiber und ist, bei Nichtbeachtung der Feldrichtung,

spiegelsymmetrisch zu den Strahlen !P = )\'(r/-n) )\=0, '?) ver e
Nach dem BIOT-SAVART'schen Gesetz ist durch
n-1 7 w 5 B 7
L(z.) = - ¢ L e = - ¢ =
kK=o “T*% =" -1

‘as zugehOrige Magnetfeld $%B-(=) = be) gegebenys ;-

(=)= w@ + i ovfe) = i by (2721)

ist das komplexe Potential,
n

&) = — age-y ’!z - ’f,

ist die FluBfunktion.

Anstatt durch die Werte der FluBfunktion v kdnnen wir die
Feldlinien auch durch ¢ =e~ Y numerieren. Die Feld-
linienschar ist dann gegeben durch ,‘2)1- 1‘ = Cf.

Das Intervall oe > uv > —-e©9 entspricht umkehrbar
eindeutig dem Intervall 0 < ¢ < eo . Wir unter-
suchen die Struktur des Feldes.

Die Nullfeldlinie ist gegeben durch =17 . Sie entsteht
aus dem Kreis | - Tﬁfder’fiEbene durch die Abbildung

z = oy ; diese Abbildung liefert m jeweils

um den Winkel 2Z+%/m gegeneinander verdrehte Bilder dieses
Kreises; auBer in == ¢ =0
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{ - Ebene z - Ebene

O 4

Figur 8
Die Nullfeldlinie im Falle n= 4

herrscht iiberall Konformitit, der Winkel % bei ?’: 0
geht iiber in Winkel‘ﬁ/% bei z=0. BRuBerste Punkte
sind die Punkte =z = 277" ¢27ikA 10 Bilger von
(=2 . Die Nullfeldlinie sieht also aus wie der Rar -
elnes m-bldttrigen Kleeblatts; in ihrem Symmetrie-
zentrum z=0 ist $%-=0, sie hat dort die Offnungs-
winkel @7% und als Nullpunktstangenten die Strahlen

___+'ﬁ" 24'&'
f T 2 L4 "

Die zu 0« (<1 gehdrenden Feldlinien zerfallen in

je n getrennte geschlossene Teilkurven, deren jede je
einen "Draht" z; umschlingt (konforme Bilder von [ $~1]|= ()
Jede dieser Kurven verliuft ganz in einem Gebiet

LY . 24v %
T on < ¢ " . 2n :

Fir € — +0 ziehen sich diese Kurven auf die Punkte zp
zusammen. Fir 1 & C < oo sind die Feldlinien
geschlossene Kurven T = T{P) derart, daB zu jedem
Wert ? genau ein Wert + gehdrt.

Man kann die Gleichungen der Feldlinien in Polar-
koordinaten explizit anschreiben. Aus

2.5 n 2
=" - 1E2' =1 " 21 e ng A+ 17 =C
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folgt

G:) T = (rc&o ne a v/o&al ny + C‘Z“ 7 ) 1/Q

(m ny F C P s hy’)f/‘"

Im Falle C > 1 ist das Zeichen + vor der Quadratwurzel
zu nehmen, da andernfalls T" negativ wdre. Im Falle

0 < C < 1 sind beide Vorzeichen zuldssig, = f(t,ﬂ)
hat dann Jjeweils 2 Werte {fiir

l‘f _ iLr

l‘f"—g‘;&ih % WA_AC}

1 > ) . 3
< - acTowm C) einen Wert fir

und existiert nicht fiir

alle anderen Werte tlp Mit C.-.’[ erhdlt man die Nullfeld-
linie

Fo = (m onyp + [
also T = ('2 mw’)/ in

+=0 sonst . Das negative Vorzeichen wiirde in den

2’13" < W«
n [ - )

Intervallen ['-f - Wert O

liefern, iiberall sonst widre " negativ. Mithin braucht

man nur das Zeichen + zu berlicksichtigen.

Sei nun € > 1 . Dann nimmt ¥ seine Maxima

'
oo = (7"" C) 4 pei =2 1'111’/’?‘1J seine Minima
? n
Tin = (=1+ C) bei <+ = (2 ﬁ-i—’/)ﬂ’/n an. Setzt
man ndmlich 7" = (f) mit % = e n , so variiert ¥
in -1£f‘§//, und da dort @(f):f-l-\/{tl\u(l._'?
monoton wichst, liegen die Extremwerte bel t+ = -7 und

7:‘ = + 7 , den Entsprechungen der angegebenen Argumente Y:

Wegen Jt%*+ (1o 71 > 'f’/ ist \c!ﬂ)-ff-f- 12 >0,

;/‘f‘z-t- c*.- 1
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Man sieht nun auch, dafi fir ( - +0 gilt
wp) = (g C) ~ 77 = "

Lings der Feldlinien fﬁr) soll berechnet werden

s 4
€)= g0 - ) - -/ T

[z 1I-C
m  m-1
Ldngs der Feldlinie fhﬁ 1atIL@9f ” C ¥ ;
d+
mit ¢+ = —— also
' C /%) 4™
e _ T(‘f’)‘f"f (‘(’) J
€)= -
7 I
= € Y
f’ berechnen wir aus der impliziten Gleichung der
Feldlinien:
Tl"— 2fhcw=n% + 7—-(4 = 0.
Aus ihr folgt
=7 n-7 | n .
TP T PP P raan?—»lnr Sun hp =
also
| €%y
b~ T }
T -..ur-.amf
son n
-rl + {’4 + ln » N }
mLlt enap 4 e MY
1 1
2 f LI P, e ny 4 7 r C
= 1 o = J

-21‘ th + 1—-!M- "f Cl- J’Xml 'lf’

Also ist

C™ d
T*(C) = / n-1 ¥ w
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Hieraus folgt, bei Beachtung der Symmetrien und der
Periodizitdt von -r(&a))

3 'E//(?.n) J
*® Y
g (1) = 2n [ -
o n(l Omhﬁp) %m h(f
'V(Zh) 2
2/n 7“2
=2 / f 2 n Jf = 09,
0

; 2 .
. Ly (7—— +-1

. - 0 i s
da der Integrand bei vf - T wie P \‘0)

gegen e geht und —nz—- 2 -1 1ist (wegen an = 2 )

Im Falle so> C > 1 ergibt sich
©=2c ] £
*(C) = 2C P ‘
! A R (T
mit

&

.f((‘p) = (ow ny -+ L/Cl-Sft;nln(f’)

Im Falle 0 < C < 1 erhdlt man

I acernn €
* = 2 C : oy f 11~‘11— ) ’ JP
? (C) r{; (r_ 1(}’) ! Te AP V(a2 .uiulm,o

mit

. lp)= (e wg 1 JCF - sy ) s

Die Substitution w g = t givt

e/ 2C* . At )
1 (C)- - +=fo !:-1(%) T rir 7 <C (OO}

y e €
*(C)z 2C { 1 + 1 dt
? m {:{ %H-l ({_) f‘n-l ({_) } ‘/(-l . " {

fiir 0 < C < 4.
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In diesen Formeln ist

"/
¢ ) - (et o u)!

-

Mittels der Substitution X = u&:f erhdlt man
+1
oy

“(©) = A€
7 - L _[ U:‘M ./x'?’-f-Cl-J[ V7- x*

fiir den Fall T < (C < oo,

RV S (I A e .

N M [ o (x) 2 L 7
s 01()  ( _I Ve + (=1 J1-x

fiir den Fall 0 < (€ < 7.

Dabei ist
n__g

n

§ 6 Anhang 2. Beweis der Hilfssdtze 1 und 2.

Beweis von Hilfssatz 1: & ist konform gquivalent einem

Kreisringgebiet qé” = {'7 <7(§“| < R y mit

durch ¢ bestimmten R. In der §”—Ebeno gibt es ein har-
monisches Vektorfeld, ndmlich das Potentialwirbelfeld

mit £=0 und {=eo als Singularititen, welches [Jf=
und [T =R als Feldlinien hat. Die Abbildung =z =z({)

fiihrt Feldlinien in Feldlinien iber. Da alle Rinder

analytische Kurven sind, ist die Abbildung im Innern und
aul’ den REndern konform, alsc dort ji(é).#.o, Man
vgl. [J], Seite 175.

Daj i;(z) bis auf einen Faktor eindeutig bestimmt ist,
sieht man so ein: Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
konnen wir annenmen, dafl C der HuBere Rand von & ist
und dort E@Gq in die Richtung mathematisch positiven
Umlaufs zeigt. Wie in der Anmerkung zu Hilfssatz 1 schon
ervihnt, entspricht dann & dem Gebiet v, <uv < ]
der «w -Ebene, in der o+ K mit .« topologisch zu
identifizieren ist, und die Zirkulation K= f' du st

T



29

positiv. Ferner ist [ = F(tJ,

¢ v 2q K
?‘-ze *

bildet €& konform ab aul den Kreis-

ring 7 < f§‘f<f R =-€__2f\5f/’K. Nach [1], Seite 176,
ist eine beliebige konforme Abbildung, die & auf einen
Kreisring mit O als Zentrum und dem duBeren Xreis als Bild
von f: abbildet, bis auf eine Drehstreckung bestimmt.

Jede solche Abbildung ist mithin gegeben durch

< *(z) - Ao ) = e i o (=) 211"//(*'.

Dabei ist A>0 und o reell. Es folgt

K LT -
—%(f:lv = P, t-r+o<-‘,fs-3/4,

also, durch Differentiation hieraus

5K = /K.

Durch Vorgabe der Zirkulation K'ist also das Feld bestimmt.

Beweis des Hilfssatzes 2: Die Furnktion z(f) kann in die

komplexe Umgebung der reellen f-Achse analytisch fortgesetzt
werden und ist dann dort lokal umkehrbar zu einer im Kleinen
holomorphen (im GroBen aber mehrdeutigen) Funktion f(z).

Mit X(H sel die in der Umgebung der reellen t-Achse L
holomorphe Funktion bezeichnet, die fiir reelle 1t mit é(ﬂ
iibereinstimmt ( AGU existiert, da E?E; holomorph von der
reellen Variablen ¢ abhdngt). Die analytische Fortsetzung
von Jﬂ? auf komplexe ¥ bezeichnen wir ebenfalls mit -4ﬁ9.
Dann ist b (@) = 4 (f’(z)) ) (% (=) holomorph in

der Umgebung von H , dort ist also L(z) harmonische
Fortsetzung des zunidchst nur auf F{ gegebenen Feldes 5@1&).

Flir Programmierungsarbeiten und Durchfiihrung numerischer
Rechnungen auf der Garchinger IBM 7090 danken wir
Frau I. Kullak.
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