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ABSTRACT:

The confinement of a plasma in a toroidal
z-pinch 1s investigated. The plasma 1s
described in terms of hydromagnetic equations,
infinite conductivity beilng assumed and
consideration limited to rotational symmetric
steady-state solutions (dynamic equilibrium).

Of particular significance is the case where

V - u % 0 everywhere. It is shown that the
toroidal component uy of the velocity is then
everywhere equal to zero and solutions are
obtained in the form of power series in
accordance with the reciprocal aspect ratio of
the torus. Numerical results are indicated for
the zeroth and first orders. It is found that
in the case of high pressure on certain
discrete areas of the plasma nearly all physical
gquantities are constant, the velocity in
particular being equal to zero ( " Static Areas
of Homogeneity " ). Furthermore, the case

V - u = 0 was considered. Here steady-state
solutions were found, but these violate the

confinement condition.
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Zusammenfassung

Es wird die EinschlieBung eines Plasmas im toroidalen

z - Pinch untersucht. Zur Beschreibung des Plasmas dilenen

die Gleichungen der Magnetohydrodynamik mit der Annahme

unendlicher Leitfidhigkeilt und unter Beschrinkung auf

rotationssymmetrische stationire Losungen (dynamisches

Gleichgewicht).

Von besonderem Interesse ist der Fall, in dem iiberall

V - u # 0. Es wird gezeigt, daB dann die toroidale

Komponente uy der Geschwindigkeit identisch Null ist,

und es werden LOsungen in der Form von Potenzreihen nach

dem reziproken Aspektverhdltnis des Torus ermittelt.

Fiir die nullte und erste Ordnung werden numerische

Ergebnisse mitgeteilt.

Es stellt sich heraus, daB filir hohen Druck auf gewissen

diskreten Flidchen im Plasma nahezu alle physikalischen

GroBen konstant sind und insbesondere die Geschwindigkeit

gleich Null ist ("Statische Flidchen der Homogenitit").

Des weiteren wurde der Fall V¥V - u = 0 Dbetrachtet. ;

Hier wurden stationdre Losungen gefunden, die allerdings &
\
\

die EinschlieBungs-Bedingung verletzen.




B : Magnetfeld

E Elektrisches TFeld

i - Blektrische Stromdichte

u : Massgeschwindigkelt des Plasmas

P 5 Gesamtdruck des Plasmas

f Massendichte des Plasmas

v : Stromungsfunktion

G , G : Differentialoperatoren zweiter Ordnung

S,4 92 : Zylinderische Koordinaten
x,¥, § »6 : Dimensionlosen Koordinaten

e § Zahl der Elektronen pro cm”

e
n; : Zahl der Ionen pro cm5

Jv(g ) : Bessel-funktion v -ter Ordnung
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Teil 1

——

Vom makroskopischen Standpunkt aus kann ein Flasma , auf das
magnetische Ielder wirken , oft als ein elektrisch-leitendes
ideales Gas angesehen werden ; alle Einfliisse des neutralen
Gases sowie die Details der Vechselwirlung zwischen Ionen
und Elelttronen werden damit vernzchlascist .

s ist zu ervarten , daB die masnetohydrodynamische Stromung
eine groscere Zahl von PhZnonlenen zeirt als eine normalen
Flussigkeitsbhewepsuns .

Zur theoretischen Untersuchung des Flasmas benutzt man hiufig
eines von zwel vereinfachien Modellen :

Das erste ist des hydromagnetische IModell , in dem das Flasma
als eine komprescible leitende Fliissirkeit behandelt wird ,
die der Uirkung des elektro-magnebischen reldes unterworfen
ist .

Im zweiten , bekannt als das Einzelteilchen-Modell , wird
das Verhalten des Systems durch die Annahne ~emeben , daR
jedes meladene Teilchen individuell unter der Virkung des
"ZuBeren" Feldes stent (zu dem auch alle anderen Teilchen
beitrazen ) .

Bin wichtices Problem der Flasmaphysik ist die Untersuchung
der I'inschliefung des Plasmas mit Hilfe eines liagnetfeldes .
Hierbei konnen alle beide lodelle - das hydromagnetische

und das Einzelteilchen Modell - Ergebnisse von Interesse

liefern .




Die Auspgangsgleichung ,aus der die beiden oben beschriebenen
Modelle als Néherung gewonnen werden, ist die Boltzmann'sche

Gleichung fir die Verteilung der Teilchen im Phasenraum als

Funktion der Lage und Geschwindiskeit.

Das erste Modell wird durch das Gleichungssystem der Magneto-
hydrodynamik fir eine Fliissigkeit beschrieben., Diese
ihrerseits sind glltig , wenn die freie Weglidnge beziiglich
der gaskinetischen Stofle klein ist gegeniiber den Abmessungen
des Systems. Oder,anders gesagt, wenn die mittlere Dichte hoch
und die mittclere Temperatur des Plasmas nicht zu hoch ist.

In dieser Arbeit betrachten wir das Plasma als ein nicht-
relativistisches ideales Gas unter den folgenden physikalich-
en Voraussetzungen :

a.,Im Plasma ist die Leitfahigkeit unendlich groB.

b.Das Plasma ist quasi-neutral.

dahs Zi ni = ne

wobeil Zi die Ladung der Tonen ist .

¢.Der Drucktensor ist isotrop. (3)

Wir werden uns beschaftigen mit dem Problem der Einschliefung

in toroidalen Z-Pinch ,wobei die Trigheitsterme mitgenommen

werden.

Der toroidale Z-Pinch ist eine geometrische Anordnung in der

Form eines Torus, in dem das Magnetfeld meridional und der

Strom toroidal verliéuft.

Man hat in diesem FFall zwei Frazen zu stellen :

1. Existiert zu einem Satz von physikalichen gezebenen Rand-
bedienung eine Gleichgewichtslosung ?

2, Falls Ja, ist sie stabil ?
y
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Wenn die LOsung instabil ist , so erhebt sich die Irage,
welchen Bewesungszustand das System schlieflich annimmt.

Das Ziel dieser Arbeit ist , die erste Frage zu beantworten.
Die zweite Irage wird nicht untersucht.

Die aufgavbe , die magnetohydrodynamischen Gleichungen mit
frigheitstermen zu losen, ist schwierig.

Sogar in der statischen fall sind Losungen nur bekannt

fir das ein- dimensionale Problem ( Annahme, daB die
physikalichen Grofe zylinder-symmetrisch sind ; linear Pinch,
siehe z.b. Lit. (3) ) ;

ferner fiir das zwei-dimensionale Problem ( Annshme der
Rotationssymmetrie ; Toroidaler Pinch ).

In zweiten Fall kennt man die Losung in geschlossener I'orm
ohne die Deriicksichbtigung der Randbedienung (1)

bzw,nit Bericksichtigung der Randbedienung niéherungsweise
(als IEntwickluns nach Fotenzen des reziproken Aspekitverhdlt-
nisses des Torus) (2).

Diese LOsungen wurden einem linearen .nsatz fur den Druck
erhalten.

Im Teil 2 werden wir einen 3atz liber die uxistenz des
dynamischen Gleichgewichts in toroidalen Z- Pinch beweisen,
unter der Voraussetzung, daB die physikalischen Grofen
rotationssymmetrisch sind.

In Teil 3 wird eine liethode angeseben, um die Losung fiir den
Torus um die zylinderischen Konfiguration entwickelt nacia
Potenzen von §, -dem reziproken Aspektverhaltnis des Torus-
mit bestimmten Randbedienungen, die &Zquivalent zur Ein-
schliefungsforderung sind, zu finden.

In Teil 4 werden die Ergebnisse diskutiert.
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In diesem Teil nehmen wir an , daB alle Grofen rotations-
symmetrisch sind , daB die EinschlieBungsbedienung erfillt
jet und daB iiberall im Plasma WV . u # o0 zgilt .

Wir beweisen dann

Bei jeder stationiren Lisung der magnetohydrodynamischen
Gleichungen ist die boroidale Komponent der Geschwindigkeit
u“f = 0

Im toroidalen Z- Pinch hat das liasnetfeld nur zwei Komponenten
Bs und Bz und die elektrische Stromdichte eine Komponente jT
(siehe Fig., I ) .

Das -Verhalten des Flasmas im dynamischen Gleichpgewicht

(é.h. ???_ = O ) wird durch das folgende Gleichungssystem(4)
beschrieben : *
Vv (R u) = o
oder
/2 VR + ¥V . »g = o
/5?7 u .VP + § «u = o
(uw .V) u +V P =1/c jaAB =o0
Nooa B - 41 /e j (&)
LY . B = o)
YV a E = 0
B + 1/c u n B = 0

Die dritte ist die Zustandsgleichung des Gases unter der
adiabatischen Bedienung . (Inkompressibilitdt und Isothermie
entsprechen den speziellen Fillen ¥ =oc und § =1

in dieser Gleichung )

Wir benutzen die GauB'schen Einheiten .




W
pie letzte ist das Ohm'sche Gesetz in einer vereinfachten Form

fiir unendliche Leitfahigkeit .

T — T S S —

Angenommen , wir hatten eine Ldsung mit
V +« u # o liberall im Plasma und
U £ o0 an einer Stelle .
Filhren wir die zylinderischen Koordinaten (s , oy 2 ) ein ,

dann folgt aus dem Ohm'schen Gesetz

u, /B, = u, /B, = K (s,2) . 2.1)
und
Es = - u ¢ BZ
2.2)
J_‘lz = u\[’ Bs .

Aus der 7ten Gleichung folgt

Die y - Komponente der 4ten Gleichung ist :
3
u, 2. (s u ) +u. 9 (su ) =o0 2.3)
5 d s b § sz N

Die 2ten und 3ten Gleichungen ergeben

ug 3 (n (R FMVE) ) su 3 @ (RFVE) ) 2o 2.4)
d s dz

Aus 1) folgt

g .9 (g8 u ) + B S (s u ) = o 2.3')

uidbs Y

B (i (2P ) e 5 @an (2 PV ) =024
DS - z %

d 2z
Die 7ten Gleichung ergibt

)_.Es - R E = 0 2.5)

32
Aus 2) und 5) folgt
BS/S _bé? |
+ s Uy (9 Bs/s )+ %l_“ ( Bz/s )

B\S 3 2

(S U.\f- )+ Bz/s -.32_ (s u N ) +

s
i
o]




-

Mit Hilfe von 3' ) und der Annshme

u¢P £ 0 haben wir
d (B,/s) +232_ (B /s) =o025")
ds Sz “
Die 6ten Gleichung von ( A ) ist
,fﬁ ( s By, ) + ‘Qﬁ_ ( s B, y =0 2.6 )

Ds S 2

Fihren wir die Stromungsfunktion V ein , wobei

B = 8 v
s .
d 2
2.5n )
Z —_—
DS
so folgt dann aus 5") und 6)
Bs = 0
vV =17V (s)
Aus 3') und 4') folgt
u‘_‘, = f (S) 2'5”)
@ =g (s) PV¥ D, 4)

mit gewissen iunktionen f und g .

Die Stromdichte j ist gegeben durch

b /e § =-8 B, = V' 48V 2.8)
RS
( wir haben j.\F = J eingesetzt )
7
ferner
BZ = - g V!

( wobei ' Ableitung nach s bedeutet ) .



Aus 1) folgt , daB

us = 0

U, = J& B,

Die 1te Gleichung von (A) ergibt dsnn

ji_ﬁ (s € Uy ) = o 2.9)
3z
Es folgt also
R'Xx = n(®

mit einer PFunktion h .

Die anderen zwei Komponenten der 4ten Gleichung von (4)

lauten wie folgt :

€ (1/2 3 uv¥ - uy /s d
5 5 ' §S>
+ u ( 0 u - o u
Z L\'Z S ‘—6—-—‘; Z
-  1/c j Bz = o)
U.
2
(’I./2 ‘BELZ u~ - u\{»/s %‘ (su\lo)
-us( % u, - % i, ) )
+ 1/¢c 3 BS = o} 2%

I's folgt daraus dznn , daf

: , 5 N
5.‘3_2_13 +{J\‘BZ(S)S_Z}(=0 2

Aus 9') folgt

P + h (s) Bi X = ktion von s allein .,

Mit Hilfe der Gleichungen 4") und 9') kdnnen wir X

eliminieren . Man erhalt

P + B2 (s) /g (s) Bi (s) /¥ Tunktion von s

( s LS

2.10)

3




paraus folgt , daB

P = P (s) ist .
d, h. der Druck ist eine Funktion von s allein .
g folgt leicht , daB

v . JP = o

1

Aus der dritien Gleichung von (A) folst nun , daB

,/ » -H. = O

im Widerspruch zu unseren Annahme , daB iiberall

—

J s u £ o ist .

Als Nachstes betrachten wir den Fall , daB :

J o+ U = o ist .,

Man kann dann % spezial I'illen hetrachen :

8 ¥ = o ¢.h. Inkompressibilitét .
b) n " 7 P = o} j
u., |
v 70 = o0 |
C) U.S = 'U.Z = 0

In den Fdllen &) und b») erhdlt man :

P = P (s) ( siehe Anhang I ) .
Des Plasma kann in diesem Fall nicht einreschlossen

werden , weil der Druck P l8ngs jeder Linie s = const.



=
einen festes Wert hat .
Er ist also im Zentrum des Torus ebenso groB wie an den jenigen

Stellen der Yand , die zum selben Wert von s gehoOren .(2)

s /]

Im Fall ¢) reduziert sich das System von Gleichungen auf

{’(1_1 eV)u +VP =1/6j 4 B = o

v “1 E = L[-T?/C j
( B8)
. E = 0
V A E = o
B + 1/c u A B = o

Dieses System ist jedoch unterbestimmt . Man braucht noch
eine Beziehung zwischen Q und P , welche in diesem Fall
als phédnomenologisch bekannt angesetzt werden mulBl .

( siehe Anhang II ) .




-’] Q=

In diesen Teil fiithren wir eine Methode ein , durch die man eine
gGleichgewichtslisung erhdlt ., Wir machen die Annahmen
u = o)
7) v =
2) Das Plasma ist kompressibl und fiillt das Gef#dB ganz aus .

3) Das Plasma ist eingeschlossen .

- 4) Glieder , die quadratisch in der Geschwindigkeit sind ,

werden vernachlassigt .

Es ist bequem , Polar-koordinaten ( r y @ )i in der meridionalen

- — — ————— — — o —

Bbene einzuflihren , Diese hdngen mit den zylinderischen Koordinaten

folgendermaflen zusammen :

s = R 4+ r cosege
Z = r sine
¥ = ¥

( siehe Fig . II ) ,

- oder in dimensionloser TForm

x = 1 + &, ‘f cos O
y = g,-f sin g
mit
f = r/a .
és = 8/R ist die Inverse des AspektverhZltnisses des Torus .

Der Rand des Torus ist dann definiert durch

£ = 1

und die Achse durch :

{ = o

In diesem Koordinten hatte ich such den RBeweis vom Satz

formuliert .




o} s
In diesem Koordinatensystem haben B und j die folgende
Komponenten~-darstellung
E = ( Bf 3 3'3 3 o )

) .

(S

il = ( 0 ] 0o )
Die iMMetrik fiir das neue Koordinatensystem ist

— 2

a A = a° df} . aaf‘g é‘@'e + 32(1 +-&,§ cos 9)2 d ¢

Wir versuchen Jjetzt eine Gleichgewichtslodsung als Potenz-
reihe in ¢, zu finden , die bestimmbten Randbedienungen
genigt 4 die wir spiter formulieren werden , Dabei werden
die u's von 1ter Ordnung in §, angenommen .

Gleichung 2.3) ist identisch befriedigt .

Aus 2.2) folgt

1=

- = .

Gleichung 2.1) ist noch giiltim ,
d.h. we /Bp = wg / By =g N80 3D

Die 6te Gleichung von (A) kann man in der Form schreihen

d | > |
= (1 +8& ( cos?) Be )+ 2 ( (1 +&Fcosq) By) =o
61‘ f f f 3 9 f
Wir flihren die dimensionlose Stromungsfunktion V ( s ) B
wobei
Bf = BO b v
§ (1 +¢, f cosg) 03I
|
3 .
TB.,3 = - 0 _é“.V

(’1+20§0059) bf .




-]2=

B ist konstanter MaRstabsfaktor .
o

pie Stromdichte j kann man durch diese Stromungsfunktion

Vv ausdricken

/e § = =B, /a2 (/¢ D § d Vo )+
D¢ SN cos 3 ) S_{
e gt I q Y v o))
AR (1 +¢, cos 8) _5—5-
3.3)

Aus der erste Gleichung von (A) hat man

+_B_h_ (Qr(’l+t~,§cos~3)']( B%)= 0

Bs folgt daraus unter Beriicksichtigungz der Gleichung 2)

daR

2 X = B,/ 8Te, £ (V) 3.4)

ist .

( Die rechte Seite hingt allein von V ab ; Co ist wieder

eine Skalenfaktor ) .

Die dritten Gleichung (i) konnen wir schreiben

1/a u; B_P + ’l/a_{' 11.3)P =

d¢ E
- 6 P (Bé} (g(’? +‘<‘.§ cosﬁ))u;)-r

a§(1+ﬁ,§cos—‘3)

+ ) ( (4 +§L.,§cos'{3) ug ) )



1%

( € By 3 P +BgdP ) = =-%P .
X { By Y
. h +
; (¢ Bf S}mJT Be

o
J

[
s

K ) «
38

Es ist leicht)mit einer Funktion h (V) und mit Hilfe dieser

Gleichung zu beweisen , daB

X 2% - @ /8n)VE ¢ /B, n (M) 5.5)

ist .
TIn der folgenden Diskussion beschridnken wir uns auf den

Fall , daB
— *\
) = v-VYE  aw
ist .
Mit dieser Auswahl haben ¢ und }r die Form
¢ = /62 (B sm)T” Viyi= /% 1/ %

und

1l

X = eyp, (8 /sm)¥n (v) VY
o 0
Diese Auswahl von f und h ist jedoch durch die Bedienung

beschrinkt , dal im Fall der Isothermie die Dichte 3\

proportional dem Druck P sein muBl .
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Jetzt setzen wir die folgende Reihenentwicklung nach
Pctenzen von ?n ( der Inversen des Aspektverhdltnisses

des Torus ) fur die physikalischen Gr3Ren B,j,u

und P an
B = ¢ B (* B
— - =0 + g _/t + (.'. 132 | * e
} . e 2
51 = 510 + s Sl’! + ((‘, ,‘]2 F s 0
3.6)
2
'{;]', . (Eo 1_3_\-/1 A Eo 1_3:9_ + esee
P = PO + %, P, + ¢ Poo+ ol

Die erste Reihenentwicklung ist dquivaelent der Reihen-

entwicklung fir die Stromungsfunktion V

< P -
V = V + (\7; TVT/I + (0 “IE + ]

wobel die unteren Indices o , 1, 2 ... die Ordnuns der

Avproximation angeben .

Fur die Funktion h (V) nehmen wir eine Taylor-Entwicklung

um an
VO

h (V) = h(V,) + %7V )+ x0T (v, n(v) +

o

+1/2V5 0 (V) )+ ... 3.7)

Setzen wir voraus , daB Uberall PO # o ist , so erhilt

man



<5

1 173 ra o
PV/¥ o BE a1k Pi/Po+ & (/5 By/P, 4

£1/28 (1/E=1) B /T 3+ o)
| 3.8)

und

P-/l/b— _

N v - 4 - I S
P;’l/d( 1 - & /% E,/B, & % (=-1/% P/ P+

+1/26 (/E+1) B /B ) 4 .. )
5.8")

Wir geben hier die endgiiltigen Ausdriicke fur alle

GroBen in der Form von Reihenentwicklung :

B = B /e (0> V., +&, (Q_V -~ ¢cosa O V) +
¢ °S 33 0 XY § 30
+ &:( ,jL_Vg - § cos 9 il,vq + j’zcosga SVB )+
3 3 D
T oeeo ) 509)
Be, = =By (D Vv, +&(CdV, - § cosd Vo) o+
o8 3¢ 3¢
+ %.L ( D V5 - § cos 9 ‘)_ v, I.l COS% ..Q_.vo)Jr
A | 3¢ 3
T 3.9')
Vq'1/6=V1'1/3(1+E,,('1-1/3)v,i/vo+

+ (1 =17 ( Vo/V, = 1/26 V5 V5D + o)
3.10)



“AG=

¢ 1/c§ (Bi/gn)q"'/z P;')/"f vg“'/'/i".

P
[

e (Vv b (AR /By + (1= 1/6) T /T ) +..)

32.11)
Ve d = =B, /4Tla ( GVy+ & ( GV, - cos? /f.
B 2 2 2
1—§_. (flvo ) ) o+ & (GV2 i cos(“a/j&.
Sc Y,
L(givo )—gcos%qu-cos3§V,l+
3¢ 3 Y
+ Slnﬂ/j _B_V )+ ) 5.712)
h 3
wobei
¢ ek (E L e M
ist . 5 i B"\JJ_
X = ey (Bam)VEp VU (ney o

+ & (Vg 0" (V) =1/ 8PP (V) ) + el )
3.13)

Die Ausdriicke fiir die Komponenten der Geschwindigkeit

u-t und  ug sind :



=5

wg = o ( B2/em)V/¥ p1/Y /fChm ) D V.

—

39

+ & 3 vy (Vyn (V) =1/(B/Pgh (V) ) +
03
+h (V) ( 3V - cos%)_b_v ) ) ¥eee )
o} 33 1 § 3% o}
3.14)
und
uy = -c, (B 8m)V® V¥ (6n(v)dV, o+
%
&S C D vV, (v, nt (V) =1/ B/Py b (V) ) +
b
+h (V) () V, - { cosa DY Vo ) )+ e )

3 d¢ 3.,15)



e,

Die Annahme , daB iiberall Po # o ist , zwingt uns zu

der Randbedienung

P # o

{=1

Die Randbedienung fiir Q lautet dann ebenfalls

# 0

f =1
Um das Plasma einzuschlieflen miissen wir fordern , daR

die Normalkomponente der Geschwindigkeit an der Wand

verschwindet,

1]
[e]

d.h. uc
§

[

Diese Bedienung kann automatisch erfilillt werden , wenn
man fordert , daB die Normalkomponente des Magnetfeldes

an der Wand verschwindet .

d. h. B

]
o

Lo [

Der letzten Bedienung aber wird durch die Randbedienung

= consy
if:’i '

genigt , denn V = const. sind die Flachen , auf denen

die magnetischen Kraftlinien liegen .(2)

Die Randbedienung

j |
j j:’f
ist dann in jeder Ordnung erfillbar , wie wir im folgenden

sehen werden .



o
Wir schreiben die nullte Ordnung der vierten Gleichung
von (A) auf , unter Beriicksichtigung der obigen Ent-
wicklungen fur die physikalischen GroBen , die in dieser
Gleichung vorkommen .,
Der erste Term gibt keinen Beitrag in dieser Ordnung .

Es folgt dann

X - ‘ _
1B = e 3y A B a
oder
/2 ) P = =B /4 GV .1/a ) V
— 0 0 0 = .. 0
und bf f
;B 2 i )
Vag 9 B = -B /ANGT, . 1/ag S v,
89 e
Also ist
< 2 o
I P, = -By/4T GV, \] OV, 3.16")
Daraus folgt
L : 5 _
{ P, A ] Vg = 0 3
was aber besagt , daB
P, = B, (V) .
3.16') lautet dann
B 2 d %3.16)
G VO = - 4TT/BO PO

: g B
wobel PO =



=20~
Gleichung %.15) ist dieselbe Gleichung , die man fiir den

statischen Fall bekommt .

Linearer Ansatz .

Wie in ( 1 , 2 ) nehmen wir an , daB PO quadratisch in

V, 1st ; damit wird Gleichung 3.16) linear , und infolge-

dessen kann man die iiblichen Methoden zur Ldsung von
linearen Differential-gleichungen anwenden .

Es ist also

d Po

= B a1 (Lv. -n) 1#4o.
"a“v;‘ = <

Vir setzen eine Losung der Gleichung 3.16) an in der Form

VO = VO ( §‘ ) b
unabhangig von & .

Die Losung der homogenen Gleichung zu 3.186) ist

v, o= I, (Ve € )

0O

Eine partikulare Losung von 3.16) ist

inh.
v = m /4



e

Die allgemeine Losung heift also

Ve = /¢ a, T +m/C 0 3a7)

»
]

L st eine beliebige Konstante .

Wegen der Randbedienungen fir V und j

dch. VO | = COI’lSt. = 1 ZOB‘

§=11
und ds l = o)

}: |
mul3

m o= A
und . 3.,17Y)
Iy ( Ve ) = o sein .

Das Dbedeutet , daB nicht Druckverteilungen mit beliebigen
Parametern £ una m fur das dynamische Gleichgewicht in
toroidalen Z- Pinch zulidssig sind .

Insbesondere muB \ ¢ eine Nullstelle der Bessel-Tunktion

Jo sein .
Bei dieser Wahl von { und m 1&Bt sich ilibrigens stets

Po.>'° erreichen
.- 2
P, = L By/8Bn ( (V, -1) +2n/€ -1) 3.18)

( n ist die Integrationskonstante .)

P, ist also grofer als Null , wenn
n > £ /2 ist .

Auch nimmt PO sein Minimum auf der Wand an , wie man leicht

verifizieren kann .,
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N.B. : Wirde man versuchen , durch den Ansatz :

Vo = S (C¢).Q(9)

o}
eine allgemeinere , auch von 2 abhidngige Ldsung von

3.16) zu konstruiren , so wiirde man durch Einsetzen in

die Differential-gleichung und in die Randbedienung
@ = const. erhalten ,

Das zeigt , daB die obige Losung die allgemeinste ist ,

welche die vorgeschriebenen Randbedienungen erfiillt .

Das ist zu erwarten , denn VO mufl zylindersymmetrisch

sein .



.-

Das erste Term der vierten Gleichung von (A) liefert auch

in dieser Ordnung keinen Beitrag , sodaB

1]
o

7P’l - 1/c A By -1/e 44 A 36 ’

.
]

ausfihrlicher :

I

B/ oa (O V. GV, +GV_d V, ) +
o} N O 1 o—— 1

) Bf
+ eine Funktion von i‘ und § , die unabhiangig

von V,] jet .

und.

1/8 ¢ S p o --8 jeTiaf GV DV, o+

N d 23

+ eine Funktion von f und g ohne V,I-Abh'aingigkeit.
Nach einigen Umformungen erhalt man

1/8 ) P —-Bi/il-ﬂa GVO((qu-fcoss

e A,

d
Bf SOf Bﬁ

+ » v (GrV,| -§0056GVO—

Vo)+

—'S_j_ o]
- cosg O v, ) )
, Y
und
) 2 \ :
1/2¢ 2= P, ==~B/4m af . GV, b)a v, ;
oder : /

B o S v h :
o p = - By /4T = Nt 1, (J€ § )SBFM -
-3 (J-(f ) 6 Vv, - 2’(’f - cosG J, (\,”Tf) .
e 3, WCEY - oeese 32 (N § ) )
3.19)



und

DB == an (P D
3.19)

) 39
Un diese Gleichungen fir V, und IH zu losen , kann man
erst EH eliminieren j; dznn bekommt man eine Gleichung

dritter Ordnung in Vq , die sehr kompliziert ist .

Jedoch wollen wir hier einen anderen Weg einschlagen;

wir erhalten dann Losungen , die die Randbedienungen

P = (e}
1 j11

-jq | = o
o1

Vq ' = 0

jo

\)\1 r:" = Q

u = 0

{1

erfiillen .

Wir nehmen an , daf} P,1 sich in der Form

P,i(f,'%)

1]
’——l
. 3
~
<
A
A

schreiben 18Rt , wobel g zu bestimmen bleibt .,

Es folgt aus der zweiten Gleichung von 19) , dafl

a F o rT -
(2 - gl g 686 > 5 v-=-
4 ¥q 59
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Wenn aulerdem Pq(Vq) linear in v, ist ,
d.he P, (Vq) = m' ( m'" = const, # 0 )

so folgt , daB

g + ( m' - Bg/wn f; JO(J( f ) )Vq =

= eine Funikiion von ‘f .
Wir wahlen g derart , daB
/
g + ( m'" =~ Bg /4T { I (V< f. ) ) v, =o

ist .

Das entspricht der Annahme , daR V, die Form :

cos @ mal einer Funktion von f allein

hat , wie aus der folgenden Gleichung fir V1 zu sehen ist

J .
% 4 v, =-\/——’é~ cos & ( J, (\/?f)+2\((fJo (ﬁf))
£

GV,

3.21)

Die allgemeine periodische Lésung(B) der zugehOrigen homogenen

Gleichung lautet

VE = 2 J\.(\,/?f) ( Cy cosvé + Dy sin-v‘e)_.

1]
v

(Cy uwnd D, sind Konstante ) .

Fir die Losung der inhomogenen Gleichung machen wir den Ansatz

inh,

5 = - cos & q ( § ) .

€
Ve
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Die Gleichung fur q ist dann

a ,
Vi ——¢ 22+ (- gt ) e -
a a {

I, (WCEY + ave fa, () .

Man rechnet leicht nach , daB diese Gleichung gelos?t

wird durch

AN A

@ - (I, T8 VT T )

Daher ist eine partikulare Losung

inh. 4" o o .
\ - .;fﬁz—-§cos 3 (I, Wb (o, qip ) -

v

Aus der Randbedienung

-1
folgt endlich :
. - ('
Va= ‘;{:.‘ cosqy d (\.a(j) + §COS 9 .
4 " 1 2
<4\ ¢

oy WEE) -V {9 GEEY )

Be22)
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Diskussion :

— -

Wir haben eine Klasse von dynamischen Gleichgewichts=~-

losungen hekommen , beil denen die toroidale Komponente
der Geschwindigkeit identisch verschwindet .

Das bedeutet physikalisch , daBl im toroidalen Z- Pinch
nur zwei-dimensionale Bewegungen stattfinden .

Diese Losungen wurden naherungswelse bis zur ersien
Ordnung in & ( die Invese des Aspektverhiltnisses des
Torus ) berechnet . |
Sie hangen von % Parametern { s ( und n una einer

beliebigen Funktion h (V) ab .

Man erhdlt aunch noch eine groBlle Klasse von dynamischen

Losungen , wenn man { = setzt ; die gezeichneten 5
Kurven stellen solche Ldsungen dar , ’
Fin merkwiirdiges Phdnomen kann an diesen Kurven bei 1
croBen {, d.h. bei hohen Plasmadruck , beobachtet ‘
werden .

Wwenn ( zunimmt , bemerken wir , daB es Flzchen

f = const, { 0% f < 4 )

gibt , auf denen P, ° , V , B ¢ in 1., Ordnunpg const,

~

sind und die Geschwindigkeit praktisch Null ist .

Die Zahl dieser Flichen hinest von -C ab ,

Z.B. gibt es fur ( = 74,82 zwei solche Flachen .

Wir wollen diese Flachen als " die statischen TFléchen

der Homogenitit " im Plasma bezeichnen ., &

( siehe Abbildung ! )
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IMan erhilt sie allgemein in unserer lNzherung aus den Wurzeln

der transzendeten Gleichung

x I () +3, G (T -x)= o

wobei x im Intevall [.o 1 X & } liegen muf .
Die Losung dieser Gleichung fir L = 74.,82 ist im Bild (1)

graphisch durchmefiiart . auch fir € = 30,25 im Bild (o) ).
£ & o b

Bis zur 1, Crdinung zeigh 2 iz 6 = 5/3

sich auch , daf

-

die Geschwindigkeits-verteilung mit der linearen Annahnme
fir h (V) und fiir kleines { eine Gestalt hesitzt , die
einer GauB'schen Verteiluns Zhnlich ist .

%

Wenn € wichset , G.h. P steizt , 10st sich die Verteilungs-

.

Iturve in nmechrere Mazzima auf .
B,f y By vund uy wechseln fir grofere { ihre Richtung

mit wachsenden Abstand von der Torusacise .
{lir haben die Xurven fir € ~ 5.91 s n = 5,81 und
¢ = 74,82 ; n="70 uwnd ¢, =1/4 in Bild 11 bis 26

gezeichnet .

Die Geschwindirkeits-lturven gehdren zu § =1 ( Isothernie )

und g = 5/3 ( einatomiges Gas ) .

a3

Im Fall € = 5,81 geben wir die Geschwindigkeits-verteilun

fiir zwei mdgliche TFormen der Tunkbion h (V) wieder , und zwar

h({(v) = Vv =1 ( Bild 16 )
2 A A
h (V) = v ( Bila 17 ) .
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Die Werte des Parameters n miBen auf einen Bereich beschrinkt

werden , in dem sie zu vhysikalisch verniinftigen Ldsungen

€3

fithren . Tlir einen bestimmten Wert von n muB auBerdem ¢,

geniigend klein gewdhlt werden .




-50=
.. . . (6) .
Als Grundlage fur die numerischen Rechnungen stellen wir

die Forneln fir die GrofRen nullter und erster Ordnung

Zusammen :
Vo = I, (Wep) o+ 5 T, (WO = o
p, = B /8w € (35 GCH +20/( -1)
0 0 e} 5
R, = /2P sem Yt - VB gl/¢ 4 -/&
B, = 0
%
By = BN € 3 (T,
; = 2 3
Vv, = VE/2 cosdy, Gty 1 - +’1/’2§ .
. cosd I (\,"Ff)
B, = BS 4TI, (Ve ) v,
¢ =1/62 (B2em) T VBV EYT = VE gy,
+ (1 =78) v /v,)
B, = =-B /¢ tang A
31 0 f 1
BG = —Bo cos Q) ( 1/2 Jo(\;fﬁl) ( ‘(-i-’l-fg“)_

- NC/2 3 (Ef) 7 s 200 )
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1
o}

u
§4

o, (BemVEFVEL (v) NI, WEF

o o

vobeil

1

s f . N
h(V) = YV, =1 T, (vff) im ersten Fall

_ . b im zweiten Fall ,



Wir diskutieren hier die Voraussetzung

\71_)__ = 0 .
Wie im Text erwdhnt , sind drei Spezialfédlle von Interesse :
a) f = =
d.h., das Plasma ist inkompressibl , so daR die Dichte
konstant bleibt .
R = 2\0 = const.
)

Aus 2.9') folgt , daB

X = X & ist .

Gleichung 2,11) ist daun identisch befriedigt , und Gleichunp

2.,10) bestimmt P , so daB

o

Pt = \\‘0 U.(:tr / S - S/LFFI v ( vt o+ s V" ) °

Hieraus kann man ohne weiteres P als Funktion von s bestimmen .

b) In diesenm TFall lautet das System der Gleichungen

L (u.G )du + YP=-1/c j AnB= o

f=
G
<

I

o

JAB - 4T/eg
AL4)

‘:‘-:i-. E = o]

J A E = o0




In zylinderischen Koordinaten explizit ausgeschrieben

By ;i__ (s uy ) + B, D (s uy ) =0 A.T)
d S D2

B, D> P . B, ) P =o0 4,1.2)
s Dz

B, 9 ¢ + B D 2 =o0 A,T.%)

= A =
D% D2
Aus der 5ten Gleichung von A.A) kann man das Magnetfeld

mit Hilfe einer Stromungsfunktion V herleiten

B = /l/S _i,)___ v
S
N2
A.T.4) |
B, = = A fs _3_ \'§
RIS

Aus der oten Gleichung folgt mit Hilfe der Gleichung A.1) ,
daf
v o= V (8) A, T.4' )

ist , und aus 1 ,2 und % folgt

u \i = U.\r (S)
P = T (s) A.I.5)
R = 2 (8)

Die Stromdichte J ist durch
! / 3 2 Irn !
Ll‘Ti/C J = q/S ( s V -V )

gegeben ,

Die Geschwindigleits-komponenten Ug und u, sind

- J( /s V' .

o
[wy

I

vs
%]

1



T

Die Komponenten dec elekitrischen Feldes sind

L = U\f /c.8 V!

=
I

o

Der Druck P kann dann durch Integration der Gleichung

pr = € ug\f«. /s + /8T .s” V' (V'-s V')

bestimmt werden .
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¢) Der dritte Fall , u, = u o , ergibt das in

z =
Teil 2 nit B) bezeichnete Gleichungssystem .

In dem Koordinaten-system , das wir im Teil 3 ( Seite 1o )

verwenden , haben die Grdofen B_ , J , und u die folgenden

Darstellungen :

:;3 = ( B ( ] B 3 ) 0 )
J = ( o y O s 4
u = [ ®© , 0 s uo) .

Die %.Gleichuns des Systems(B) ( Seite 9 ) wird durch

die Iinfihrung einer rotalionssymmebrischen Stromungs-

funktion V ( g )  erfiillt , und zwar ist
B § = /5 X ) v
) A,TIT.1)
B 4 = - Bo /x 5 v ,

Sf

wobei V/x die toroidale Komponente eines Vektorpotentials
ist .

Die 4. und 5.tenGleichung sind erfiillt , wenn nur u /x
eine Funktion von V ist .

Das sieht mon leicht durch Einsetzen der Ausdriicke
Ej- = 1/0 u Ba
Ea =-',|/IC u Bj

in der 4.ten Gleichung von(B) urd mit Hilfe der Gleichung
TT+1)
D.h.

uw ==x £ (V) nit beliebigen T .
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Fir die Stromdichte j gilt
4T /c = = By /a GV

wobel
_ , ¢ )
& - 1/ f D o Wy g2
: ¢ (1 +éojcose>5§ Vg '

I L S ) .
P! (1 +&D§ cos g )9

Jetzt kann man die zwei anderen Komponenten der ersten

Gleichung von (B) hinschreiben

P = & ¢ v cos3 /x - B/ /xTBV YV
d¢ 5§
unda
1/§. S P = - M v’ sing /x - B§/4ﬂ.1/X.§- GV _QL_V .
>3 9
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ErlZuterung der Abbildungen

—— . —— e s

In samtlichen Diagraumen bedeutet die Abszisse f den
Abstand von der Porusachse . €, = 1/4 ist ein fiir allemal
fest gewdhlt . € 1ist der Polarwinkel im Torusquerschnit®

( vgl. Skizze auf Seite 39 ) .

Bild o bis 1 : graphische Losung der Gleichungen :

O

1l

> + (74,82 = %2 ) J,

x J + ( 30,25 - KE ) I, 0 ‘

®]

Bild 11 bis 17 : Darstellunz von Tosungen in 1. Ordnung

— ———

nach {, zu den Parameterwerten
€ _ 5,81 und n = 5,81 .

Tir die willkiirliche Iunktion h (V) wurde V = 1 Dbzw,

ve gewihlt ; ebenso wurde § = 5/% und § = 1 verwendt .

Dies wirkt sich nur asuf die Geschwindigkelt aus ; siene

Bild 16 und 12

Bild 21 bis 25 : Vie Bild 11 bis 17 , Jedoch

e Ty . —

Man beachte hier die " statischen Flachen der Honmogenitat "

bel _f = 0,44 und f & @58 .
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Fig.

z!

—
——— — ——

II

Fig.



p=— |

o=lplgx-z8'y)+%x N\ /
Bunysiai1g Jap Bunsol

L

- o= lo(zx-gz'0e) + OC X

Bunysia|g Jep Bunsol

o]}



(V)

l = 5,81;
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Bild 21

| =74,82
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