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ABSTRACT: The effects of rotation and magnetic fields on
the thermal instability of a homogeneous fluid sphere are
examined. It is assumed that there 1is a constant distribu-
tion of heat sources throughout the sphere, and that the
convection pattern possesses axial symmetry. The determi-
nation of conditions for the onset of convection leads to
a characteristic value problem for the critical Rayleigh
number, as a function of other non-dimensional parameters
(the Taylor, Hartmann and Prandtl numbers). The solutions
are carried out with the aid of variational principles.
Stationary convection and overstability are both treated.
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1.1

1. Die Warmeinstabiliti® eirner Fliissigkeits-

kugel in einem homogenen Magnetfeld.

Die Grundgleichungen.

Wir betrachten eine Kugel, deren Schwerkraftfeld durch }“"
mift
_ 4w

3_ 3- c (1)
gegeben ist. In (1) bedeutet G aie Gravitationskonstante,
wiahrend q die als konstant vorausgesetzte Dichte bezeich-
net. Wir setzen weiter eine kontinuierliche konstante Ver-
teilung von Warmequellen & voraus, die ein radiales Tem-
peraturgefille aufrecht erhdlt. Die Temveratur T wird
dann durch

lf‘"
k7T = -& (2)

bestimmt, wobei K die (konstante) thermometrische Leit-
fahigkeit ist. Die im Kugelzentrum beschrinkte Lisung von

(2 ist deann durch

—_ —_—ar®

T e f (3
mit

£
s

gegeben. fk wird durch den Temperaturrandwert bestimmt.

—~
_—
~—

Hat die Fliissigkeit eine endliche konstante Leitféhigkeit o~
so wird das Verhalten des Systems bel Anwesenheit von elek-

tromagnetischen Feldern durch die magnetohydrodynamischen

Gleichungen
Yc:-\';\_“__:-":_ - _37-“\‘:, *ca:u' A+ %}!Ir & vaim ) {5‘.!
L= T4 (6)

i = ol Lanxd)




L D
vt & - - 212 : (8)
Av = O ) (9)
AT kT s g (10)
at )

zusammen mit der Kontinuitdtsgleichung und einer Zustands-
gleichung bestimmt. Aus (6) - (9) folgt

:a% = Vo‘\'(mx;{,’)*zvl& (11}
mit "
1% 47e

Mit Hilfe von (6) und (9) kann man die Lorenzkraft in der

Form

\ & 9 Bi) 9 'Sl'ak)

ck}’r")c = '—ranl.(%_ﬁ‘ 'ka L5 (127
schreiben.

Wir nehmen jetzt an, daB die Kugel sich im Ausgangszustand
im statischen Gleichgewicht mit einem homogenen Magnetfeld j;
(in der % -Richtung) befindet. Diese Annahme ist mit den

Gleichungen (5) - (9 vertridglich.

Fiir die Abweichung von diesem Gleichgewichtszustand erhdlt
man in der Boussinesqgschen Ndherung das folgende Gleichungs-

system:

J"T;F @2‘ ? {1'?|\‘

:_jm\(

—

W % %

! (13

s 4 = O dvr B =
’ (15)
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X 2 T
= xv&—.—&ﬁm (16)

Hierin ist I die Magnetfeldstdrung, b die Temperatur-
abweichung von (3), wihrend,mit dem thermischen Volumen-
ausdehnungskoeffizienten o« ,
Y= d e 9By (17
L= 3= 1

ist.

Die Randbedingungen.

Fiir die Gleichungen (13%) - (16) kommen verschiedene Rand-
bedingungen in Frage. Das Medium aufBerhalb der Kugel kann
ein Vakuum, eine Atmosphdre oder ein starrer Mantel sein.

Im letzterwdhnten Fall kann es beliebige thermische bzw.
elektrische Leitfdhigkeiten haben. Die Behandlung von so
vielen mdglichen Randbedingungen ist recht miihsam. Ande-
rerseits hat es sich bei den Berechnungen zur Bestimmung

der Wirmeinstabilitdt einer ebenen Schicht (Chandrasekhar,
1961) gezeigt, daB bei der Berlicksichtigung solcher ver-
schiedener Randbedingungen keine wesentlichen Unterschiede
im allgemeinen Verhalten der Losungen auftreten. Wir konnen
daher erwarten, daB die Wahl eines bestimmten einfachen Fal-
les zu keiner wesentlichen Einschrdnkung fiihren wird. Wir
werden annehmen, daB die Fliissigkeitskugel durch einen star-
ren Mantel, der einen unendlich groBen Widerstand hat, ein-
geschlossen ist; dieser Mantel soll eine sehr groBe Wdrme-
kapazitdt besitzen, sodaB die Temperatur der Fliissigkeits-
oberfliche konstant bleibt. Dadurch erglbt sich fir die Ge-

schwindigkeit die Randbedingung
A = O fur = R, (18}

wobei R der Kugelradius ist.

Fiir das elektromagnetische Feld fordern wir, daB kein Strom
aus der Kugel flieBt, also




?\r:-__o fir = Q (19\

)

daB das Magnetfeld & stetig in ein wirbelfreies Feld
iibergeht, und daf3 fﬁ&'auﬁerhalb der Kugel beschridnkt ist.

Weiterhin erhalten wir filr die Températurabweichung die
Bedingung

g=-0 Fiir va RO (20)

Das Eigenwertproblem.

Tm folgenden wollen wir nur rotationssymmetrische Stdrungen
betrachten. Um die Quellfreiheit von %) und & zu berilick-
sichtigen, stellen wir diese Felder in der Form (Chandrasekhar,
1961)

o = AtV ek (x4 ) (21)

b= AaM T x voa—(*w“p) (22)

dar.\J,V,ﬂj,‘ sind hier rotationssymmetrische Ortsfunktionen.
1, ist der Einheitsvektor in der % -Richtung. Damit ist
(15) identisch erfiillt.

Die Komponenten von # sind in Zylinderkoordinaten (5,2,i )
gegeben durch

2V
m = “‘(;;"s*-‘v“-.f*

v o 2z
G KN (23)

in Polarkoordinaten (v v, r= tos @ ) durch
111-
- ‘2— - ‘)U - k\"")"}-) 9 - 11‘ - * b}e‘_ {
Ao = @ﬂ{ﬁr ]"v - r;_‘.r(vU)/fa-\-t (\}u) VJY _(24)

i
4?:1 aV ist der toroidale, v U-,“"‘J) der poloidale
(oder meridionale) Anteil von 40 . Die Bildung der Rotation
liefert

ek s = A4 x4 8.0 V‘O“’(da“‘»v) (25)




L L3
L y " est s ¢ @2”
,3'!. L - a )
= —..- i --’3-"- + : = a - ‘l"t ?"'
@r «or v e - (26)

Durch Rotationsbildung von (13%) erhalten wir

2 vt = Y o\ § “""‘“"3‘“’ + -Li- = oot T PP—
= i ‘} Lxe ot : (27)
2t f

Setzen wir jetzt (21) - (22) in (14), (16) und (27) ein,
so folgt unter Beriicksichtigung von (24), (25) und der
Ortogonalitit der poloidalen und toroidalen Felder das

Gleichungssystem
“AS-‘ZL:"K:??} '"VA;'—U _%fg—ibfpr (28)
%{ = vns\/ +__.‘-f—_rr§-"-; , (29)
2-,—: » H?b-% HIAS’() , (21)

Qe T ?_.[l\- ")\J]
oF P (32)
Wir suchen jetzt Losungen von (28), die das zeitliche Ver-

At
halten e haben, transformieren
3
LAR
9 B2y v Ly (L=2UL)

(33)
H — HR
'i-.--)"‘{l ) p——b —-{p,
und messen alle Lingen in Einheiten von R . Das System (28)

(32) reduziert sich dann auf das System




s B > ¢ (34)
(A--0)V = = Q%2 |
J ne (35)
(8o -¢p )T (A4
- I = =
¢ TR g (36)
A
P
(vi-op ) ¢ - -r-['v-/*)\) \
g e } (28)
ol
wobei wir mit C = AR /w¥  qie Rayleighzahl, mit
Q—_u"a‘/wsq die Hartmannzahl, mit p = ¥/«
und P1:.9/1 die Prandtlzahlen und mit g = AR/ v

eine dimensionslose Frequenz bezeichnen.

Die Randbedingungen, die man mit Hilfe von (24) - (25)
erhilt, sind

1) —
S ey - = ] - O - -
U= oo 3Vsd=n riir =15 (39
a¥?
2 ung r;_" stetig bei e
3
A{é”;o ; Nl beschrankt fir s . (40)

Fir gegebene (Q,P.,P1 und § stellen die Gleichungen
(34) - (3%8), zusammen mit den Randbedingungen (39) und (40),
ein Eigenwertproblem zwélfter Ordnung flir die Rayleighzahl
dar. Dabei unterscheidet man bei der Untersuchung des kri-
tischen Zustandes zwischen stationidrer Konvektiorn, die dem
Fall ¢=¢p entspricht, und nichtstationdrer oder oszillatori-
scher Konvektion (Uberstabilitit), die einem rein imaginiren
¢ entspricht. _

Da nur positive Eigenwerte C von physikalischer Bedeutung
sind, stellt die Untersuchung der Uberstabilitit ein Dopvel-
eigenwertproblem dar, in dem man diejenigen Frequenzen ¢ =1q,

mit reellem ¢, bestimmen muB, die einen positiven Eigenwert
liefern.
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1.4 Die toroidalen Felder
Betrachten wir zunichst den stationdren Fall @20 , so er-

kennen wir, dafl die Eigenwerte C von den toroidalen Fel-
dern V una T unabhidngig sind: V und 7T treten nur in den
Gleichungen (35) und (3%€) auf, die weder die poloidalen
Felder noch den Eigenwert C enthalten; und die Randbedin-
gungen fiir die verschiedenen Felder sind nicht gekoppelt.
Wir wollen nun zeigen, daB das auch im nichtstationiren Fall
gllt.

Zu diesem Zweck leiten wir zwel Formeln ab, ven denen wir
im folgenden oft Gebrauch machen.

Es seien F und G zwei rotationssymmetrische Funktionen,
die innerhalb der Einheitskugel hinreichend oft stetig
differenzierbar sind. Dann ist

y:\rr“ r:k]..[\-p")g ﬁb-(r ""

8 j"\)“ {("I‘) )_H....[u-,. '3/"]} (41)

- fu

und durch partielle Integrationen auf der rechten Seite er-
hdlt man
4\

fieet apiep) Pt

0 -\ FARY

A 90 )
z e vewr Ydm o (42)
\ QATM c. %ru)\ (J!" "'q(‘.‘f"‘ )A"‘"& + g (Fmr) { /“

Ahnllch ergibt sich eine zweite Formel
A N

( S N R
° -
-+
by ?Lir RE ‘( : )
e . 9-- - 8 — ‘S ?‘-)4 . (43
- g (J %’Fé{‘-* ot b )&“JVM x & ( c @ W"‘G’"“ "s-;'.!‘ 4
o = o

Wie von Chandrasekhar (1961) bemerkt wurde, ist Ao der
Laplacesche Operator for rotationssymmetrische Funktionen
im finfdimensionalen Raum. L=p" )« dwdp ist (bis auf den
Faktor 2% ) das entsorechende Volumenelement. In diesem

Sinne sind (4) - (42) Greensche Formeln. Wir benutzen im
folgenden die Bezeichnungen AT = €G-t ) e d

cz\fl _—— "*-'l"xf"
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Um den kritischen Zustand zu untersuchen, schreiben wir

LR mit reellem ¢ . Multiplizieren wir (35) mit
f(_r )V* und integrieren, so liefert die Formel (b2) mit
der Randbedingung (39)

~(rgavt” agg i fwide, = @ [VE ag. . (18
' a0 \ -H
Wegen ‘&Arg Jrv-gr ) = S 54%33 Ry T

der Form

g(lyu\\‘ri RTA ).l..,, -Qf "'- (45)

schreiben. Addition von (45) und der entsprechenden Gleichung,
die sich aus (36) ergibt, liefert

Sc\fs‘ { \}T“\V \".\, Qla'*“."r ]z'.g. :G; (‘Vl‘-i Q\.’rl‘) } = 0 . (46\

Hieraus schlieBen wir, daB V und T identisch verschwinden:
Tm kritischen Zustand sind Geschwindigkeit und Magnetfeld
rein poloidal. Damit 1st das Eigenwertproblem auf die Ordnung 8

reduziert.

1.5 Das Variationsprinzio.
Wir bemerken zundchst, daB in jeder der Gleichungen

Y
us”m;“fu = ;@}" Rz ‘{rp ) (34)"
2O
(A{—uﬁ:\ol)p‘- - T (57"
v " 0K G SICY
(v—so;p‘).‘) = {m,j‘ * -l . (38)'

die auf der linken Seite auftretende Funktion durch die rech-
te Seite und die Randbedingungen eindeutig bestimmt.ist (das
kann man mit Hilfe von (42) - (43) leicht zeigen). Daraus

158t sich sofort schlieBen, daB es keine Eigenldsungen von
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(34') - (38') gibt, in denen eine der Funktionen verschwin-
det. Eine weitere Vereinfachung im Sinne des Ergebnisses
von Abschn. 1.4 ist also nicht mdglich.

Wir multiplizieren Jjetzt (38)' mit 3, integrieren ilber das
Volumen der Einheitskugel, und fihren auf der rechten Seite
eine partielle Integration durch. Mit Hilfe des GauBschen

Satzes erhalten wir
i 2J
J [(aro.l‘ a)La\.- CG;P‘Q ]st = g U%, } GAI} i (47)

Wegen der Randbedingung (40) kdnnen wir, analog zu (42),
durch Integration auBlerhalb der Kugel, die Formel

o 4
O__S\ﬂjﬁr“&,&)olw! -—U(QMP)Z"‘} gmol& "5/" (48)

2 A -

gewinnen. Die Multiplikation von (37) mit ¢ ( )‘
und eine Integration liefern dann, zusammen mit (48), die

Gleichung

(-4
2 < 7 -
” : LA B g
E@{,p) ,4.5, +igp K(-Jn..lP)st, = fu,” J - (49
o

Eine weitere Gleichung erhalten wir durch Multiplikation
von (34)' mit ¥U(ept) D und Integration:

2 — ' L_S,C- -
&&Lﬂ;l))‘; CG:(}MU) -]'l e = C’ju":r : jbfa? -3 pJ&J ’ (50)

Durch Kombination von (47}, (49) und (50) erhalten wir das
Ergebnis

& {\«an‘k D)t.\. W, b, ‘3“] ol.fa =

- (51)

“(ALAJ)‘*» :g(aru\\))“» Q(s) _L[u, +QWP=.S('3"‘“"O) I
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Die Variation von (51') liefert je‘zt das folgende Variations-
prinzip: es sei U eine beliebige (Versuchs-) Funktion,

die die Randbedingungen (39) erfiillt. 8 und P seien die
(eindeutigen) Losungen von (37)' bzw. (38)' mit den Rand-
bedingungen (3%9) und (40) fiir diese Funktion U . Die durch
(51) definierte Zahl € ist dann ein Funktional von U .Be-
zeichnen wir die Variation dieses Funktionals beziiglich einer
Variation §U von U mit £C€ , so ist §€ =0 genau dann, wenn
(34)' erfiillt ist. Die Tatsache, daB die Variation von C von
zweiter Ordnung in U ist, ist wesentlich fiir die numerische

Durchfiihrung dieses Verfahrens.

Wir wollen jetzt zeigen, daB das oben als Rechenverfahren vor-
gegebene Variationsprinzip zusdtzlich auch eine thermodynami-

sche Bedeutung hat.
Die Leistung der Trdgheitskraft ist durch
(

gegeben, wobei liber das Volumen der Kugel zu integrieren ist.
Mit Hilfe der Wirmeleitungsgleichung erhalten wir

29
Qﬂ_:—(IES(K‘Vij",{;)AV‘ (53)

at
Mit der Annahme der Zeitabhingigkeit € und der Transforma-

tion und Bezeichnungen, die in Abschn. 1.4 eingefiihrt wurden,
kann dies auch in der Gestalt

o

> . A -
Q.‘a'r- 1?’&(?0 S \-_L}vu\S ) & 00: P‘ 9 ] ol [ (54)
geschrieben werden.

Die Wachstumsrate der kinetischen Energie ist

ey = 5 (Lev™av = ie ¢ §wrav (55)

oder, wegen der Zerlegung (21),
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e, = aragv'-«:g[(&mu)’% veldeg . (56)

Hierbei haben wir wieder die in Abschn. 1.4 eingefiihrten Be-

zeichnungen benutzt.

Die Wachstumsrate der magnetischen Energie ist

1@)
A (& \
O = S == (57)

mit dem ganzen Raum als Integrationsbereich. QObwohl das In-
T - : o P

tegral IH dY divergiert, muB es nach den filir das statische

Modell gemachten Annahmen als eine konstante Gréfle vorausge-

setzt werden. Weiter is

Aus (57) bleibt also nur der Beitrag

. & 2
o\ 128 wia ‘Q \f"O'Ii T~ iL <,
e .;e‘-‘-k&%_’}o\\l= 2 4QP1 TV{S’(} )"s +_( ’h&’}_(59\

Auf der rechten Seite sind hier wieder die neuen Bezeichnungen

eingefiihrt.

Eine Zhnliche Rechnung ergibt fir die durch Reibung dissi-

plerte Energie,

e, = (V S u).“lc:'m ol V (60)
den Ausdruck

S T ST PER

Filir die Ohmsche Dissipation

a

e = | gdv -k gu.*«;ryfuw-. i;fz..v;ﬁz. i

—

(o))

n
-

erhalt man
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e_= wRevQ j[(“:’*’f+ (Er“"ﬂt] . (63)

Da die toroidalen Felder im kritischen Zustand ilberall ver-

scnwinden, kann die Gleichung (51) auch in der Form

%, (64)

geschrieben werden und erhdlt dadurch eine einfache thermo-

"

&h'\’e’h.*e/f"'e'd"

dynamische Bedeutung: die Wdrmeinstabilitdt tritt dann auf,
wenn eine Bilanz zwischen der Trégheitskraft einerseits und
den Wachstumsraten der kinetischen und magnetischen Energien
sovie der Energiedissipation (durch Ohmsche Heizung und durch

Reibung) andererseits moglich wird.

Stationdre Konvektion.

Nach dem im Abschn. 1.5 gewonnenen Variationsprinzip erhidlt
man im stationdren Fall die zu einem gegebenen (l gehOrigen
Eigenwerte C dadurch, daB man Extremalwerte des Funktionals

([lagv) + 0 (s4P)" Juizy

clu] = (65)
g(}“.\a)’“.lfs
sucht; & und 12 sind hierin durch die Nebenbedingungen
P a
Vla = Tm‘} [(\“)“ )U} p (66)
2V
As-p= - (a—-i_ (67)
und die Randbedingungen (3%9) - (40) zu bestimmen.

Wir zeigen zundchst, daB der kleinste Eigenwert - also die
kritische Rayleighzahl - durch das absolute Minimum des Funk-
tionals (65) gegeben ist und monoton mit Q wichst.

Fiir den Beweis der ersten Behauptung bezeichnen wir mit Ca-,
| = 4,1,.” ) die der GroBe nach geordneten Eigenwerte, und
mit Lﬁ, Qj\ f% die entsprechenden Lésungen. Es gilt also
2 5 P
< & .

2J;
T _ : v =Yy
Af U' = C./J TQ’.
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LR ?_ -pt )L, ]
> "DU
Arﬁ a = —J .

D2

(70)
Durch Multiplikation von (€8) mit e ( f‘)L}

J und Integration
erhdlt man unter Beriicksicrtigung von (69) - (70)
g%"\‘ka }MB o\b =

S(‘ru 8 U; &+ R 4e 87 ) It

(71)
Infolge der Symmetrie der rechten Seite in (71) ist
< . - =0 ot : ,
S 3,\-..9\ 9..' a,wu\ BJ Jb3 fiir o *J (72)
Wir fiihren jetzt die Normierung
“a
[(}““ Oj) =1 (73)
ein. Dann ist
S(I,UA,U .\-QA,I'AP)"%"CJ./‘;I. (74)

Nehmen wir jetzt an, daB die Losungen U. ein abgeschlossenes
System darstellen, so kdnnen wir jede Versuchsfunktion in
der Gestalt

z,AY

(75)
schreiben. Die entsprechenden Ldsungen von (66) - (67) sind
durch

g=2%4g (76)
P. AT (77)
gegeben. Setzen wir (75) - (77) in (65) ein, so erhalten
wir nach (72) - (74) , .
c,[u]—c = (ZH'L) ZQJ C'—C" (78)
(A )T 7

(¢ -<, )
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und daher < [UJ = C’J . (79)

Hier gilt das Gleichheitszeichen genau dann, wenn ﬁj=° fir ot"f,
d.h.. wenn die Versuchsfunktion mit Lﬂ (bis auf den Koeffi-

zienten ﬂ‘ ) {ibereinstimmt.

Zum Beweis der zweiten Behauptung variieren wir die Gleichung

(L850 + QR )]z

cC, = , T (80)
j%vu\s‘) "{:3 4
nach (R, und erhalten mit Hilfe von (68) - (70)
k 2 -
J’c‘f(awlﬁ‘)v“; N (CR AR (81)

52% und 8 haben also das gleiche Vorzeichen.

Zur numerischen L8sung des Eigenwertproblems verwenden wir

das Ritzsche Verfahren und entwickeln die Versuchsfunktion

U nach dem durch das Eigenwertproblem
-

in -
z - cx
a, L = AU LU= i (82)

definierten Funktionssystem. Die Eigenfunktionen sind durch

(et ) ~ (A ) 2l
(O Iim,;s . C.r (83)
- — 3 "
l h\h ‘\‘3{\-‘{“& ) L\q+ 3,(5{\_‘ ) ¥ i
gegeben. 3h . und sind die Besselfunktionen der Ordnung
w3y Waldly 3y

Vw431, mit reellem bzw. imagindrem Argument,
die durch

S

) -3l e ‘{u 3:.,(
(/—l‘f/u...‘(} = § Ch/A) (81)

definierten Gegenbauerschen Polynome; 045 ist die fJ{—te posi-

tive Wurzel von




= L5 =

3 T @) - T @ -0 (85)

\n-\-ll" W 3,.' """3’1- h+3 "\-

Die Funktionen \Jlsbesitzen die Orthogonalitidtseigenschaft

dp, o Alsule 0 p (86)
guu.kuhi "3‘ A &R he s 4\,

Wir machen also fiir {U den Ansatz

e X 4 By \) (87)
w=g J_-.-.l
mit den Fﬁﬁ als Variationsparametern, bezliglich welcher das
Minimum des Funktionals (65) gesucht wird.

Um die entsprechende Funktion & zu bestimmen, machen wir

von der Operatoridentitit

2 )
voim Bz — (88\

Gebrauch und erhalten die Gleichung

fJ‘l.
1 igg % [('DFt)‘“’} (89"
v e
Fir 5%% Die entsprechende Randbedingung ist
N
"‘ﬂ}h -0 fiir v A4 . (90\

Wir filhren jetzt die Bezeichnungen

AT R O

{- () n T8N —- i .. 9
1)
wln J“+’ltﬂ{-) I"‘*":-_” (91
\odv) (oLv) oo
w.Le{v-) - Wkl i€ 'E_.._"""*‘ll. (92)

“ -'—-
Jh-\.:ly:“:‘ —\-\-n;}_"( )

ein, mit deren Hilfe

y-‘\’.i
g- (“‘- > 'u-.,. (93)

w\w

wird. Die Losung von {89) 1iB8t sich in der Form

g = l ‘q\-{‘ 8\.3 (o4)
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3. ( - T
v 9 k_\n-\-\) w4t 1\[ ¥ (/n.
gt Gy —2v o
mit v An % 904" ] e (95)
schreiben,

Anstatt nach dem Minimum des Funktionals (65) zu suchen,
betrachten wir € als einen Lagrange-Multiplikator und unter-
suchen die GrdBe

%) LU] = f[(‘d{U)lT Q{A{p)z J AT&' = I (}“"‘9 )1'“; (96)

Da die Funktionen § una T durch (66) - (67) definiert sind,

konnen wir J auch in der Gestalt
1' 1(53
3ol = fula C:_r%-u"Qat g5 (97)

schreiben. Mit V und 325‘ gemaBt (87), (91) und (95) wird

hieraus
[U} _ - [4..,“\;\);..3, ~CoemhlUTIN > - Qu&\va_rwnjs}(%)
hkhl . Qhkﬁuj

Die in (99) auftretenden Matrixelemente sind durch folgende
Formeln definiert:

¥ =

Lw kv LU "‘:) > = S Yax B Uhj “"5, ) (99)
3 %9 : -

LW \UT ANy > = gUu..\‘ 'Q-,‘g"‘“ ‘J‘Lb‘ i (100)
il V)

4»..\.,\\.\_53\;\\.37 = SU"“‘ ey "J "'-’ (1ol1)

Fiir die explizite Form der Matrixelemente verweisen wir auf
den Anhang. Hier machen wir nur auf ihre Symmetrieeigenschafl-

ten aufmerksam:

[\,\\UU\\&S\: 4\\"! tLL \w k> ‘

lhkﬂﬂjhp'tlﬁlUT’hh>, (102)
LwmletUDIUIW D> = thku,gbu\hk>
Die Bedingung
e (103)

r.g‘ahk
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fiir das Extremum fiihrt mit Beriicksichtigung von (102) auf

das lineare homogene Gleichungssystem

N

Z [lgkivuth'} o QL\-\\UJJ_!)U"-J'V- C(n.kruflud‘s] n : = O | (10l)
"

Die Eigenwerte werden durch das Verschwinden der Koeffizienten-

determinante bestimmt. Wir machen darauf aufmerksam, daB in der Her-
leitung von (lo4) die elektromagnetischen Randbedingungen nicht be-

nutzt wurden. Das Eintreten der stationdren Konvektion ist also

unabhingig von den elektromagnetischen Eigenschaften des auBerhalb

der Kugel befindlichen Mediums.

Da die Matrixelemente (vgl. Anhang) stets die Faktoren JL~,¢E nt3
enthalten, spaltet sich das System (lo4) in zwei voneinander ’
unabhingige Ldsungsklassen auf, ndmlich in die geraden LOsungen
mit le"kao und die ungeraden Ldsungen mit na-.,h."o . Die durch-
gefilhrten numerischen Rechnungen zeigen, daB sich das Minimum des
Funktionals (65) immer durch die geraden LOsungen ergibt; dies ist
auch zu erwarten, da diese Losungen die kleinste Anzahl von Knoten

besitzen.

Aus der Minimumeigenschaft von (65) folgt auch, daB man sich der
kritischen Rayleighzahl von oben anndhert, wenn man die Ordnung

des Sikularsystems erhdht. Fiir die Bestimmung der kritischen Ray-
leighzahlen wurden die folgenden Ordnungen gewdhlt:1, 2, 4, 6, 9,
12, 16, 20, 25, 30, 36. Eine relative Anderung der kritischen Ray-
leighzahl um weniger als 5 % beim Ubergang von einer Ordnung zur
nidchsten wurde als eine befriedigende Konvergenz betrachtet. Die
Ergebnisse sind in Tabelle 1 zusammengefaBt und in Abb. 1 graphisch
dargestellt. FTH‘(A*\J ergibt sich folgende asymptotische Relation

zwischer der kritischen Rayleighzahl und der Hartmannzahl:
C = 3.3 Q (1e5)

Nach den Definitioren von C und Q ist die fiir ¢ie kritische Wirme-
produktion £, &Hquivalente Gleichung
q (K'H "f

——

g = 26.3 ~ E& ("Q 2 . (106)




- ]_Ya -
Q C
0 3
10 85.1087X10
1 3
10 8.5283X10
2 4
10 1.2281%x10
3 &
10 4.,3705X10
4 5
10 2.8558X10
5 6
10 2.6563X10
6 7
10 2.6346X10
i { 8
10 2.6325X10
8 9
10 2.6322X10
9 10
10 2.6322X10
10 11
10 2.6322X10
11 12
10 2.6322X10

Tabelle 1: Kritische Rayleighzahlen fiir das Eintreten stationdrer

Konvektion bei verschiedenen Werten der Harimannzahl.
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kritische Rayleighzahl ais Funktion von Q. Die Kur-
a bis [ bheschreiben das Verhalten bei UberstabilitZt

die folgenden Werte der Prandtlzahlen:

p; = .01, p, = 1. (b} p, = .01, py = 2.
p]=°01-p2=10- (d)p]“o’p",=1

P, = 0.y P, = 2. () p; = 0., py = 10.




= 18 =

Die Abhidngigkeit von der Leitfdhigkeit o™ ist eine Folge des
magnetohydrodynamischen Analogons zu dem Proudman-Taylorschen
Satz, nach dem eine hohe Leitfédhigkeit bel Anwesenheit eines ho-
mogenen Magnetfeldes eine Zweldimensionalitidt der Stromung er-
zwingt. Eine solche Einschrinkung erschwert das Eintreten der
Konvektion und erfordert deshalb eine hdhere Wirmeproduktion.

Durch die Lsung des Systems (lo4) lassen sich unter einer
Normierungsbedingung die Koeffizienten ﬁhibestimmen, Daraus er-

gibt sich auf folgender Weise auch die Form der Konvektionszellen.

Die Gleichung fiir die Stromlinien lautet

-
ol - ,f = (107)
ST | FEEY)

-
mic o -Z Ay Falai™ Sy /¥ erhilt man fiir (107)

sofort das Integral
‘l.
Z A 1‘ -C‘_‘\H\.“’C/ (vm¥) = Count, (108)
)

Die entsprechende Form der Stromlinien ist in den Abbildungen 2

und 3 dargestellt.
Fiir die Bestimmung der Magnetfeldlinien muBl mit den Randbedin-
gungen (40) fiir P die Gleichung

S
A e g
A0 e (109)

geldst werden. Man erhilt
P = T Ay u
. WA 2 (2waz) wry
mit , = (ol T ( - (£ -DV' - (110)
R~ g { (9.5 5 |

A} 1‘_‘*1 a("‘j Wil

fiir s

s Cus _— u*‘ g— k"<\. v ) C""*‘ }

:;TL l.\n'*‘s \-.nn\\. ‘_3|1.-

e P o i Cuamet "3 Gt fiir =40 00
“i T T A — o >3 ()
j olog







1.7

= 5 =
Die Magnetfeldlinien sind nach (107) - (108) durch
V) D
2:,; ,q\j il )i kg = Eainiibe (112)

gegeben und in den Abbildungen 4 und 5 dargestellt.

Die Temperaturabweichung ergibt sich durch Integration von (95)
oder durch direkte Ldsung vcn (66) als

0 - A .

(mav¥w+2) g { 3h\é4.ibﬁ

Lt m— =3
mit 8\.‘ Ana} ol\_s <h

i J.,\('-‘*\](Ct.au -Cl._,) . (1]_4)

In den Abbildungen 6 und 7 sind die Temperaturabweichungen skizziert.

Uberstabilitst.

Wie schon im Abschn. 1.5 bemerkt wurde, stellt die Bestimmung

des kritischen Zustandes im nichtstationdren Fall ein Doppel-
eigenwertproblem dar. Fiir gegebene Werte von Q’ h und P:

sind diejenigen reellen Frequenzen ¢, 2zu bestimmen, fir die es ein

positives Extremum des Funktionals

c ) =
2 ey g o\ -
[[apors iay (qradUYs RLapP) J4% 4 Qeap, Sﬁ%“““ VT (11s)

[ (gt 9 ) & toip, 9] Ay

gibt. Im Unterschied zum stationidren Fall kann man hier nicht
von einem Minimum sprechen, weil C im allgemeinen komplex ist.

"In (115) sind ¢ und © L&sungen von

z . = 1—?-.. ar U
kq -‘G;P-\)S i‘o)u\ [.L / J } (116)

20V

us"":"_qu,)p = ’;—% (117)

mit den Randbedingungen (39) - (40).
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)
Abb. ’: Magnctfeldlinien in der Meridionalebene fiir Q = -OI.

Abb. 5: Magnetfeldlinien in der Meridionalebenc fiir 0 = 10.‘0
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Betrachtet man C als Lagrange-Multiplikator, so 1dB%t sich das

Problem wie in Abschn. 1.6 auf die Untersuchung des Funktionals
g

- — O .-
ol - SUV%W:)%U-OW + Qoz &) oE, (118)
reduzieren. Die L&sungen von (116) - (117) sind durch folgende
-Formeln gegeben:
N ‘35 = Z AL ‘;:ag“j = z F\‘ﬂ:\ @hj )
be}u 3 o ’ : (119
L L Y(med) L i
1 ").,.. —— > (-l.r)—cd:f, (,(.r)
YRP T ad ~(@h) { Y g ) a4

- ddg T, v-r—’.r,z. ) /T Lm.,., ) } C

= (120)

<l <+ X
R A e )

=
) L " L)
'["j v p,) dn+3 :

et an . (dy:1) - (v'tf‘
... %:‘3[1“ (-l\. ") - °TP.9_,‘,,,,“" J /N)]

" Wt
: C__‘.‘.it‘ ‘] fiir rgd (121)
e
oY N o TN (’.,
'D“i - a/;a LJ"j \‘ E_].t‘ )-‘rp'&:'\. ‘jhh ]/[ fP ‘L v TP )] ‘(122\

"

() < [ .
D._ { X’\.\}JM’}—‘Q—P ¢1 (-4’ )]/[mlh‘(atrp }] (1?'71.
Die Extremalbedingung fir 3[v] ergivt die cleichung

o‘e*la\.k\uu ey A Q(\..k\u?n-i» - C/(n.klu’{'\\..j> I = 0 . (124)

Die hier auftretenden Matrixelemente sind durch folgende Glei-

chungen definiert:
4».\\ IAOLPL! u:\) = g Uh.k ( ﬁ, -.6':) A}'U‘"i c\fr . (125)
o L O Az
SRYLUTAR Y = VO "»;-,‘/u ) (126)
T, —
o - .’1'—.—
/\Mk \U?\"\J‘ = x Um\m} A4 "J 5 (12-—;\

=4

Fiir die explizite Form der Matrixelemente verwelsen wi

H
2
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den Anhang. Sie sind von 4] abhdngig und besitzen die Symmetrie-
eigenschaften (103%), sind aber nicht hermitesch.

Wegen des groBen Aufwands, der durch Rechnungen mit komplexen
7ahlen einerseits und mit den zwel zus#tzlichen Parametern
andererseits anstiinde, beschrinken wir uns auf die Ldosung von
(124) in erster Ordnung. Eine Anzahl von Proben, in denen die
Rechnung bis zur Ordnung 36 durchgefiihrt wurde, hat gezeligt,

daB die Genauigkeit dieser Ndherung viel groBer als bei der
stationiren Konvektion ist. Die Stabilitidskurven im (l:Qll.}C)
-Diagramm #ndern sich kaum, weil sie sich bei hoheren Naherun-
gen im wesentlichen geringfiigig parallel zu sich selbst verschie-

ben.
Die Ergebnisse sind in Tabelle 2 zusammengefaBt. Die GroBe Gr
ist durch
ol
(m)"* N
(+ = & Q (H )/R (128)
4L

definiert. Sie gibt also das Verh#iltnis der Frequenz zur
"natiirlichen" Freguenz des Systems, die durch die Durchlaufzeit
einer Alfvenschen Welle gegeben 1st.

Aus der numerischen Rechnung geht hervor, daB fiir die Moglich-
keit der Uberstabilitd die Bedingung

B.™ P, oder 7 < K (130)

notwendig ist. Diese Bedingung ist nicht im Erdkern, wohl aber

in den heiflen Sternen erfiillt.

Das Verhalten der Wirmeinstabilitdt ist anhand der Abb. 1 leicht
zu iibersehen. Filr jedes Paar von Pradtlzahlen k"ﬁl gibt es
eine Hartmannzahl @ (b,,P.) derart, daB fliir Q¢ @ die In-
stabilitdt als Konvektion, fir Q»Q als Uberstabilitdt auf-
tritt. Im Falle p3p, tritt die Instabilitdt nur in der Form

stationdrer Konvektion auf.




Tabelle 2: Kritische Rayleighzenlen und Frequenzen fiir das Ein-
treten der Uberstabilitit bei verschiedenen Werten
der Hartmann- und Prandtlzahlen.

P1 = Q. P2 = 1.000
SIGMA Q C G LOG Q LOG C
l.E QU 1.1409E 02 1.348B8E 04 0.094 2.06 4413
1.E 01 1.4017E 02 1.3613C U4 0.845 2.15 4413
1.E 02 2.1504C 03 1.7250E 04 2.156 3.33 4e24
1.E 03 1l.6245E 05 3.167T8E 04 2.481 5.21 4450
l.E 04 1.5214€ 07 7.7630E 04 2.564% 7.18 4.89
1.E 05 1.4917E 09 2.2335E C5 2.589 9.17 5435
l.E €6 1.48253E 11 6.8429E 05 2.597 11.17 5.84
1.E 07 1.4797E 13 2.1420E 06 2.600C 13.17 6.33
l.t 08 1.4788E 15 6.7515E 06 2.605 15.17 6.83
1. 29 1.4785E 17 2.1328E 07 2.601 17.17 T.33
1.E 12 1.4784E 19 6.T424E 07 2.601 19.17 T.82
Pl = 0.201 P2 = 1.0u0
SIGMA < C G LOG @ LGG C
l.E 03 1.1407E 02 1.3487& 04 ve094 2.06 4413
1.E 01 1l.4057E 02 1.3629E 04 C.843 2.15 4.13
1.E 02 2.1581E 03 1.7383E 04 20153 3.33 4a24
1.E 03 1.6351€ 05 3.1929E 04 2.473 5.21 4.50
l1.£ 04 1.5459E 907 9.7709E 04 2.543 7.19 4.99
1.E 05 1.5584E Q9 5.3744E (6 2.533 9.192 6.73
1.E 06 1.6967E 11 1.6455E 09 2.428 11.23 9.22
l1.E Q7 2.4425E 13 T40T71E 11 2.023 13.39 11.87
2.8 07 1.3343E 14 5= T175E 12 1.731 14.13 12.76
3.E 07 4,1773C 14 2419275 13 L.468 14.62 13.34
4.E 07 1.1283E 15 6.7086E 13 1.202 15.04 13.83
5.CL 07 3.0584E 15 2.0691E 14 54904 15.49 14.32
6.t O7 1.4319E 16 1.0611E 15 0.501 16.106 15.03
Pl = D,010 p2 = 1l.000
SIGMA Q c G LOG Q2 LOG C
l.2 02 1.1728E 02 1.264.E 04 0.092 2.07 4.13
1. 01 l.4414E 02 1.3771E C4 0.833 2.16 Gal4
1«<E 02 2.2285E 03 1.773CE 04 2.118 3.35 4.25
l.8 03 1.7353E 05 44.1301E 04 2.401 5.24 4a62
1.E G4 1.783%2E 07 2.0668E 06 2.368 T+25 6.32
1.E 95 2.5136E 09 7.8032E 08 1.995 9.42 8.89
2.C 05 1.3726E 10 5.949%E 09 1.707 1C. 14 9.77
3.E 05 443050E 10 2.27T33E 10 l.446 13.63 15.3¢6
4,E 05 1.1477E 11 6.,9765E 10 1.181 11.06 10.84
5.E 05 3.2277E 11 2.1754E 11 0.883 11.51 11.34
6.E 05 1.6141E 12 1.1975€ 12 0.472 12.21 12.086
Pl = 0. P2 = 2.000
S1sMa u c G LOG Q LOG C

1. 00 5.7445E 01 1.2777E 04 0.187 1.76 4.03
1.E 01 1.G823E 02 1.1325E 04 1.359 2.03 4.04
l1.E N2 3.7443E 03 1.4075E 04 2.311 3.57 4.15
1.£ Q3 3.1568E 05 - 2.4254C 04 2.517 5.50 4.38
1.E 04 3,0172E 07 5.6797E 04 2.575 T.48 4.75
l1.E 35 2.9755E 09 1.5985€E 05 2.593 F. 47 5.20
l.e 06 2.9626E 11 4.85T79E 05 2.598 11.47 5.69
1.E O7 2.9586€ 13 1.5165E 06 2.600 13.47 6.18
1.E C8 2.9573E 15 4,7T760E 06 2.601 15.47 6.68
1.E 09 2.9569E 17 1.5083E 07 2.601 17.47 7.18
1.E 12 2.9563E 19 44.7678C 07 2.601 19.47 7.68




SIGMA
1l.E O
1.E 01
l1.E 02
1.E 03
1.E 04
1.E 2
l.E 06
1.E 07
l.C N8

SIGMA
1.E 0C
1.E 01
1.8 N2
1.E 03
l.t 04
1.E G5
1.C 06

SIGMA
l.E OO
l.E 01
2.L 01
3. 01
4.E 01
5.E C
6. 01

S1GMa
1.E G2
l.E 01
1.E 02
1.C O3
1.E C4
1.E 05
1.E 06
1.E 67
l.E 08
1.t 09
1.E 1v

SIGHA

01

L) R b e e

@ & & @ 8 & ® & & & @

mmmmmmmmmr m
- .
vl

S1GMa
1.C 20
1.E 01
1.E Q2
1.E N3
1.C D4
l.L D5
1.E 06
2.E 0G
3.E 26

Pl

Pl

5.7437€ 01
1.2647TE G2
3.7551t Q03
3.1726E ©5
3.u525E 07
3.06936E 09
3.2542E 11
4o1044GE 13
2.442°E 16

= G910
Q

5.B8721E 01
1.1062E 02
3.8539E 03
3.319vE 05
3.3799E 07
4.1966E 09
2.5166E 12

3.4431c Q02
T.2316E (2
2.1468E G3
5.5501F 03
1.3386C 04
3.4557F 04
l.4794E G5

2.40938 01
1.37798 02
B8.4818E 03
7.56999E 05
T.4065€ 07
T.4214E (09
7.4011E 11
T.3947E 13
7.3927E 15
7.3920E 17
7.3918E 19

8.9855E 13
1. 6664E 16
1.3829E 17
1.7744E 18

= D.019

Q

v

01
02
a3
05

o7

L~ o=N
a2 e 8 s &
IR e e ol
[ RN VG - SRV |
(VORI N SR R I
SNV
mummmmm

o)

1.6 12
1.4072E 13
1.8339E 14

P2

P2

P2

P2
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= 2.92u9

C

1.2776E
1.1012E
1.4092C
2.4394C
T.118LE
3.7982E
1.1212E
4.4769E
8.2609E

= Z2a.000
C

«C0837E
«1GT2E
«4285E
«1125E
«4454E
«6T45E
«5309C

00 B o e b

= 2,000
s
[

2.4425L
3.44086C
T.3643E
« T236E
« UT49E
«CHL5E
«62T8E

o=

15

.1528¢E
e 5240 E
«1551E
.8031E
«8633E
«038B2E
« 19506L
«6185E
»0233E
«5422E
«J157TE

WOWOWHWHE~OY

= 5.020u0
C

.1521E
«5269E
«1560uE
.8112€
.8235E
«4398E
«907T6E
«44B4E
+4275€
«6T4UE
«6298E

[N Ol R L e I o)

= 5,000
C

9.1733E
9.5529t
l.1663E
2.2938E
F.46T5E
2.6541¢E
l.4661E
1.7997TE
2.7196E

04
24
04
Ay
U4
06
09
11
14

04
G4
04
C4
(812
oe
11

04
U4
G4
G5
05
06
06

03
v3
G4
04
04
05
05
05
U6
06
07

03
03
04
04
04
cé
(03]
11
14
15
16

03
G3
04
04
05
08
11
12
13

C.187
1.358
2.308
2.511
2456¢
2.553
2.479
2.208
G.9C5

0.185
1.344
2.278
2.455
24433
2.183
0.891

U.076
J.526
U.61C
0.569
0.489
04380
0.221

0456
1.905
2.428
2.548
2.584
24596
24599
2.6CC
2.601
2.601
2.601

G.456
1.903
2.425
2.544
2.574
2.5T70
2.524
2.359
1.732
1.202
J.504

0.451
1.88¢
2.399
2.5C2
2.488
2.338
1.718
1.192
J.495

LOG @

1.76
2.04
3.57
559
T.48
.49
11.51
13.61
16.39

LGG Q

1.77
2.04
3.59
5.52
T.53
9.62
12.40

LCG ¢

2454
2.86
3.33
3.74
4.13
4454
5.17

LOG @

1.38
2.14
3.93
5.89
T7.87
S.87
11.87
13.87
15.87
17.87
19.87

LCe €

1.38
2.14
3.93
5.89
T.88
.88
11.89
13.95
16.22
17.14
18.25

LO5 Q

1.29
2.15
3.94
5.92
7.91
Te56
12.23
13.15
14.26

LOG C

4.03
4404
4415
4439
4.85
6.58
9.05
11.64
14.92

LOG C

4.03
44,04
4a15
4449
6.16
8.67
11.92

LOG C

4439
4.54
4487
5.24
5.61
6.03
6.67

LOG C

3.9¢6
3.98
4.06
4.26
4459
5.02
5.49
5.98
648
6.98
T.48

L0G C

3.96
3.98
4.06
4,26
4.68
6439
8.84

11.39

14.15

15.22

16,42

LOG C

3.96
3.98
4,07
4.36
5.98
3e42
11.17
12.23
13.43




SIGMA

l.E 0O
l1.£ 01
1.E €2
2.E G2

E 00
E 01
E 02
C &3
E 04
E 05
E 06
E 07
E C8
E 09
£ 1u

ol el el e S e
- ] . L] L] . - Ll . @ .

+E 00
.E 01
+E 02
«E G3
.E G4
.E 05
.E 06
«E 07
.E 08
.E 8
.E 08
.E 08
+E 08
-.E 08

O B W N e e e e e e

+E 00
+E 01
+E 02
.E N3
.E 04
.E 05
«C D6
«E 06
.L 06
«E Q6
.C 06
.E 06

O WU R e bt e e

1l.E 00
1.E 01
1.E 02
2.E 02
3.E 02
4.E 02
5.E 02

Pl = 1l.000

o

8.2468E
5213k
6+ 54406E
7.2382t

P1 = 0.
Q
1.4017€

2.1594E
1l.6245€

1.5214E ©

1.4917E
l.4825E
1.4797E
1.478B8C
1.4785E
1.478B4E
1.4784E

P1 = 0,001

Q9

1.4216E
2.1544E
1.6280E
1.5261E
1.5038E
1.5044E
1.5427E
1.6912E
2.4390E
1.3329E
4e1713€
1.106E
3.0C480E
1. 418CE

P1L = 0.010

Q

1.4265E
2.19C2E
1.6595E
1.5689E
1.58C1E
1.7194E
2.4752E
1.3526E
442337C
1.1231E
3.0989E
1.4510E

Pl = 1.00%

Q

4.2015E
7.0420E
7.568EE
4.0522E
1.2988E
3.,6997E
1.2681E

01
02
04
05

01
02
04
06
08
10

14
16
17
17
18
18
19

0l
02
C4
06
08
10
12
i3
13
14
14
15

01
02
04
G5

06
07

- 2lc -

P2

P2

P2

P2

= 5.030
c

1.1826€
1.6874E
B.D720CE
9.8376E

=10.000
c

8.6163E
B8.9900E
1.0423E
1.5018E
2.959CE
T.5684E
2.2145¢
6.8241E
2.1401E
6. T496E
2.1326E

=10.009
C

B8.6158C
8.9917E
1.0425E
1.5076E
3.6876C
1.7689E
4.8511E
1.6349E
T.3953E
5.7091E
2.18T1E
64 6944E
2.0622E
1.0508E

=13.7000
C

B8.6261E
9.0074E
1.0499E
1.89902E
7.1202¢€
1.8199E
T.658CE
5.8547E
2.2336E
6.8224E
2.1005E
1.0758E

=19.00¢C
C

9.T7486C
1.3775E
4,3978E
2.5051¢E
B.5193E
2.5497E
9.1127E

03

03
03
04

05
08
10
11
12
12
13
14

03
04
05
06
06
o7
07

C.246
0.979
D.874
0.526

0.845
2.156
2.481
2.564
2.589
2.5917
2.600
2.60C
2.601
2,601
2.601

0.845
24154
2.478
2.560
2.581
2.578
2.546
2.432
2.025
1.732
1.469
1.203
0.9C6
C.504

G

0.837
2.137
2.455
2.525
2.516
2.412
2.01¢0
1.720
1.458
1.194
0.398
0.498

G.488
1.192
1.149
0.994
0.832
0.658
0.444

LOG Q

1.92
2.72
4482
5.86

LOG Q

lel5
2933
4.21
6.18
8.17
10.17
12.17
14,17
16.17
18.17
20.17

LOG Q

1.15
2.33
4.21
6.18
8.18
1J.18
12.19
14423
16.39
17.12
17.62
18.04
18.48
19.15

LOG @

1.15
2.34
4022
6.20
8.20
10.24
12.39
13.13
13.63
14.05
14,49
15.16

LOG Q

l1.62
2.85
4.88
5.61
6.11
6.57
7.10

LOG C

4.07
4423
5:91
6.99

LOG C

3.94
3.95
4.02
4.18
Ga47
4.88
5.35
5.83
6433
6.83
T.33

LOG C

3.94
3.95
4.02
4.18
4e57
6425
B.69
11.21
13.87
14.76
15.34
15.83
16.31
17.02

LOG ¢

3.94
3.95
4.02
4428
5.85
8.26
1C.88
11.77
12.35
12.83
13.32
14.03

LOG C

3.99
4.14
5.64
6.4
6.93
Ta41
T.96
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2. Wirmeinstabilitit einer Fliissigkeitskugel in einem

toroidalen Magnetfeld.

Der Grundzustand.

In einem statischen Modell muB die Lorenzkraft durch den
Druckgradienten und die Schwerkraft kompensiert werden.
Im inkompressiblen Fall folgt dann, daB die Bedingung

vot 4r &l = ""+(N+§‘.j} = 0 (1)

erfiillt sein muB. Wird das Magnetfeld als toroidal und rota-
tionssymmetrisch vorausgesetzt, so kann man unter der Bedin-
gung (1) das Feld eindeutig bestimmen.

Mit dem Ansatz

£ v (2)

folgt aus dem Verschwinden der ¢ -Komponente von rtL, daB
eine Funktion nur des Abstandes s von der Symmetrieachse 1ist.
Eine weitere Bedingung fiir ein statisches Modell mit endlicher
Leitfsdhigkeit ist die Giiltigkeit der Glelchung

72§ = —vot £= 0O (3)

innerhalb der Fliissigkeit. Nach (1.2.21) - (25) bedeutet
das hier fiir T= T({() , daB
L
ey of 32‘_ ’___&
4T = ;}z*sut:)" (%)
ist. Die einzige im Kugelzentrum nichtsinguldre Ldsung von

(4) ist T = const. Daher ist bis auf einen konstanten Inten-
sitdtsfaktor

£= (at5,0) , Zf=(004) . ©

Das Magnetfeld wird also durch eine konstante Stromdichte in
Richtung der Achse erzeugt, und seilne Intensitat ist propor-
tional dem Abstand von der Achse.




Wirmeinstabilitidt.

Bei der Untersuchung der linearisierten magnetohydrodynamischen
Gleichungen fiir rotationssymmetrische Stdrungen kommt man zu
dem Ergebnis, daB der induzierte magnetische FluB rot (% x 5— )
verschwindet (5' ist durch (5) gegeben). Das Modell 1st also

stabil in Bezug auf rotationssymmetrische Storungen.

Die folgende geometrische 3etrachtung ergibt eine weitere ein-
leuchtende Erkldrung fiir diese Stabilit&at +):

tionssymmetrie muB man bei der Untersuchung der Bewegung eines

wegen der Rota-

Fliissigkeitselements immer die Bewegung eines Ringes betrachten.
Da das Magnetfeld von der %-Koordinate unabhingig ist, geniigt es,
sine Ausdehnung bzw. eine Schrumpfung eines solchen Ringes zu
untersuchen. Wegen der Inkompressibilitdt &ndert sich dann der
Querschnitt des Ringes wie S“t Da das Magnetfeld sich wie 5
indert, bleibt der magnetische FluB8 durch die Ringoberflidche
konstant.

3., Die Warmeinstabilitdt einer rotierenden
Fliissigkeitskugel.

Der EinfluB der Rotation auf die WiArmeinstabilitidt eilner Fliissig-
keitskugel wurde von Chandrasekhar (1952, 1961) und von Bisshopp
(1958) untersucht. Diese Untersuchungen sollen im folgenden er-
weitert werden, und wir wollen der Vollstdndigkeit halber die
wesentlichen Ziige der obengenannten Arbeiten hier wiedergeben.

Grundgleichungen und Eigenwertproblem.

Es seil jt die Rotationsgeschwindigkeit der Kugel (wir nehmen
im Crundzustand eine starre Rotation an). In einem mitrotieren-

den Koordinatensystem laute! die Bewegungsgleichung

d40 ( ' N i o
) e avad (- te|#xnl |y YV 0L Q0N
Cat =~ glP x| Jrey* ¢ . ()
Macht man die gleichen Annahmen wie in Abschn. 1.1 {iber den
thermischen Zustand der Kugel, so erhdlt man fur rotations-
symmetrische Storungen bei Benutzung der Darstellung (1.35.21)

fiir 4 das Glelchungssystem

+) Herrn Professor A. Schliiter bin ich fir diese Erklarung
zu Dank verpflichtet.
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(A 5 ) a0 = ;_J’;;ag_f > {;}4?; ) (@)
(a.-5)V = —'2.5.“':—5 ) (3)
(¢ 2 )G = / f,,/g; AV (1)
Die Transformation
y->Ru 5 - a-é:—'?; , ¥ =2 ai:—-‘fy (5)
fihrt auf das System
(4. -c) 4L = C'f;‘g * gf_;: ) (6)
G-e) V = - 52 (7)
(v op) 9 = f.g;[('?-’”u-] 8)
in dem € = 1(3F‘Q‘/(Kl’) die Rayleighzahl, A= 4-0-"?4/*"‘

die Taylorzahl, A =¥/« die Prandtlzahl und ¢z AR /¥

die dimensionslose Frequenz bezeichnen.

Die Randbedingungen sind durch

U:?D%‘Vgg=0 I'iil" f:i (9\

gegeben (vgl. Abschn. 1.3).

Bei gegebenem A und p stellt das System (6) - (9) ein
Eigenwertoroblem der Ordnung 8 dar. Wie Chandrasekhar gezeigt
hat, 1#Bt sich das Problem auch durch das folgende Variations-
prinzip ersetzen:U sei eine Funktion, die den Bedingungen (8)
genigt, V/ und € die entsprechenden, zu einem bestimmten
gehtrigen Losungen von (7) - (8). Unter diesen Voraussetzungen
hat das Funktional

{07+ elyradv) v (grmavisav’] [t

(10)

cv] = S

S[_(}Mﬂ Yo d‘Pﬁt) AT,
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ein Extremum beziiglich U genau dann, wenn (6) erfiillt ist.

3,2 Stationdre Konvektion.
Wir setzen in (6) - (8) und in (10) €20 ein. Die Eigenwerte
€. sind dann nach (10) stets positiv, und wir konnen wie in

J
Abschn. 1.6 zeigen, daB der kleinste Eigenwert C‘(die kriti-

sche Rayleighzahl) folgende Eigenschaften hat:

a) C, ist das absolute Minimum des Furktionals (10) (mit GC=o )
beziiglich VL.
b) €, ist eine monoton wachsende Funktion von A,

/

Fiir die Durchfiihrung des Variationsverfahrens machen wir
fir Y den Ansatz

v = z 'qhsuhs

mit \.)‘_.1 = g“‘ (d\. ) Cl"(r) /‘-3!\- ‘ (11)

(Die von Bisshopp eingefiihrten Funktionen -Ch\.” '%ﬂ‘\m wurden
in Abschn. 1.6 definiert). Die entsorechenden Ldsungen von

(6) - (8) sind

& = Z ﬁ\\i 9"3 (12)
Ve L AG X . (13)

Die Qﬁsind durch (1.6.95) und (1.6.114) gegeben, und es ist
J

6 5 L G e G

| 1n+3 \-'lk (llﬂ

“‘ 7a
\\*\ ~) - \. V'”\'
2-\-.+3 ['gkn](\f\ X- ('{ J C/"“ / }

Betrachtet man C; als Lagrange-Multiplikator, so kann man das

Problem auf die Untersuchung der Extrema von

J[U]-X [agL - C\r:; —ag 14 (15)

reduzieren. Die Bedingung
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— =0 (16)

filhrt dann auf das lineare homogene System

o ({h.L\UUuP _ 8 (nk10DX Inj > = CognliUT v > ) A= 0

. (17
™
mit
X,
Ik VO DX \hj) = SU\\ rb—i".l dfb’ (18)

(Die iibrigen Matrixelemente wurden in Abschn. 1.6 definiert.)
Der emplizite Ausdruck fiir das durch (18) definierte Matrix-

3
element wird im Anhang gegeben I,

Die L8sung von (17) wurde von Bisshopp filir Werte von A zwischen
1 und 106 durchgefiihrt. Da die Ndherung auf die Ordnung ? be-
schridankt wurde, ist die kritische Raylelghzahl fur J?:w‘ schon
mit einer Ungenauigkeit von mehr als 10 % behaftef. Eine ab-
schlieBende Bemerkung Bisshopps lautet: "Since the only self-
gravitating spheres we can observe are of astronomical dimensions
and (because of the devendence of A on the fourth power of the
radius) have rather large Taylor numbers (e.g. ﬁaloge for the
earth's core), it is evident that an asymptotic relation giving

the dependence of € on A when A is very large is needed.”

Eine Erweiterung von Bisshopp's Untersuchungen wurde in dieser
Arbeit durch die Anwendung hdherer Niherungen erreicht. Die Glei-
chungen (17) wurden nach dem im Abschn. 1.6 diskutierten Schema
bis zur Ordnung 36 geldst, und die kritischen Rayleighzahlen
wurden nach dem dort erwdhnten 5 %-Konvergenzkriterium bestimmt.
Die Ergebnisse sind in Tabelle > zusammengefaf@t.

Um eine asymptotische Relation zu gewinnen, betrachten wir
das Funktional

([pv )+ A (}*\-\ v )\] dt,-

ClL| =
] {(qrer )™ 47,

(19)

+) Es sei hier angemerkt, daB Bisshopps Formel fir (gktUT\‘j)
einen Fehler enthidlt.
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A C

0 3
10 8.00626X10

1 3
10 8.0754X10

2 3
10 8.2028X10

3 3
10 9.36855X10

4 4
10 1.6895X10

5 4
10 5.1527X10

6 5
10 2.166CX10

7 6
10 1.2G02X10

8 5
10 5.1328X10

9 T
10 7.9294X10

10 8
10 7.9196X10

11 9
10 T.917T7X10

Tabelle 3: Kritisché Rayleighzahlen fir das Eintreten stationdrer

Konvektion bei verschiedenen Werten der Taylorzahl.
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Abb. B:

2 3 4 5 6 7
g A~

o
©
S

Die kritische Rayleighzahl als Funktlon von A . Die
Kurven a bis d beschreiben das Verhalten beil Ubersta-
bilitHt filir die folizenden Verte der Prandtlzahl:

(a) p, = .05; (b) p, = .01; (¢) p, = .001: (d) p, = oO.
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105.

Wirbellinien in der Meridionalebene fiir A

11:

Abb.

— cO

Wirbellinien in der Meridionelekene fiir A

12:

Abb.
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Nehmen wir an, daB auch bei sehr groBen Werten von A die

Funktion \U einigermaBen glatt bleibt, so konnen wir den Beil-
trag des ersten Summanden im Z&hler von (19) vernachlidssigen.
<. wird dann proportional zu M@, und der Proportionalitats-

faktor ist das absolute Minimum des Funktionals

5(33&-\\!)145',/

c/m)Lv] > (20)
floprea ) ATy
Dies fiihrt auf das Sidkularsystem
) c

Z (0»"-\\.)3‘1\“3) -5 Lw AL T\ Wy > ) l:]\‘\ = O, (21)
"
Seine Losung ergibt die Relation
Die entsprechende asymptotische Relation fiir die kritische
Warmeproduktion ist

& = OYx X o4 (23)

Dabei ist die ¥ -Abhingigkeit eine Folge des Taylor-Proudman-

schen Satzes.

Die Abhingigkeit der kritischen Rayleighzahl von der Taylor-
zahl ist in Abb. 8 graphisch dargestellt. Die Abb. 9 - 14 zei-
gen das Verhalten der Meridionalkomponenten der Strom- und

Wirbellinien sowie der Temperaturabweichungen.

Uberstabilitit

Wenn wir in (10) 7= iG] einsetzen (0, reell) urnd C als Lagrange-
Multiplikator betrachten, wird die Moglichkeit der Uberstabili-

t3t auf die Untersuchung der reellen Extrema des Funktionals

' pY

Jo] - SU[W““T)%«U A “O"qr

] 47,;, (24)

reduziert. Hier sind V'Lnxi § gie Ldsungen von
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(- -i@)V = - ’;}___: , V=0 rur vr=i (25)
(v*—p) 9 - "ra;:[t--,-‘)U] , 9=0 rir s, (26)
Mit dem Ansatz
Z MYy (27)

erhdlt man die LOsungen

= D )
Z ﬁ“:‘ 3;\:‘ ) V z \a‘) \qJ 5 (28 )
in denen Gh. durch (1.7.120) gegeben und
J
oLy - a
= "J WL o _‘: (‘ . S dh‘ ( )
G o {22 [ g TR - e
‘\i ' (29)

r—' L+ .
L., (r'r 2 -(/— )] Cro 3t - 1::3[ ‘C;ﬁ(: )-ve an(,f'-'! r)
i Vig
‘:"‘*“v Ehﬂ’!&. - )/-"w%.ﬁ?)] N ]’ .

LEE. W1r fiihren die Matrixelemente (1.7.125-126), und

? X
(whyL DY Wy > = XU“-‘\ r_a_i“.j e\t’r (30)

ein (fiir die explizite Form des letzten Matrixelements verwel-

sen wir auf den Anhang), und erhalten somit flir die Bedingung

)
— = 1)

das Gleichungssystem

Z("““‘UU"‘S’ - ALLRILDYIYS -Cl"'-"'u"-“'y'>}’qaa-=0, (32)
it

Das System (3%2) wurde in erster Ndherung geldst; die Ergeb-
nisse sind in Tabelle 4 gegeben (s. auch Abb. 8). Die in der
Tabelle vorkommende GroBe = ist durch

=N
£~ agcA = 2xn (33)
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Tabelle 4: Kritische Rayleighzahlen und rrequenzen fiir das Ein-

treten der Uberstabilitit bel verschiedenen Werten

der Taylor- und Prandtlzahlen.

Pl = 0.001
SIGMA A c
1.E 00 5.5629E 03 1.5992E
1. 01 6.0823E 03 1.6021E
1.E 02 5.5898E 04 1.6076E
1.E 03 5.0226E 06 1.6182E
1.E 04 5.0166E 08 2.0036E
1.E 05 5.0155E 10 3.7249E
1.E 06 5.0149E 12 3.3976E
1.E 07 5.0149E 14 3.3B75E
1.E 08 5.0149E 16 3.3872E
1.E 09 5.0149C 18 3.3872E
1.€E 10 5.0149E 20 3.3872E
ASYMPTOTICALLY C/A = 6.7543E-06
Pl = 0.002
SIGMA A c
1.E 00 5.5969E 03 1.6041E
1.E 01 6.1024E 03 1.6048E
1.E 02 5. 6083E 04 1.6103E
1.E 03 5.0393E 06 1.6326E
1.E 04 5.0330CE 08 3.1613E
1.E 05 5.0304E 10 1.4043E
l1.E 06 5.0298E 12 1.3584E
1.t 07 5.0298E 14 1.3569E
1.E 08 5.0298E 16 1.3569E
1.E 09 5.0298E 18 1.3569E
1. 10 5.0298t 20 1.3569E
ASYMPTOTICALLY C/A = 2.6977E-U5
Pl = 0.005
SIGMA A c
1.E 00 5.6559E 03 1.6125E
1.E 01 6.1628E 03 1.6127E
l.E 02 5.664E 04 1.6191E
1.E 03 5.0895E 06 1.7231E
1.E 04 5.0805E 08 1.0965E
1.E 05 5.0753E 10 B8.5932E
1.E 06 5.0749E 12 8.5210E
1.E 07 5.0748E 14 8.5187E
1.E 08 5.0748E 16 8.5184E
1.E 09 5.0748E 18 8.5186E
1.£ 10 5.0748BE 20 8.518¢E
ASYMPTOTICALLY C/A = 1.6T786E-04
P1 = 0.010
SIGMA A c
1.E 0C 5.T495E 03 1.6258E
1.E 01 6.2649E 03 1.6261E
1.E 02 5.7581E Q4 1.6356E
1.E 03 5.17T41E 06 2.0331E
1.E 04 5.1572E 08 3.7775E
1.E 05 5.1512E 10 3.4438E
1.E-06 5.1508E 12 3.4335E
1. 07 5.1508E 14 3.4332E
1.E OB 5.1508E 16 3.4332C
1.E 09 5.1508E 18 3.4332E
1.E 10 5.1508E 20 3.4332C

ASYMPTOTICALLY C/A = 6.6653E-0v4

04
04
04
04

06
o8
10
12
14
16

04
04
04
G4
05
o7
09
11
L3
15
17

F

0.027
C.256
0.B46
0.892
0.893
0.893
0.893
0.893
0.893
0.893
0.893

F = 0.893

0.027
0.256
0.845
0.891
0.891
0.892
0.892
0.892
0.892
0.892
0.892

F = 0.892

0.027
0.255
0.840
C.887
0.887
0.888
0.888
0.888
0.888
0.888
0.888

F = 0.888

0.C26
0.253
0.833
0.879
0.881
N.881
0.881
0.881
0.881
0.881
0.881

F = 0.861

LOG A

3.75
3.78
4.75
6.70
B.70
10.70
12.70
14.70
16.70
18.70
20.70

LOG A

3.76
3.80
476
6.71
8.71
10.71
12.71
14,71
16.71
18.71
20.71

LCG C

4.20
4420
4.21
4.21
4.30
5.57
7.53
9.53
11.53
13.53
15.53

LOG C

4.21
4.21
4.21
4.21
450
6.15
8.13
10.13
12.13
14.13
16.13

LCG C

4.21
4.21
4021
4424
5.04
6.93
8.93
10.93
12.93
14,93
16.93

LOG C

4,21
4.21
4.21
4431
5.58
7.54
9.54
11.54
13.54
15.54%
17.54
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Pl = 0.020
SIGMA A c
l.E 00 5.9421E 03 1.6533E
1. 01 6.4T741E 03 1.6536E
l1.E 02 5.9511E 04 1.6753E
1.E 03 543456E 06 3.2565E
1.E 04 5.3123E 08 1.4437E
1.E 05 5.3065E 10 1.3958E
1l.E 06 5.3062E 12 1.3943E
1.E 07 5.3062E 14 1.3943E
1.E 08 5.3062E 16 1.3943E
1.E 09 5.3062E 18 1.3943E
1.E 10 5.3062E 20 1.3943E
ASYMPTOTICALLY C/A = 2.62T6E-0G3
P1 = 0.050
SIGMA A C
1.E 00 645591E 03 1.7413E
l1.E 01 T.1465E 03 1.7425E
l.E 02 6.57T10E 04 1.8536E
1.E 03 5.8736E 06 1.1816E
1.E 04 5.8077E 08 9.2177E
1.E 05 5.8026E 10 9.1365E
1.E 06 5.8024E 12 9.1339E
l.E 07 5.8024E 14 9.1339E
l1.E 08 5.8024E 16 9.1339E
1.E 09 5.8024E 18 9.1339E
1.E 10 5.8024E 20 9.1339E
ASYMPTOTICALLY C/A = 1.5741E-CG2
P1 = 0.100
SIGMA A c
1.E 00 T.T4TTE 03 1.9108E
1.E 01 B8.4416E 03 1.9155E
1.E 02 T.T618E 04 2.3808E
1.E 03 6.8377E 06 4.3976E
1.E 04 6.T497E 08 3.9860E
1.E 05 6.T451E 10 3.9727E
1.E 06 6. T449E 12 3.9723E
1.E 07 6. T449E 14 3.9723E
l.E 08 6. T449E 16 3.9723E
1.E 09 6. T449E 18 3.9723E
1.E 10 6. T449E 20 3.9723E
ASYMPTOTICALLY C/A = 5.8893E-02
Pl = 0.200
SIGMA A c
1.E 00 1.0987E 04 2.3728E
l1.E 01 1.1970E 04 2.3957E
1.E 02 1.0965E 05 4.64TTE
1.E 03 9.3516E 06 2.0067E
1.E 04 9.2327E 08 1.9275E
1.E 05 9,2275E 10 1.9249E
1.E 06 9.22T4E 12 1.9248E
1.E 07 9.2274E 14 1.9248E
1.E 08 9.2274E 16 1.9248E
1.E 09 9.227T4E 18 1.9248E
1.E 10 9.22T74E 20 1.9248E

ASYMPTOTICALLY C/A = 2.0859E-0C1

04
04
04
04
06
o8
10
12
14
16
18

04
G4
04
05
07
09
11
13
15
17
19

04
04
04
06
os
10
12
14
16
18
20

0.026
0.249
0.820
0.865
0.868
0.868
0.868
0.868
0.868
0.868
0.868

F = 0.868

0.0625
0.237
0.780
0.825
0.830
0.83C
0.83C
0.830
0.830
0.830
0.830

F = 0.830

0.023
0.218
0.718
0.765
0.770
0.770
0.770
0.770
0.770
0.770
0.770

F = 0.770

0.019
0.183
0.604
0.654
0.658
0.658
0.658
0.658
0.658
0.658
C.658

F = 0.658

LOG A

3.77
3.81
4,77
6.73
8,73
10.72
12.72
14.72
16,72
18.72
20.72

LOG A

3.82
3.85
4.82
6.77
8.76
10.76
12.76
14.76
16.76
18.76
20.76

LOG A

3.89
3.93
4.89
6.83
8.83
10.83
12.83
14.83
16.83
18.83
20.83

LOG A

4.04
4,08
5.04
6.97
8.97
10.97
12.97
14.97
16.97
18.97
20.97

LCG C

4.22
4022
4.22
4451
6.16
8.14
10.14
12.14
14.14
16.14
18.14

LCG C

bo24
bo24
4427
5.07
6.96
8.96
10.96
12.96
14.96
16.96
18.96

LOG C

4.38
4438
467
6430
B8.28
10.28
12.28
14.28
16.28
18.28
20.28




Pl
SIGMA A
1.E 00 5.4868E
1.E 01 5.9641E
1.E 02 4. T81UE
1.E 03 3.4533E
1.E 04 3.3908E
1.E 05 3.3884E
1.E 06 3.3884E
1.E 07 3.38B4E
1.E 08 3.3884E
1.E 09 3.3884E
1.E 10 3.3884E
ASYMPTOTICALLY
Pl
SIGMA A
1.E GO 449464E
l1.E 01 5.2165E
l.E 02 1.8363E
1.E 03 9.0292E
1.E 04 8.7189¢C
1.E 05 B8.T7074E
1.E 06 8.7070E
l.£ 07 8.TO7CE
1.E 08 8. TOTOE
1.E 09 8. TOTGE
1.E 10 B.TOTIE
ASYMPTOTICALLY
B |
SIGMA A
1.E GO 5.5642E
l.E 01 6.0624E
1.E 02 5.5714E
1.E 03 5.0060E
1.E 04 5,0001E
1.E 05 5. 0000E
1.E C6 5. 00G0E
1.E 07 5.0000€
1.E 08 5.0000E
l.t 09 5. 0000E
1.E 10 5.000UE

ASYMPTOTICALLY

SIGMA
1.E 00
1.E 01
1.E 02
1.E 03
1.E 04
1.E 05
l1.E 06
1.E 07
l1.E 08
1.E 09
1.E 10

Pl

A

5.5642E
6.0624E
5.5714E
5.0060E
5.0001E
5.0000E
5.0000E
5.0C00E
5.0000E
5.000CE
5.0C0UE

ASYMPTOTICALLY

- 28c¢

= 0.5G00
C

04 B.6341E
04 9,1313E
05 5.1687E
07 3.3660E
09 3.2906E
11 3.2878E
13 3.2878E
15 3.2878E
17 3.2878E
19 3.2878¢E
21 3.2878E

C/A = 9.,7031E-01

= 0.600
C

05 7.1363E
05 7.5077E
06 2+.4924E
07 1.1657E
09 1.1227E
11 1.1211E
13 1.1210E
15 1.1210E
17 1.1210E
19 1.1210E
21 1.1210€E

C/A = 1.2875€E 09

==0.
c

03 1.5994E
03 1.5995E
04 1.6049E
06 1.6116E
08 1.6122E
10 1.6122E
12 1.6122C
14 1.6122E
16 1.6122E
18 1.6122E
20 1.6122E

C = l.6122E G4

=-0.
c

03 1.5994E
03 1.5995¢€
04 1.6049E
06 l.6116E
08 1.6122E
10 1.6122E
12 1.6122€
14 1.6122E
16 1.6122E
18 l.6122E
20 1.6122E

C = l.6l22E 04

04
04
05
o7
09
11
13
15
17
19
21

05
05
o6
o8

12
14
16
18
20
22

F

F

F

F

0.009
0.082
0.289
0.340
0.343
0.344
0.344
0.344
0.344
04344
0344

0.344

0.003
0.028
0.148
0.210
0.214
0.214
0.214
0.214
0.21%
0.214
0.214

= 0.214

0.027
0.257
Ge84T
0.894
0.894
0.894
0.894
0.894
0.894
0.894
0.894

= 0.894

0.027
0.257
0.847
0.894
0.894
0.894
0.894
0.894
0.8%94
0.894
0.894

= 0.894

LOG A

GeT4
4.78
5.68
T«54
9.53
El.53
13.53
15.53
17.53
19.53
21.53

LOG A

5.69
5.72
6.26
T.96
.94
11.%4
13.94
15.94
17.94
19.94
21.94

LOG A

3.75
3.78
4,75
85473
8.72
12.70
12.72
i4.70
16.7%
18.70
2770

LOG A

3.75
3.78
4.75
6.70
8.70
10.70
12.70
14.70
16.70
18.79
20.70

LGG C

4.94
4.96
5.71
7.53
9.52
11.52
13.52
15.52
17.52
19.52
21.52

LGG C

5.85
5.88
6440
8.07
16.05
12.05
14.05
16.05
18.05
20.05
22.05

LCG C

4420
4420
4.21
4.21
4a.21
4e21
4.21
4421
4.21
4.21
4.21

LOG C

4420
4.20
4.21
4421
4021
4.21
4.21
4021
4.21
4,21
4421
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definiert, ist also gleich dem Verhdltnis der Frequenz zur

Rotationsgeschwindigkeit.

Das System (32) hat in erster Niherung nur dann Ldsungen, wenn

die Prandtlzahl die Bedingung

b < .67 (34)
erfiillt. Eine #hnliche Einschrédnkung ( A, < .677) ist bei der
Untersuchung der Widrmeinstabilitdt einer ebenen Schicht fest-
gestellt worden (Chandrasekhar, 1961). Man beachte jedoch,

dal dies Ergebnisse einer ersten Nidherung sind.

Das Verhalten der Widrmeinstabilitdt kann so zusammengefaBt wer-
den (s.Abb. 8): Wenn j % .67 ist, tritt die Instabilitit
stets durch stationdre Konvektion auf. Wenn A,(.67 ist, gibt
es eine Zahl E(p.) mit welcher die Instabilitit fiir P < A
durch Konvektion, fiir 938 durch Uberstabilitit eintritt.

4., Wirmeinstabilitit einer rotierenden Fliissigkeits-

kugel in einem homogenen Magnetfeld.

Grundgleichungen und Eigenwertproblem.

Die magnetohydrodynamischen Gleichungen in einem mit der Ro-
—
tationsgeschwindigkeit JL rotierenden System (vgl. 1.1 und
3.1) lauten:
—>
A \ yoli ",8- =
= = Lel#xdu V) aeqat o Z4x& 4 VP04 22000
g = g (e Lol Jacys s e o (1)

Cat

\
k(e B) ey v S g Mare

ot ) (2)

Adw ly = 0 . (3)
=7,
Die Gln. (1) - (3) haben die LSsung 460 =0 Vit homogenem I
Mit den in Abschn. 1.1 gemachten Annahmen iiber das ungestorte
Temperaturfeld und der Voraussetzung, daB .ff und 5 beide in
Richtung der z-Achse zeigen, erhdlt man aus (1) - (3) und der
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wirmeleitungsgleichung in der Boussinesgschen Ndherung das

Gleichungssystem
Y ?

WD avad (_f. )+J,94.r vyt i + an o dy + _'_z", 5
ot ¢ Ltrr 4..( 22 T
¥ Lz

—_— 2 H -'"' V'o‘l" -&'

2t P (5)
‘Da = ¥ 7‘3 + a % . o )
o - , (6)

A e, Awd=0. (7)

(z’ = Stdrung des Magnetfeldes, @ = Stdrung der Temperatur:
alle anderen Symbole haben die gleiche Bedeutung wie in Abschn.

Wir benutzen (7), um die Ausdrilicke (1.%.21-22) in (4) - (5) ein-

zusetzen, fiihren die Transformation

3 anR
g2 v v, (=0,
(8)
STy S
'[ v ’ ? "
A

ein, und erhalten fir Stérungen mit der Zeitabhingigkeit €

das Gleichungssystem

(ds"" G ) 8.V =

(a-)V =

& 0D o 2,1
O;g;*ﬁa; Raz ’ i
e S, Q7"
7 Py ? (10)
o .
v}yk-!jbyn }():7 j .
PV
Rz ’ (12)
2V
"3 ’ (13)

in dem die Bezeichnungen filr die dimensionslosen Grofen die

gleichen wie in Abschn. 1 und 3 sind.

[ P
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Die Randbedingungen wurden schon in 1. und in 3. hergeleitet
und lauten

o\ -
b:'_bT_:V-e—'—o fiir 1“:{, (14)
nP
(e und P stetig fiir s 1,
Ve 3
AA=0, ¢ 1P peschrinkt fir >4 . (15)

Im Gegensatz zu dem in Abschn. 1. betrachteten Fall gibt es

fiir (9) - (15) keine L¥sungen, in denen eine oder mehr als

eine der auftretenden Funktionen identisch verschwinden. Sind
die Taylorzahl #A, die Hartmannzahl 62 und die Prandtlzahlen
h:h; gegeben, so stellt das System (9 - (15) ein Eigenwert-
problem der Ordnung 42 fiir die Rayleighzahl C  dar. Im nicht-
stationdren Fall (a<4=o ) liegt eigentlich ein Dovppeleigen-

wertoroblem vor.

Angesichts der Kompliziertheit des Problems hitte man natiir-
lich gern ein Variationsverfahren zur Verfiigung: ein solches

soll nun hergeleitef werden.

Das Variationsprinzip.

Falls es iiberhaupt ein Variationsprinzip fiir das Problem (9) -
(15) gibt, so muB es mathematisch die Tatsache ausdriicken,

daB die Instabilitit dann eintritt, wenn eine Bilanz zwischen
der Energieleistung und der Energiedissipation mdglich ist. Mit
Hilfe der in Abschn. 1.5 ausgerechneten GroBen 1liBt sich eine
solche Bilanz in der Form

(2

¢

schreiben. Wenn die Gln. (1.5.52) - (63), die unter Beriicksich-
tigung der Transformation (1.3.33) hergeleitet wurden, fir die

e, +e v e, e, (16)

durch (8) gegebene Transformation korrigiert werden, erhdlt man
durch Substitution in (16) die Gleichung
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C S k%“n\a)t-& TP,9L] o\‘E’ 2 S{(ﬂl)d)t-n- d‘(ava.JU)"
.‘.o\[bawu\\f] ~ oV ]+ AQ [(1Ma\\) -\-G‘P J (1)

+Q (A.‘AO) }.lr&_ + Qaop, ﬂ}rq»fa) -Jz:, :
(=)

Zur Rechtfertigung dieser Gleichung, auf die wir durch energe-
tische Uberlegungen gekommen sind, sei erwdhnt, daB man sie
auch mit Hilfe der Integrationsformeln von Abschn. 1.4 direkt

aus (9) - (15) gewinnen kann.

Bei dem Versuch, aus (17) ein Variationsprinzip zu gewinnen,
taucht folgende Schwierigkeit auf. Die durch die Coriolis- und
Lorenzkrifte erzeugte Kopplung zwischen U und V macht es un-
zweckmiBig, eine der in (9) - (13) auftretenden Funktionen als
Versuchsfunktion zu betrachten und die vier iibrigen Funktionen
genau auszurechnen. Widhlen wir zum Beispiel U als Versuchsfunk-
tion, so kbnnen wir die entsprechenden Funktionen e'LHﬂA19 aus
(11), (13) und (14) bestimmen: die Berechnung von V¥ und T aus
(10) bzw. (12) wire jedoch milhsam, und diese Funktionen enthiel-
ten dariiberhinaus die Hartmannzahl in komplizierter Welse. Da

in diesem Problem die Hartmannzahl ein Parameter ist, fir den
wir in einem mdglichst weiten Bereich die Rayleighzahl bestim-
men wollen, ist ein solches Verfahren nicht 2zu empfehlen. Auf
die gleiche Schwierigkeit st©B8t man bei jeder anderen Wahl der
Versuchsfunktion.

Ein sich anbietender Ausweg ist der, zwel der fiinf Funktionen
als Versuchsfunktionen zu betrachten. Wir wollen dafiir \J und T
wihlen, und die entsprechenden Funktionen ¢,V und 7 aus (10),
(11) und (13) bestimmen. Damit wire"eine HHlfte" des urspriingli-
chen Problems (3 Gleichungen der Ordnung 2 aus einem System der
Ordnung 12) exakt geldst. Wir k&nnen dann (17) benutzen, um <
als ein Funktional des Paares (W, %) zu definieren. Die Variation
dieses Funktionals beziliglich der Variationen FL% §T 1iefert
das Ergebnis

oD,

:c![(a*-\af« SXMEE “ap
N Q- a,P]-\r = .mqu?‘ (d,-a‘ﬁa’)l-r - ,1-—,,(18‘

@ 3

gsu[(. -5)8,0 - C Y
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_—
Da $U una £ 51s voneinander unabhingig vorausgesetzt sind,

ist die Bedingung &C =@ mit den Gln. (9) und (12) dquivalent
und filhrt zu dem gewiinschten Variationsprinzip.

4.3 Stationdre Konvektion.

e e

Im stationiren Fall (=0 ) erhalten wir die Eigenwerte durch
Untersuchung der Extrema des Funktionals

f [0 Va alyraav)s Ada...\-r)‘_, a (P )] ;-
{ (grea9) ™7y i

\0 und 17 sind Funktionen, die die Randbedingungen (14) erfiil-
len und vom Variationsparameter abhidngig sind. V:3 und 12 sind

clo]-

die entsprechenden LOsungen von

w _ g7t

A{v = Torx D2 s (20)
™ x

AR [@v]) (21)
SO

As’o-‘ "2 (22)

mit den Bedingungen (14) - (15). Bei der Ermittlung des Extemums
C;L\h1‘] sollen die in \O bzw. "1 enthaltenen Parameter als
voneinander unabhingig behandelt werden.

Bezeichnen wir die der GrdBe nach geordneten Eigenwerte mit C:’i
(3=.4,L,.“ ), so ist C, die kritische Rayleighzahl. Wir zei-
gen jetzt, daB diese folgende Eigenschaften hat:

a) C;, ist das absolute Minimum von C:’Etﬂ'r.] .

b) C, ist eine monoton wachsende Funktion von /7 (aber nicht

von (R X

7Zum Beweis der ersten Behauptung bezeichnen wir mit . V. 9

J ' J J‘J
77, 2. die zum Eigenwert Ca. gehdrigen Eigenfunktionen. Aus
(8) - (15) - mit @= © - erhdlt man dann (vergl. Abschn. 1.6)

durch Integration




-

S L
va.- .J"-'.f ) o . AQvT..#T,
OJS 9; VﬁJ 8 [q"u‘"ft{i s ATV T A Vi, ¥ (23)
e = J
+QaRaR ], (7237 ).
mithin, bei geeigneter Normierung,
Svﬂc-vﬂj-lc?s: S}J . (24)
Fiir die Versuchsfunktionen K)'T’ machen wir den Ansatz
L=LMY T Z 3, T . (25)
Aus (21) - (22) folgt dann (vgl. 1.6)
o)
. i e P
9= TAyS | P= T Ay (26)
Definieren wir die Funktionen *%R]C durch
20
e - —J .= O ri vzd
B X, ar o ’ (27)
>T.
L m e e . =0 : \—s".' 28
A(\G r;#? g Y; fir (28)
So ist
- ¥ .
Ve = %5 % QN5 (29)
vV = 2:"'\'3)(3 v QL By (30)

Wir setzen jetzt (25) - (30) in (19) ein und erhalten mit Hilfe
von (23) - (24)

clov] (—\; < S T {[, ;. nJ. 4.\, “r\f,- +A [ r Ao A 74 v
+AQ L ARy T TN A leg,&fsﬂ N 7Y 1+ ng:gj 63;3&&’4.3,
— z
S HQZ&‘\%} m‘(v\ﬁ}: Z_ ﬁj CJ + gel'i"s,{ :Lﬁqz(g\ﬂk .
51 |
— B0 XY A nQ L U*‘k‘gg ﬁgkgﬂ)(Qvn‘_ -7 W?)}
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Wir benutzen weiter die Beziehung

P e P - . ol

gv.,\.vn;.h&»= [(72 ",:+Q '};-’% ) I‘_r , (%2)
die man aus (10), (12) und (27) - (29) gewinnen kann, und er-
halten

(C[U"‘J (/)2_‘:9 = Zﬁ-I(C.-c)
+ [l {90[2(9 8, )viy ] e p@ (2 (A e,,)rrj/m

Alle Summanden auf der rechten Seite von (33) sind positiv

(oder null): es ist also

v+l] > C, .
o] > & (34)
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn (=@, und ﬁn=ﬂ%5=0

fir jbd, d.h.,wenn O und 7 die zu C‘ gehorigen Eigenfunktio-

nen sind.

Um die zweite Behauptung zu beweisen, variieren wir demgemé&sB
(23) - (24) gegebenen Eigenwert CJ nach /A und Q ., Nach eini-

gen partiellen Integrationen ergibt sich

5 = (-lf,{m(}r..\v) sq(sR) '+ (@8n-A8YQ )(gwff")'} (35)

Bei fester Hartmannzahl (_S'Q-.o) ist also C' eine monoton wach-
sende Funktion von A . Dies gilt nicht fiir Anderungen von q
bei festem 4 , und es ist nach (35) sogar zu vermuten, daB

bei hinreichend hohen Werten von A die GrdBe €, mit wach-
sendem (} abnehmen kann. Numerische Ergebnisse bestdtigen

diese Aussagen.

Bei der Durchfiihrung des Variationsverfahrens betrachten wir C
als Lagrange-Multplikator. Aus (19) erhalten wir dann nach

passender Umformung das Funktional
&\JT] Sﬂo{‘ 8oL - C3 o " {3}+QG?AJ’IJ

- AT AJ,T-+(:-; } o




= Bb: =

Wir machen fiir O den Ansatz
== z m\‘] Uu'& (3'7)

und erhalten, wie in 1.6, fiir 8 den Ausdruck (1.6.95). Fur
4{43 kdnnen wir in (37) die Ableitung %E: einsetzen (der
explizite Ausdruck fir £ wird nur fiir die Darstellung der
Feldlinien benstigt und ist durch (1.6.110) - (111) gegeben).

Fiir die Darstellung der zweiten Versuchsfunktion'1’ benutzen
wir das System der Eigenfunktionen, welches durch das Problem

2
A&,’l—-s-—ﬂ"f" 7=0 rir r=4 (38)

erzeugt wird. Die fiir ¥=0 reguldren Losungen von (38) sind
durch
3

3,
,1-;‘ (o) = ) - "((4 IP)C () /¢ (39)

gegeben. /erist die A-te positive Wurzel von

Jpay (B =0 - (40)

Der Ansatz fiir 2T lautet a.so

el BT, (41)
Y; (i :
-

mit dem die Randbedingung T7=p filir vs4 erfiillt ist.

Zur Bestimmung von V definieren wir eine Funktion ﬁk durch
das Problem

Tt Y i 1
As’YM z _—Q-_t? : b =0 fiir tz2 4, (42)

Die Ldsung ist gegeben durch

o e B4 ) T s

+ly,

pri/y s
(s}‘ ) = \u-:l((,'p()r Jcﬁw/ /a'}.

(43)
1++3[9P+‘




= TP
Aus (41) - (43) sowie aus (3.2.13) - (14) erhalten wir fir
den Ausdruck

Ve ZApt + RIB Ly ()

mit diesen Uberlegungen ergibt sich fiir das Funktional (36)
die Formel

J[\)"T] " ‘_;? (45.\1\UU|\~J> - C<u.k\U'r\ui> - A4...knu.gm..j>
")

*R‘-M“‘UDBU“‘}’ )P\N\‘ij - quukZPX (<h-|naU_DYl'.1>

o~ LPQ\’\'bwtnk-,)A...kﬁspp - AQ Z: (40‘:17'1"!;;!.» (45)
9sp ¥
-4-0\“\_:\1'3)*(\\91:» ) B Rt

mit den Bezeichnungen

gl UDY pd> < S Uu.\"gl%( de - (46)
pliTyxinkr = S"";t 1—2‘"‘"“‘(. (47)
qe "'"T"Y‘f’ " S’q‘ AA..’FP! ATy (48)
451 TDY ipd > = j’r{s ';0;2,? AT~ . (49)

Die anderen in (46) auftretenden Matrixelemente sind in 1.6 und
%.2 definiert. Mit Ausnahme von UMDY und DX sind alle Matrix-
elemente symmetrisch beziiglich der zwei Indexpaare. Fir die

soeben erwihnte Ausnahme gilt dagegen die Beziehung

(\m\l\\)bY\PQ” = ‘P("’*bx'hk> . (50)

Mit Beriicksichtigung dieser Symmetrieeigenschaften liefern die
Bedingungen
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=3 ?2)
T Wi 0 (51)

das Gleichungssystem
(hlukJU\hjs — C/.{mkl{)?-lhj> -
;(
i)
- <~k 1LYIDVL I >) BO enhidY, s .
q > ! %— ' /5/>3 0) (52)

2: ﬁst lq)Yly-hﬁ -+ Z (ﬁqu.n 7 7"//:/: + 30 474’:":?) Yl}./)ﬁ .2 .

Ve zaé/(/jk/‘yW

Dieses wurde fiir eine steigende Anzahl von Parametern A,. und
BP! geldst. Dabei wurde stets die Anzahl der 43 -Parameter
gleich der Anzahl der A -Parameter genommen. (52) wurde geldst
fiir die Ordnungen 2, 4, 8, 12, 18, 24, %2, 4o, 50, 60, 72. Fir
die Bestimmung der kritischen Rayleighzahl wurde ein 5 %-Kon-

vergenzkriterium benutzt.

Die Ergebnisse sind in Tabelle 5 zusammengefaBt und in Abb. 15
dargestellt. Bemerkenswert ist, daB die Stabilitdtskurven (C
iiber (R bei festem Hé:aq\. nicht monoton sind. Zur Erkl&rung
dieses Verhaltens bemerken wir, daB die GrdBenordnung des Ver-
hiltnisses der Lorenzkraft zur Reibungskraft durch die Hart-
mannzanl Q die des Verh”ltnisses der Corioliskraft zur Rei-
bungskraft aber durch 9 gegeben ist. Die Rayleighzahl gibt
das Verhdltnis der Trigheitskralt zur Reibungskraft. Die we-
sentlichen Wirkungen dieser Krifte sind, daB die Corioliskraft
die toroidale Bewegung beschleunigt, wdhrend die Lorenzkraft,
zusammen mit dem Induktionseffekt, eine solche Bewegung bremst
(in Abschn. 1.4 wurde gezeigt, daB V' im Falle einer nichtrotie-
renden Kugel verschwindet). Der Unterschied in den Anisotropie-
effekten der beiden Kridfte wird durch das Verhalten der Sta-
bilitditskurven wiedergegeben. Der Grund dafiir, daB C (bei festem
F);,.pq ) mit wachsendem Q abnimmt, 1ist der, daB die Anwe-
senheit der Lorenzkraft es der Trigheitskraft erleichtert, die
durch die Corioliskraft bedingte Einschrénkung der Bewegung
aufzuheben. Der Konflikt zwischen den beiden Kridften erreicht
seinen HBhepunkt, wenn diese von gleicher GrdBenordnung sind,
d.h., wenn Q=VA . Die Lage der Minima in Abb. 15 bestitigt dies.




Tabelle 5:

Kritische Rayleighzahlen fir
Konvektion bei verschiedenen
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Hartmannzahlen.

Werten der Taylor- und

das Eintreten stationédrer

T.91A2417

6. 7398X1C

2.3456X19

2.9345K10G

o
N~
4;:; s 1 2 3 4 5
3 g 4 4 5 £
}.1151X1Y Be5290X1 1225 1 4,3705X1( 2055HX1L0D 2.06563X10
3 3 4 B 6
3 Dafr1s5X12 9 T21uX%10 le2fi41X1 4,380GX10 Z2.8562X1! 2.H5563X1¢
8 5 5 5 5 6
4 241650X10 2.1559X10 2Zet:6I6X1L 1.52272X1C 3.1816X10 2+5616X110
7 7 7 7 7 [
9 T.9381K10 Ta9255410 Tetl112X 10 6.7T583X10 2.439TXK10 6.2703X1
1. 1¢ 12 i0 1 J

i3 13 e 13 13 12
& T.9162410 T.9046X1 T.T8T6X14 6.7397X10 2.3456X15 Z2.9195X1C
1€ 16 16 1o 16 15

T.921562X10

T.7890X10

6. 7397X10

2.9195X106

18 7.9162%1 7.9046X10 7.7876X14 6.739TXLEC 2.3456X10 2,9195X1i
19 19 19 19 19 18
21 7.9162410 7.9946X10 7.7896X1¢ 6.727TX10 2.3456X1 2.9195X1
22 22 4 2 2 21
24 7.9162X10 7.9045X10 7. TE96X 1L 6.739TX10 2.3456X10 2.9195X10
25 25 25 5 25 24
2y 7.9162%1 7.9546X10 T.78%6241 6.730TX10 2,3456X10 2.9195X1C
26 28 28 28 28 27

21
Te9162X10

TaTBIOX1L

6. T397X1(

21

2.3456X10

2.9195X13
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&

11

g 10 11
2e6346K10 ! 2.63:22X1 2.6322X1K 2.6322X10C

7 q 3 10 il 12

3 2463406X17 2. 6325X10 2.6322X1 2.6322X10 2.6322X1S
7 5 7 10 11 17

6 2.8340L10 C.0325X1D 2.06322X1. 2.6322X1C 2.6322X1 Z.6322x17
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Abb. 15: Die kritische Rayleighzahl als Funktion von Q fir
verschiedene Vert von A. Die durchgehend gezeich-
neten Kurven beschreiben das Verhalten beim Ein-
treten der stationdren Konvektion, die gestrichel-
ten das Verhalten beim Eintreten der Uberstabilitdt
fir Py = .01, Py = 0. Die Kurven sind mit den Wer-
ten von A markiert.




Abb. 16: Stromlinien in der Meridionalebene fiir A = 10‘7’, Q=10.

Abb. 17: Stromlinien in der Meridionalebene fir A' =10 7, Q = 10 .







Abb. 20: Magnetfeldlinien in der Meridlionalebene A = 10}, Q = loh.

12 I
Abb. 21: Magnetfeldlinien in der Meridionalebene A = 10°°, Q = 10 .
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Abb. 22: Stromlinien in der Meridionalebene A = 10}, Q= 10{.

Abb. 23: Stromlinien in der Meridionalebene A = 1077, @ = 10 .




Abb. 2h:

Linien gleicher Temperaturschwankung flir A = 103, Q=10 .

I

Abb. 25:

o

Linien gleicher Temperaturschwankung flir A = 107, Q@ = 1
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Die Abbildungen 1C - 25 zeigen die Form der Konvektionszellen

fiir verschiedene I'dlle.

Uberstabilitst.

Betracntet man die Rayleighiahl als Lagrange-Multiplikator, so
reduziert sich das Problem der Bestimmung des liberstabiien Zu-

stardes auf die Untersuchuns; der Extrema des Funktionals

d[L,7] = I{u[(a - )4V - C‘/'jf Aa—y...Q?e a.77]

(53)
._.IQQ'T[(-T-I?:/;‘)'F_-%%VJJI/EJ, .

9,V und 7 sind hier die Losungen von (10), (11) und (13%)

(mit 6=i6,, @ reell). Mit den Ansitzen (37), (42) fir U und T
erhalten wir fiir & und 7° die Losungen (1.7.119) - (123) und
riir V' den Ausdruck

v ZP4 +@Z8,%, (54)

in dem die Kﬁ durch (3.2.29), die K{ durch

/At ptr 7e
o L B[ () - 08, )

k Lopg * % e
(55)
N + \a ( T (eig ).
G /0 - ﬁPLJ[,NAFM e O R
./Ip".‘}‘.(ﬁg‘:) J CP-M /Y'w1 &
gegeben sind.
Die Bedingung i
2J 2J - o
== m™ 2o & (56)
GH“ ’3'3’“
fiihrt aulf das Gleichungssysiem
Z (ek10VI]> = S 2l YT Iy > = 3 LmbkiuD Xy >
J—\-Qa.k\u?\uj )Ry = Zl AQ e WYL Ry = 0
r
{:ié\.-}‘us\“?ﬁ> A“‘j _._g(drh‘i’"\"\\S‘r+Q(}.£l‘rﬁ‘f\\£>)\%ﬁ‘=0. (57)
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Die Matrixelemente sind durch die Formeln

Lu.\n\).p‘rlrlzv = SUN“";:'.{:J, , (58)

(R T TIq8y < Sﬁk(AJ,-f'q’ﬂ‘)i;‘a/ij,

’ (59)
—_ Xy
Arﬁ’:"_p)(p.j) > Irﬂ ’D_;:‘J JtJf,
(60)
2pli Tyvigss = S'.;, "’.‘:\S.fg, ,
2z (61)
sowie durech (1.7.125) - (128) und (3.3.30) definiert.

Wegen des groBen Aufwands, der mit den numerischen Rechnun-
gen verbunden ist, wurde das System (58) nur in erster Nihe-
rung und nur fur b, = .01, p,=0. gelGst. Die Resultate sind
in Tabelle 6 zusammengefaBt und in Abb. 15 dargestellt. Das
Auftreten der Instabiliti#t kdnnen wir so beschreiben: Fiir ge-
gebene Werte von /3, p,, p, existiert eine Zahl a(ﬁ,};,f)’. )
mit welcher die Instabilitdt fiir Q2@ als Uberstabilitit,

Fir Q-.»a als Konvektion auftritt.

Ich mdchte Herrn Prof. Dr. A. Schliiter ganz herzlich danken fur
sein steles Interesse und fir die vielen wertvollen Anregungen,
die ich von ihm erhalten habe. Insbesondere auch dafiir, daB ich

im Institut fir Plasmaphysik GmbH, Garching, arbeiten und die dor-
tige Rechenanlage IBM 7090 benutzen konnte. Herrn Dr. R. Gorenflo
bin ich besonders dankbar fiir seine freundschaftliche Hilfe bei der

deutschen Stilisierung der Arbeit.

Schliefllich ist es mir eine angenehme Verpflichtung, der Alexander
von Humboldt-Stiftung meinen Dank auszusprechen fiir ein Stipendium,

das meinen Aufenthalt in Deutschland ermdglichte.
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Die Konstanten q%i und /&j sind in den Tabellen 7 und 8 ge-
geben. Der Fehler betridgt ungeflidhr eine Einheit der letzten
angegebenen Stelle.
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