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ABSTRACT

This report is a review of the theory of light
scattering in a plasma.

In section B a scattering formula is derived,
which c¢onnects the scattered intensity to the fluctu-~
ations of the electron density in the plasma.

In the case of thermal density fluctuations the
theory is treated essentially corresponding to the ideas
of E.E. SALPETER (1960,1963) and T.HAGFORS (1961). At
first the time mean of the density fluctuations is con-
sidered. This quantity corresponds to the total energy
scattered into a given solid angle.- The spectral di-
stribution is derived from the linearized VLASOV-equa-
tion. The results are discussed from the view point of
determining plasma parameters by means of light scattering

experiments.

In section D the theory is extended to the case of
an external electric field. For a plasma with an external
magnetic field it 1s shown that density fluctuations can
be forced by an external electric field (laser beam). If
light of a second beam 1is scattered at these fluctuations,
light mixing occurs. An essential condlition for this effect
is that the two light beams have to be parallel. This theory
includes also the generation of the second harmonic.

Finally the limitations of the outlined theory are
discussed.
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A. EINLEITUNG

GORDON hat 1958 vorgeschlagen, die Elektronendichte
und Temperatur in der Tonosphidre aus Streuspektren von
Radarwellen zu bestimmen, die an den freien Elektronen
der Ionosphire gestreut wurden. Seinen Abschidtzungen leg-
te er die klassische Theorie oder THOMSON-Streuung zugrun-
de. D.h. er betrachtete die einzelnen Elektronen als sta-
‘tistisch unabhingig. Danach sollte man fir das Streuspek-
trum ein GauBprofil erwarten, dessen Halbwertsbreite durch
die mittlere thermische Geschwindigkeit der Elektronen be-
stimmt ist. Die von BOWLES (1958) und PINEO, KRAFT und
BRISCOE (1960) ausgefiihrten Experimente ergaben dagegen
ein viel schmaleres Spektrum, das der Geschwindigkeit der
Ionen entsprach.

Aufgrund dieser Ergebnisse entstand eine groBere Anzahl
theoretischer Untersuchungen. Darin wurde gezeigt, daB man
bei der Streuung elektromagnetischer Wellen in einem Plasma
im allgemeinen die Elektronen nicht als statistisch unab-
hingig betrachten darf, sondern die elektrostatischen Wechsel-
wirkungen berilicksichtigen muB. Dadurch wird das Streuspektrum
sowie der Gesamtstreuquerschnitt wesentlich modifiziert.

Das Problem wurde auf sehr verschiedene Weise behandelt.
Im wesentlichen gibt es drei Methoden: Die erste setzt ther-
misches Gleichgewicht voraus und geht dann wesentlich vom
NYQUIST-Theorem aus ( siehe z.B. DOUGHERTY and FARLEY, 1960);
die zweite ( siehe z.B. E.E. SALPETER 1960) beruht im wesent-
lichen auf einer Ldsung der WLASOW-Gleichung. Dabei braucht
man nicht unbedingt die Annahme des thermischen Gleichgewichtes,
sondern kann im Prinzip von beliebigen Verteilungsfunktiohen
ausgehen. Die dr;tte Methode ist prinzipiell gesehen die
allgemeinste und geht von der Berechnung der Bahnen der ein-
zelnen Teilchen aus (siehe z.B.E:E.SALPETER 1961 u.A.SALAT 1963)



Die Entwicklung des Lasers hat es inzwischen moglich
gemacht, entsprechende Streuexperimente auch an Plasmen
im Labor durchzufiihren ( siehe z.B. E.FUNFER, B. KRONAST,
H.J. KUNZE 1963%, 1964 oder E. THOMPSON and G.FIOCCO). Dabei
soll das Streulicht Aufschluf Uber lokale Plasmagrofen ge-
ben.

Der vorliegende Bericht soll in Abschnitt B und C einen
tiberblick iiber die Theorie der Lichtstreuung im Plasma ge-
ben. Das Problem wird im wesentlichen mit Hilfe der WLASOW-
Gleichung behandelt. Die Darstellung im Abschnitt C schlieft
sich an die Arbeiten von E.E. SALPETER (1960) und T.HAGFORS
(1961) an,Im Abschnitt D wird die Theorie erweitert, indem
der EinfluB eines #HuBeren elektrischen Feldes (Laserstrahl)
periicksichtigt wird. Unter bestimmten Voraussetzungen ergibt
sich dabei Lichtmischung, wenn zwei Strahlen das Plasma durch-

setzen.

Der vorliegende Bericht beschrénkt sich auf eine klassi-

sche, nicht-relativistische Behandlungsweise.

Es werden im folgenden ausschliefllich elektrostatische
cgs-Einheiten verwendet, d.h. es wird g =1 und A =1 ge-
setzt.



B. STREUTHEORIE

Der Vollstidndigkeit halber sollen in diesem Abschnitt
noch einmal kurz die Formeln der linearisierten Streutheorie
abgeleitet werden. Dazu wird zundchst die Streuung an einem
einzelnen Elektron betrachtet, dann das Zusammenwirken vie-
ler Elektronen.

1. Streuung an einem einzelnen Elektron.

Ein Elektron, das in einem elektromagnetischen Feld
mitschwingt, strahlt selber wieder eine elektromagnetische
Welle aus entsprechend einem HERTZschen Dipol. Diese Welle
geht in alle Raumrichtungen. Wir sagen, die einfallende
Welle wird an dem Elektron gestreut. Es sei S der Strah-
lungsstrom (Energiestrom pro cme) der einfallenden Welle
und dI die von dem Elektron in den Raumwinkel do emittierte
Energie. Dann ist der Streuquerschnitt definiert durch die
Gleichung

(B1) de, = L
S

Dabei bedeutet der Querstrich eine Zeitmittelung. Ist X die
Beschleunigung des streuenden Elektrons und v der Winkel
zwischen der Schwingungsrichtung des Elektrons und der Rich-
tung Elektron-Beobachter, so ist nach H.HERTZ:

et X

¢T3

s’ elo

(B2) d I =

( e = Elementarladung, c= Lickgeschwindigkeit.)Ist » die



Beobachtungsrichtung, so schwingt der elektrische Vek-
tor der Streulichtwelle serkrecht zu - in der Ebene,
die durch # und die Schwingungsrichtung des Elektrons
geht. Wirken auf das Elektron keine weiteren Krédfte, so
ist, wenn man die Wirkung des magnetischen Feldes der
Welle vernachlissigt (relativistische Korrektur),

a

(B3) X* =% F*

"

und die Schwingungsrichtung ist parallel ZU‘g .( m = Masse
des Elektrons). Fir den Strahlungsstrom gilt

(B4) S =_’¢C‘F- Ek

Mit den drei letzten Gleichungen ergibt sich aus (B1)

fiir den Streuquerschnitt

LS

5)  de. = (FEx) wmtV e

m ¢t

Setzt man die Zahlenwerte ein, so erhdlt man

(B52) Lo, = 0.%34 107 son P olo [em']

Durch Integration iiber alle Raumrichtungen ergibt sich
aus (B5) der totale Streuquerschnitt zu

o) o = H-( - ;L)JL

" 3 m ¢
bzw.

(B6a) B, = C.665-/07"" [my

e



Den Zusammenhang mit dem Streuwinkel @ , d.h. mit
dem Winkel zwischen den Ausbreitungsrichtungen der ein-
fallenden Welle und der beobachteten Streulichtwelle,

ersieht man aus Abb. 1

Lichtquelle € Y

Elektron

/ Beobachter

Abb.l: Streuung einer elektromagrietischen Welle an einem Elek-
tron nach A.UNSULD (1955).

Wir zerlegen den elektrischen Vektor in die Komponenten

E; ( senkrecht zur Ebene L E B ) und E, ( in dieser Ebe-
ne senkrecht zu L E ). Entsprechend erhalten wir zwel ver-
schiedene Anteile des Streuquerschnitts:

C%.G;1 - ;__Jg:t__ ) A-CD(
e 7 Lamcer &
(B7) und
a A
CL(S:'==(7;f%;r') COGQWO Ao

Ist die einfallende Welle unpolarisiert ( natiirliches Licht),
so sind beide Anteile gleich grof und damit:

(B8) A& = (—-——e-«--w )l {— (1+ tos*@) do

Auch die Polarisation des Streulichtes ist jetzt leicht
zu iibersehen. Flir © = 900 ist die Streustrahlung immer
linear polarisiert. Bei natlirlichem Licht ist rir @ = ot

oder 180° die Streustrahlung auch unpolarisiert.



In dem Koordinatensystem, in dem das Elektron - ab-
gesehen von der Schwingungsbewegung in dem elektrischen
Feld - ruht, hat das Streulicht dieselbe Frequenz wie das
einfallende Licht. In allen anderen Koordinatensystemen
muB der Dopplereffekt beriicksichtigt werden. Nur bei
exakter Vorwidrtsstreuung hebt sich dieser heraus.

2. Streuung an einem Elektron in einem

homogenen Magnetfeld.

In einem Magnetfeld bewegt sich ein Elektron nicht ent-
sprechend Gl. (B3), sondern es gilt:

i = = _ﬁ_ At 4("' Xoﬁ
(B9) N o= peey éz e + e
( Dabei ist vernachldssigt, daB sich das Feld am Ort des
Elektrons auch durch die Bewegung des Elektrons &ndert,
falls diese eine Komponente senkrecht zu € hat. Diese
Ndherung ist zulidssig, solange v /c <<« 1 ist.) Betrach-
ten wir jetzt die Bewegung in einem Cartesichen Koordinaten-
system, dessen x-Achse parallel zuAﬁ-ist, so wird die Be-
wegung in x-Richtung nicht von dem Magnetfeld beeinfluBt.
Es folgt aus (B9)

7s - -__e;. @ ".fdf"
(Blo) X=-:-F[L: ¢
Fiir die beiden anderen Komponenten erhdlt man zwei gekoppel-

te lineare Differentialgleichungen erster Ordnung. Diese
kann man separieren und erhilt zwei unabhdngige Diffgl.

2. Ordnung:
. g Ry
iy == s (- 75EL)e”
(B11) e

3 . & [ e , SLe [TC F
L +.-52@Z =7 A t.zvf‘ < w E?’ )246&

Dabeil ist 5?¢ die Gyrofrequenz des Elektrons.



Diese Differentialgleichungen entsprechen einer er-
zwungenen Schwingung. Wenn wir von Einschwingvorgingen
absehen und gleich einen periodischen Ansatz machen, er-

gibt sich flr unsere gesuchten GroBen:

j o= - =2 (Er— 22 b, )e "

" w? 5?‘
(B12)

4wt

X == 52 (£ + ‘Q‘Ey)e

Die Gleichungen (B10) und (Bl12) lassen sich zusammenfassen
zu der Tensorgleichung

(B13) W“=-%(0¢)
mit

(BL4) 1 9, @

L

0(/:: O « e . ,wz,‘

W= w &5,
- »(...Qc L(:l w.L
O &) wl"ﬂgk wi_ LL

Flir den Streuquerschnitt ergibt sich dann aus (Bl),
(B2) und (B4)

(B15) LG =(Tj%) Lot )u| " et

Die Polarisation der Streustrahlung erhdlt man wieder
durch Zerlegung der Bewegung des Elektrons entsprechend
Abb. 1. Im allgemeinen ist das Streulicht einer linear
polarisierten Welle elliptisch polarisiert. Fir & = 90°
ist das Streulicht jedoch immer linear polarisiert.

Aus den Gleichungen (B10) - (Bl4) ersieht man, daB
fiir w>> $2, keine wesentlichen Unterschiede gegeniiber dem



magnetfeldfreien Fall (B3) auftreten.

5. Streuung an vielen Elektronen.

Wir betrachten ein Plasma aus Ionen und Elektronen in

einem VolumenV-Da der Streuquerschnitt massenabhidngig ist,

\%\ kann man die Streuung an den Ionen
\;i§ gegenliber der an den Elektronen ver-
nachldssigen. Wir machen Jjetzt die An-
PMsma, nahme, daBl die Frequenz w, der einfallen-
den Welle groll ist gegen die Plasmafre-

quenz wp und daB das Plasma so dinn ist,

\ gestreute ; g
, \ Welle daBB keine wesentliche Absorption auftritt.

4 \\ Dann ist die elektrische Feldstidrke einer
///“// einfallenden ebenen Welle gegeben durch
einfallende
Welle w

\®
Abb.2: Streuung efner elektromagnetischen Welle f{r.
einem Plasma.

(B16) €. (w.t) = Ed ﬁo(*”-*%’—’{i(ﬁ,rr-ugz‘)h Wo{w(/&,#—a;ﬂ fi)})

Wird diese Welle an einem einzelnen Elektron im Punkte #%
gestreut, so betridgt die elektrische Feldstidrke der gestreu-
ten Welle im Punkte R

¢ : [R-# |
(B17) E (R ) = "/'3—;2‘;—{'5(# L - ——5—71—)

Die Richtung von ff ist im mapnetfeldfreien Fall durch diz
Projektion vorléﬁ auf die Eben«< senkrecht zur Ausbreitungs-

richtung der Streuwelle gegeben (vgl. Abb.1l). Ve 1ist



" Streukoeffizient' fiir die elektrische Feldstirke.

der
Dieser ist winkelabhdngig. Sind in dem betrachteten Volumen
n  Elektronen enthalten, so ist die Gesamtfeldstiarke in R

ganz allgemein

. [R~#l
(B18) E (R t) -“-“/;R T E(” L= J

oder, wenn man das Teilchenbild verldBt und zu einer kon-
finuierlichen Darstellung Ubergeht,

(B19) [6(7* 71/ “B-c_ﬂ"l}a(””,t“ﬁ:c‘_ﬂ)

Dabei ist m (w,¢) die Elektronendichte.

Wir machen Jjetzt die Annahme, daBl der Abstand R des
Beobachters groB ist gegen die Dimensionen des Plasmavolumens.
Dann ist in erster Ndherung der Streuwinkel flir alle Elektro-
nen der gleiche, d.h. 7&(#1 ist konstant und kann vor das
Integral gezogen werden. Weiterhin approximieren wir im Nen-
ner [R -+~ durch R. Dabei wird angenommen, daf3 der Koordi-

natensprung in unserem Plasmavolumen liegt. Diese N&herung
bédeutet, daB man den Unterschied in den Amplituden der von
dem einzelnen Elektron herriihrenden Streuwellen aufgrund
ihrer verschiedenen Entfernung vom Beobachter vernachlé&ssigt.

Weiterhin setzen wir in den Argumenten von n und £, :
(B20) | R-w| = R—#mn

Fihrt man auBlerdem noch eine neue Zeitskala

(B21) r =t~ %

ein ( mittlere Retardierung) so wird mit (B16) aus (B19):



E (R,t):—?ii—/c{?v n(w TrEE—) -

v

'(envnfi[%1m*—ag(ff-’z“

Dabei bedeutet k.k. das konjugiert Komplexe der vorstehen-
den GroBe.

Um einen expliziten Ausdruck filir die Zeitabhdngigkeit
der Dichte zu haben, schreiben wir diese als FOURIER-Inte-

gral:

P

. 1 twl
(B23) M (H t) == /o(w nH, w)e
Setzt man dies in (B22) ein, so ergibt sich:

) ~cw,-w)T]}

ERE) = P /m

(B2k)

+ exp{-([(’&* _(0-144))7]?]

Das Integral iiber w 1#Bt sich umformen, indem man e€s in
Teilintegrale aufspaltet, Variablensubstitutionen durch-
fiihrt und dann die Teile wieder zusammenfafBt. Mit der Be-

zeichnung:

(B25)



14Bt sich (B24) dann schreiben als:

3 eEj [ 5 - ) . ;
Es(R,£) = ﬁ?ﬂ/d%/ﬂ”[n(% W, rhy ) EXp Ll k)5 su2]S
L 71(71; ~W-uy ) éxp{"tiﬁﬁﬁl);r # twy T] f
(B26)

t N (#, @y, ) APL (- )+ w 2]}

(e -4 ta) ExpEAlRy &)+ 4, z*]}]

Das Integral ilber das Volumen stellt eine rdumliche FOURIER-
Transformation dar. Mit

(B27) n (’k,&u) = ,/d’r n(w w) 64.‘4677-

und der Beziehung
(B28) n"(&w)=n (-4 -w)

geht (B26) iiber in

Py
- e Ee .
E@®Y)= 775 .0/5/4&/[72(%, oy Wi ) + N (B, w-w,) [ explio,T)

B2
(B29) AR, 0 0] A, 0,0) Jerpro) |

Wenn man die spektrale Verteilung der Streustrahlung in ®
miBt, wird der Bereich w,-74cw bis w,t Fdw
aus dem Spektrum heraus gefiltert. Die entsprechende Feld-

stdrke ist:

Jda
W, * b

7 — E»fo |
(30) AL, RE) = P Al Y

e
< AY
2

2



Bei einer Messung hat man es mit dem zeitlichen Mittel des
Quadrates dieser GroBite zu tun, denn es wird die mittlere

Intensitidt der Streustrahlung gemessen.

LT

o) T Bl = Gom L [1a 6@ o)

T => oo

Qb e

Diese GroBe hingt noch von der Wahl des Anfangspunktes ¢, ab,
denn in die Berechnung der Dichtefluktuationen gehen wesent-

lich die Anfangsbedingungen zur Zeit ¢, ein. Wenn man nach dem
Erwartungswert fiir eine Messung fragt, muB man also noch uber
die Anfangswerte mitteln, d.h. man bildet das Ensemblemittel.

Dieses bezeichnen wir im folgenden mit <« > . Dann ist:

(B31a) <[4 E, R)[*> = W o /</At(2? £)]> o ¢

T ~—> o=

In diesem Ausdruck ist (B30) einzusetzen. Das Quadrat in (B31la)
ist dann das Produkt zweier Integrale. Zur Unterscheidung be-
zeichnen wir die eine Integrationsvariable mit ad, . Dann kann
man das zweite Integralzeichen vorziehen und die Integranden
miteinander multiplizieren. Wir fassen dann einerseits die
Terme zusammen, die in der Exponentialfunktion (w,-4') stehen
haben, andrerseits die mit ( w, + w; ). Dann ergibt sich

ein Ausdruck der Form:

(832) <IBEs(R)]'> = e 2 T + ]}

.—.» s

Dabei ist I der wesentliche Term. Fir diese Zwischenrechnung
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setzen wir:

E‘J
(B§}) a(‘jk) = _:Z;'T__;'{' L’n(/;"f"{’l,"/*"‘k) +ﬂ{ﬁz*%ﬂ “"x"uf)]
i ’

Damit ist:
7 ‘U‘I-ﬁ’_?
T =< Jot J) ol et [eccwi)ecriw) expdateca)ty

w;‘.éi/.
2

(BZ4). Fat(w) ol (V) exp{-<len-w,) l‘}]

Da die ¢« -Integration sich nur iber ein sehr kleines Inter-
vall erstreckt, kann man ¢ (#!) in diesem Bereich als konstant
betrachten. Dann ist a(w') = e« (&,") . Jetzt kann man die
beiden Glieder zusammenfassen und die ¢ -Integration aus-

fihren.

< AT // o w, 0/“"1" o (ar) 5{*;’41,3") Oﬁ(“/'ll" Uy ") >

=~
T

(B34a)
/_\.\

(B35) L = <M. [elw, [a(w)]? >

(B3sa) L = 2 <|elv)]'> Awy

II hat dieselbe Struktur wie I , nur steht in der
Exponentialfunktion (w;+,") statt («.-44") . Entsprechend
ergibt die ¢ -Integration den Faktor d (4, +4,") . Da
aber die w -Integration vorher so umgeformtwurde, dafB nur
Uber positive &« integriert wird, ist diese 4" -Funktion
in dem betrachteten «w -Bereich immer Null ( «}, # O voraus-
gesetzt). Es ist also II = O und damit dann:

.(~)d>=e()‘rni : £ e
<o E; R sn = ”R"Aw

(B36) 2
Nyt wy e ) + TRy Ay G~y ) [
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Prinzipiell ist dies unser gesuchtes Ergebnis. In den
uns interessierenden Fidllen wird aber ein Term der Summe

auf der rechten Seite von (B36) immer Null. Ganz allgemein

ist:

(B37) | R, A | & A t5,
)

(B38) ot Ly > C

[ &, + Ry |

Im Fall thermischer Fluktuationen ist'n('ﬁqfﬁl/

aufgrund von (B38) immer Null, da - wie wir spidter sehen

Q,fuk)

werden- die thermischen Fluktuationen mit einer bestimmten
Phasengeschwindigkeit zusammenhdngen mit der Bewegung von
Teilchen mit derselben Geschwindigkeit. Und Teilchengeschwin-
digkeit groBer als C gibt es nicht. - Im Fall der Licht-
mischung ( siehe Abschnitt D) ist in (B38) das Gleichheits-
zeichen erfiillt. Wir gehen aber davon aus,daB Dichtefluk-
tuationen mit nur einer ( oder zwei) FOURIER-Komponenten
erzwungen werden. D.h. auch hier ist im allgemeinen nur ein
Glied von (B36) von Null verschieden. Entsprechend schreiben

wir:

8 ‘ 1
(B39) < ()Y = T;f z ﬂ%;—’- </n(4z,w)/?>

Wir bezeichnen mit I;(w,,ﬁ,) die Intensitdt der Primér-
strahlung mit der Frequenz «j,, und dem Wellenzahlvektor'ﬁ,.
Fragt man jetzt statt nach der Energie pro cm2 in R nach der
Energie c( I, («, %, ) mit der Frequenz «, und dem Wellenzahl-
vektor /kl , die in den Raumwinkel c¢ gestreut wird, so folgt
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aus (B39):

(B40) oL I, (v, #,) = Gim L [ (w, 4,) <In(#e)]' j;fc(@

oy 12
D =

~i

dabei ist c¢(¢, durch (B5), (B7) oder (Bl5) gegeben. Die
GréBen w, 4, , w,, und “#, sind durch das Experiment vor-
gegeben, wihrend 4 und « der Bedingung

by =k, + A
ko < A, R

1]
i

Wy W, +

(B41) oder

Wy T W, - W

genligen missen. Diese Bedingung erhidlt man aus den vorherigen

Formeln, wenn man beachtet, daB mn (% w)

= mMm*(~4&,-w) einer Welle in Richtung
& entspricht und N(A& -w) = Nn(-%4, w)
einer Welle in Richtung -4 . Die Bedingung
(B41) bedeutet, daB die drei Vektoren 4., 4,
und 4 ein Dreieck bilden miissen (Abb.3)

Abb.3: "Drelecksrelation" fUr die -4 -Vekto-

ren der einfallenden Welle, der gestreuten
Welle und der Dichtefluktuation entsprechend
(Bh).

AuBerdem gilt:

Wy

Wy _
(B42) ‘-ﬁ = C und % = C
A N2

Dabei ist ¢ 1im allgemeinen die Lichtgeschwindigkeit im
Plasma beil der betrachteten Frequenz. Flir w>» 4, ist ¢
praktisch die Vakuumlichtgeschwindigkeit.

Das Ergebnis (B40) zusammen mit der Bedingung (B41) ist
unsere endgiiltige Streuformel in der linearen Ndherung und
entspricht der ersten BORNschen Niherung. Die Formel (B40)
besagt, dafl das Frequenzspektrum des Streulichtes das Fre-
quenzspektrum der Dichtefluktuationen wilderspiegelt. Die



Dichtefluktuationen kann man unter bestimmten Voraus-
setzungen, z.B. wenn man thermisches Gleichgewicht an-
nimmt, berechnen. Prinzipiell kann man alle Mikroinsta-
bilitdten, soweit sie Dichtefluktuationen mit Wellen-
zahlen zwischen O und A7, zur Folge haben, dadurch
nachweisen, daB man Streulichtspektren unter verschie-

denen Streuwinkeln miBt.

Fragt man nicht nach dem Streuspektrum sondern nur
nach der gesamten Energie, die im zeitlichen Mittel pro
sec. in den Raumwinkel olo gestreut wird, so muB man
(B40) liber «w integrieren:

" 2 -
(BU43) oA [ (%) = [ (4,)<[n(&]]> e,
DaB dies auch das Zeitmittel ist, folgt aus dem PARSEVALschen

Satz. Die Vektoren 4,,441 und A& ( Uber das Spektrum
gemittelte Werte) miissen wieder der Bedingung (B41) geniigen.

C.THERMISCHE DICHTEFLUKTUATIONEN

Im vorigen Abschnitt wurde das Problem der Lichtstreuung
auf das Proplem der Fluktuationen der Elektronendichte zurick-
gefilhrt. Mit der Berechnung dieser Fluktuationen befassen sich
die folgenden Abschnitte dieses Berichtes. Zundchst sollen
die Dichtefluktuationen betrachtet werden, die durch die
thermische Bewegung der Teilchen bedingt sind.

Wir betrachten ein homogenes Zweikomponentenplasma be-
stehend aus n Elektronen und N =mn/% Ionen mit der Ladung Ze

in einem Volumen V/.

1. Zeitliche Mittelwerte im thermischen Gleichgewicht.

Bevor wir das Frequenzspektrum der Dichtefluktuationen
diskutieren, fragen wir nach der GroBe < /wn(#&)[Y. Aus ihr



pbestimmt sich der zeitliche Mittelwert der gesamten Energie,

die pro Sekunde in einen bestimmten Raumwinkel gestreut wird.

Bei der Berechnung der Dichtefluktuationen muB man die
Teilchenstruktur des Plasmas berlicksichtigen. Dementsprechend
ist die rdumliche FOURIER-Transformierte der Elektronen- bzw.

Ionendichte gegeben durch

(Cla) n(ﬁ,t) = Z exp ('4_‘4(( #})
und }
- A R,
(C1b) V(R t) "—'Z;exf‘(‘ i)
521

wobel #,(t) und R;(¢) die Koordinaten des Jj-ten Elektrons
bzw. Ions bedeuten. Entsprechend ist dann die FOURIER-Trans-

formierte der Ortlichen Raumladung
(Cle) o(kt) = —en(%¢t)+ZeNi#t)

Durch Quadrieren des Ausdrucks (Cla) erhalten wir:

i

Ink O * = N4 )4 ¢)

053] = n +3_§_; exp (A R(# -w,)]

= mn -f‘—&;’e Ccy L A(H - )}
J(

Die Summe auf der rechten Seite der letzten Zeile von (c2)
besteht aus n(n-1)/2 Gliedern. Bilden wir jetzt das Ensemble-

mittel, so ist:

(C3) <{ﬂ(’ﬁ\)[°‘7 = Y + = (P=4) K (M'{//z(za—-u;_)}>



Wenn wir annehmen, daB das betrachtete System stationir ist,
d.h. makroskopisch gesehen sich zeitlich nicht verdndert, so

héngen die GroBen in (C3) nicht mehr von der Zeit ab.

Da wir <1 >>7 annehmen, k&nnen wir in (C3) n(n-1)

durch ng ersetzen. Damit wird

(cha) <InR)> =n[1+n < {4 -9) > ]

Entsprechend folgt aus (Clb) und (Clc) mit N=n/Z:

(chp) < INA)|*>= VLA +N<ces{A(R, ~2)}> ]

(che) <1 ¢(R)]> = e [n(&)]> + e Z < [wvta)]™>
~XAnrer< el 4 (%5 ~R, )}

Die rechten Seiten von (C4) lassen sich berechnen indem man

sie mit den Paarkorrelationsfunktionen

We, 0"?"*3‘)/ Wi (R, “Jﬁf) und W, (W - %5~)

verknipft.

Die Wahrscheinlichkeit das jte Elektron im Volumenelement
AV um #, zu finden ist ¢/ V/V . Die Wahrscheinlichkeit das
J-te Elektron im Volumenelement 0{%'1ﬂn Wy und gleichzeitig
das ¢ -te Ion im Volumenelement #//,um R, zu finden hingt von
dem Abstand w = W -R, ab. Wir schreiben diese Wahrschein-

lichkeit:

(c5) ﬂ—‘{-f—(—‘/‘ [ (o, -®,) + 2]
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und nennen W, die Elektron - Ion - Korrelationsfunktion.
Die Elektron-Elektron und die Ton-lon-Korrelationsf{unk-

tion We (%§-w,) bzw. &%{h§~ﬁjwerden entsprechend definiert.

Wenn als bekannt angenommen wircd, daB sich das j-te Elek-
tron in Hy befindet, dann ist die Wahrscheinlichkeit, das
{ -te Ion im Volumenelement dv um R, zu finden

(c6) Vv [ we(w)+ L]

Aus dieser Wahrscheinlichkeitsverteilung fur die Absténde
der Teilchen ergeben sich die auf der rechten Seite in (ch)

auftretenden Mittelwerte:

(c7) < @ LACH -0 )} > = L) ¢ F T o tor el
Fiir k # 0 1ist dann

(c7a) < zm{%m;—xc)}>:‘/y W (%) (6w of

Das heiBt, die in den rechten Seiten von (C4) auftretenden
Mittelwerte sind fir Kk # 0 die FOURIER-Transformierten der

Korrelationsfunktionen.

Aus Gleichung (C6) ergibt sich eine weitere Aussage Uber

die Korrelationsfunktion: (C6) gibt die Wahrscheinlichkeit
an, das £ -te Ion im Abstand # vom Jj-ten Elektron zu finden.
Die Wahrscheinlichkeit iberhaupt ein Ion (d.h. irgendeines
der N verschiedenen) im Abstand » zu finden ist N mal so grof3.
D.h. die Ionendichte in der Umgebung des j-ten Elektrons ist

(c8a) Né(w) = LNwWelw]) + & ]

Die Korrelationsfunktion gibt also die Abweichung von der
mittleren Dichte % an. Entsprechende Ausdriicke gelten fir
die Elektronendichte in der Umgebung eines Elektrons und

die Elektronen- bzw. Ionendichte in der Umgebung eines JIons:



(C8b)

(c8e)

(C84d)

né(w) =L nw, (v) +
M (W)= [ e (w) +

V() = [V, (w) +
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(3

Als nédchstes sollen einige Konstanten definiert werden:

mm

L2
m
4

%= F D,

e
(1
S|

B

4

D?

Z

T 4T 2 et
“ﬁf"b// M
y . ZeB
Q;" MC

_ A -
K= TED.

N.= NV D?

-p
— \/ K T‘-’
L 47T N Z e*

Dabei ist k die BOLTZMANN-Konstante, ¢ die Elementarladung;
m und M sind die Elektronen-bzw. Ionenmasse; n = n/V und
N = N/V sind die mittlere Elektronen-bzw.Ionendichte.
Te, o) de ) Do, Wpe, @Wpy, S2, und S2;sind die Elektronen-
Ionentemperatur, DEBYE-Linge, Plasmafrequenz und
Gyrofrequenz. Die GroBen —/1-e und_11w~geben die Zahl

bzw.

der Elektronen bzw. der Ionen im DEBYE-Volumen an.

Flir das weitere machen wir die Voraussetzung

(C10)

A,

/

A\

>>
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D.h. wir betrachten nur FzZlle, in denen viele Teilchen
im DEBEYE-Volumen enthaltern sind und die mittlere Wech-
selwirkungsenergie zweier Teilchen klein gegen deren

thermische Energie ist.

Zundchst soll Jjetzt der Fall exakten thermodynamischen
Gleichgewichts in der DEBEYE'schen Niherung betrachtet

werden. Dann ist:
(C11) . = bz =

Wir betrachten zundchst den hypothetischen Fall, daSB

eine feste Ladungsverteilung g&)mit dem elektrostatischen
Potential ¢LPWJ von auflen in ein vorher homogenes Plasma
gebracht wird. In dem sich dann einstellenden Gleichgewicht
interessiert uns die Anderung der Elektronen-bzw. Ionen-
dichte gegeniiber dem ungestdrten Fall. Daher spalten wir
die Dichte auf in einen homogenen und einen ridumlich
variablen Anteil

(Cl2a) Nn(w) =N + N, (H)

(C12b) N (W) = N+ Ny (w)

Wir nehmen an, daf in jedem Volumen, lber das sich ™7, (#")

und N, (w) wesentlich &ndern, viele Elektronen und Ionen

enthalten sind, so daB wir m,(w) und /W4, () als kontinuier-

liche Funktionen betrachten konnen. Weiterhin bezeichnen wir
it ¢, (w) das elektrostatische Potential, das durch m,(w)

hervorgerufen wird und mit QQ(4#) das, das von W, (w) er-

zeugt wird. Dann ergibt die POISSON-Gleichung:

(C13) V&¢(V) ==L () —€n, () * Ze/V,(#)J

e $@= QoGr) + Elw) + Eolw)



Die potentielle Energie eines Elektrons im Punkte #° ist
- & ¢(#) , und die eines JTons 1st Ze ¢(#) . Im exak-

ten thermodynamischen Gleichgewicht genligen die Teilchen

im Mittel einer BOLTZMANN - Verteilung. Dann ist:

(Clha) M () =7 exple gorl/ s
und

(Clib) N(w) = /V.BXP{'Z*? ¢(w*)//17“,}

Aufgrund der Voraussetzung (C10) nehmen wir an, daB in
allen wesentlichen Gebieten der Exponent sehr klein ist,
und brechen die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion
nach dem zweiten Glied ab. Dann folgt aus (Cl2) und (C14):

(C15a) M, (#) = 7T —"—%’ﬂ—

und

o ze ) - _ 7 —efor)

(c15p) M, () = =N —=5—F T

Setzt man dies in (Cl13%) ein, so folgt mit (C9)

o) v - B = - 4w g

z)x
mit
4 9 A
- —_— = == + —

D ist die DEBEYE-Ladnge flir das betrachtete Plasma.

Es soll jetzt der Spezialfall einer Punktladung im

Koordinatenursprung betrachtet werden:

(c18) o (w) = g ()



N\

L

Da das Problem kugelsymmetrisch ist, (lhren wir Kugel -

Koordinaten ein. Dann folgt aus (Ci6) mit (C138):

49 /o Do) Q(W _ r
(C19) =3 5’,;(’ = }‘“‘ ol — g olH)

Die Lusung dieser Differentialgleichung ist:
_
(C20) ¢(1‘) = ——f’;—— expl-—5

Die richtige Normierung ergibt sich daraus, daB fir »r —> O
das Potential in das Coulombpotential libergehen mufBl.

( Die Abschirmung macht sich erst liber groBere Abstande
pemerkbar.) Unser Resultat (C20) entspricht dem Ergebnis

der DEBEYE-Theorie.

Wenn wir jetzt speziell annehmen, daB die betrachtete
Punktladung ein Ion mit der Ladung Zé ist, so ergibt sich

in seiner Umgebung die Dichtednderung

y _ z er 1 .-
(C2la) nor) = mn K T exp [_ -;-}
und
0 v — - = el < ' {" xr
(ceib) N v) =M T o o NPT }

Entsprechend ist in der Umgebung eines Elektrons

el
— e 4
C2le) €, - - - e X
(c2le)  Nfcr) e —— expl- 5§
X
(c21d) e fy = o 2 * "
MElr)= 7 ST T exp i)
Andrerseits ist nach (C8)
nt (vr) = M W () ; Vo) = Vw, (r)
(co2) |
ne(r) = N W, (7) N ) = N ()



Setzt man (C21) in die Relationen (C22) ein und flhrt
eine FOURIER-Transformation aus (das FOURIER Integral wird
elementar, wenn man Kugelkoordinaten einfihrt und die Achse
. =0 in die Richtung des Vektors & legt™), so ergibt
sich aus (C7a) ( k # 0) mit (C9) und (C17):

Ko
- +-cgé # c&}

(co%a) M<Kl Ru 2 = —

AL
A4 &S +>

(cosb) N o3 Ru >, ,=—

(co3c) MK RN >, = +

Mit diesem Ergebnis folgt dann aus (C4):

4 + 2
mn PR
1+t + &

(cota) < [mR)H> =

1+ «z
1+ i +

(C24Db) <//V(f3)/?> = i

Y 1 + Z
1+ X + 2

(Coke) </§[27 = mneée

Es sei darauf hingewiesen, daB diese Ableitung eine
"statische" Ndherung ist in dem Sinne, dab das Teilchen,
dessen Abschirmwolke wir betrachten, als ruhend angenommen
wird. Die Abschirmung - und damit die Korrelationsfunktion-
fiir ein bewegtes Teilchen ist anders. Doch mitteln sich
diese dynamischen Effekte im exakten thermodynamischen Gleich-
gewicht in erster Ndherung heraus. Im Anhang I wird das Prob-
lem derZweiteilchenkorrelationsfunktion genauer behandelt.

[ expl-tt ) SR 14
/ ~ expi-&kx} of’" xE

Z
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Die fiir die Streuung malpebende Grdo(e ist cIm(k)T>
Im Falle statistisch unabhiingiger Teilchen (keine Wechsel-

wirkung) ist sie n. D.h. die totale Intensitdt des Lichtes,

das in einen vorgegebenen Raumwinkel gestreut wird, wird
nach (C24a) im Falle thermodynamischen Gleichgewichts
(e T =2 < = Z ) aufgrund der kollekti-

ven Effekte im Plasma um einen Faktor u reduziert, der

gegeben ist durch:

a
(025)  u = =
T+ Ay + x>

Die Funktion /u,(de) variiert zwischen 7 fir o, =0 und
Z/(1+Z) fir ey —> o= . Fir den Fall Z =1, d.h. o, =
ist die Funktion s in Abb. 4 dargestellt.

05 B T U T T 1
0 05 1.0 15 20 25 3.0
—
o

Abb.4: Reduktlonslaktor riir den totalen Streuquerschnitt in einem

Plasma im thermischen Gleichgewicht mit Z 1, als F'unktion des Para-

meters o, .
Man sieht, daB der wesentliche Abfall im Gebiet C.A<Xe < 1.5
auftritt. Dies Intervall entspricht der Variation der
Elektronendichte um einen Faktor 50. Es zeigt sich, daB

auch die Spektralverteilung der Streustrahlung in demselben

Gebiet ihre Charakteristik wesentlich &dndert.
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Die Abb.5 soll einen Eindruck geben

peratur- und Dichtebereich

~stattfindet. Die a%,-Werbe

g ,___.__,I__ T T T 71—
N i

Abb.5: Werte des Parameters o, in Abhéngigkeit von Dichte und Tem-
peratur fir Z =1, A= 6943 A und @ = 20°.

in welchen Tem-
der eben diskutierte Ubergang
beziehen sich auf den im Labor
hdufig realisierten Fall z =1,
A =69434 (Rubin-Laser) und einen

© =90°. Im Gebiet ot <<

a\

Streuwinkel

| spielen die kollektiven Effekte

keine wesentliche Rolle. Hier kann
die Theorie der THOMSON-Streuung in
ihrer einfachen Form, wie sie unter
der Annahme statistisch unabhéngiger
Teilchen abgeleitet wird, angewendet

werden.

2. Abweichungen vom exakten thermodynamischen Gleichgewicht.

Es soll Jjetzt der Fall

betrachtet werden, daB das Plasma

sich in einem wihrend der Beobachtungszeit stationdren Zustand

befindet,

gewicht entspricht, in dem

der nicht dem vollstindigen thermodynamischen Gleich-

Sinne, daB wir eine Differenz

zwischen der Elektronentemperatur Te und der Ionentemperatur Te

zulassen.

Es wird aber weiterhin angenommen,

daf3 die Ver-

teilungsfunktion fiir jede Teilchenart in nullter Ndherung

einer MAXWELL-Verteilung entspricht.

Dieser Fall ist von praktischer Bedeutung insofern als
neuere Experimente (siehe SPENCER et.al.1962) darauf schlie-
T, # T¢ Auch zeigen
theoretische Untersuchungen von Pinchentladungen (siehe
K.HAIN und A.C.KOLB 1962 und D.DUCHS 1963%), daB auch dort

pen lassen, daB in der Ionosphdre ist.



= B0 .~

Unterschiede zwischen Elektronen und lonentemperatur zu

erwarten sind.

Die Gleichgewichtsbetrachtungen des vorigen Abschnitts
lassen sich fiir diesen Fall nicht ohne weiteres durchfiihren,
da wir keine einheitliche Temperatur mehr haben. Eine Ver-
allgemeinerung der Theorie ist von J.RENAU (1962, 1964) und
von E.E.SALPETER (1963) durchgefiihrt worden. Die Ergebnisse
der beiden Autoren stehen zu einander in Widerspruch. Daher
schien es notwendig, die Ableitung der Zweiteilchenkorrela-
tionsfunktion fir den Fall T, # T, noch einmal im Detail zu
behandeln. Dazu sei auf Anhang I verwiesen. Wir wollen hier
nur das - mit dem Resultat von E.E.SALPETER libereinstimmende -
Ergebnis betrachten. Flir den Fall, daf3 die thermische Ge-
schwindigkeit der Elektronen grof ist gegenliber der der Ionen,
folgt aus ( I,28)

1+ ot + ol To (1+d) (A4 & +ex>)
— 4 + Al (Xl —ol) Ke
C26a -

1+ + o (1+ o) (1+ e +ot})

Der zweite Term in (C26), der im Vergleich mit (C25)
neu ist, berilicksichtigt die dynamischen Effekte. Nur fir
= [P wird dieser Term Null. Weiterhin sieht man, daB

auch in diesem Falllﬁt immer gegen 1 geht, wenn ~«, = O
geht.



Abb. 6 zeigt die Funktion M (£,) flir verschiedene

Werte des Parameters T / 7. .

: e
10 ] -
09 B T . - ria
08 L\ [ et
07 ,\ N T
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Abb.6: M als Funktion von o, bei Abweichungen vom thermischen Gleichgewicht .

Fir T, 2 T, ist u eine monotone Funktion. Dagegeh
gritt fir T, ¢ T¢ ein relatives Minimum auf.~Der asymp-
totische Wert von m fiir &, —» = ist umso kleiner Je
gréBer das Verhdltnis T /7¢ ist. SchlieBlich gibt Abb.7
noch m als Funktion von T, /7T, mit &, als Parameter.
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Abb.7: Der EinfluB8 von Abweichungen vom thermischen Gleichgewicht auf den totalen Streuquerschnitt .
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Man betrachtet dabei also die Anderung des Streuquerschnitts
bei Variation von 'T; wihrend man /7, und 7 festhilt. Flur
Iy, =2 &= geht 4 immer gegen 1, da o, -2 O geht.

Beide Abbildungen beziehen sich auf ein Plasma mit Z = 7

Eine Vereinfachung der Formel (26) ergibt sich flr den

Fall o, «, >»1. Dann geht (C26) gegen:

o

. o~ e
amn M o= £ 77*‘ )
~, ,l‘(l > .= 4 Z

=z T¢
T, +Z Te
Aus dieser Beziehung ersieht man, daB fir 7: <& 7:‘ und

z > es moglich ist, daB M 7/ wird. D.h. allgemein

gilt fir die Grenzen von /M H

(C28) Of.—./vc_ez

3. Einflul3 eines Magnetfeldes.

7ur Behandlung der Frage, ob ein Magnetfeld die totalen
Fluktuationen bzw. die 7weiteilchenkorrelationsfunktionen
beeinfluBt, setzen wir wieder vollstdndiges thermodynamisches
Gleichgewicht voraus, SO daB wir wieder die statisticsche

Gleichgewichtsmechanik anwenden konnen.

Wir betrachten ein System von N Teilchen (Elektronen und

TIonen). Dann ist im thermodynamischen Gleichgewicht ganz all-

gemein die Wahrscheinlichkeit dafur, das Teilchen 1 im

Volumenelement el K'um H und das Teilchen 2 im Volumen-



lement ¢/ ) um =+ zu finden :

~ . Q(W;A#L)C(% CZI/L
(c29) AW, w ) == .

Dabei ist die Zustandssumme

(cz0) Z = ~/‘c{37;.__,o/37~4, 0(3P1_..o(3/o” ex/D{- Hﬁfrf
und

(C%1) Q(»;f'/#—l) __—_._‘/0{3,73 “"d-?,r” d3/34-" 0{3/7/1/ BX/D{“H/AT}

H 1ist dabei die Hamiltonfunktion fir die N Teilchen und

#, und p. sind die verallgemeinerten Orts- und Impulskoor-

dinaten. Flir ein geladenes Teilchen in einem magnetischen
Feld mit dem Vektorpotential Ct(#)ist der kanonische Impuls
gegeben durch (siehe z.B.H.GOLDSTEIN 1959):

(C32) P = M w0 + ‘%’ CC (%)

q;ist dabei die Ladung des betrachteten Teilchens. Die

Hamiltonsche Funktion fiir das ganze System ist dann

P GGy Pyl )



Der erste Term auf der rechten Seite gibt die kinetische
Energie, der zweite die potentielle. Wir wollen Jjetzt in
(C30) und (C31) die kanonischen Impulse durch die Geschwin-
digkeiten ersetzen. In die dabei in den Integralen auftre-
tenden Jakobische Funktionaldeterminante gehen nur die
Massen der Teilchen, nicht aber ihre Koordinaten oder das
Magnetfeld ein. In den neuen Variablen ist die kinetische
Energie dann einfach 15 wme Ut . Daraus sieht man, daf3
die GroBen Z und Q t;@ ¥ ) nicht vom Magnetfeld abhangen.
Die riumlichen Korrelationsfunktionen und damit auch die
totalen Streuquerschnitte werden also durch ein zeitlich

konstantes, #HuBeres Magnetfeld nicht beeinflullt.

Bei Abweichungen vom exakten thermodynamischen Gleich-
gewicht kann man eine derartige Betrachtung nicht mehr durch-
filhren. Es 14Bt sich aber zeigen ( siehe Anhang I), daB fiir
den Fall, daB die ungestorten Verteilungsfunktionen beider
Teilchenarten MAXWELL-Verteilungen sind, auch fir 70 # T+
das Integral iliber das Streuspektrum nicht von einem raum-
lich und zeitlich konstanten Magnetfeld beeinfluBt wird.

D.h. die Gleichung (C26) beh#lt ihre Gliltigkeit.

4, Das Frequenzspektrum im magnetfeldfreien Fall.

Als nichstes soll die zeitliche Variation der Dichte-

fluktuationen bzw. deren Frequenzspektrum untersucht werden.

Das zeitliche Verhalten eines Plasmas wird durch die
BOLTZMANN-Gleichung beschrieben. Wir machen speziell die
Annahme, daB fiur alle betrachteten Dichten und k-Werte

A, A, > 1 und 7 2% > 4  ist. Dann ist
die WLASOW-Gleichung eine gute Ndherung. Das bedeutet, dafB
man nur die Ablenkung jedes Teilchens im mittleren Feld aller
anderen berilicksichtigt, wshrend die ZweierstoBe vernachlidssigt

werden.



Es sei wieder ein Volumen V betrachtet, das m Elektrone
und N = n ‘X positive lonen mit der Ladung < enthdlt. Es
sei  Jix, o, t) die Verteilungsf{unktion der Elektronen und
F(# 10,7) die der Ioren. Dann gilt flir die Elektronen in Ab-
wesenheit irgendwelcher HuBerer Felder und unter Vernachléas-
sigung des inneren Magnetfeldes die WLASOW-Gleichung in fol-

gender Form:

(C3H) 0f (10, 1) + U‘I,{’fwj nit) € ,(‘f(w;// cﬁ"g'i/h'a.) /)
v H M B

vt ¢ 30

Das innere Feld

(c35)  Llwt) = — _o_Mle

W

<)

wird durch die Raumladungen bestimmt und ergibt sich aus der
POISSON-Gleichung

O D o, ¢)

0w

(c36) =-bmel TNixwe)- niwe)]

Fiir die Elektronen- bzw. Ionendichte giit:

(C37a) N(w, ¢t) = /c{’v //ar, 0, )

-

und

(c3m0) Niw, e)=J ol Far W0, )

n

=
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Wir schreiben jetzt die Verteilungsfunktion //als Summe
eines raum- und zeitunabhingigen Teils /Z und eines variablen

Teils:

(©38)  flw w0, t) = £(w0) + fi(w, 0, ¢)
Unter der Voraussetzung

(C39) %«(7«", W, £) <K /,’(10)

ist die linearisierte WLASCW-Gleichung

) -~ Ty
) —t & 29 ——é— — £ 4{ GrC. = O
“E )W M 20

eine gute Ndherung fir (C34).

Wir machen jetzt eine FOURIER-Transformation im Raum und eine

LAPLACE-Transformation in der Zeit

(C41) ﬂ(#, W, 7)) = % /:(4, w0, ¢) exp -1k}
(cho) Lk, 5) = ) 4tk w0, 6) expi-se}els

In (CA41) sollen die Randbedingungen von V' periodisch sein.
Filr I/ = o<  geht die Summe in ein FOURIER-Integral iber.
Durch diese Transformationen geht die Gleichung (C40) iiber in:

(Ch3) [S~-<ARD] /»/f(ﬁ,oo,s)- :;% g/ﬁ,s/’ ”%'é'_“,:o) == /7/4,10)

mit

?ﬂ{(ﬁ,m) = Z(ﬁ,m;a‘) fiir t =0



i
&Y
=3

i

Weiterhin ist nach (C3%) und (C30)

, / NP it S o

(cht) £ (k)= Tt L2ZNAS) - (4,5) ]
Dabei ist entsprechend (C%7) (Annahme R # O ):

(Ch5a) n (R, 5) = ] £ (% o5)d >

und
(C45b) N(#%&, s) = -;’//:(4/ 0,5) of

Eine der Gleichung (C43) entsprechende Gleichung gilt
fir die Ionen:

(CU6) Ls-<Rw] (A »5) + ff { (%, s) ___¢___an}[(:0) = F (4, )

Lost man (C43) nach /, auf, so erhidlt man:

% £ (4s) _35%@ 4 (% %)

$ - <Aoo S -<Aw

(ch7) }/1 (& 0,8) =

Nach (Cl45a) ergibt sich daraus durch Integration Uber #0

o<
é’g;(m) :
(Cl'+8a) ﬂ(ﬁ's) = ;Ygl_—— é,(ﬁrS) XY U:o%w O/ (2 o X-L




Die entsprechende Gleichung f(lir die Ionen lautet:

F o~

QR (#0)

30 of %5
(cen) N(//é,s):“—z,:,e— £ (%5) FEprm of v+ X

- ==

Die GroBen Xe und Xi beschreiben den EinfluBl der Stdrun-
gen (d.h. Abweichungen von der Homogenitit) zur Zeit t=0.

Wir interessieren uns in diesem Zusammenhang nicht fir den
Einfluf3 duBlerer Storungen im Sinne einer Stabilitdtsrechnung,
sondern wir betrachten die Abweichungen von der Homogenitédt
als durch die Partikelstruktur des Plasmas gegeben. Wir

schreiben
(cro)y A (wt) w0() = = J - a) d (0 -0:)

Bildet man von (049) die raumliche FOURIER-Transformierte,
setzt diese in den zweiten Term auf der rechten Seite von

(C47) ein und integriert diesen ilber # , so erhilt man:

= _expi{<Akuy}
(cs0a)  Xe(#) =2 g i

1=

Die entsprechende GroBe flr die JIonen ist:

v -C'ﬁ .
(s0b) Ko (A) = 2 i&ipjﬁm?}
= -

Die Summation erstreckt sich in (C50a) iiber alle Elektronen
und in (C50b) iiber alle Ionen und bezieht sich auf die Orte

und Geschwindigkeiten der Teilchen zur Zeit t = O.
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Dieses Verfahren weicht von der iiblichen Interpre-
tation der WLASOW~-Gleichung ab, bei der die Partikelstruk-
tur der Teilchen nicht beriicksichtigt wird und daher alle
Furktionen kontinuierlich sind. Man kann die explizite Ein-
fihrung des Teilchenbildes an dieser Stelle umgehen (siehe
T.HAGFORS 1961). Dann fiihrt man die GroBen Xe und Xi unter
der zusdtzlichen Annahme, daf die riumlichen Dichtefluk-
tuationen nur von der Zahl der Teilchen nicht aber von
deren Geschwindigkeiten abhingen, auf die totalen, d.h.

Uber alle Frequenzen integrierten, Fluktuationen zurilick.
Diese werden aber ihrerseits wieder mit Hilfe des Teilchen-
bildes berechnet. DaB man in diesem Zusammenhang das Teil-
chenbild nicht umgehen kann, liegt daran, daB die inkohiren-
te Streuung, die man berechnen will, wesentlich auf der Par-

tikelstruktur des Plasmas beruht.

Setzt man (CA4) in die Gleichungen (C48) ein, so ergibt

sich:

(cs1a) m(RsS) = =G (A s) [ ZNAS)-n(%s)T + X,

(C51b) /V(%,S):——C%m LZ Nk S)~ n(&$)] + X,

Dabei wurden zur Abkirzung die Funktionen

Eﬁ(w)
C e
_‘t? ERZE
m 5"4%1{)

- s>

G, (&)=

3,
(C52a) ol >v

und

i A [10)
. Golhs)=-< lf’tZe/% T o P

(C52p) ~* *7 M A <4



eingefiihrt. Die Auflosung des Gleichungssystem (C51) er-
gibt:

Xe (= (Ee | = Z X Ge
1-6Ge - G

(c53a) N (4S) =

und

X((7"6’4) — Xe GQ/Z

(cs3p) N(&$)= -
] = 01 - G}@

Die Streuformel (B40) besagt, daB das Streuspektrum

im wesentlichen bestimmt wird durch die GroBe:

Dol

(csh) QA& w) = gim

T —> e®

-4

e 1T

4 /ﬂ(ﬁ,w)/Jl?

Die Mittelung entspricht einer Mittelung iiber die Anfangs-
werte, das bedeutet eine Mittelung der Funktionen Xe und Xi'
Um die bisher berechnete GrdBe m(45) mit der im (C59) defi-

nierten GroBe QQ(#4,#) 1in Zusammenhang zu bringen, setzen wir

(C55) S =y r < w
mit
4

Mit der Dampfungskonstanten y wird beriicksichtigt, daB das
LAPLACE-Integral (C42) iiber ein unendliches Zeitintervall

erstreckt wird, wdhrend die Beobachtungszeit T - und damit
die gesamte gemessene Energie der Streustrahlung - endlich
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ist. D.h. die Dampfung erzwingt die Konvergenz von (Cl42).
und zwar warde die Dampfungskonstante mit (C56) so gewdhlt,

daB flr ein stationires Plasma:
T s

(€57) f/’n(/k,t}lzc[f = [Inae)t e el
12 [~

Der Grenzibergang | —” ¢~ entspricht dann dem Grenziubergang

r —> bzw. § —> < w ., Damit wird dann

(c58) QA w) = €im L ([n(4.5)/"

..)t/v

Diese GroBe 1dBt sich mit Hilfe der Gleichungen (C50), (C52)
und (C53) berechnen.

AuBer der Annahme, daB das Plasma wihrend der Beobach-
tungszeit station&dr und in dem betrachteten Volumen homogen
ist, wurde keine weitere einschridnkende Forderung an die
Verteilungsfunktionen gestellt. In diesem Sinne ist unser
Ergebnis allgemein. Um es weiter zu vereinfachen miissen
weitere einschridnkende Annahmen gemacht werden. Wir wollen
im weiteren den Fall betrachten, daB es sich bei den unge-
stdrten Verteilungsfunktionen um MAXWELL-Verteilungen handelt,
wobei verschiedene Temperaturen flir Elektronen und Ionen

zugelassen werden. D.h. es ist

2

e .
e f0) = () enp (- A2 )

und

. s 34 M A
(eson) Fo o) = V(55w ) exp - HF—}
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Unter dieser Annahme solien Jetzt die GrodBen Ge und Gi
aus (C52) berechnet werden. Wir bezeichnen mit -« die Kom-
ponente von 20 in Richtung von 4 (d.h. R =wuh ).
Die Integration iiber die Komponenten von ) senkrecht zu A

148t sich direkt ausfiihren. Danach ist

5D

(C60a) Ge(%,5>=“f<,f 44_.% Me (1) oA

. 18 + £,q

=
— A %4 M»t(%)
(coon) G, (R, s) = oci;l P oA

Me und Mi stehen dabei filr die eindimensionale MAXWELL-

Verteilung:

1

m m 2
(Cola) Me(’“):l/ﬁr K Te ex/)[-— QK;': }

M A
(c61b) e exp{- TS

Nach P.L. BHATNAGAR, E.P. GROSS wund M. KROOK (1954)
Formel 54 und 56) ist

r""/ exp{ u‘/x}

= expi{-&% 1} -
(c62)

@
{tx/? -/c{@' exp § 02} }
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Mit Hilfe dieser Beziehung und mit der Bezeichnung

W ey 2% ~
o o P o —
(c63) X z A K Te ) )/ A A H T,

geht (C60) fir y — o0 iber in
» X
(cha) G, (R,w) = -t { 1-AX €xp (—X")_/éxm'z“)c/f * £ YR X eXP(~)<‘)}
o

7
(colp) G (& w) = -0(:‘{7“&ye)(/’(‘y’)./“p(z“) dt + <9’y é»cﬁ{-y‘y

Es muB jetzt noch das mittlere Quadrat des Zdhlers in
(C5%a) berechnet werden. Mit (C50) ist:

: n expl<AnE) (A
XA -6)-Z X Gel'7 = <l el |2 5575

v . . 1
. /Gﬁlz/z exp(<~Rw3) /

/ e d
Sex &
(c65) x4 T

o explAn) S enp A
+ 6: (//"é",‘) - " + 1'4544,* Z S -1 R ’1/(;'
i 7 Lq

s 3(63(4'425') 4 W
T G’:’(”’é{.)z" $ ___(11444;_ £ , SR"’L(\ém{‘ >

751
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Betrachten wir zundchst den ersten Term. Mit (C55) ist:

/Z 6)(40(«’4 Ll < Z ¢4 “W) +

PR 5"111443 )4
(Coba)

Flir die Bildung des Ensemblemittels setzen wir voraus, dafB
die Geschwindigkeitsverteilung der Elektronen zur Zeit t = O,
die ja nach(C49)eine Summe von ¢ -Funktionen ist, im Mittel
eine MAXWELL-Verteilung ist. D.h. nach der Mittelung gehen
die Summen in (C66) in Integrale von kontinuierlichen Funk-

tionen Uber. Die rechte Seite von (C66a) wird dann:

r oo

Me (1)
T T (Ran )2t g
(C66D)
. * 0P ypD
. ~.-Me(441') MQ(M—L)<'€X/D {4'4(%1‘#;!1})
+ n[n"/’)”;/\;p (’6,44} ‘LV%,«-.(‘J,‘,) (/54/{{~61)-4'f) d”'(//“/(

Fir y~—> 0 geht der erste Term von (C66b) gegen

o BT M%)

Ay

Der zweite Term dageben bleibt endlich (proportionalku |G, Y
und ist daher gegeniiber dem ersten Term zu vernachldssigen.
Entsprechendes gilt flir die beiden gemischten Terme in (C65).
Mit diesem Ergebnis wird dann aus (C58) mit (C53a):
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(c68) QlAw)= = (-6 M (%) + 216G M, (¥)

[1-6 -6, [*

Zusammen mit (C60) und (C61) ist dies unser endgiiltiges
Resultat, das in die Streuformel (B40) einzusetzen ist.
Dies Ergebnis soll im nidchsten Abschnitt mit Hilfe numeri-

scher Belspiele diskutiert werden.

Zur Vollstdndigkeit soll noch kurz der Fall von Teil-
chen ohne Wechselwirkung ( statistisch unabhingige Teilchen)
mit demselben Formalismus behandelt werden. Bei Vernachlissi-
gung der Wechselwirkung wird in (C34) das Feld éﬂ gleich Null.
Dann folgt aus (C43)

(C69) £ (4,0,5) = —{T“jf-)

—_
~o

f B
(C70) N (R,S8) =-:’/ﬁ(/é,:~o,>') of’r = X, (%)

Dabei ist X, durch (C50a) gegeben. Ist die gemittelte Ver-
teilungsfunktion eine MAXWELL-Verteilung, so ist

1) QA «) = T M (%)

In diesem Fall entspricht das Spektrum des Streulichtes
einem GAUSS-Profil, dessen Halbwertsbreite einerseits durch
die Temperatur andrerseits durch den Streuwinkel, aus dem
sich'ﬁ bestimmt, gegeben ist. Das Streuspektrum wird um so
enger, Je kleiner der Streuwinkel ist. Bei exakter Vorwirts-
streuung tritt keine Verbreiterung auf; der Dopplereffekt
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hei Absorption und Emission heben sich auf.

Ist~ﬂ(ﬂﬁ flir die streuenden Teilchen keine MAXWELL-
Verteilung, so ist in (C71)die entsprechende eindimensio-
nale Verteilungsfunktion einzusetzen. Das bedeutet, daB
im wechselwirkungsfreien Fall das Streuspektrum immer -
nach Beriicksichtigung des Einflusses des Streuwinkels -
direkt die Geschwindigkeitsverteilung der streuenden Teil-

chen widerspiegelt.

5. Diskussion und numerische Beispiele

Zunidchst soll das Spektrum (C68) qualitativ disku-
tiert werden. Dazu machen wir die Annahme, daB die mitt-
lere thermische Geschwindigkeit der Elektronen grofl ist
gegenliber der der Ionen (I,17). Dann konnen wir die in
Anhang I abgeleitete Ndherungsformel (I,20) verwenden:

r ar
s oD L g (s P o)

A =
(¢72) QAR %) = T ViZsn /::(x) + }}Z(w,ﬂ) //3 (v)

Das Streulicht besteht aus zwei Anteilen. Teil I
entspricht dem Licht, daB an Elektronen gestreut wira, die
sich frei bewegen, widhrend Teil II die Elektronen berilick-
sichtigt, die mit den Ionen korreliert sind. Teil I wird
durch die mittlere Dichte und Temperatur der Elektronen
bestimmt. In II geht auBer der Elektronendichte und der
Tonentemperatur auch die Elektronentemperatur ein, da /3
von e, abhdngt (I,19). D.h. Abweichungen von thermischen
Gleichgewicht (7. # 7, ) werden sich nur in II bemerkbar

machen.

Flir o,<4< -/ ist Teil II gegeniiber I zu vernachlédssi-
gen. Aus (I,20) ersieht man, daB das Streuspektrum dann
dem wechselwirkungsfreien Fall (C71) entspricht, d.h. es
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ergibt sich ein GauBprofil, dessen Halbwertsbreite bei
vorgegebenem Streuwinkel durch die mittlere thermische

Geschwindigkeit der Elektronen gegeben ist.

Fir oC >> 4 hat /J (x) ein scharfes Maximum ungef&hr
bei x = = X, . Dabei ergibt sich nach (I,20) und (I,21)
aus der Dispersionsrelation
(C73) g(x) -1 = *%
8

P

Mit Hilfe einer asymptotischen Entwicklung fﬁr‘y erhdlt man

2

"~ 2 )
(c7d) X, = X (X +3 )) bzw. }él = fCBZ+3)

Daraus folgt mit (C63):

2 3k e iz
f—

1

(CT4a) W' = U, P
bzw.
2 2
B 3kT. A
4b) 10— e Sl LR WY
(C74Dp) W, ¥ el M

Der Ausdruck (C74a) ist die bekannte Dispersionsrelation
fir longitudinale Plasmaschwingungen. (C74b) entspricht
den sogenannten Ionenschwingungen.(N&heres siehe L.SPITZER
1956, Kap.4). Fir < »> 7 1Bt sich /x (X) in Nihe von x,
durch ein Dispersionsprofil approximieren:

Zx? €X P {-%%]
‘I('x-xo]* + f‘ﬂ’«ge\'p (-R4,%)

(c75) [ (x) =

Man sieht also, daB fir «, ?7>7 das Spektrum des
Streulichtes sich wesentlich von einem GauBprofil unter-

scheidet. Es besteht aus einer Zentrallinie (bestimmt



cdurch I1), deren Halbwertsbreite durch die thermische

hwindigkeit der Ionen kestimmt wird, und aus zweil

symmetrisch dazu liegenden fatellitenlinien (bestimmt
durch I) bei #* w, (C74a). Im thermischen Gleichgewicht
ist A'%4 Z (I,19). Das beceutet, daB die Resonanz in
der Zentrallinie nie so scharf werden kann, wie bei den
Satelliten. Bei Abweichingen von thermischen Gleichgewicht
(T. # 7))  ndhert sich die Zentrallinie fir 7¢ << 74
einem GauBprofil, wihrend fiir 7¢ >7” /%< die Resonanz bei
t «, (C74b) sehr scharf wird.

Die nichsten Abbildungen zeigen numerische Beispie-
le filir Streuspektren. Sie wurden mit der exakten Formel
(c68) berechnet. Fir den Primdrstrahl wurde die Wellen-
linge A = €993 A (Rubinlaser) gewdhlt. Die Rechnungen
beziehen sich auf ein Wasserstoffplasma ( Z = 7 ) und
einen Streuwinkel & =90o. - Es ist zu beachten, dafl in
den Abbildungen 8 - 11 1links und rechts verschiedene
MaBstiabe verwendet werden, damit Details der Zentrallinie
und der Satelliten nebeneinander dargestellt werden kon-

nene.

In Abb. 8 - 10 handelt es sich um Streuung in einem

Plasma im thermischen Gleichgewicht ( T, =T, = 7
oL, =ek; =eX ). Die Temperatur wurde fiir die Rechnung gleich

74 x107% 3.5 x107%

6 n=10"%mP 1=5000025¢ v

o =05

n =

U3)IaYUIT UBY DY) )M Ul IDYSUS UL

/4
4

¢
ax [4]

Abb.8: —— Streulichtspektrum flUr ein Plasma in thermischen Gleichgewicht mit « < 1 [ kleirer Ein-
fluB der Korrelationen). ---- GauS8profil ( Streuung an statistisch unabhingigen Teilchen'.

~-
N
W
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58000°K ( £ 5eV) gesetzt. Variiert wurde die mittlere
Elektronendichte M und damit die GroBe o« . In Abb.8 ist
M= 1016cm"3 und damit x =0.5. Das Streuspektrum zeigt
bereits Abweichungen von einem reinen GauBprofil (gestri-
chelte Kurve), im wesentlichen in der Linienmitte. Die
Zentrallinie, deren Halbwertsbreite durch die thermische
Geschwindigkeit der Ionen bestimmt wird, fédngt an sich
auszubilden.- In Abb.9 ist 7 =10Tem™ und o =1.5.

304 x10™"
| 7’,0-15
n=10"ci  T=58000 °K 2 5ev
251 a=15 s
)
201 -5 ]
&
nd
4 g
15 S
3 R
- S
1.0 .
- m
, 1%
3
3
05- ,
T ”l T T Ll T L)
Z 20 4 60 & 10
AN ]

Abb.9: Streulichtspektrum fir ein Plasma in thermischen Gleichgewicht mit « >1 ( wesentlicher Ein-
fluB der Korrelationen).

Der Typ des Spektrums hat sich gegeniiber dem vorigen Fall
grundlegend gedndert. Mit wachsender Dichte # wird die
Satellitenlinie immer schmdler.- Abb. 10 zeigt noch ein

25x1073
n=5-10%n7 T=58000 °K =5e v

201 o= 11 101075
S
o
| S
15 L
9‘:
d
- 6 i
1.04 &
S
L ¢ %
S
0s g
. , 3
3

T T T T //// T T T T T
H 2 3 ¢ 20 40 60 8 100
AN [Z ]

Abb.10: Streulichtspektrum fUr ein Plasma in thermischen Gleichgewicht mit o« 1 (Ubergangsgebiet).



n 5=1016cm"j und « =1.1.

H

Beispiel im Ubergangsgebiet mit

n=10"m3 T.58000 °K:5eV

15
x =15 6x10
Z =3
-4
-2
0 T T T T V=== T T T T T 0
0 1 2 3 4 20 40 60 80 100
-]
s N [A]

Abb.11: EinfluB der Ionenladung auf die Zentrallinie. Die Daten entsprechen Abb.9 nur wurde Z= 3 gesetzt.

Abb.11 wurde mit denselben Daten gerechnet wie Abb.9,
nur wurde 2 =3 gesetzt, um zu zeigen, wie Z die Form der
Zentrallinie beeinfluBt.

”dni/i.sgs\\ e : ,5’.{4‘7};,43"'”}” Abb.12 schlieBlich zeigt, wie
TT 111 lodod] || Abweichungen vom thermischen
9_m fi ] 7_§=J#inf>1:_ Gleichgewicht die Zentrallinie
8 \ "W,vﬂ,ﬂvmﬂwwmﬂmLWA beeinflussen. Es wurde =510 em™
— N | und 7/ = 4o 000°K gewdhlt (= o =4.0)
: 7”b§\\\\ und /, variiert. In diesem Falle
i 6;::;: ; 1] wurde die Satellitenlinie nicht mit
§ “ N | aufgezeichnet, da sie, wie schon
% o } vorher diskutiert, von dem Verh&dlt-
% "/ﬂzi"\” ' | nis Te/Ti nicht beeinfluBt wird.
5 ' \ Thre Variation entspricht nur der
3 AN 4 Anderung vor. T._.
2_,_ Eine Anderung des Streuwinkels
[ = beeinfluBt das Spektrum in derselben
R Weise wie eine Anderung der Tempe-

Abb.12: Beeinflussung der Zentrallinie des Streuspek -
trums durch Abweichungen vom thermischen Glelchgewicht.



ratur. Und zwar entspricht ein kleinerer Streuwinkel einer
niedrigeren Temperatur. Dies sieht man daran, daB in (c68)
k und T nur in der Kombination kQT vorkommen ( k = 47T -
44Q(@2&Q). Canz allgemein gesagt, ist die Funktion I (x)

nur durch einen Parameter («) bestimmt.

AbschlieBend soll noch kurz diskutiert werden, welche
Plasmaparameter mit Streuexperimenten bestimmt werden kon-
nen. Im Fall &, < 4. ergibt sich ein GauBprofil, aus dessen
Halbwertsbreite sich die Elektronentemperatur ergibt. Die
Elektronendichte 148t sich nur durch Absolutmessungen be-
stimmen.- Fir o, ~ 7 1dBt sich die Elektronendichte und
die Elektronentemperatur bereits aus der relativen Intensi-
titsverteilung bestimmen. Hierzu ist ein Vergleich mit de-
taillierten numerischen Rechnungen notwendig (s.H.J.KUNZE
u.a. 1964). Kann man auch die Zentrallinie messen und auf-
18sen, so 1daBt sich auch noch die Ionentemperatur bestim-
men.-Im Fall e, ®>? 7 wird die Situation unglnstiger, da
die totale Intensitidt der Satellitenlinie mit 'Z/?7*1Me‘)
abnimmt (I,27). AuBerdem wird in der hier verwendeten N&-
herung die Satellitenlinie sehr scharf. Wie u.a. von
V. GILINSKY und D.DUBOIS (1963) gezeigt wurde, wird dann
die Verlreiterung durch StdBe wesentlich.* Prinzipiell kann
man aber im thermischen Gleichgewicht die Elektronendichte
und die Temperatur bestimmen aus dem Verhdltnis der gesamten
Intensitidt der Zentrallinie und der Satellitenlinie und aus
der Lage der Satellitenlinie. Kann man aufB3erdem noch die
Zentrallinie aufldsen, so kann man auch bei Abweichungen

vom thermischen Gleichgewicht 72’7:- und 7 bestimmen.

Ganz allgemein werden die StdBe wesentlich, wenn man im Spek-
trum Strukturen in einem Bereich 4 « £ &% untersuchen
will (4, =StoBfrequenz). Diese Einschrdnkung ist irsbesondere
auch fiir Untersuchungen der Zentrallinie von Bedeutung.



6. Spektralverteilung der Dichtefluktuationen in einem

homogenen Magnetfeld.

7zum AbschluB dieses Kapitels soll noch untersucht wer-
den, welchen EinfluB ein homogenes, zeitlich konstantes Ma.g-
netfeld auf die Spektralverteilung der Dichtefluktuationen
hat.

Wir gehen wieder von der WLASOW-Gleichung aus. Dann
ist analog zu (C34):

(076><‘§‘*§+m%‘f’n(é+ JO”G)LZ =0

Mit denselben Bezeichnungen und Transformationen wie in
( ¢35 - CU4) ergibt sich flir die FOURIER - LAPLACE -Trans-
formierte der Verteilungsfunktion:

ey €
LS~ (%70]{;(/4,’){3,5) = /_;’in 'é (%,S) UD C_’,,‘(:O)
(CT77)

+ 2= X% X 27%—%’—@*“&) = L4, 0)

Wenn man %, , € undAf” als gegeben betrachtet, ist (C77)

eine Differentialgleichung fur yf . Um diese zu l0sen,

z werden Zylinderkoordinaten einge-

';T\\ fihrt mit der Achse parallel zu
T~ X und der Ebene f = ¢ in

. )

. der 4- A -Ebene. ¥ sei der

-4 ¢ u Winkel zwischen & und X*> , <«

: -7y die Komponente von #0 parallel
: z .’ zu £ und W der Betrag der Ge-
|

W7

schwindigkeit senkrecht zu P
x ( siehe Abb.13). Dann ist

Abb.:13 Zylinderkoordinaten im +0 -Raum.



(c78) U} = u"cm/ ) 7,'”7 = W ”"f 7 7)'1 = w2

Mit dieser Koordinatentransformation und mit (C9) geht
(Cc76) iber in

3£(%/%*%ﬂf)
o p

= —1/(%,5)% + & £ (#n0)

_‘7_2/_/; Lg-{ﬁ(aaty)}‘ W Y [M/)]%[ﬁ 41,11/:{,5)

(C79) -

Die Losung dieser Differentialgleichung (s.Anhang II) ist:

pYAL S

y -
i (kw0 g5) = Jdy'[§ €(%,s) rE P04) ]

(c80a) .eKP{' [m «%«cm?ﬂff/'4/w4wVCWq'ﬁaﬂﬁ

Entsprechend gilt flr die Ionen:

7 .
F, (A, 1/ 9= [v(f (£ €4 s) au,,f,’fj) - & F(4,0)]-

(C80b)
cexpl i, Lls-ikuces¥) (f-f1) =<kt vom ¥ (runf- wi,o')]}

Wenn wir jetzt die Ausdriicke (c80) liber alle Geschwindig- -
keiten integrieren, so erhalten wir mit (C44) analog zu (C51)

i\

(c8la) M (4,S) Ye (#,5) = R, (%3) [z M(#4,5) —n(#,3)]

(c81p) N(#4S) = Y (45)+ R, (%,.s’_)/z [Z/V('é,s)- 77 (ﬁ,.s)]
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Dabei 1ist:

y i f// 5 /
(c82a) Y. (%s) :-/djf‘/f?_e Sk, w0') exp{....} elf

(c82p) (m)‘-//c fs? -’)éx,o{-..._}o/f/

und

< ‘/T ech o4, t0)
c W'

(c83a) R, (ks)="/°/ v’/ cxpl...} ofy’

N\ ;
(C87b) \ (’/’b)— C/3 / ”FZCC% 0;';’:,0) eXPf..fo{f’

Die Funktionen Y und R werden im Anhang III ausfiihrlich
behandelt. Die weitere Rechnung geht genau wie im magnet-
feldfreien Fall, wenn wir in (C51) und in den folgenden Formeln
die Funktionen X und G durch Y und R ersetzen. Damit
folgt:

YQ(VW'Ri)“ Z»X:Re
/[~R¢~R¢’

(c84a) M (&,5) =

Yo(1=Re )= Yo Re/Z
4 =R, - R.

(cerp) N (%, 35) =



(ces) Q(t w) = €/m L= | Yel> |4~ /?L‘M)b)/x* Z"</Y¢.'/Q>,R¢,(4,Io)_Ll
) / =g 7 / /’-—Ra(‘é,h))’/?."[’ﬁlu)/‘l

Mit den Formeln (III,45) fiir % und Y ergibt sich dann:

- A,tz — /’—h—“~4£;-~_a“\\3
(66 QUAw) = T 22 [ 4= Rot4n)l* Jm R, h0) + Z5 [Relhe] Jom R4y
\ I wit /4"R([44“’)"1Qi/’4"’) /2

Diese Formel ist ganz analog zu (C68) flir den magnetfeld-
freien Fall.* Entsprechend ist (C86) unser allgemeines
Ergebnis fiir ein Plasma mit Magnetfeld. Die Ionen- und

Elektronentemperatur kdnnen verschieden sein.

Die Formel (C86) soll noch kurz filir einige Spezial-
fglle diskutiert werden. - Fir den Fall 4 parallel zu 4,
“d.h. ¥ =0 wird in(III,5) die Integration liber p’ elemen-
tar. Mit (III,4) ergibt sich dann, daB R, und R; in die
Funktionen G und G, (C60 bzw. COH4) Ubergehen. Das bedeu-
tet, daB in diesem Fall das Magnetfeld das Streuspektrum
nicht beeinfluBt; (C86) stimmt mit (C68) iberein.

Dieselbe Aussage gilt nidherungsweise, solange die Be-

dingungen

- 1
(c87a) %CU’)Y —‘/QKTe 77 —‘//

% Dazu sei bemerkt, daB in (C68) gilt:

P/{c(%) . . j’VY'L G-Q_» . ML(%) — . \74’)’1 G-t'

Y - Tw o2 7 A T ow P
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J’_E 1' (/ i }\7‘ Lo /\ //
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erfiillt sind. Man sieht dies am besten an der Gleichung
(IIT1,17). Unter der Bedingung (C87a) ist der Integrand

nur fiir kleine " wesentlich von Null verschieden. In die-
sem Bereich kann man aber 347" durch ¢ ersetzen und die
beiden letzten Terme im Argument der Exponentialfunktion
addieren. Damit hat man flr g denselben Ausdruck erhalten

wie im Fall ¥ =0. Entsprechendes gilt flr g..

Fir starke Magnetfelder, d.h. fir

(C88a) J;; /*%T‘ << A

und

(C88D) é ]/ ”1/’;71’ << j

kommt im (III,17) der wesentliche Beitrag zu dem Integral
aus dem Gebiet "> 7. Dann kann man aber den letzten Term
in der Exponentialfunktion im Vergleich zu den anderen ver-
nachldssigen, bzw. man kann den Faktor *LKP(’“ 4”52;(7; »
ojE;% o L any ads”) riir alle £“ gleich 1 setzen. Dann
erhalt man.fih'gcwieder dasselbe Resultat wie im Fall ¥ =0,
wenn man /. durch 7;[&4l1f ersetzt. Entsprechendes gilt
fur 34', wenn man /; durch 7, w»* ¥ ersetzt. Das bedeutet,

das Spektrum wird gegeniiber dem magnetfeldfreien Fall um
den Faktor ¢onY enger. Die totale Streuintensitédt wird
von dem Magnetfeld nicht gedndert, da nur jQ und gﬁ'nicht

aber o, und oy beeinfluBt werden.

Komplizierter wird der EinfluB des Magnet feldes auf

das Streuspektrum fiir den Fall eines schwachen Magnetfeldes,
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wenn der Wellenzahlenvektor /@ ungefdhr senkrecht auf 5
steht, oder genauer gesagt flr

B JAKTe . Ay 2K T
(c89a) o T 1 -; R l/ e g

<

und

& 2k G : Rt An Ty
(c890) == =5 > 7 [y VM << 7

In diesem Fall ist Teil I des Spektrums (C86) im Vergleich
zu (C68) mit der Elektronen - und Teil II mit der Ionen-
gyrofrequenz moduliert. Man sieht dies am einfachsten fol-

gendermaBen ( auf eine detaillierte Diskussion des Spek-
trums soll hier verzichtet werden): Wir setzen in (III,19a)
§ = « w . Dann ist:

76 :/c(,-(ﬁco.;(_,%—x) - < 5’.71(;%)()] )
(c90) ’ .
. . . T \2
. ex[bi-[sm“? (1-cosx) + L x%cos ¥ ] meﬂf" }

Unter den Bedingungen (C89a) ist die Exponentialfunktion
in (C90) nur dann wesentlich von Null verschieden, wenn

/7

(C91) X =~ Q14

ist. Dabei ist £ eine ganze Zahl. Mit (C91) gilt die

Approximation:
7 . ~ X
(c92) {-cosx = Z(x-2am¢€)

Mit dieser Niherung folgt aus (C90) fir Ge ¢
e

(C93) Ge = 3. Jotx ccos(x) =< sm(#£x) T
14 ]

17 ~p\2 - 44 2 kTe.‘/%‘k
”QXP{‘E'}:(X'J(/L ) s+ L X o A B

<



Aus (C9%) sieht man nun sofort, daB der Realteil von ¢,
einen maximalen Wert erreicht, wenn w ein ganzzahliges
Vielfaches von {2, ist; denn dann ist der Kosinus - unter
Beriicksichtigung von (C91) - fir jedes £ ungefdhr gleich

1. Nach (III,4%a) und (C86) ist nun e g. ~ »m Re ~L
Entsprechendes gilt fiir die "Ionenkomponente" IT.- Die Modu-
lation ist um so stirker, je niher ¥ an 90°ist.

Die einzelnen hier diskutierten Bedingungen konnen
auch nur fir Teil I oder Teil II erfiillt sein. So kann
z.B. (C88a) gleichzeitig mit (C89b) erfiillt sein. Dann
ist nur die Zentrallinie (Teil II) mit der Gyrofrequenz
der Ionen moduliert, widhrend Teil I dem magnetfeldfreien

Fall entspricht, wenn man in ge@ durch 7Te @S*¥ ersetzt.

Es erscheint recht schwierig, eine solche Modulation
durch Streuexperimente im Labor nachzuweisen. Einerseits
tritt eine wesentliche Modulation nur auf, wenn ¥ sehr
nahe bei 90°ist. Andrerseits sind die so entstehenden
Linien so schmal, daB flr eine genaue Berechnung der Pro-
file sicher die StdBe berlicksichtigt werden miissen. Diese
wiederum werden die Linienstruktur wieder weitgehend ver-
wischen. AuBerdem wird es experimentell schwierig sein,
die Linienstruktur aufzuldsen. Macht man Streuversuche
mit dem Licht eines Rubinlasers (A= 694% 8) und bei einem
Magnetfeld von 10 000 /", so betridgt der Abstand der durch
das Magnetfeld verusachten Maxima in Teil I des Spektrums
(Modulation mit der Elektronengyrofrequenz) ungefdhr 0.4 A
und in Teil II (Zentrallinie; Modulation mit der Ionengyro-

frequenz) ungefdhr 2.5 -107 'A.

Hinsichtlich einer eingehenderen Diskussion des Spek-
trums (C86) sei auf die Arbeit von J.A.FEJER (1961) ver-
wiesen. Numerische Beispiele werden in der Arbeit von T.
HAGFORS (1961) angegeben.



D. ERZWUNGENE DICHTEFLUKTUATIONEN UND LICHTMISCHUNG .

1. Erzwungene Fluktuationen.

In Kapitel C wurden die thermischen Dichtefluktu-
ationen behandelt, d.h. diejenigen Fluktuationen, die
aufgrund der thermischen Bewegung der Teilchen und durch
die COULOMB-Krifte zustande kommen. Es soll jetzt die
Frage diskutiert werden, inwieweit es mdglich ist, Dichte-
fluktuationen durch ein #HuBeres elektrisches Feld (z.B. einen
Laserstrahl) zu erzwingen.

Das Problem soll wieder mit Hilfe der linearisierten
WLASOW-Gleichung behandelt werden. Dazu spalten wir das
elektrische Feld € auf in einen Teil £, , der das innere
Feld aufgrund der Raumladungen (C35, C47) reprédsentiert,

und einen Teil é% , der dem #HuBeren Feld entspricht:
=€, + £
(Dl) A «

Da wir bei {Zinsbesondere an das Feld in einem Laserstrahl
denken, wollen wir einschridnkend annehmen, daB es sich um
eine transversale monochromatische Welle handelt. Dann sieht
man leicht aus Gl.(Cl4B8a) und folgenden, daB - im Rahmen der
linearisierten Theorie - in einem magnetfeldfreien Plasma
keine Dichtefluktuationen durch ein HuBeres Feld hervorge-

rufen werden. Denn es ist

1 X

S -~ 1410

7u dem Integral trdgt nur eine zu A parallele Kraftkomponente
bei, und entweder stimmt £ mit dem Wellenvektor des elektri-
schen Feldes {; iUberein, dann ist 4a.L * , oder es handelt

sich um ein anderes <R , dann ist €, (45) = C
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Anders liegt der Fall, wenn auch noch ein #uBeres
Magnetfeld vorhanden ist, das wir im folgenden als zeit-
lich konstant und homogen betrachten wellen. Dann erhdlt
die durch .é erzwungene Bewegung der Elektronen aufgrund
der Gyrationsbewegung eine longitudinale Komponente, wenn
nicht X parallel zu ¢,

Ee % Induzierte Elektronenbewegung oder#ist. Dadurch wer-

O TN TN TN TN TN TN den dann Dichteschwan-
— kungen verursacht.

(O S e Qualitativ sind die Ver-
e hiltnisse in Abb. 14 dar-

O TN TN T 1//ﬁ gestellt.
—

B g .
Wir gehen also wie-
O . " N . N . &
der von Gleichung (C77)
Abb.l4: Induzierte Dichtefluktuationen unter Bel"UCkS]ChL lgung

von (D1) aus. Es ergeben
sich dann wieder die G1.(C80). Durch Integration Uber den Ge-
schwindigkeitsraum ergibt sich dann:

(D3a) M (A S) = Y. (AS) =S, (R ) =R (£s)] ZINA5) r//m)_]

und

ooy N(4,5) = Yo (R S) =S (£5)/2 = R(£s)/Z [ZN(A5) - ni4s)]

Die Funktionen Y und R wurden bereits durch (C81 und C82)
definiert. Analog zu R 1st dann

(Di4a) S(ﬁj"j:[v,fdfg(¢s _,ag(m‘)

B o

cexp {—;5:-6[ (s-<Au ) (£-¥')

A Y (g )]
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und

T ’
(piv) SR, s) :‘/;/a{z,,_‘{o(f,/ € (£s)% %_;(;)—’7@ expi{-Z.1...7f

Die Funktionen Y, R und S werden im Anhang III behandelt.
Die Aufldsung des Systems (D3) ergibt:

b5 M (A s) = Ve TS )(1=R) = RAZ Y~ 5.)
'7 ‘R_e - R,f_'

und

N(/ﬁ\ S): (Yt'“"S{/Z)(’/""Re) "RC/Z(V—E"S&)
| T1-R, = R,

(D5b)

Und daraus folgt dann analog zu (C85):

(06) QA w) = Ormd LYeZSel> 117 Rel* + <1Z¥e-5:0% [R)*
r=otm | 4= Re = R« }&

Bei Bildung des Ensemblemittels in (D6) wird in Y iiber die
Anfangsbedingungen und in S iber die Phase des HuBeren elek-
trischen Feldes zur Zeit t = O gemittelt. Da diese beiden

GroBen offensichtlich miteinander nicht korreliert sind ist:

il

(072 < Ye = Se)?> IVo 12>+ <15, )%

wio, <) Ye = S = < Yel> + < /5;/‘*7

Entsprechend kdnnen wir schreiben

(D8) Q (%4 w) = th (%R, w) + @, (%, 4)

7



Dabei entspricht (}% den thermischen Dichteschwankungen
und ist durch (C3?5) gegeben wihrend G& den erzwungenen

Fluktuationen entspricht. Es ist

oo QA ) = Crm 2 SISl 17=Rel "+ <IScIY [Rel”
SR T yse T - Re - R

(D8) mit (D9) ist unser endgliltiges Resultat in allgemeiner
Form. Bis jetzt wurde keine Annahme dariuber gemacht, ob es
sich bei dem HuBeren Feld €, um eine transversale Welle han-
delt oder nicht. Hingegen wurde im Falle, daB es sich bel 4%
um das elektrische Feld einer elektromagnetischen Welle han-
delt, der EinfluB des magnetischen Wechselfeldes der Welle

vernachlidssigt.

Es soll jetzt noch der Spezialfall genauer behandelt
werden, daB es sich bei dem HuBeren elektrischen Feld um
eine transversale Welle mit a12>526und u%/ﬁ¥ﬁv c (d.h.

w >> Wy ) handelt.(Gedacht ist dabei an das Feld eines
Laserstrahles). In diesem Fall werden die Verhdltnisse sehr
viel einfacher. Es sind dann die im Anhang III angegebenen
Entwicklungen gute Ndherungen. Zundchst sieht man, daB unte:

diesen Voraussetzungen auf der rechten Seite in G1.(D8) ein

Term stets zu vernachlissigen ist. Dann entweder 1ist w/ kK << ¢,

dann ist &, =0, da dann £, (#,4) =0 ist. Oder aber es
ist w/A ~ ¢ , dann ist Qt7zu vernachldssigen. Dies er-
gibt sich daraus, daB die Phasengeschwindigkeiten der ther-

mischen Flutuationen mit den Teilchengeschwindigkeiten ge-

koppelt sind.® (Man sieht dies sehr deutlich an Gleichung (C68).

Andrerseits folgt dies auch formal aus der Reihenentwicklung

(TTI,65)

FHier genligt diese Abschidtzung. Will man fir w/A > C die ther-
mischen Fluktuationen genau berechnen, muB man relativistische

Gleichungen verwenden.
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Da wir uns hier nur fir die erzwungenen Fluktuationen
interessieren, widhlen wir w und %4 so, daB sie dem erzwin-

genden Feld entsprechen. Dann ist also:

(D10) R(A,w) = Qg4 w)
Weiterhin ist in diesem Fall

(p11) Re(#,4), Ri(4 w) << 1
Damit wird dann:

(p12) Q (4 w) = ;’;%07 L < Se (&, w) [ty

mit (III,67) wird daraus:

- - = - i e 1. :
(013) Q%)= 7{;”; F NN E (A B (5550 ) simy simx, 5oz,

Die Winkel ¥ X,und X,geben die Richtungen von A& und é;
relativ zu A an. Da wir vorausgesetzt hatten,daf es sich
bei -€4 um eine transversale Welle ( £4 L 4 | handelt,
miissen die drei Winkel die Bedingung (III, 65) erfiillen.
D.h. es sind nur zwei dieser Winkel frei widhlbar.

2. Lichtmischung und Erzeugung der zweiten Harmonischen unter

Vernachl&dssigung der Dispersion.

An diesen durch einen Lichtstrahl ( oder ganz allgemein
durch eine elektromagnetische Welle) erzwungenen Dichtefluk-
tuationen mit der Frequenz «wy, und dem Wellenzahlvektor 54/
kannn nun das Licht eines zweiten Strahles entsprechend (B20)
gestreut werden. Entsprechend der Bedingung (B41) hat das
auftretende Streulicht dann die Summen- und die Differenz-
frequenz der beiden Strahlen. D.h. es tritt Lichtmischung auf.
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Wenn man die Dispersion des Plasmas vernachiassigt, d.h.
wenn man den Brechungsindex gleich 1 setzt (w¢<< w”44,k¥)
k)
gilt:
) w
(D14 ) oo s o £

A, A A4
Mit dieser Beziehung folgt aus (BA41), daB der Mischungs-
effekt nur auftritt, wenn die beiden Lichtstrahlen parallel
sind. ( Das Dreieck in Abb.> ist dann zu einer Geraden ent-

artet.) Das Mischlicht tritt nur in Vorwdrtsrichtung auf.*

Es sei darauf hingewiesen, daf die Streuformel (B40)
nach ihrer Herleitung auch fiir kohdrente Dichtefluktuationen
gilt. Man sieht dies sehr einfach, wenn man in (B19) fir die

Dichtefluktuation eine ebene, monochromatische Welle ansetzt:

(D15) M t) = A + n, [ expi<[Fya-ayrry I} +A4]

Dabei ist p die Phasendifferenz zwischen Lichtwelle und
Dichtewelle fiir t = 0 und # =0. Man sieht dann, daB # in

den Ausdruck fir das Streufeld {; nur so eingeht, daB es einer
Verschiebung des Zeitnullpunktes entspricht. Das bedeutet,

daB die mittlere Streuintensitidt von # nicht beeinfluBt wird.

Daraus ergibt sich, daB (B40) insbesondere auch fir den
Spezialfall gilt, daB cQ,=-w;ist. In diesem Fall haben wir
nur einen Lichtstrahl und es ist ), =44, . Das "Streulicht”
ist dann also die zweite Harmonische.- Es hat in diesem Fall
keinen Sinn, nach Streulicht mit der Differenzfrequenz zu
fragen, denn diese sowie der zugehdrige Wellenzahlvektor sind

Null.

Geht man davon aus, daB die elektromagnetische Welle,

die die Dichtefluktuationen erzwingt, eben und monochromatisch

7 Dies ist eine Korrektur der frilheren Aussage (W.H.KEGEL 1963%),
daB die Differenzfrequenz bei antiparallelen Strahlen auftritt.
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ist, so folgt, daBl die FOURIER-Transformierte der Dichte-
fluktuation im «w- & -Raum einer dg—Funktion entspricht.

( Bei endlichen Volumen V gilt dies nur niherungsweise.)-
Das hat zur Folge, daB das " Streulicht " nur in einer
Richtung auftritt.- Bei der Anwendung der Formel (B40) muB
man dies beachten. Es ist dann sinnvoll, nicht mehr nach

der differentiellen Streuintensitidt zu fragen, sondern nach
der gesamten pestreuten Energie. Ist ¢foc das Raumwinkelelement,

so ist entsprechend (B40):

P

(Dl6) _.].—7\ = _Z: {47 4/4) /(/A, /L’/&‘ C{‘(%/éu)se

>

Im weiteren sei der spezielle Fall der Erzeugung der
zweiten Harmonischen betrachtet. Das Plasmavolumen sei qua -
derfdrmig mit den Seiten a, b und L, parallel zu den Koordi-
natenachsen. Weiterhin sei angenommen, dafli der Wellenzahl-
vektor 4& des die Dichtefluktuationen erzwingenden Feldes

nur eine Z -Komponente habe.

%o(#/) ,,,U exp { =< (Rpw~w,t)}
(D17) |
= Ay eapl-4 (K, z - ayl)}

Dann gilt flr die FOURIER-LAPLACE-Transformierte:

, ) in (A& : 4 : AT
(18) 4(4/j):tpﬁu {wj’s _ _sm%(:hf) ) 5/2;4,;\) _ 5/%/{\;2(44’}5;)3\;
Setzt man dies in (D13%) ein, so erhidlt man:
- Q (A o) = (ft;f; 7 /{.62%_5‘/11)@;&5:,2324% ’\//;_Hﬁg_)?/}b;ﬁz[“
s X, et X Si'n;‘i%x% ~>"/713(fy £) s 4s- ’j_j)
p y (4z“é¢/



- 66 -

Bei der Ausfihrung des Grenzprozesses und der Integration
in (D16) ergibt die erste Klammer in (D19) den Faktor 1.

Mit der Bezeichnung

-2 ~.R A A 2 * . - ]
A= n"E, B o (e ) G, sin'¥simix s/mtx,

(D20

wird dann aus (D16):

— VB E) oAb 5o k)
(p21) L, = I #4.4) A }é,//c -S’”.(:é“) $ ’,(fyl) Sim Y4, //):)
| | ks A (k)

Ist 44 der Einheitsvektor in der Richtung Plasma-Beobachter,

so ist:

£ H

=]
o
NN
»

1
NN
N\

\*

NN
I

Wenn wir Polarkoordinaten einfilhren, so hat # die Komponenten

(23) My = sinies pooony = sl itsiny o ong = cogd)

Um den Integranden in (D21) zu vereinfachen, approximieren

wir:

/ “d 2 2 P
" " L (. _“
AL K(/% 22 x —— exp/ = % |

D24)
( b ¥

A
(Entsprechendes gilt fir die beiden anderen Faktoren.) Diese
Ndherung ist so angesetzt, daB die beiden Funktionen flr éx=O
libereinstimmen und das Integral iiber beide Funktionen den
gleichen Wert liefert. Diese NiZherung bedeutet, daB wir die
Cetails der durch (D19) gegebenen Beugungsfigur nicht beriick-

sichtigen.



Mit den Gleichungen (D22 -24) wird dann aus (D21):

[ (# o , 2 g2
I,= L A6 A [y Jutwsimd 2 b

(D25)
= ) 1 2 | =
ex/of~ [ﬁlzﬁ 5'11729([,:1(,“7/‘ + b AR, sin /,Sf'nz{’ + L*[gz[t‘_’f Va-,?;éfﬁ]
Fir den Spezialfall a = b = I 148t sich dies Integral sehr

einfach ausrechnen. Mit den Annahmen 41 = XAQ und a,{; >> 7
ergibt sich aus (D25):

A —2 A —~x g . _
Rt /_fif)y it 4 L S SIS,

z N ~ - ed
r E“Bl AV Sim Y SsimiX, SimtX, - & 8210
, 4

Fir den Fall a = Db # L folgt mit denselben Arnahmen:

B _ VA —~2 ‘ 4 &  ;
_La\f/_/_.,A é4 _ﬁ/}{;t}_x_a:’f' '@XP{ 'ﬁf l L.l(i(;{l }' ’
(D27 ) .
' A d £ a
[C’D(Vﬂ% VaL*-a‘ ) ¢( = Viz-a* )]

Dabel ist ¢ das Fehlerintegral. Macht man eine asymptotische
Entwicklung fiUr grofBle Argumente, so ergibt sich wieder die
Formel (D26). Dabei ist dann jetzt «? der Querschnitt des

durchstrahlten Plasmavolumens.
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3. EinfluB der Dispersion

Die Verhiltnisse werden komplizierter, wenn man die

Dispersion mit berilicksichtigt. Aus der Dispersionsrelation

. r~ LT L 2
(D28) C /‘{ = - p

( glltig fir @ >> S, ) folgt, daB die Bedingung (B41) im
Fall der Lichtmischung nicht erfiillt werden kann. - Eine
entsprechende Situation findet man bei der Erzeugung von
Harmonischen in Kristallen. Dort ist die Intensit&t der
erzeugten Strahlung eine periodische Funktion der Kristall-
dicke, da ein wesentlicher Teil der elektrischen Feldstarke
durch Interferenz ausgeldscht wird. - Das'bedeutet,‘daﬁ in
einem unendlich ausgedebnten, homogenen Plasma, der Mischungs-
effekt nicht auftritt.Bei einem endlichen Volumen hingegen
ist die Intensitdt des Mischlichtes eine periodische Funktion
der Weglinge des Lichtstrahles durch das Plasma, sie wird

also nur fiir Sonderfdlle gleich Null.

Wenn man entsprechend (D28) beriicksichtigt, daB bei der
Lichtmischung die Erzeugung mit der Ausbreitung der Wellen
nicht in Phase ist, so ergibt sich aus (B22), ( flrc ist jetzt
die Phasengeschwindigkeit der Streuwelle im Plasma einzusetzen)
daB die aus (B40O) bzw. (D1€) oder (D26) berechnete Intensi-
tit I, noch mit dem Korrekturfaktor

simi(A% )
(o4 L)

(D29)

zu multiplizieren ist. Dabei ist L die Weglidnge des Licht-

strahles durch das Plasma und

D30) Ah = A Ay - - e
(5 1 f CP(WII/‘/{)
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Cp(u)ist die Phasengeschwindigkeit einer Lichtwelle der
Frequenz « im Plasma. Diesen Formeln liegt die Annahme

zugrunde, daB die beiden Strahlen parallel sind.

Fiir den Spezialfall der Erzeugung der zweiten Harmo-
nischen folgt aus (D28) und (D30):

\ 2w 3 /
(o Ak = 2 (V-2 - VV‘%")

Fur a4,<<k@ vereinfacht sich dieser Ausdruck zu:

2
3 w,; &b? 3 _4p_

2z = - o i fad _ . = :
(D32) 4 4 gy ¢ o 4wy

= 2.7 1ol5sec‘l)

( Fiir das Licht eines Rubinlasers (
=7 'lolécm-3 ist

w
7
und eine mittlere Elektronendicunte #
44 .1 cm-l.)
5 :
Im Fall 4# oder L -~ geht der Faktor (D29) gegen
1. Das bedeutet, daB man fir kleine Dimensionen den Einfluf

der Dispersion vernachldssigen kann.

Es sei noch darauf hingewiesen, daB aus (D26), (D29)
und (D32) folgt, daB der Maximalwert der Intensitdt des
Mischlichtes nicht von der Dichte 7 abhingt.

E. GULTIGKEITSBEREICHE

AbschlieBend sollen noch die Gliltigkeitsbereiche der
in diesem Bericht dargestellten Theorie kurz diskutiert

werden.

Eine Einschriankung filir die Gliltigkeit ergibt sich
daraus, daB von den linearisierten Gleichungen ausgegangen
wurde; d.h. es wurden sowohl bei der Berechnung der Dichte-
fluktuationen in der WLASOW-Gleichung (C40) die nichtlinearen
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Terme vernachlidssigt, als auch die héheren Terme in der
Streuformel (B4O). Bei der Lichtmischung ergibt sich im
Rahmen der hier gebrauchten Ndherungen die Nichtlinearitit
erst dadurch, daB man die erzwungenen Fluktuationen, die
linear vom AuBeren elektrischen Feld abhingen in die Streu-
formel (B4O) einsetzt. Der linearisierte Ansatz flr die
Berechnung der erzwungenen Dichtefluktuationen hat zur Folge,
daB die hier abgeleiteten Gleichungen fiir die Lichtmischung
keine Resonanz enthalten fiir den Fall, daB die Differenz-
frequenz der beiden Strahlen genau der Plasmafrequenz ent-

spricht.

Weiterhin wurden die ZweierstdBe vollstédndig vernach-
lissigt. Wie bereits erwdhnt, wird der EinfluB der StoRBe
auf das Streuspektrum wesentlich, wenn die StoBfrequenz in
den Bereich der Breite der betrachteten Linie kommt oder
groBer als diese wird. D.h. die StdBe sind wesentlich fir
die Resonanz in der Nihe der Plasmafrequenz (CT74a), wenn
oA, >> 4 ist ( fir«,=7 wird das Spektrum von den St&Ben
praktisch nicht beeinfluBt), und flir die Resonanzen, die
unter dem EinfluB eines HuBeren Magnetfeldes auftreten.
Auch fiir die genaue Struktur der Zentrallinie konnen die
StoBe wesentlich sein.- Der EinfluB der StoBe auf das Spek-
trum der Dichtefluktuationen ist in mehreren Arbeiten ausfihr-
lich diskutiert worden (z.B. D.DUBOIS u. V.GILINSKY 1963
und A. RON, J. DAWSON u. C.OBERMAN 1963).

In der hier dargestellten Theorie der Lichtstreuung

an thermischen Dichtefluktuationen wird die ganz wesentliche
Annahme gemacht, daf das durch das Plasma hindurchgehende
ILicht die ZustandsgroBen des Plasmas nicht wesentlich &ndert.
Auf der anderen Seite bedient man sich bei der Ausfihrung
der entsprechehden Experimente der stédrksten TLichtquellen,
die man kennt, und fokussiert die Energie auf ein moglichst
kleines Gebiet. Das bedeutet, daB man bei der quantitativen

Bestimmung von Plasmaparametern mit Hilfe der Lichtstreuung
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priifen muB, ob die oben genannte Annahme erfilillt ist oder

nicht. Dazu sei das folgende Beispiel gegeben: Man kann die
Energie berechnen, die ein Plasma aus einem Lichtstrahl ab-
sorbiert (kontinuierliche Absorption). Wenn man einen 1MW-

7

ILaser mit einer Pulsdauer von 10 'sec verwendet und dessen

Strahl in einem Wasserstoffplasma mit einer Elektronendichte
von n = lOlrrcm-3 und einer Temperatur von 60 000°K auf
ein Gebiet mit einem Querschnitt von 1mm' fokussiert, so be-
triagt die gesamte absorbierte Energie rund 27% der in diesem

Gebiet enthaltenen thermischen Energie.

Die Amplitude der kinetischen Energie, die ein Elektron
- klassisch gerechnet - aus der Schwingung in einem elektrischen

Feld erhdlt, ist gegeben durch

—oA
=

A
c et E° .
S

—

(E1) Evo = Tom oo

_ 1w
A w?

Filr ein elektrisches Feld der GroBenordnung 1O6e.s.E e }‘1O8V/Cm

ist diese GroBe von der Ordnung 6 eV.

Man sieht also, daB es durchaus Fille geben kann, in denen
man die Einwirkung des Lichtstrahles auf das Plasma berlicksich-
tigen muB. In extremen Fdllen, in denen die Zeit der Wechsel-
wirkung Licht-Plasma kurz ist gegenliber der mittleren Zeit
zwischen zwei St8Ben - was bei der Anwendung von gepulsten
Hochstleistungslasern der Fall sein kann - kdnnen diese
Einfliisse wesentlich anisotrop sein. Prinzipiell mifBte man
fiir die Auswertung von gemessenen Daten eine selbstkonsistente
Theorie verwenden, die die Einwirkung des Lichts auf das Plasma
beriicksichtigt.

Eine weitere wesentliche Einschrinkung besteht in der
Annahme, daB die mittlere potentielle Energie der Teilchen
klein ist gegeniiber der mittleren kinetischen Energie. Dies
bedeutet, daB sehr viele Teilchen im DERYE -Volumen enthalten

sein missen (C10). Diese Annahme ist z.B. flr Lichtbogenplasmen
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kaum noch erfillt.

Es seil noch einmal erwdhnt, daB fir alle auftreten-
den Frequenzen von Lichtwellen angenommen wurde, dall sie
grof3 gegen Lq,,f?e und Sg;sind. Das bedeutet, daBl eine
eventuelle Dampfung der Lichtwellen, sowie Effekte wie
Doppelbrechung und Drehung der Polarisationsebene vernach-

lassigt werden.

Im vorliegenden Bericht wurde nur ein Zweikomponen-
tenplasma betrachtet. Eine analoge Erweiterung auf mehrere
Komponenten bereitet keine wesentlichen Schwierigkeiten.
Hierzu sei auf die Arbeit von J.A.FEJER (1961) verwiesen.

Diese Arbeit wurde wesentlich durch die Kritik und eine
stindige Diskussion mit Herrn Dipl.-Phys. A.SALAT gefordert.
Weiterhin danke ich Herrn Prof.A.SCHLUTER, Herrn Dr.H.K.
WIMMEL sowie Herrn Dipl.-Phys.H.VOLK fiir zahlreiche anregende
und kidrende Diskussionen.

Mein Dank gilt auch Herrn Dr. P.P.J.M.SCHRAM. In Zusammen-
arbeit mit ihm entstanden die Ergebnisse des Anhangs I.
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o
Anhang I. Zweiteilchenkorrelationsfunktionen.

Die Gliltigkeit der Methode, mit der in Cl die Zwei-
teilchenkorrelationsfunktionen und der totale Streuquer-
schnitt berechnet wurde, beschrinkt sich auf das exakte
thermodynamische Gleichgewicht. Eine Verallgemeinerung
flir den Fall verschiedener Elektronen- und Ionentempe-
ratur - wie sie z.B. von RENAU (1962, 1963) versucht
wurde - fihrt leicht zu einem falschen Ergebnis. Bei einer
korrekten Behandlung des Problems muB die Bewegung aller
Teilchen, auch die des Testteilchens, dessen Abschirmwolke

man betrachtet, berilcksichtigt werden.

Zur konsequenten Behandlung des Problems gibt es ver-
schiedene Moglichkeiten. Einerseits ergibt sich der totale
Streuquerschnitt - und damit die Zweiteilchenkorrelations-

funktion - durch Integration des Spektrums (C 68):

F e

(1,1) AR = [ QA a) cdw

Weiterhin 188t sich die Frage als Testteilchenproblem be-
handlen. Eine dritte und fundamentalere Methode ist die An-
wendung der Hierarchiegleichungen. Es 148t sich zeigen

( P.P.J.M. SCHRAM u.W.H.KEGEL 1964), daB alle drei Methoden

zu genau demselben Resultat fihren.

Hier soll das Problem als Testteilchenproblem (siehe
N. ROSTOCKER 1961) behandelt werden und gezeigt werden, daB
das Egebnis der Integration des Spektrums. dquivalent ist.

Wir betrachten ein homogenes Plasma, in dem sich ein
Testteilchen geradlinig mit der Geschwindigkeit s, bewegt.

Seine Ortkoordinate sei R . Dann ist:

(1,2) R =R, + 0,
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Analog zu (C38) schreiben wir flir die Verteilungsfunktion

der ilbrigen Elektronen

(1,3) A, 0, R, w,t) = () + fi(x-R 2 0,¢)
Mit dem Potential

(1,4) ¢=¢(&r’m,m”t)

lautet die linearisierte WLASOW-Gleichung fur die Elektronen:

' . 9 e o4 9P
(I,Ba)(.at 0 +m,3R}7£/#—J?/m/;o’,f)_~m D';r; .

Entsprechend gilt flir die Ionen:

. 3 5 Eog
v - © _ Ze e R 9¢
i) (i ¢ 10 7 40, B | Fl 0,0, 1) = B S 28

Hieraus ergibt sich durch FOURIER-Transformation im Raum
und LAPLACE-Transformation in der Zeit:

[_'S-i/((’}o‘m,)J /4 (/é, 70/10'/5)
(1,6a)

_ “f: < A % C}S(V/\’, 1,,5) *+ %4(4 )
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d , -
o L5‘1%/?D~;or)__7/-1 (%, 0, 10, S )

(I,6b)

_—_,%4_4/6)9;; @(4 0, S) + (A 0)

( Die Bezeichnungen entsprechen denen im Abschnitt C4).
Da hier nur die Reaktion des Plasmas auf die Storung durch
das Testteilchen untersucht werden soll,setzen wir die

Stoérung zur Zeit t = 0 Null:
(1,7) /”/44/ w)=F (%4 0)=

Dann ist

a{,(%ﬁ
18)  flA 0, 0,5) = A P A

Durch Integration Uber # ergibt sich dann mit (C52):

/32 | |
(1,00) N, (410, 5) = — = P(Aws) G (4 sihn )

ey &

Flir die Ionen gilt entsprechend:

(I,9b) /\/4(%’/’)(30/5) = L’—}é}‘-‘g— ¢ (%/ZO,/S) C:-(%\,Sff%}/)f)

Nimmt man an, daB das Testteilchen ein Elektron ist,
so lautet die POISSON-Gleichung:

' e, . .
(I,10) 9w ¢ (1(—,7\‘/ 309/2‘) = /f/Le[Cr(Jw"}?_) + N, (VR 0, Z‘)

LN eRag ) |



Daraus folgt:

(I,ll)_£‘ gbe(/élqocls).: ‘/7[’@[31 + N, (Rn.S) _ZM(%/”%S)]

Mit (I,9) ergibt sich dann fiir das Potential:
_ &iTe

\ 2

(1,12a) d)e(%,m,,,s) = LA

1~ G, (& sti%k»,) -G, (4 S #14A30,)

Ist das Testteilchen ein Ion, so ist das Potential

yio Ze

(I,12b) ¢"(/é,%2»5) = A
' T =G, (A sr Am) - G (A, 5% <An,)

Setzt man einen der Ausdriicke (I,12) in (I,9) ein, so
erhdlt man das allgemeine Ergebnis flr die Stdrung der Elek-
tronen- und Ionendichte durch ein zur Zeit ¢t = 0 mit der Ge-
schwindigkeit #, eingeschossenes Elektron bzw. Ion. Wir fra-
gen jetzt nach dem asymptotischen Wert von 7tx4ﬁﬁqlt) fir

t —> o= . Das bedeutet, daB wir uns nicht filir die Phino-
mene interessieren, die durch das pldtzliche Einsetzen der
Storung hervorgerufen werden. Dieser Grenzwert hingt mit der
LAPLACE-Transformierten in folgender Weise zusammen:

| Def
(I,13a) Crm m, (R 30, ) = Eint s, (A 0., 5) = 7N, [%/ﬁjﬁ)

t > o= S p
und

, ; ) Vef.
(1,120) L N, (A 20, £) = Lim s Ny (R 0,5) = N, (%50,)

£ -7 S>>
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Der Ausdruck (I,13) gibt den asymptotischen Wert der
Dichteverteilung um ein Testteilchen mit der Geschwindig-
keit #, an. Der Streukoeffizient wird durch [ n (% ) |7
bestimmt. Ist das Testteilchen ein Elektron, so trigt es

selber auch zur Streuung bei. Dann ist also

(I,14a) [ ne(A 10:\)/2 = |4+ 7’14‘(%,700)/‘\

Ist das Testteilchen ein Ion, so ist

(I, 14b) | n (4 a0,) )" = /%;‘-(%,7@)/2

Wir betrachten jetzt das Testteilchen nicht mehr als
von auBen eingeschossen, sondern als beliebiges Teilchen
des Plasmas. Der gesamte Streuquerschnitt ist dann die
Summe der den einzelnen Testteilchen zugeordneten Streu-
querschnitte ; d.h. fir den Mittelwert gilt:

Am k) )> =V [y 1+ nick o [4 )
(1,15) -

12
vV Sy | ko) F (0,)

Mit (I,9),(I,12) und (I,13) folgt dann

{1- 5. (&, 44”09)///100)7’—2 ) G4 A F (ag,)

(1,16)<Im(&)[> = Vﬁ’
[1-Gelh, 4v.) — G, (4, Amy) |2



Dasselbe Ergebnis erhdlt man, wenn man den Ausdruck
(C68) iber w integriert. Nach einer Variablensubstitution

M, = w/A sind die Integranden identisch.

Der Ausdruck (I,16) ist unser allgemeines Ergebnis.
Ohne weitere einschrinkende Annahmen 1848t er sich nicht
weiter vereinfachen. Die Elektron-Elektron-Korrelations-
funktion ergibt sich aus (I,16) lber die Gleichungen (Cla)
und (C7a). In analoger Weise lassen sich die anderen Zweil-

teilchenkorrelationsfunktionen berechnen.

Flir das Weitere folgen wir E.E.SALPETER (1963%) und
nehmen wieder an, daB die ungestorten Verteilungsfunktionen
MAXWELL-Verteilungen sind. Dann sind die Funktionen ;@ und 7,
durch (C59) und G, und G, durch (C64) gegeben. Wir setzen
weiter voraus, daB die mittlere Geschwindigkeit der Elektronen

groB ist gegeniiber der der Ionen, d.h.:

(17 7=V A < 1
Y 2E |

Unter dieser Voraussetzung 148t sich die Gleichung (C68)
( und entsprechend natiirlich auch I,16) wesentlich verein-

fachen.

Teil I von (C68) enthilt den Faktor M, (@A)~ exp(~X3)

Der wesentliche Beitrag dieses Teiles kommt aus dem Bereich

Ix| ~ 71 . In diesem Bereich ist /[Y/ >> Z , wenn man

von dem kleinen Gebiet /X[ < 77 absieht. Deshalb kann

in Teil I G, im Vergleich mit 1 und 6, vernachlédssigt
werden.-Teil I Ivon (C68)enth#lt den Faktor M. (¥~ exp(~Y?).
Daraus sieht man, daB fir Jy/=2 77 II gegeniiber I zu
vernachlissigen ist. Im Bereich, in dem II wesentlich 1ist,

ist dann |X| << { . Hier approximieren wir G, -t
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Mit diesen NZherungen 1iBt sich die Gleichung (C68)

wesentlich vereinfachen:

o Mo (#) 4 ZetnMe (%]
R R R N P NI

(1,18) Q4w) >

Mit den Bezeichnungen

a X ) = ; - 2 o
(I,19) /3 T Jrxd X R AKkTe ) >/ A Z‘akt-
und

exp (-X*)
[ 1+ P -2 g% + WXt x* exp(- axd)

(1,20) I (X) =

mit

X
(I,21) g(X)= K X Z/VP(")(Q)/,(ZX/D(&()C[L‘

148t sich (I,18) schreiben als

n. r 7 7
(I,22) Q(%M):Z' ATk Te [:‘e)( * Z{”Iro( /7 ]?;;\:D[;(Y)

bzw.

(1,22a) QAR w)odlw Fo'( (x)clx +Z(7+°(4)2 V’L [;(y}c(y

24
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Damit haben wir jetzt fiir & (ﬁﬂv) einen Ausdruck ab-
geleitet, bei dem man die w -Integration analytisch aus-
fiihren kann. Flr diese Integration betrachten wir die Variable
X bzw. y als komplex und fragen nach der analytischen Fort-
setzung von [ (x) in der komplexen Ebene. Mit der Bezeich-

nung

(1,23) Ax) = 4 —=9(X) — < YT X exp (-X?)

folgt aus (I,20):

1 = 7 u S
(I,24) 77 /—;(X) - j”’”{ﬂ‘«*x [ 7+ x* k) 1+:><"—7J2

Der zweite Term in der Klammer hat keinen Imaginidrteil. Er
wurde hinzugefigt, um die Singularitidt des Ausdrucks in der
geschweiften Klammer bei x = O zu beheben. Dieser Ausdruck
ist dann in der ganzen unteren Halbebene regulidr. Daher
kbnnen wir das Integral lber die reelle Achse ersetzen durch
das Integral iber einen Halbkreis in der unteren Halbebene,
dessen Radius gegen unendlich geht. Mit X = R exp (< @)
folgt dann:

T ar

. . 1 1 . .

(1:25>W_¢/a“)°/"’;€§$ o Im JL Tr o AR epCO) ~ Fraad €0
T

Mann kann zeigen (P.L.BHATNAGAR, E.P.GROSS und M.KROOK 1954),
dagB

(1,26) €im /{(R exple 0_]) —

R>o=

&_2& exp(-arc o) — 0
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Daraus folgt dann:

oo
o
4
el X) dx =

Mit (I,1) und (I,22) folgt dann

4

A 7" n Zo<e
1,28) <In(R)*>= ———5 +
(1,28) < 1+ ot (7+a2) (T+3 F3)
Daraus folgt mit (Cla) und (CT7a) fiir die Elektron-
Elektron-Korrelationsfunktion:

Te-1T<

exp(=»/2) + o @,\f/o(- r/pe)]

net 1T
+LF

(1,29) NWee (7) =~ = =

[\

In analoger Weise leitet man ab:

1+ oXe
A+ Ap + o}

(1,30) <|N(A)]> =N

7 a |
(1:31) NW{{(?) = - A'/<7— ﬁ -é)(P(" 7‘/0)
und

, R 2
1,30) <Ig(A)f> = i+ — e 2
(x.32) <13 Rt (1te4e) (74 Ar +o(,3)

o

(1,33) M ()= —2=2— exp(-r/0)

K Ter
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Die Integration des Spektrums 1dB8t sich in derselben
Ndherung auch filir den Fall eines Plasmas mit auBerem
Magnetfeld (C86) in analoger Weise durchfiihren. Es ergeben
sich wieder Ausdriicke der Art (I,22) und (T,24). A (x)
ist dann elne andere Funktion, die aber auch fiir R = <
gegen Null geht. D.h. das Resultat der Integration ist

wieder (I,28).

Anhang II: Ldsung der Differentialgleichung (C79):

Die Gleichung (C79) ist von dem Typ:

(11,1) ;/’ + A(x)dy = g(X)

Die allgemeine Losung (s. E. KAMKE 1956 S. 16) flr eine
Integralkurve durch den Punkt f, 7 ist:

X
*7 = exp (- Hx)} [y 7"/;‘/2) expiHz)f olz ]
(11,2) i

mit H(x) = /f{(k) dx

In diese Losung kann man jetzt die Ausdriicke aus (C79)
einsetzen. Der Punkt ¥, 2 ergibt sich aus der Forderung,
daB 7€ eine eindeutige Funktion von #» sein soll, d.h.

fz muB periodisch mit der Periode 27t von # ab-
hingen. Dies erreicht man. wenn man f = - oo (bei
den Ionen = *+ = ) setzt. Da s einen positiven Realteil
hat (C55), wird dann 7 expi-H{ gleich Null. Die LOsung
lautet dann nach (II,2) und (C79):

f (s, p, A -—/(1/[ £(% s) -/f—(iy + = P& n)]

Jl._é /

(I1,3)

. A4 p :
e)( P Z‘ ﬁ-e [: (S -t K”iz( o5 ;‘,)(f~lfl) = i }{"g,/ Mo ;"(@/m:/- yis



Die Integrationsvariable ¢#'entspricht = in (II,2). #”/
ergibt sich ausa nach (C78) wenn man ¢ durch P ersetzt.
DaB die Losung (II,3) mit der Periode & ® von f abhangt,
ersieht man folgendermaBen: Man fiihrt eine neue
Integrationsvariable ein:

(11,4) x = pl-p

Dann geht (II,3) {iber in:

o= [dxls €ihs) HELL b L pA 2]

- (2

(1I1,5) |
. exP'{_'js"Z [(5‘ ufacz.'/) "lf)(«_)()_ <A f,,,,}y(,w;/;- Muﬂi’f

Die Integrationsgrenzen hidngen jetzt nicht mehr von 7

ab. Da §# 1m Integranden nur in trignometrischen Funktionen
auftritt (auch in 40’ geht nur der Sinus und der Kosinus
von X #¢ ein), #ndert sich # nicht, wenn man # durch
# # 27 ersetzt. (II,3) ist also unsere gesuchte Ldsung.
(siehe auch BERNSTEIN 1958, Formel 9-12).

Anhang T11T: Die Funktionen R, S und Y.

|. Die Funktionen R (4*’,52

Die Funktionen R,(#4,5) und R, (#%,5) sind durch
(C83) definiert. Es soll nur der Fall diskutiert werden,
daBl es sich bei den ungestdrten Verteilungsfunktionen um
MAYWELL-Verteilungen handelt, d.h. wir setzendie Giiltigkeit
von (C59) voraus. Dann ist:

Ro (4,5) = =% /az s et it

I111,1) e

cexp{- & [u-iﬂacmyﬂ//)«16ufw~yMWf w«fgy



_ 84 -

Nach (C78) ist:

(III,Q) % 10" = ?4)/;/ oA T c(/S// + e B o ¥

Mit dieser Beziehung 1d8t sich (III,1) umformen zu:

T =

2 " 3 ) f ; 1:)
(111,3) Re (% s5) = - :'j /c:/’v- ¥ (wa)d/df L '—5252‘7 exp{. .-

Da $ einen positiven Realteil hat (C55) verschwindet
die Exponentialfunktion fir fi“—9"°
Damit folgt:

(III,LLa) Re (/kzs) = —“7(: [ // - _j'%_'& 56 (4\‘/5)_;7

mit
r\)a

e
A
(111,58)  Ge(4s) = 5 Jetv [y’ fico) exp 2. ]
Entsprechend gilt fir die Ionen:

(1T1,40) Ry (As)= -2 1 - 5= 97 (%s)]

mit

(ITI,5b) 9. (#4,5) :-——/-;—/ ety E o) expil.. .}

¥

Schreibt man das Integral {iber den Geschwindigkeitsraum
in Zylinderkoordinaten (Transformation C78), so ist:

U

oo s oo Y
(I11,6) 9. (#5) = %/ zawa/ foa C///c// / cxp -}

Wir machen Jjetzt die Transformation

(III,7) Plr) = __;%’J_’_
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Damit werden die Grenzen des innersten Integrals von
unabhingig und wir kénnen die beiden inneren Integrationen
vertauschen. Dann ist:

9
A

gel(#k,5) = = f{u w‘f//Zu/(th"/qc(f PR

(111,8)

- P X Pi-j-;- (S~ « £ ces 4),2f>” A s ¥ (Sinf —jzvn/f-»ef”})]}
e
Setzt man jetzt () = £ - r", so folgt:

AT

ye (%) = "'"jo//’w‘ w’-/c/u/p/f”/ c/;é 7/

(I11.9)

. eX/D{‘J% [{S-/{%'M ces Y )2 f”-4\4w5/"‘n Y(_S’/'.n{géffy"f/h/gﬁ‘/'//}

Die beiden Terme in der letzten Klammer lassen sich zu-
sammenfassen zu L @S¢ simp” | Weiterhin sieht man,
daB der Integrand eine periodische Funktion von ¢> ist
und daBl sich die ¢) -Integration genau iiber eine Periode
erstreckt. Man kann das Integral also auch von O bis T
ausfiihren. Dann ergibt sich:

Jelhs) = ‘—/c/w/o/«/o//”/zz/yf /o

(I11,10)

Cepl-gm 1(5 Hucos )" = QAR w sin¥sinplcesp] f

Wir setzen jetzt fir £, (C59) ein und beriicksichtigen, daB

(111,11) U = 2 = ul # 102

Bildet man dann im Exponenten die quadratische Ergdnzung
fiir «« , so erhdit man:



- 86 -

/ 7//
9. (#5) = A[T757) / w w/c/a J g

s mawt o 2 AP Te cosy )R
(T11.12) - expi- X T (- L)
2 I/'l 2
AR kT cos’¥  asp” 4 ﬂufJ/nvS/w//pig
gyl .5?3‘ iPe

Das Integral iiber <t ist von der Form
i {
(I11,13) Aﬂjté CxXpl{~alu+b)'} = VYu

Das Integral iiber ¢> 16st man mit der Beziehung

2

(ITI,14) :/d¢ €XP{1YCOS¢]':£:?\L/2)

Dabei ist J, die nullte BESSEL-Funktion. Damit folgt:

A ;- y sinY Simyp”
% (A5) = 5;1’% /p/w Z0_:-,/“/}, j ( Réwﬂj r) .
(1I1,15) ) ‘

_ o muwt AP Kk Tz o5’y
“eXP1T 3w, 52, M A f

Das Integral liber w 188t sich mit Hilfe der folgenden
Beziehung lOsen:

-

r vely . | v ~v-1 o
(@11.16) Jetw ™, () expl-wipY = alzp) ep(- s )

(siehe dazu G.N. WATSON 1958, S. 394)

Damit wird dann

Y 275 RANNT cos’¥
Ge (4,5) = AJel7" exp { - 5 B,

(I111,17)
24k Te sin'y Simtp”
S2¢t
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Mit der Transformation

(111,18) X =4z
und der Beziehung 2 5i%m‘& = 7- cosA geht (IIT,17)
Uber in:

(A&,S) = Jetx expi- j.ﬁ"& — [ sim ¥ (1-cosx)
(II1,19a) ¢

K le R P ‘ﬁz
v 3 xtces V] S tmy f

entsprechend leitet man fir 34' ab:

c/;(/ﬁ,f,)~‘/c/x e/(/?{ = [ s/ (- wsx)

(IT1,19b)

2
2, ,.2 k T: A
+Ix%cos*t] '7qi§i;~

Die Funktionen j{ und 34 werden als GORDOJEV-Integrale

bezeichnet.

2. Die Funktionen )’(%,Sj

Die Funktionen VYe(#4,5) und )¢ (7%&,s) sind durch
(C82) definiert. Sie entsprechen den GroBen X, und X,
im magnetfeldfreien Fall. Entsprechend fiihren wir hier
wieder das Teilchenbild ein und schreiben wie in (C49):

n
(IT1,20) f’(’f, ) =2 §(x- Wy (€ee)) (70 -2, 0¢7c))
Je

(IT1,21) { (4, ) = /L{ e /’(wj 10) exp (<% %)

= JZ exph%\z}} d(%»-m )
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Geht man im # - Raum zu Zylinderkoordinaten iliber, so
geht wegen der Periodizitdt in # die dJ - Funktion in
eine Summe von ¢ - Funktionen iiber:

(I11,22) J(10-0;) = d (- uy ) cF[M—MJ~)£J(f~—4~+2?f)

Weiterhin ist nach (C82):

r s X

oo I i
Y, (#£,5) =5—51; /c{w wfc/ufo/ffc/f’/’(%%?‘

(I11,23)

-ep ’{‘_;%'L [(5-4'44»1 (og 21’)(f-fy-4%w51"w?/[£/'n/'g/"f'/_7}

Mit (III,21) wird daraus:

Vo (4,s) = 3%: Zex/;(a,;,g,)ja// )
377 v

(TTT,24)
’ Z LA P {‘j’%‘c [(5'1’54?'105‘/)(f-;§‘r2f7(} -4%1‘/-5/;:;//5/5/4/;,/)/7}
e i=/ / /
i1
Es ist 0% /;, f £ 27 . Daraus folgt:

“ 217 r
A , =<y ,
(111,25) Y& = 7. ]2_16/(/3 (4%19-)£5f0// expt.. } *E, 5/0// ém[..}]

Durch die Substitution ¢(7) = £ 7377¢ geht die eckige

Klammer iiber in:

2T 2 (6r1)

}_/o/f’éx/o{-,.} ff f c{f’é)('/a{u-f
J €1

2r€

Die Summe 1iB8t sich ausfiihren, indem man die Integrale an-

einanderstiickt. Dann wird

- B ‘o L
y{: 3’2’6‘; €/(/4)(4%;/).) f/lf e)(/D {-;?.t[(g,,,,é’ﬂf(asq),
(I11,26) J

. (70'—/;1) —fﬁf z,,; Si f‘ (S/.n/" S/ ,f;)Jf



oder

Yo (4,$) = &, 2 exp (Exy) S dp exp = F L (s hugeost)-
(I11,27) /7 Shas
(= f'“ 7@) - 1%104 Stn 9’("5/}1/’"5‘/‘»6‘)]}

Fiir die Streuung brauchen wir die GroBe f’</)@/z>'.
Bei der Berechnung dieser GroBe betrachten wir wieder
wie in (C66) die quadratischen Glieder einzeln und
schreiben

(111,28) f<'/)§3/2> = [ +

mit
(1.29) I = <3 |z [epexpr. 3]

und

-

o ~Ze
(I1I1,30) _I_T = f<2 ex/bj{’é {1{5\—-',4/()& ‘/&‘//:g,(‘/o[‘ ;/c/;du/O[._j >
i -

- o=

Wenn wir jetzt die Mittelung ausfiihren

[an.: - j(?ﬂj) = v [ /f/m)j/zo)}
so wird: / e \

b 4 .
(III,}I) I = J‘- _5%/" /‘C,/3U[%(7())/.lé/fl_éx/«sj}/2]

und

J o
e, 2 e .
(I11,32) M = f%; /(/3&;/0/75 <exp i 75(79» - JQ)}) 7'/;'(70/‘) »,{(w,z)'
il By
Q./:l'

-7
'J/c/f’éX/){._.]\j[C/¢<f*/qf-~‘}

-_ O
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Man sieht, daB

Y
— ‘e(”g/")
(I1T,33) qd ~ 7 L

“Le

Da j<(”é,£) auch fur )~ —>¢ endlich bleibt, folgt aus
(IIT,3%), daB IT gegen Null geht, wenn = —=> C.

Der Term I1 kann also - genau wie im magnetfeldfreien
Fall - gegen T vernachlidssigt werden. Mit derselben Be-
grindung werden in (C85) die gemischten Clieder ver-
nachlassigt.

Mit (C55) folgt aus (IIT.31):

T <D -4 -
T =0 55 [ fioo) [idp [y eipl-Z Lrcirry
(ITT,34) N o -

+ (1w - YA o 2/)((/1‘»/) - b j/);}‘[Sl%¢~§‘/ﬁ/”)]f

Die GroBe 1 ist reell. Das folgt einerseits aus der Her-
leitung (G1. IIT,31), andrerseits sieht man das an folgendem:

Vertauscht man ¢ mit f’ . was nur einer Umbenennung der
Integrationsvariablen entspricht, so geht der Integrand
in sein Konjugiert-Komplexes iiber, d.h. L = I7* — T

ist reell. Wir flhren jetzt eine partielle Integration uUber
¢) aus, indem wir die Exponentialfunktion zerspalten in

einen Faktor mit einem reellen Exponenten und in einen

Faktor mit einem rein imagindren Exponenten. Dann wird:

|

' 4=
L= Jv fitn) [ Loy lecps . 3]

R

(III,35a) LA
"f"/‘(:/f/:/(/% ({q{.' - 1A 7] y = //411/.5‘/‘*1 ¥ (ﬂj¢)’

»-2/(/0{._, ]]



Wir schreiben zur Abkilirzung

(I1I,35D) T = A + 8
Da I reell ist, ist Jw A = = P B und weiter
(ITT,36) 1 = R A4 + kA

Wenn wir die partielle Tntegration statt iber ¢ uber /7/
ausfiihren, so gehen die beiden Terme in (I11,35) in inhr
Konjugiert-Komplexes iiber., entsprechend der oben ge-
machten Bemerkung:

(IIT,35C) T = A" +B*
mit
o 4
B = —_S?\Le; .;[0/%; 74[,0_-)0[5/%@/0// (4w - A i
(I11,37)

P

—ifhwsiny cosy’)expl. 3

Dann ist:
. v o= S -/
2Re R=RT Z;* = 75, J/O/%fo/iﬂ{u/l{/_i{w<% "
(117,38) i e
(A sy (cosyng) expdo- ]

Wir schreiben Jjetzt die #3 - Integration in Zylinder-
koordinaten ( 7, (30) hidngt nur von -« und w* ab!) und
transformieren 7V und g; so, daB die Integrationsgrenzen

von / unabhdngig sind:

o0 P2 '2’7 o , 0
2R B = 35 il fetu o) Jolp Jity' S AP -
e ~o® ; - o S

(11T,39) B
s L sinylies(yp) - csigg) ]

cexp {=F LiCHp)r (wmcHaisy) (fp)

C L hw sy (sincdep) = sialghp)]



Jetzt k6nnen wir die 7 Integration mit den beiden
innersten Integrationen vertauschen. AuBerdem sieht
man, daB der Integrand beziliglich # ein vollstédndiges
Differential ist:

hd e ¢ 0 AN
(111,40) 2R B = - V:-/‘/w “f;g/,‘}/l“(%;{’//ﬁ;{“‘/f/é/‘y[ﬁ expf . }1

Das innerste Integral ergibt Null. Es ist also
R B = ¢ und damit
(I11,%1) I = A

Aus (IT11,35) ergibt sich‘

A=, /ci’w W /f/w A /0// /c// expi-Z Lrer-r)

(IT1,42)
(1w - «Bucesy) 4 -// A Buwrsiny (- Sing - f/""/f’)sz
Substituieren wir { durch -p, , so wird

A= fze ,/(/u,‘*z«)/ /«/ /c{//c//éx/of _,/2([)"[7‘/ /)
(III,LIVB) o -7 N
FlAw -4 A cos ?)(f’/ﬁ} ~t B > S YSinp ‘5/'”/"/]}

Da das innerste Integral eine periodische Funktion von f7
ist, kann die f - Integration statt von -27 bis O
auch von 0 bis 7% ausgefiihrt werden. Damit wird

(ITT,44) A = == Ge (A S)  ( m= V")

€

und

(IIT1,455) ]'</ye-/’> = A = ;;

Fir = —= U kKann man dafiir auch schreiben:

(% &)

(TIT,45p) £/, 7 < Vel ) U5 =
F=e |



Entsprechend gilt:

WV
(111,450) y< | Yet450 = 7o Re go(45s)

g

und

(1T1,45a) €7 m f</74/ = Zu_l\;—‘ Dt R, (& )

rov

3. Die Funktionen .S (#45)

Die Funktionen S, (% 5) und S, (% s) sind durch (D4)
definiert. Wie in Abschnitt III,1 setzen wir wieder
flir die ungestdrten Verteilungsfunktionen MAXWELL-

Verteilungen voraus, d.h. die Giiltigkeit von (C59).
Damit wird:

fe oy
(II1,46a) 5"(%’5)%5,/0{3?;{0/7’/ ejf (45)70 L) eap{-%,0 1}

und

(III,46b) §, (%\,5)=*/n/’ c/ ’ fé:(K ’),’0' £ () emzﬂjg:.c.J}

Zur Berechnung der Funktionen S(R,s) betrachten wir den
Vektor {; in Zylinderkoordinaten entsprechend Abb.(13). Es
sei.I;der Winkel zwischen 42 und # und X, der Winkel zwi-
schen der zu £ senkrechten Komponente von ¢, und der x-Achse
(£=0). Dann ist:

Eax = £y sim X, ces X,
(III,47)

E;Y =k, $in X, Sin X,

- E, cos X,

Z

ST
N
)



Dies entspricht der Darstellung von » (C78). Mit (C78)
ergibt sich dann:

{4 ' = £y (wwo/’ Sim Xy o5 X,
(II1,48)
pwSimp s Sim X, v o5 X, )

Um die Funktionen S(k,s) leichter auf ein einfaches Inte-
gral zurlckfihren zu kdnnen - analog zur Behandlung der
Funktion g(R.S) - schreiben wir den Ausdruck (TIII,48)

in folgender Form:

- sim XiwsXy

54 40’ = Lp V. Siny (fé wsin¥ (osf’v‘—ﬂﬁft«t s y)
= ' cos ¥ s X, cos X a
(III,49) FEy et (o5 X, P

t+ EA w Si%f'__(’/n X, sim Xy,

Entsprechend spalten wir Sle,s) in drei Terme auf:

(IT17,50) SQ (’415‘) = ~§e[(%,5) + ‘Seﬂ (%4'5) T ‘Sejz_/‘ (%/5)

die wir nun einzeln berechnen. In Bezug auf die Integra-
tionen entspricht der erste Term von (III,49a) dem Ausdruck
(IT1,2). Damit folgt:

"X, (0SsXy
A Sin Y

- : - 2 = ‘ — S G, (4 S/
(ITI,51) S,z = = = " t/’ (%,5)(7 = /e(uS))
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Auch der zweite Term 1438t sich entsprechend der
Funktion Je behandeln. Das Integral lber « ist jetzt
nicht mehr von der Form (II1I,13) sondern von der Form

o 2

(II1,52) \/4/6144 {u’tp{—az{ﬂ#ﬁ)"} =- hYVIE
-

!

Damit wird dann:

: - ke &lhs) v . cos ¥ es X, oS Xy
(I11,53) Sex () == nyf}’ﬁ? ces ¥ (ees X, ) Sim ”1 )

fo
‘ , T 4
’\/‘O//( X e/(/g{_z;g:)(--[5-,-,411f(//~/¢u”x')~,:4X2ru5'7],:é§§
C

Der dritte Term in (III,50) 14Bt sich auch in &hnli-
cher Weise wie die Funktion g(fk,s) behandeln. Die Funktion
\gmr(Vﬁ,S) ist proportional der GroBRe

oo tow amr p
(I11,54) A = L‘._/C"{vz‘}z/d""_/c/f/c/['% 5:51/"«6.(/) { - j
e .
Macht man jetzt die den G1.(III,7 -11) entsprechenden Um-

formungen, so erhdlt man analog zu (III,1l2):

e T 7 il i2a
(111,55 A = 2V KT R‘ﬂ/w ZU_% “w Joty Jelp sin(gpt) exp €.}

Die . -Integration 1848t sich wieder entsprechend (II1,13)

ausfiihren. Flir <iw (¢ -7”) schreiben wir:

(IT1,56) $im ((/L(/”/ = §’*7¢ (cs P’ - (‘C‘s'y‘ﬁ/"h /;//
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Damit zerfdllt das Integral in 2 Terme. Flr den ersten
ist das innerste Integral von der Art:

ar
/C/¢ B 5/'M¢ @1/)2(C “:'55/'}
(III,57) I

=- 2 J[FG epticesod]ay =0

Flir den zweiten Term ist das innerste Integral proportional
zZu:

43 A<Bw Sin¥ simp’ cos P
(I11,58) —Dfo/;b sinpicosp exp . $

Dies 14Bt sich schreiben als

:n- i 3 4
52 . 9 _ AR 1w sinY Sy (a_s¢
$[d¢ ARSIy gw-‘expi 52, }

f 2. _2_ " QABw sim Y sim /"
(I11,59) = gy A% g b (5 )

QAW SmY sing” )
2. ’

= ‘,272“4»5‘:';1/! f’/ j,, (

Nach dieser Umformung 1l&dB8t sich das Integral iber w wieder
mit Hilfe der Beziehung (III,16) 1l8sen. Das Endergebnis ist
dann:

o<

Toe A simy
1 i"l j.;n /c‘/)( (/'7“"605/‘{)
e

o

(I11,60) A= -4%

o QX/;; vi—-j-%—)( —Ls,‘7/127(7”(&_§ﬂ') r;szc'()jz‘/j

[ "




bzw.:

Seg (88)=-<*% %;f—%éz Asm¥simX, sinX, -

(II11I,61a)
K/(é

‘/dk(4-&BA)€{P{"jZK LSty (Tasx ) ¥ I Sin'y ] S
(II1,50) zusammen mit (IIT,51,5% und 61) ist das gesuchte Er-
gebnis in allgemeiner Form. Dabei ist noch keine Annahme dar-
liber gemacht, ob es sich bei dem HuBeren elektrischen Feld
um eine transversale oder eine longitudinale Welle handelt.

Wir schreiben jetzt wieder 5 =777 %  und machen
eine Entwicklung flir w >> $2, . Dazu machen wir Gebrauch

von der Beziehung:
(I1I1,62) exp (1 X) = (0Sx +A4Sinmx

Wir entwickeln 5, (4,8£) dann entsprechend den Formeln:
w .

(111,6%) Jsrmax Flx) otn = -é/”/ _/:_/”_/ 4&;/
4 C

(II1,63b) j(()Sa,( 7//»() ¢ ,:._.K_(_D_ ¥ ..?i_/_”_ f‘?‘// 7
v

&-{Z qé - -

Diese Formeln erhdlt man durch fortgesetzte partielle Inte-
gration. Sie gelten fiir alle Funktionen /7X), fiir die sdmt-
liche Ableitungen existieren und flir x-> <= gegen Null genen.
(einschlieBlich der Funktion /KU selber). Im vorliegenden Fall
der Funktion 5, konvergieren diese Reihen schnell fiir «w >> 52,
Aus (III,51,53 und 61) ergibt sich dann fiir ;- —> 0 , wenn
alle hSheren Terme in B vernachldssigt werden:

. = Be b ,lhw) SimX, cosX,
(I1II,64a) ‘Sez = ~a4m T Som 7

j



= Ao Eylthw)

. w A

(osY¥ Sin X cos X, )

cos¥ (cos x, P

(III1,64b) S, (4 w)=-~

— P he Laltw)
(III,64e) Seg (4 w) =~ ,mew’;, e

S Y Sim X, S 2,

Wenn man die Annahme macht, daB es sich bei dem elektrischen
Feld um eine transversale Welle handelt (d.h. 4 -# =0) so
gilt:

(I11,65) CO0SK,05Y% = ~simX, (05 X, /=¥

Mit dieser Bedingung heben sich SeI und SeII in der N&herung
(III,64) genau auf. Es ist also

(I11,66) Se (B w) = Segr (5 4)

Dies bedeutet, daB nur die Komponente des elektrischen Feldes
zu S, (A w) beitrigt, die senkrecht auf 4 steht. Dies entspricht
der Anschauung entsprechend Abb.(14).

Wenn wir schlieBlich den Brechungsindex gleich 1 anneh-
men, so ist w/£ =c¢ und damit®

je('élv) = - 7 -{ae € EA [4/4)) S‘/""l VS'/L”I Z-.1 Sry ZZ
Mm ¢ w?
(I11,67)

.:-—*n,b(’ff/,//B (WC)S/nVS(WIShI

*Dazu sei bemerkt, daB die GroBe € & /mc¢ die Dimension einer
Frequenz hat (analog zur Zyklotronfrequenz).
Welter sei bemerkt, daB sich dies Ergebnis um einen numerischen
Faktor von frilheren Rechnungen (W.H.KEGEL 1963) unterscheidet.
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