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Dieser Bericht befasst sich mit den Fragen der Dimensionierung
von Stossanlagen, die dazu dienen sollen, ein Plasma in kurzer
Zeit mit Hilfe starker Stosswellen aufzuheizen. Dabel werden
die drei linearen Konfigurationen z-Pinch, Antipinch und Theta-
pinch untersucht und hinsichtlich der maximal erreichbaren Ge-
schwindigkeit des treibenden Kolbens verglichen.

Das Verhalten des Plasmas im einzelnen lédsst sich nur durch ein
System partieller Differentialgleichungen beschreiben, die nume-
risch mit Hilfe schneller elektronischer Rechenmaschinen geldst
werden missen (1, 2). Es ist ziemlich aussichtslos, auf diesem

Weg Auskunft liber die glnstigste Dimensionierung der Entladestrecke
und des elektrischen Kreises zu erhalten. Deshalb wird auf ein
einfaches Modell zuriickgegriffen, das die Vorgédnge bei der Kompression
des Plasmas nur grob anndhert, ndmlich auf das Schneepflugmodell.
In Frage kdmen auch das sogenannte adiabatische Modell (3,4) oder
das "free particle" Modell (5). Hier erscheint aber das Schnee-
pflugmodell (6) am geeignetsten, da es berlicksichtigt, dass mit
fortschreitender Kompression immer mehr Masse beschleunigt werden
muss, und weil die dem Plasma mitgeteilte Energie ausschliesslich
kinetische Energie ist, was die Diskussion und den Vergleich sehr
vereinfacht. Quantitativ sind die Ergebnisse der Rechnungen wohl
nicht zutreffend, aber die Abhingigkeit der Plasmaenergie von der
Grosse der einzelnen Elemente des elektrischen Kreises und von den
Abmessungen der Entladestrecke wird sicher richtig wiedergegeben.
7uerst werden der lineare z-Pinch, anschliessend Antipinch und
Thetapinch behandelt. Dabei wird von idealen Anfangsbedingungen
ausgegangen, namlich von einem gut leitfédhigen, vollionisierten
Plasma ohne eingefangenes Magnetfeld.

1. Der lineare z-Pinch

Beim Schneepflugmodell wird angenommen, dass die Plasmamasse vom
treibenden Magnetfeld (Kolken) in unerndlich dilnner Schicht auf-
gesammelt wird. Entsprechend der Annahme unendlicher Leitf&dhigkeit
fallt das Magnetfeld in dieser Schicht sprunghaft auf Null ab.

Die im Kolben aufgesammelte Masse ist dann der vom Kolben bereits




Uberstrichenen Fidche proportional. Der Impuls des Plasmas ist
diese Masse mal augenblickliche Geschwindigkeit des Kolbens. Durch
Ableitung nach der Zeit erhdlt man daraus die Tridgheitskraft pro
Langeneinheit auf die Kolbenfl&dche, der von der magnetischen Kraft,
vermindert um die Kraft des gaskinetischen Druckes, das Gleichge-
wicht gehalten werden muss. Damit erhdlt man die Bewegungsgleichung
der Plasmaoberfléche:
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Es werden durchweg elektromagnetische CGS Einheiten benutzt. Die
einzelnen Grdossen bedeuten (Abb. 1):

R? = Anfangsradius des Flasmas

R g)= Plasmaradius

QO =n; m, = Anfangsdichte

Ry = niQkTO = Anfangsdruck

B = 2J = Magnetfeld an der Plasmaoberfliche

Rpe
I(t)= Entladestrom

Der elektrische Kreis besteht aus einer Kondensatorbatterie der
Kapazitdt C in Serie mit einer konstanten Induktivitidt LA und einer
vom jeweiligen Plasmaradius abhidngigen Induktivitidt Lp. von einer
Dampfung durch ohmsche Widerstinde wird abgesehen. Die Gleichung

fir den elektrischen Kreis ist dann:
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Dabei sind im einzelnen:

- O B,

Ly L, + 21 B

L, = Indukt1v1tat ohne Entladestrecke

2@ &\. /B{- Anfangsinduktivitét des Plasmas
L, = -ZCf Eun //i;> = Induktivitédt des Plasmas

Die beiden Differentialgleichungen werden in dimensionsloser Form
geschrieben durch Elnfuhrung der neuen Variablen:
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Die Grossen y und B sind, wenn UO die Ladespannung ist:
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Die Bewegungsgleichung und die Gleichung des elektrischen Kreises

lauten dann:
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Um die Kompressionsgeschwindigkeit ﬁ, die hier von Interesse ist,
zu erhalten, missen die Gleichungen (1 /) und (2 /) mit Hilfe
einer Rechenmaschine numerisch integriert werden, wobei die An-
fangsbedingungen sind:

C =0:x=1 y =G
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Die wirkliche Kolbengeschwindigkeit ergibt sich aus:

Dev pm,, kt bedeutet
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und die Plasmaenergie pro Teilchen am Kolbenort:
a//? -/ L’ 2 . Joumasse
(%) fz = E{ ) = —— - X A
k (KQTT LF?

Die dimensionslose Geschwindigkeit X () hidngt ab von aen Grossen
C/ye, LA’ 1. Bevor die Losungen flr X dikutiert werden, werden kurz
die Gleichungen fir Antipinch und Thetapinch angefihrt.




2. Der Antipinch

Der Antipinch ist die inverse Anordnung des linearen z-Pinches.

Das azimutale Feld eines axialen Strcmes, der durch einen zentralen,
zylindrischen Leiter fliesst, driickt das Plasma nach aussen. Ohne
weitere Hilfsmittel ergibt sich kein Gleichgewicht. Abb. 2 zeigt
schematisch eine Antipinchanordnung . Die Bewegungsgleichung, nun
gleich in dimensionsloser Form geschrieben, ist dieselbe wie die
flir den z-Pinch.
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Die Stromgleichung lautet:
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Die Konstanten sind dieselben wie in den Gleichungen fiir den z-Pinch
mit Ausnahme von A
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Der Unterschied Zwischen LA und LA liegt allein darin, dass der
Bruch unter dem Logarithmus gestirzt wird, weil beim Antipinch im

Gegensatz zum z-Pinch R, > R, ist (Abb. 27,

Die dimensionslosen Gréssen T , X, y sind genauso definiert wie
beim z-Pinch. Ebenso bleiben die Umrechnungsfaktoren dieselben.

nge%@?“@%: %=/%§

Damit wird die Kolbengeschwindigkeit wie beim z-Pinch:
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und fir die Energie des Plasmas:
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Natiirlich ergibt sich beim z-Pinch eine negative Geschwindigkeit,
da die Kompression in Richtung zur Achse erfolgt und beim Anti-
pinch eine positive Geschwindigkeit. Die Geschw1nd1gke1t x(??) ist
auch beim Antipinch eine Funktion der Parameter //i s L und 1.
Wihrend bei z-Pinch und Thetapinch ein ausgezeichneter Zeitpunkt
existiert, ndmlich wenn die treibende Schicht die Achse erreicht,
muss fir den Antipinch willklirlich ein Zeitpunkt definiert werden,
zu dem man nach der Energie im Plasma frédgt. Dieser Zeitpunkt

soll hier erreicht werden, wenn x den Wert X, = 2,5 annimmt, d.h.
wenn der urspringliche Plasmadurchmesser RG auf den 2,5fachen
Wert aufgeweitet wurde.

3. Der Thetapinch

Beim Thetapinch ergeben sich andere Gleichungen und Umrechnungs-
faktoren als bei z-Pinch und Antipinch, weil sich der Zusammenhang
zwischen Strom und Magnetfeld vom z-Pinch unterscheidet und damit
auch die Ausdriicke fir die Induktivitdten. Das Magnetfeld ist hier
mit dem Strom verknlipft durch:

B= %,7

Der wesentliche Unterschied zu z- und Antipinch ist, dass das Magnet-

feld unabhidngig vom Plasmaradius Rp ist.

Die Bewegungsgleichung und die Stromgleichung in dimensionsloser
Form sind:
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Die Konstanten Z, E und D bedeuten:




KX Q,l z
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mit LF? L + 5 s
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RS ist der Spulenradius innen und R, der Plasmaradius zu Beginn

G
der Entladung (Abb. »). L bedeutet wie bisher die Induktivitét
des Entladekreises ohne Entladestrecke (Spule).

Die Umrechnungsfaktoren sind:
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Die Induktivitit LAo ist die bei Beginn der Entladung:
kX
LPO b—% L—H —LIOQ
Flir die Geschwindigkeit und Energie des Plasmas erhédlt man
(11) .OL@ — Z-r\(,
dt W V
LPo
/’ e
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Fur gleiche Werte von x wird die Energie beim Thetapinch nur dann
. X Dy : Ua
SO gross wie beim z-Pinch gleiches /{;: vorausgesetzt wenn

2R, = 1 ist, d.h. wenn die Linge der Spule so gross wie der Umfang

G
des Plasmazylinders zu Beginn der Entladung ist.
Formal kann man fir ZZ’RQ Y‘_; auch eine Ringfeld-
Q

stérke Eaf am Kreis mit dem Radius R einfiihren. Es ist ndmlich:

ZWPG = ?/*'—E>‘WB

und mit QB e QL ;7 — 4
ergibt sich < e Lpg

(13)

Das negative Vorzeichen wurde weggelassen, da es nur auf den Betrag
X =

ankommt. Wesentlich ist aber, dass E eine fiktive Feldstérke

ist, was durch den Stern angedeutet wurde, da einerseits flUr die




Flussanderung ﬁzé-n"ZS angenommen wurde, dass kein Plasma
in der Spule sei, andererseits aber flir den Stromanstieg

E%%L = .’9ifﬁo vorausgesetzt wurde, dass das Gefdss in
der Spule von magnetfeldfreiem Plasma angefillt sei. Die Feldstdrke
ist dessen ungeachtet eine praktische Grosse, weil sie bereits
einen groben Vergleich zwischen verschiedenen Thetapinch-Anlagen
erlaubt, soweit es die Energiezufuhr bis zur ersten Kompression
betrifft.

Fir die Kolbengeschwindigkeit und die Energie erhdlt man dann:
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G eignet sich deshalb gut filir einen Vergleich von Anlagen, weil

¢ l

die Werte fﬁr\io\im Augenblick der ersten Kompression, die hier bei
Xy = 0,1 angenommen wurde, flr die ilblichen Thetapinch-Anlagen
zwischen 0,6 < ,£0(< 0,8 liegen.

#

L ab.

Auch beim Thetapinch hidngt %x von den Grdssen 5;" LA’ DO

4, Zu den Losungen der Differentialgleichungen.

Um verschieden dimensionierte Anlagen bezliglich der erreichbaren
Kolbengeschwindigkeit und der Energie im Plasma vergleichen zu
kdénnen, wurden die oben angefilhrten Differentialgleichungen fur
verschiedene Werte fiir Kapazitdt und Induktivitdt mit Hilfe der
Rechenmaschine des Instituts (IBM 7090) integriert. Dabei zeigte
sich, was auch aus einfachen Abschédtzungen zu erkennen ist, dass
der gaskinetische Druck im ungestorten Plasma, der durch die Kon-
stanten V und Z gegeben ist, beili Anfangsdichten von nd<_5 1016
und Anfangstemperaturen von qufiz eV gleich nach Beginn dervKom-
pression gegen den Trigheitsdruck zu vernachldssigen ist. Deshalb
ist der Verlauf der Kompressionsgeschwindigkeit unabhédngig von

V und Z.

Im folgenden werden die Losungen flr X in Abhdngigkeit der
Konstanten A und B beim z-Pinch, A¥ und B beim Antipinch und
E und D beim Thetapinch diskutiert. Zunidchst werden die Induktivi-




tdten festgehalten und nur die Kapazit&dt der Kondensatorbatterie

variiert. Das bedeutet beim z-Pinch, dass die Grossen LA’ 1 und
y festgehalten werden, beim Antipinch LX, 1 und y und beim Theta-
pinch ﬁ;, Lpo = 2; und y. Vorausgesetzt ist ausserdem feste

Ladespannung U_. Damlt werden die Quotienten A/B, A® /B und E/D
als konstant festgelegt. Diese Grossen sind ein Mass flir das Ver-
hidltnis der konstanten Induktivitédt des Kreises zur infolge der
Plasmabewegung veridnderlichen Induktivit&dt und liegen bei z-Pinch
und Antipinch im Bereich 0,25 <K A/B < 2 und beim Thetapinch
zwischen 1 <E/D < 4,

Abb. 4 zeigt den Verlauf der Geschwindigkeit x(f? beim z-Pinch
fiir verschiedene Werte von A und B bei einem Verhdltnis A/B = o,4.
Die Kurven sind bis zur Zeit t; gezeichnet, wenn der Plasmadurch-
messer den Ort X, = 0,1 erreicht hat, d.h. wenn die Plasmas&dule
auf 10% ihres Anfangsdurchmessers komprimiert wurde. Wesentlich
ist nun, dass ab Werten von A =~ 1o der Geschwindigkeitsverlauf
nicht mehr von A und B abhingt, sondern allein noch vom Verhdltnis
A/B. D.h. eine weltere Vergrdsserung der Kapazitdt C wirkt sich
auf den Verlauf der Kompression nicht mehr aus, weil

L L
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ist. Um maximale Endgeschwindigkeit X, zu erhalten, muss die Be-

CLH

dingung erfiillt sein:
7:7_ = 10

oder wenn fir X ?Zlyﬁ4 ;,%?' eingesetzt wird und C+U_
durch die Ladung Q, der Konaensatorbatterie ausgedrlickt wird:

(16) QO;B 227/57—7740

Wenn diese Bedingung erfiillt ist, dann kann die Kondensatorbatterie
mindestens bis zum Zeitpunkt der ersten Kompression als Quelle
konstanter Spannung UO angesehen werden, weil vernachléssigbar

wenig Ladung wdhrend der Kompression abgeflossen ist.

Die Beziehung (16) gilt ebenso fiir den Antipinch, wobei die End-
geschwindigkeit io am Ort e = 2,5 definiert wurde, d.h. wenn der




Plasmadurchmesser auf den 2,5fachen Wert des Anfangsdurchmessers
agfgeweitet wurde. Abb. 5 zeigt i(ir) fir verschiedene Werte von
A¥ und B mit a¥ /B = o,25.

Die Bedingung (16) lidsst sich bei Einflihrung der Masse M= R:Fs)o

pro Langeneinheit noch etwas anders schreiben:
Qo \* =
(17) (72") = 400 M
b

Lehner (7), der die Dimensionierung von z-Pinch Stossanlagen unter
dem Gesichtspunkt maximaler Ausniitzung der gespeicherten Energie
des Kondensators diskutiert hat, erhielt die Bedingung:

(18) (S{:)z% M~

Demnach ist eine um etwa zwei Grossenordnungen kleinere Ladung bei

gleichem Radius und gleicher Masse M erforderlich. Der Unterschied
liegt allein in den verschiedenen Forderungen: hier moglichst hohe
Energie im Plasma wenn die erste Kompression eintritt, bei Lehner
ein mdglichst hoher Wirkungsgrad der Anlage, wobei der Wirkungs-
grad durch das Verhdltnis von Energie im Plasma zur anfangs ge-

speicherten Energie im Kondensator definiert ist.

Danach wird ein Wirkungsgrad von #) = 1 erreicht, wenn am Ende der
Kompression die Kondensatorbatterie gerade leer ist, und der Strom
gerade auf Null abgefallen ist. Die absolut erreichte Energie liegt
dann aber unter der Energie, die sich bei hBherer Ladung als
Gleichung (18) fordert, erzielen l&sst.

Fiir den Thetapinch gilt prinzipiell dasselbe wie flUr z-Pinch und
Antipinch. Um den Geschwindigkeitsverlauf i(??? unabhédngig von der
Kapazitit zu machen, muss beim Thetapinch die Bedingung:

- ‘ 4y /'-" L
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erfiillt sein.

Dabei ist P i TR
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Wenn die Kapazitdten einmal hinreichend gross gew&hlt sind,-

nach Bedingung (16) und (19) - ist lediglich noch zu diskutieren,
wie die dimensionslosen Geschwindigkeiten X von der Verteilung
der Induktivitdten im Entladekreis abhidngen. In Abb. 6 sind die
Kompressionsgeschwindigkeiten des z-Pinches flir verschiedene
Werte von LA/2e aufgetragen und in Abb. 8 die Geschwindigkeiten
N /Lpo+ Wie bereits

A
oben erlautert sind die Zdhler der Briliche ein Mass flir die kon-

des Thetapinches filir verschiedene Werte von L

stante Induktivitdt des Entladekreises und dié Nenner ein Mass flr
die von der Bewegung des Plasmas abh8ngige Induktivit&t. Daher ist

es auch verstédndlich, warum die dimensionslose Geschwindigkeit fir
grossere Werte von LA/2€ und L:* /Lpo anwdchst. Je kleiner
namlich der Anteil der Induktivitdt des Piasmas an der Gesamtindukti-
vitdt ist, umso weniger wird der Strom durch die Bewegung des

Plasmas und damit die treibende Kraft gedrosselt.

Da es bei Fragen der Dimensionierung von Stossanlagen und beim Ver-
gleich verschiedener Anlagen letztlich auf die Energie des Plasmas
ankommt, wurden die Werte flir die quadratische Endgeschwindigkeit ig,
die bei z-Pinch und Thetapinch beim relativen Radius X, = 0,1 und
beim Antipinch beil Xy = 2,5 erreicht sein sollen, filir alle drei
Konfigurationen im Grenzfall grosser Kapazitdt in Abh&ngigkeit von
den Jjeweiligen flir die Induktivit&dtsverteilung charakteristischen
Grossen aufgetragen (Abb. 9, Abb. 1o, Abb. 11). Mit Hilfe dieser
Kurven lisst sich nun leicht die kinetische Energie des Plasmas

fiir verschiedene Anlagen angeben, wenn die Bedingungen (16) und (19)
fir die gespeicherte Ladung erfiillt ist, was flir sdmtliche Theta-
pinchanlagen und fiir die meisten z-Pinchanlagen auch der Fall ist.
Da es hier nicht auf den absoluten Wert der Energie ankommt, und
ausserdem fir einen Vergleich von gleicher Anfangsdichte €, ausge-
gangen werden kann, lassen sich folgende charakteristische Grdssen

fiilr die einzelnen Entladungen verwenden:

U, =2
I E = 2 -Xx, fiir den z-Pinch
z L;H
L £ = U, . x z fiir den Antipinch
R L¥ 0

A




¥ .
ITI £, = E‘f X, fiir den Thetapinch

Fir ig sind die Werte den Kurven der Abb.9, 1o oder 11 zu

entnehmen. Der Wert von & ist direkt der Energie proportional:

E .-r..-/’{l/"l-"—/’_-'&

Um einprigsame Zahlenwerte filr & 2u erhalten, kdnnen UO in

Kilovolt und die Induktivitédten LA und LA* in cm eingesetzt

werden und ebenso kann Eféf , das oben definiert wurde, in
KV/cm angegeben werden.




Zusammenfassung

Lineare Plasmaentladungen lassen sich hinsichtlich der maximal

erreichbaren Kompressionsgeschwindigkeit vergleichen, wenn man

fiir die Bewegung des Plasmas einfache Modelle verwendet. Da

der Anlass zu den hier beschriebenen Uberlegungen die Frage

nach der Stosswellengeschwindigkeit beim Antipinch, verglichen

mit Thetapinch und z-Pinch war, wurde als Modell das Schnee-

pflugmodell gewdhlt. Aus

Grinden grdsserer Einfachheit und

besserer Ubersichtlichkeit wurde ein magnetfeldfreies Plasma

vorausgesetzt.

Der einzig massgebende Gesichtspunkt ist,mdglichst hohe Energie

bis zur ersten Kompression - oder beim Antipinch nach vorgegebe-

ner Lauf'strecke - in das
pflugmodell entsprechend
besteht. Die Energie ist
Kompression, die, um die

primierten Plasmaschicht

Plasma zu bringen, wobei dem Schnee-

die Energie allein in kinetischer Energie
beim z-Pinch im Augenblick der ersten

in Wirklichkeit endliche Dicke der kom-
zu berlicksichtigen, bei einer Kompression

des Anfangsradius auf den zehnten Teil angenommen wurde:

A

=

beim Antipinch

A .

-~ Wl‘ fy—;——qﬁ

A L]@ o2

L;H_ Qo z-Pinch

.

L-\t ° Antipinch

und beim Thetapinch: N

F = £ . i M E')f. X ) Thetapinch

R ‘ ¥

*“ Yo
Die Grosse f? ist eine fiktive Feldstdrke, die folgendermassen
definiert ist:

E )K . '2:1T P(, . DO

Maximale Energie bei gegebener Induktivitdt und gegebener Lade-

spannung l&dsst sich nur erreichen, wenn die Ladung Qo der Konden-
satorbatterie und damit die Kapazitidt C = Qo/Uo folgende Be-

dingungen erfiillt:
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Qo = 10 foT( Pe fir z-Pinch und
Antipinch

R, =

fir den Thetapinch

Wenn diese Bedingungen eri{illt sind, dann hdngen dle dimensions-
losen Endgeschwindigkeiten nur von der Verteilung der Induktivi-
tdten im Entladekreis ab, d.h. von den Grdssen LA/2€ beim
z-Pinch, L,¥ /2@ beim Antipinch und Ll_\’““’/Lpo beim Thetapinch.
Beim Antipinch wurde die Endgeschwindigkeit willklirlich als dann
erreicht angesehen, wenn die Plasmaschicht bis zum 2,5fachen

Wert des Anfangsradius gekommen ist.

Da die absoluten Werte flir die Energien fragwiirdig sind, z.B.

wegen der Vernachlédssigung ohmscher Heizung und aller Effekte,

die zu Energieverlusten fﬁhren, und ausserdem verschiedene Ent-
ladungen zweckméssig bei gleicher Anfangsdichte verglichen werden,
wurden folgende der Energie proportionale "Kenngrossen'" eingefihrt:

U, 2
éz et ‘Z‘; e X, z-Pinch
oL
‘Sa = 2’;’ . X Antipinch
L (-]
A
é@ = - Er*. XoL Thetapinch

Hier ist es von Vorteil, um einprdgsamere Zahlenwerte zu erhalten,
die Spannungen in Kilovolt einzusetzen, die Induktivitdt in cm
und die Feldstirke in kV/cm. Bei ausreichender Ladung im Konden-
sator,gemdss den oben angegebenen Bedingungen, sind die quadrati-
schen Endgeschwindigkelten ig nur Funktionen der Induktivitaten
und konnen den Abbildungen 9, 1o und 11 entnommen werden. Mit
Hilfe der Grossen & konnen dann verschiedene Stossanlagen bezlig-
lich der Energie im Augenblick der ersten Kompression verglichen
werden. Anlagen mit vergleichsweise hohen Werten von & lassen
eine starke Aufheizung des Plasmas erwarten, sofern sie nicht

durch stark abweichende Anfangsbedingungen, wie z.B. hohe einge-




fangene Magnetfelder zunichte gemacht wird.

Wenn auch so einfache Modelle wie das hier benutzte Schneepflug-
modell oder das adiabatische Modell, die im Detail sehr kompli-
zierten Vorgidnge im Plasma nur sehr grob annihern. , so wird
trotzdem der Mechanismus der Energielibertragung vom elektrischen
Kreis auf das Plasma bei schneller Kompression im wesentlichen
richtig wiedergegeben. Deshalb ist es durchaus Zzweckmédssig, Stoss-
entladungen lber die Grdssen & 2zu vergleichen.
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Abbl Schnitt durch eine lineare Z-Pinch Entladung
(schematisch) zur Erlduterung der Bezeichnung
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Abb.2 Schnitt durch eine Antipinch Entladungsstrecke
(schematisch)zur Erlduterung der Bezeichnung




R Abb.3 Shizze zur Erlauterung
S der Bezeichnungen beim
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Abb.4 Geschwindigkeit X(T) beim linearen Z-Pinch
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Abb.5 Geschwindigkeit X(T) beim Antipinch bei
konstantem Lj /21 mit C42 als Parameter
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Abb.6 Die Geschwindigkeit X(T) tiir verschiedene

Werte L, /2/ bei Q, =75°RGZ° VS’o-ﬁ
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Abb.7 Die Geschwindigkeit X(T)fiir verschiedene

Werte von D:CLZ“/Fz .Ab D=z 20 wird der
Verlauf X(T)praktisch unabhdngig von D
und damit von der KapazitatC.
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Abb.&8  Die Geschwindigkeit X(T){fir verschiedene

Werte LZ‘/Lpo bei konstanter Kapazitdt C.
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Abb.9 Die quadratische Endgeschwindigkeit Xf

in Abhangigkeit von L, /21 bei grofier

Kapazitat
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