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Einleitung

Es ist bekannt, dass man mit Hilfe einer stationdren Lorentz-
kraft [J X $] einen Plasmastrahl station&r beschleunigen kann.
In einem Experiment dieser Art wollen wir untersuchen, ob es
mbgliech ist, ein schwach ionisiertes Plasma von einem Druck
von n-f% Atmosphiren auf einer "langen" Strecke (~ 50 cm) zu
beschleunigen.

Das Plasma darf dann auf dieser Strecke nicht zu viel Wdrme
verlieren, sodass die Temperatur "konstant" bleibt und die
elektrische Leitfdhigkeit nicht herabgesetzt wird. Die kon-
stante Temperatur kdnnte man aufrechterhalten, indem man die
Wdrmeverluste durch Ohmsche WHrme kompensiert,

Was den elektrischen Strom anbelangt, so verlangen wir eine
gute Homogenit#t und eine hohe Dichte. Die erste Forderung
~bedeutet, dass wir Bogenentladungen vermeiden wollen, infol-
gedessen dass wir die Elektronenemission der -durch den Strahl
aufgeheizten- Elektroden benutzen wollen. Grosse Strdme sind
durch zwel Bedingungen erreichbar: Die Temperatur der Elek-
troden und die elektrische Leitfdhigkelt des Strahls missen
hoch genug sein.

In der vorliegenden Arbeit behandeln wir nur eine bekannte,
vereinfachte, eindimensionale Theorie, in der die WHrmever-
luste vernachlissigt sind. Trotz dieser wesentlichen Vernach-
lissigung ist diese Theorie anwendbar, um die Anfangsbedin-
gungen der Beschleunigung zu bestimmen. Ausserdem haben wir
auch die Gleichungen durch die Rechenmaschine integrieren
lassen. Der Verlauf der so erhaltenen Grdssen (©, p, T, ...)

hat nur einen qualitativen Wert.



I. Diff'erentlalgleicnungen

Die Plasmastromung wird mit Hilfe

der mechanischen Gleichung: (1)
? :
'a_i-;clu.r(sm):O . (2)
s 32 - grod p L {r ]
: : (3)
fa (Loreh) = |- dw®

wobel W) ein Wirmevektor ist, der gleich % grad T ist
(wenn die Wdrmeverluste durch Konduktion hervorgerufen
werden) .

der Maxwellschen Gleichung:

. 9 (4)
rot X - A i ’gt
(5)
des Ohmschen Gesetzes:
(in der Form ohne Hallterm)
- e [ £+toxd 1} (6)
und
der Zustandsgleichung:
£ =r(pT) T (7)
A\
bescnrieben.
1. Spezialisierung der Gleichungen filir den Fall:
a) Stationirer Zustand
b) Eindimensionale Strémung m(’ﬂx.o.O) (8)

¢ (0 ,Ey,0) (9)
c¢) Elektrischer Strom und elektrisches Feld

parallel zur y-Achse J (0.jg,0) (10)




d) Magnetisches Feld parallel zur z-Achse

e) Strémung mit konstantem Querschnitt.

Die oberen Gleichunpgen lautent

8y P10, = Fo Wox
d X ’
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Zur Vereinfachung setzen wir:
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Lx T /e d (4")

1 ) 4= ¢(E-v8) (5")
~ WM. v .

\}ET = T, {/Hdu(/[v, )} r(PtT) (6")

wobei

h =h(pT)=cH (p,T) T

i
Bei schwach ionisierten Gasen ist o sehr klein (£ 1077), sodaB
s %
\’(P; T) = Yo “C-Ohs'(unu bei einatomigen Gasen ist c P(P lT)*'cP-c,ons{:

sodaf3 man folgendes Differentialsystem schreiben kann:

r-’-};v'+-}-3'=0 (1)

9 v o+ fp' - G'B(f‘”SXQ)
oL v+ guep - EED)
FI'-'I

RTfg' - Fe -0

R = -G/A,’[:t_,-'r.B)(S)

(div M0 ist vernachlidssigt worden)

Im Gleichungssystem II kann man die GréBen v', p', p', T', B'
als Unbekannte betrachten und dann das System nach diesen Grods-
sen 16sen. Die 4 ersten Gleichungen liefern v', ¢', p', T',

die letzte Gleichung liefert B',




Der Determinant von (I-1) bis (I-4) ist:

A i 41 o
v §
A g
= | &% 0 . } Ay
o pet 0 N A ¢t -(§ - h)"r} e
1 -1 A
‘ S p T

%:T B it Yy = konstant

Nehmen wir an, daB man die lormel h = 0

anwenden kann. Dann wird:

L 48 ¢-19¢_4¢ ud A=c,(4- % £) (17)
P b T T BT Y g ¢ F
Wir schreiben dann flr Gleichung (16):
v
= e 1 - )
wobel ¢ die Schallgeschwindigkeit ist.
2
A=Cp (’1—M) (18')

(M = Machzahl)

Der Determinant zeigt, daB die Machzahl M = 1 eine groBe Rolle

in dieser Theorie spielen wird.

Die Berechnung von v' liefert:

v 7 o o
¢BR(E-vB) 0 4 0
¢ E(E-vB) O 0 §f vCp
g L -4 1
v - I A GRAD (o hhd
Co(1-H?) Cp (4- M%)

e n,_)(a‘ vB)(ﬁ—E v8)




6 1
v o= 3 - & (19)
P(M%1) ( vB) (~B ¥ )
sodaB
b B s SO ( ____

§ =" '\r(p(w-ﬂ) ("’B ) 120
fhniicherweiser wie filr v' kann man p' und T' berechnen. Man
findet:

1 4"'(3‘43“ N
( 3_76_1 (e \(&ng vB) (a1
v (n%1y A+ ¥-1)N
, TN B( XHE-1 2
- E-V 22
=% (H” 1)»([{ v) ) (22)
Aus den Beziehungen:
| \
H = % dh. ..U_... = 2 -..g..
H ny C
: 4 ' .
und c= V¥ ¥ T d.h. %— = T ; { = const.
gUltig zwischen 50000K und
10000°K fiir Wasserstoff mit
Y ~1,2) siehe Bild 1)
findet man: ,ﬁl a4 :I:
Mo 2 T

und mit Hilfe von (19) und (22):

M
M~ 2 M-

o4 2+ (¥-1)MP e -
o ” E-;& (E_-'U‘B) {‘U‘B

¥-1 A+ XNZ-E}
¥ 2+(¥-A M2 £23)

Es ist auch interessant,(v B)' zu berechnen. Diese Ableltung
gibt an, wie schnell die Differenz E-vB sich Endert, d.h.
wie schnell j sich &ndert.




(vB)' gewinnt man aus v'B + vB', d.h. mit Hilfe von (19)
und B' :/.00-'(;5-\;}3) (G1.II-5). Man findet:

L Rep(WDyeB x1_8® ""“}
(vB) =("‘ B2 )P(haq)(E ”B)[”B X B’-;..?(W—ﬂE

2. Zusammenfassung der Ergebnisse

L “F;%i_—ﬂ (vB-E) (vB - 3—;(—45\ (=)
T oty (BEe -5 9 "
%' ] (wx'”Nz)PveZMkﬂ(”B'E)(”B_Af(-):mz’-ﬂ )
T (- s (9B E) (ve-L=te) (a)
%:/‘“‘Bg (vB-E) (e)

3- Y-14 A+YM*
(vB-E)B- g e )

w8 . (E-v8) {(A-z“ﬂ-l:’-(ﬁ—ﬂ)ﬂrB 5;1—5} (g)

v B PU(N" 1)

pv(H‘ 1)

Die Gleichungen a,b,c,d,e und f ermSglichen, Anfangsbedingun-—
gen zu finden und, nach deren Festlegung, den Verlauf der
Beschleunigung qualitativ vorzusehen.

Die Anfangsbedingungen sind:

QJ°JS°JP‘JT°’M°'B°'

Wir betrachten E als eine Konstante des Problems.




IT. Anfangsbedingungen der Beschleunigung
Wir wollen mit der m8glichst hohen Geschwindigkeit (m8glichst
hohen kinetischen knergie) beginnen. Die Temperatur des Plas-
mas soll nicht 2zu hoch seln, sodafl die WHrmeverluste nicht
zu groll werden una nmoglicherweise durch Ohmsche Wdrme kom-
pensiert werden k&nnen.
Eine hohe Anfangsgeschwindigkeit erhdlt man, wenn das Plasma
mit Uberschallgeschwindigkeit ins Magnetfeld eintritt. Wir
fordern:
M, > (25)
Mit der Bedingung (25) gelten dann folgende Ungleichungen:
2 y A
gy AMA S (EOME X1 e XME X4 (26)
¥ M A+ (X-A)M? £ 2+ )
Bei variablen Werten f{iir (vB) gelten folgende Vorzeichen fir
die Ableitungen: v', p', o', 7', B', M', (vB)':
Tabelle I
X-1 X1 M e (xME e yMRA
L X E] L x 2*(&"1]"\!3 d-l- X-1 “2—‘ \ x V\ E E
vB
1 = + g + + =
v
p' h - = - = %
.DI 4 + “+ — —-— +
T' + “+ + + - =
e - = = . “+
ih
- - - + + + =




In der Tabelle I sieht man, daB die Beschleunigung (v'> 0)
nur fir

§-1E ¢ 0B < E (27)
X

erfolgt.

Mit M >1 und v'> O kann man auch noch M'> 0 fordern.

Wir wollen nun Anfangsbedingungen suchen, dle folgende Un-
gleichungen erflillen, und ein Beispiel flir Wasserstoff als
Arbeitsgas geben.

[ b, & 4
p | We > 0
Mg > O
(10B),= 0
M, > 1
My > O
(0B > O
Die Ungleichungen (A) sind gleichbedeutend mit dem System:
. Mg > 14
_ 3
{ "%‘i %15 <(wB), < E (Siehe Tabelle)
e
L (’KDB)O:}’- /‘1’%(1‘1;31] (Siebe Gl.(g))
oder mit: Mo > 1
-A
=1 4+XM:zE 7 KY—E s s
0 2+ (0N A= AaPe (W)
-1
(B) = X




O

oder, nach einigen Umformungen:
~

M, » 1

LY pofe (M) €87 < pmapo (1+(Ms)

—

. B E
L ('D B )o' 4 :I_ rf‘('. Pl (ﬂoL"t)

Bo

Wir setzen

rf"'o Po CH?_/,J = B%‘”

sodafBl das Gleichungssystem in folgendes {ibergeht:

M, 7 1 (28)
L < 2-4 " Y
At Bk. B /oo Pe 2 i L )(:: Bko +(A+()/"o Po)(29)
A &
(0 B), = T3 £ (30)
4-'? ke,
%lb

Die durch (29) definierten Grenzen knnen wir als Beispiel be-

Stimmen, fir Wasserstoff mit:
*

1 Y N -1

- 4:”’,’ Mo = Ab . Po= 5 at - A ;;z,;/bnsh’ﬁ'-/ir -Ak-lm

Man findet: "
2,23 A0 <R < 563 AT
0,454 Tesle < B, < ¢, 2205 Tesla

Die Beziehungen (A') wollen wir jetzt mit der G1.(5"), d.h.

mit:

fo = € {E - (0 B)} (31)

zusammen behandeln, weil j, eine physikalische GriéBe ist, die
man mehr oder weniger in der Hand hat. So scheint z.B. j#30 Amp/cm2

K)Der Wert vy = 1,17 1st durch y = % fiir %Y00< T < loooo bestimmt. (sie-
he Bild 1). Wenn man diesen Wert zur Berechnung der Schallgeschwin-

digkeit AQ \y P anwendet, findet man gute Ubereinstimmung
mit der Schallgeschwindigkeit durch (5?]5 berechnet. (s. Bild 2).




eine mogliche GrdBe zu sein und dadurch ist E-(vB), "fest-
gelegt".

Wir wollen nun folgendes System 1l8sen:

-

M, » 1
(28)
‘B:, Z B: < g o (A4 y P (29)
1 1- ¥
(08), = ;i g E (30)
B |
L jo = € (€ -(w8),) (31)

wobel y, My, pPy» Jo Pekannt sind.
B, tritt als Variable auf, wdhrend 40, und 6 Funktionen der

Temperatur sind (T tritt als Parameter auf).

Wenn man (30) und (31) kombiniert, erhdlt man durch Elimi-
nation von @OB),

£ w AL 1.
¢ 4_;”_%?_85_ | (32)
§ 35 |
Bt
SR LA dll v (33)
€ 4. 8i.
L
und durch Elimination' vanE :
o =1 (34).
40080‘ 6" 4_3:‘.

- ’u
bei « M, 40 (1) und [} ind.
wobel 40, « Thag g und ¢ Fonyte
Man hat dann folgende Gleichung:

s -4 :
M . Aos.h.lL(T. ) P) b F G‘%ﬁ,) /—1{:—{_&:— (34 )

um T,(bzw. By) zu bestimmen, wenn B, (bzw. T,) gegeben ist.




Wir behandeln ein Beispiel mit Wasserstoff als Arbeitsgas;
z.B. selen fplgende Anfangswerte gegeben:

o= MATTA (- W)
{7 o No( & et
Ho = /II-"_

- A}
\

Wir wdhlen Bo = 0,157 Tesla aus und fragen nach der Arbeits-
temperatur des Gases. Man hat folgende Gleichung zu l8sen:

- 5 . 'y
.. 6453 . 40 ()= A4 . 340 (444”f ) -~ 13 . Ac
4 ( Sahall GT(’T_a ) 1- i' zu:. AA:’_ :‘ & (Fro)

Die Gleichung kann man graphisch 18sen, wenn man #%(:%) undeCL)
kennt.

Man erhdlt z.B. folgende Tabelle:

Tabelle II
T | adle | B [T, 1 |25
5000 10° | 7,3.10° 7,7.10° 1,94 .10”
5500 150 4,87.103 8,2.103 2.06.10°
6000 220 | 3,29.10° | 8,6.10° 2,15.10”
6500 310 | 2,36.10° | 8,9.10° 2,24 ,10”
7000 420 1,74.10° | 9,3.10° 2,34 .10°

Der Schnittpunkt der beiden Kurven liegt bei T 6600°K
fir Wasserstoff. Zu T = 6600°K gehBren dann die entsprechen-

den Werte: © = 320 GZ'lm‘l),fmS = G000 m/s, 40, = 14 400 m/s,




C

w0,B, = 2260 V/m = 22,6 V/em, E = %280 V/m = 32,80 V/cm.
@z?’, _ gggg = 0,69 («08) =0,69.E

Mit y = 1,17 und M = 1,6 kann man die bemerkenswerte Grofe
der Tabelle I berechnen. Man hat:

t%i E - 0,45

'4 A"’ nb =

(p-4) n* K =g
4+(r.43 Y - £ - 6‘3(“1 v Mw g - 6-'11"‘5

auBerdem (49 g) - 068 £
d.h. @o B) liegt zwischen &%ri:)—”ﬁ,— ‘€ und _[_ ‘E (s. Ta-

%
belle I) ziemlich nahe an dem Wert _Ké}lli E wobei
T' = 0 ist, sodaB die Anfangsbedingungen lauten: (Spalte 4

der Tabelle I)
a0 > U g“« 6, ¢ 2 Ui T'> CT} ' < 5; M'> 0.

Zusammenfassung der Ergebnisse flr die Anfangsbedingungen

der Beschleunigung

Mit Wasserstoff als Arbeitsgas unter der Annahme, daB
a) die Enthalpie des wasserstofis in dem Gebiet 5000 -
lo 000°K durch h = 'j;z mit Yy = const = 1,17
gegeben ist, und daB
b) die Schallgeschwindigkelit in dem gleichen Temperaturge-
biet durch c-qu”T mit y = const = 1,17 gegeben ist
(siehe daftir Bilder 1 und 2)

kann man, mit den gegebenen Anfangsbedingungen:

A &
@o = B.Aﬂ's :;,_ = 30’ Sy 2
b o= Arh Moo 4t

. A
Lo A5t Tesl - ASFO Gouss
]

die Anfangstemperatur berechnen: TO = 6 600°K , die die Be-

ziehung (30), d.h. @0 B)' = 0 erflillt. Mit dieser Temperatur
kann man jetzt bestimmen:
G(TY~ 320 Q7'M ) w, B, s 2240 V[m

E 32,80 V{m

M%fT) = 3000 A~
w, = M a0 (T) = Av oo ms




IIT. Integration des Gleichungssystems

1. Mit Hilfe der Rechenmaschine haben wir das Gleichungs-
system (I)

f g‘l;- =3°13-°
v a s
Qv gx Tax Tdo
d 2 -
J gv (v +R) = &

dB '
X VAR

(A

=
i - 6 (E-vB)
£ =5

T

K\ A= CP'Tﬂ

integriert, mit den Anfangsbedingungen (C). By (= 0,157 Tesla)
wurde so gewidhlt, daB (K}B)O' = 0 sein soll, d.h., da8
Er%' am Anfang null sein soll.

2. In dem Programm flir die Rechenmaschine haben wir auch
andere Werte flr BO(>-o,157 T) eingesetzt, und zwar B0= 0,19 1;
Bo=0,22 T und B, = 0,25 T, Werte die (% B) ' > O entsprechen.

Der Verlauf der Gr&Ben Voo jx, Py Bx"‘ ist aus den Bil-

dern %, 4, 5 und 6 zu ersehen.




R.J. Rosa

Ph. D. 1956 Cornell University

"Part two: "Engineering Magneto-Hydrodynamics"

Doctoral Dissertation Series - Publication No.: 18,285
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