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Zusammenfassung

Das zweidimensionale Analogon der torusartigen MEYER-SCHMIDT-

Plasmakonfigurationen 1) ohne inneres Feld wird mit funktionen-

theoretischen lethoden behandelt. Wenn der Rand des zweifach
zusammenhingenden Plasmagebiets aus zwel geschlossenen
analytischen Kurven besteht, deren Gleichungen bekannt sind,
kénnen Struktur und Singularititen (also die Strome) des
suBeren llagnetfeldes durch eine Kombination von analytischer
Fortsetzung und konformer Abbildung ermittelt werden. Ein

Beispiel wird ausfiihrlich diskutiert.

The two-dimensional analogon of the toruslike MEYER-SCHMIDT
plasma configurations 1) without interior field is treated by
functiontheoretic methods. If the boundary of the doubly
connected plasma domain consists of two closed analytic curves
whose equations are known, the structure and the singularities
(determining the currents) of the exterior magnetic field can
be obtained by combining analytic continuation and conformal

mapping. An example is discussed in detail.

1) 4 . " : . ; : - :
) Illan vergleiche Ld] (isine Ziffer in eckigen Klammern bezieht

sich stets auf das Literaturverzeichnis). MNE{¥R und SCHMIDT
werden im folgenden mit M und S abgekiirat.




1. Allgemeine Gestalt des zweidimensionalen lModells

x,y,/ﬁ seien kartesische Koordinaten des dreidimensionalen
euklidischen Raumes, 7, ¥ seien Polarkoordinaten der @‘y) -Ebene,
ferner sei Z = X +Ly . Die [r,y}-Ebene wird kurz z - Ebene

genannt.

In der z -Ebene sei ein zweifach zusammenhéngendes beschrianktes
Gebiet é%, mit der inneren glatten Randkurve r; und der auBeren
glatten Randkurve f; gegeben; IZ umschlieBe ein einfach zusam-
menhidngendes Gebiet éi 5 f; sei Rand eines einfach zusammenh&angen-
den Gebietes é% , das sich ins Unendliche erstreckt. Senkrecht
auf der ¥ - Lbene stehend denken wir uns einen mit Plasma gefiill-
ten zweifach zusammenhéngenden Zylinder, der sich in t:l;—Rich-
tung bis ins Unendliche erstreckt und die z - Ebene gerade im
Gebiet 6%: schneidet. Die Oberfldche des Plasmas besteht also

aus zwei getrennten Teilen, die man sich durch Verschiebung einer
Parallelen zur zﬁ-Achse ldngs E und f; entstanden denken kann.
Das Plasma soll durch ein duBeres Magnetfeld im Gleichgewicht ge-
halten werden. Mit M und S sei das Plasma-Innere als feldfrei
vorausgesetzt, so daB im Plasma und an seiner Oberfldache konstan-
ter Druck herrscht und alle Plasmastrdme an der Oberflédche
flieBen.

Alle Stréme sollen in */4-Richtung flieBen, die z - Ebene ortho-
gonal durchsetzend. Man mufl sich vorstellen, daB sich sowohl die
Plasma-Oberflichenstréme als auch die im AuBenraum fliefBenden
Strome jeweils bei 4 = top (sehr weit drauBen) schlieBen. Alle
Feldlinien laufen parallel zur = - Ebene, fiir alle auftretenden
Funktionen F ist ’95}/9F1£—C. In diesem Sinne liegt eine zwei-
dimensionale Anordnung vor, man kann sich auf Betrachtung der

Situation in der 2 - Ebene beschridnken.

Wie bei M und S ist die Stromdichte y;*f auf der ganzen Plasma-
Oberfliche konstant, mit |;*‘;xé'” ~ const > C nehmen wir an,

daB }{*t ~ "x“ﬂjﬁ auf [,

Tr= [ %n I, gili. A -
7 J 2 auf 1 gilt. Das AuBlen




feld, das hier aus zwei rdumlich getrennten Feldern (in Gi und G; )
besteht, hat an der Plasma-Oberfliche konstante Tangentialkomponente
E% und verschwindende Normalkomponente .£h~=f% in anderen Worten:
5 und f: sind Peldlinien des AuBenfeldes, wegen der vereinbarten
Richtung der Oberflédchenstrdme in mathematisch positivem Sinn
orientierte Feldlinien (Antiuhrzeigersinn bei Fortschreiten in %L
Richtung). Durch Gi und ég miissen geeignet verteilte Strome
flieBen, deren Magnetfeld durch die Oberflichenstrdme gegen das
Plasma-Innere gerade abgeschirmt wird. Die Uberlagerung des von den
Oberflichenstromen erzeugten Feldes mit dem von den AuBenstrdmen
erzeugten Feld soll gerade das AuBenfeld ii’in 6% und Gﬁ mit der
angegebenen Randbedingung léngs /[, und f: , das Innenfeld (C in (;%

ergeben.

Flieft durch f: der Gesamtstrom -] , so flieBt durch f; der Gesamt-
strom [ > O, und aus der Konstanz der Stromdichte folgt, daB /;

und f; umfangsgleich sind. Aus evidenten Bilanzgriinden ist

jL,I - - ID(T: i
G4

ot
=
<

Aus Criinden technischer Realisierbarkeit ist es erforderlich, daB

die AuBenstrdme einen positiven Abstand von [ v [, haben, das AuBen-
feld muB also bis zu einem positiven Abstand « vom Rand des Plasmas
ein singularititenfreies harmonisches Vektorfeld sein (das heiBt,

es muB dort ein nicht notwendig eindeutiges Potential w mit B=Vu
und §72LL==O existieren). In 3. wird gezeigt, daB Glattheit des
Randes dafiir nicht hinreicht, wohl aber Analytizitdt des Randes.

@ ist allerdings nicht vorgebbar, sondern ergibt sich erst nach

Losung der Aufgabe.

Das MaBsystem sei so gewdhlt, daB ein durch z=¢ flieBender Strom I
das NMagnetfeld ¥ = y I)/Yi.l) erzeugt (¢ =Lichtgeschwindig-

keit). J




I

2. Spezialisierung des Modells, Geometrische Bedingungen

Aus der Forderung nach Umfangsgleichheit der Randkurven (:—und (;

folgt, daB Gi kein konvexes Gebiet,I: also keine Filinie sein

kann. Anschaulich ist dies plausibel; ein strenger Beweis 1&Bt

2)

aber einigen Aufwand und wird deshalb hier nicht dargestellt.

sich mit Hilfe der Theorie der Eilinien erbringen, erfordert

Gebiel G,, AuBenfeld %

Gebiet G,
AuBenfeld &

Abb. 1.

In Analogie zu M und § nehmen wir an, daB [, und f; spiegelbildlich

L\]

zu den Strahlen f ='v7f//n liegen und bei Drehung um den Winkel
2ic /N mit = =0 als Zentrum in sich ibergehen. Dabei sei n eine

natiirliche Zahl 1, 2, 3,..., und v=g 4, 2,...,2n-1. Speziell habe

2)

In [5], Seite 48, ist ein Bibereich definiert als konvexer Be-
reich mit stetig gekriimmtem Rand, eine Eilinie ist eben dort
definiert als Randkurve eines Eibereichs. Einige Sidtze iiber
Eilinien findet man in [2], Seite 18 und 25/26, und in [5],
Seite 47ff. '




(1)

(3)

(4)

I;._
4]

die Gestalt

T o= "f‘(kf’)-:./f%-{y'czca ne qua;d}

und I? sei ein Kreis
o= R

Bezeichnet man mit L, den Umfang wvon /; s S0 miissen 2 Bedingungen
4

erfiillt sein. Wegen = L, = [, muB

L,= 2+ R
gelten; da f; und ﬁ'einander nicht schneiden und nicht beriihren

dirfen, muB
R>1+B~

sein. In Abbildung 1 ist der Fall p=4§ , J”:%%g skizziert. Man
kénnte allgemeiner fiir [, eine Kurve () = Rq t oy, o ong
nehmen, da dies aber methodisch nichts neues bietet, wird der Ein-
fachheit halber f; als Kreis angenommen. Die spezielle Wahl der
Kurve Q; bietet den Vorteil, daB die qualitativen Eigenschaften
des AuBenfeldes sich durch Aufldsung quadratischer Gleichungen

ermitteln lassen, wie in 5. ausgefiihrt wird.

Mittels elementarer Rechnung a1) findet man, daB die Kurve (1)

fir O £J~ < ///(n1+ 1) eine Eilinie, fiir ;o> 4/('n1+'1)
keine Bilinie ist. (1) ist ndmlich genau dann Eilinie, wenn fiir
alle ¢ die Krimmung K(¢p) = (-{2‘-[- 1! 7‘)_3/1 (1‘2'.1..2_-{.1— 1—1-") >0
(die Striche bedeuten Ableitungen nach ?).

Numerische Rechnungen zeigen aber, daB o 4,//(nl'+ 7) nicht

fiir das Bestehen von (4) hinreicht. Mit n=% ist 4 (n?*’f);:‘z@ogr?g)
aber (4) ist auch fir r = 0,19 noch nicht erfiillt; fir r > 0,X0
ist (4) erfiilllt. Man vergleiche hierzu die Tabelle am SchluB die-
ser Arbeit.

Wenn n2 ¥ ist, findet man auf anderem Wege eine zwischen O und 1

liegende hinreichende Schranke Xﬁ;, mit der (3) und (4) gelten,

al), a2),... beziehen sich auf die ausfithrlicheren Darstellungen
im Anhang




(5)

(6)

wenn nur 1 > § 233'* . Offensichtlich ist L, > L% , wenn [*
der Umfang des Polygons [ ~mit den Ecken

, ngdi-d,

; e i
Rw= (r= 1+ ¢107, @ =oT/n), =012
ist. Unter der Bedingung
L* > 2% (1+y)
liegt der mit fﬂtumfangsgleiche Kreis r =R"= Lf?/(Qfﬁ)
ganz auBerhalb von | *. Aus (3),(5) und L,>L* folgt dann (4).

Léngliche elementare Rechnung a2) liefert, daB (5) gilt, wenn
9. 2 2 .« 2o\12

% e+ 2n ('IT-—h Sim ;’l;)

J (/{+c/o-31),‘:—)-2n2‘ - w7

"l !r 4:? '4) n= qL.

Mit 0 égf =3 JF*’ n= 4% | gilt (5) nicht. Fiir ’If:’rn <2 ist
(5) nirgends in © Ly £ 1 erfiillt. Wegen [ ,> (™ gelten (3)
und (4) auch noch fiir I~ f* s Ja sogar noch in einem Intervall
o<, <y <b~* . Fir n= 4 ist y¥*==0,465" , wihrend
numerische Rechnung X3:= 0,30 liefert. Bei n > oo gilt
asymptotisch

. -
j‘*;—.(%—-f-ﬁ%)u n +O@! q—).

Die Herleitung zeigt, daB (6) fiir die Giiltigkeit von (3) und (4)
auch dann noch hinreicht, wenn man von der glatten Kurve E; ledig-
lich verlangt, daB sie durch die Punkte ]3901) geht und T dort

ein Maximum bzw. ein Minimum annimmt, wenn v gerade bzw. ungerade
ist. Da es Kurven f: dieser Art gibt, deren Umfang beliebig wenig
groBer als L? ist, kann unter dieser schwachen Voraussetzung
iiber [ die Bedingung (6) fiir das Bestehen von (3) und (4) nicht

gelockert werden.



5. Funktionentheoretische Formulierung und Losung des Problems

Wir verzichten in 3. und 4. auf die in 2. vereinbarte Spezialisierung.

Der magnetischen Feldstirke Y% = f% ", + E&’ﬂy ordnen wir
die kemplexe Zahl I = R, + L]%x zu. o. sei stets die zu oo
konjugiert komplexe Zahl. w~(z) = wu(z) + ¢ v (2) sei das

zum Magnetfeld E;rgehérige komplexe Potential, es sei also_sz):Lyh@,
liit der reellen Funktion w ist dann % = grad ., und die reelle

Funktion U stellt die zweldlmen51ona1e FluBfunktion dar. Bs ist

v(z,) - v(z,) = f % ds,
wenn iiber eine 2, mit =1 verblndende Kurve integriert wird, l&ngs
der g»singularitétenfrei ist, und W durch Drehung des Tangentenein-
heitsvektors der Kurve um —Tt/ﬁl entsteht. In einem Gebiet, in
dem Y%~ ein eindeutig harmonisches Vektorfeld ist, ist EY;; = L@g

holomorph +). Statt B(z) schreiben wir im folgenden L(z) , es ist

E(}J.z tJJ(Z) . Die Funktion c¢r(z) kann mehrdeutig sein.

Da man sich bei der Darstellung der Lésungsmethode auf eines der
Gebiete G; mit seinem Rand !T beschranken kann, ld3t die zu 16-

sende Aufgabe folgende Formullerung zZu:

Gegeben ist ein einfach zusammenhdngendes Gebiet G—, welches von
einer doppelpunktfreien geschlossenen analytischen 5) Kurve [
begrenzt wird. Man bestimme ein passendes Teilgebiet G* von G und
in &7 ein eindeutig harmonisches Vektorfeld £, das auf G*Xo I
stetig ist und lings [ konstante nichtverschwindende Tangential-
komponente Bt und verschwindende Normalkomponente,Bn' hat., [
soll im Rand von & * enthalten sein, die Menge der nicht auf I

liegenden Randpunkte von i;*'soll einen positiven Abstand von [

+)

r4
)

"holomorph" bedeutet:"eindeutig regulir analytisch".

Damit der Begriff "Tanpent1a‘k0nponeﬁ+e langs [7” sinnvoll sei,
muB [~ glatt sein. Glattheit wurde schon in 1. und 2. vorausge-
setzt. Nach erfolgter Losung wird gezeigt, daB das Problem unlés-
bar ist, wenn ™ zus verschicdenen &nuLVt1QCth Teilbdgen glatt
°u"ﬁ'ﬂenfeﬁe*vt ist ("verszchieden" bedeutet: *ht durch

analytische ULP+Sutiun3 auseinander nervorxchvnd”}.




habten, der allerdings nicht vorgegeben ist.

Im folgenden sei normiert auf Bta 1 lings [

Denkt man an die hydrodynamische Analogie, so erkennt man, daB
eine Umkehrung des Helmholtz'schen Problems der freien Stromlinien 4)

vorliegt.

Aus der in anderen Worten formulierten Bedingung, [ solle Feldlinie
konstanter Feldstédrke sein, folgt, daB8 u lings [ proportional zur
Bogenlédnge § wichst, wihrend v lings [~ konstant ist. Es ist zweck-
médBig, auf v =0 1lings [ 2zu normieren. Man erkennt, daB das Vektor-
feld ¥ bei Umlauf um die Randkurve [ nichtverschwindende Zirkulation,
mithin in & mindestens eine Singularitdt hat. Das Gebiet G- ist also

von mindestens zweifachem Zusammenhang.

Als Beispiel diene das Gebiet G = {lz| < 1} mit dem Rand

[ = {'2{‘:/{} und das in @f={04\2I<' ”ij harmo-
nische Vektorfeld % = +~7 o . Lings I ist 'Bt= 1, B, =0,
Bs ist B(=)={/ % und w(2)=-( {eg = . Man kénnte auch

Gt = {g = I 2 ’f} nehmen, wenn mur O < ¢ < 1  ists G ¥
ist also nicht eindeutig bestimmbar. Nimmt man & = {rzl > 4‘} , SO
ist B@) = L/-I Losung in G—"":{ 1 <j=| < oo ‘7] . Im ersten

Fall liegt in z=Q , im zweiten Fall in z = oo eine Singularitat.

Zur Darstellung der Losungsmethode nehmen wir an, [ habe mit dem

reellen Parameter ¥ die Darstellung
z(t) = x@B) + ¢ y(t), =2(t+iv) = =(t).

Analytizitdt der Kurve [ bedeutet, daB z(£) holomorph und éL(t)#=C
ist. Gesucht ist eine in einem passenden Gebiet G;* holomorphe
Funktion LCz) , fiir welche ‘B(ZJ == EE;3 auf [ die Randwerte
i(f)/, i’.(fj' annimmt 5). |.)(2) soll also die Randwerte T/I%l

4)
5)

Hierzu vergleiche man [3], Seite 94ff.

Die allgemeinere Aufgabe, mit einer lidngs [ holomorphen Funktion

"#U_«“—\; solle B(z) auf I die Randwerte ~{i.(z) 'i/l:' annehmen,
14t sich auf analoge Veise l&sen.




(7)

(8)

annehmen. Mit z(t? sind lidngs [ auch x(f) und )r@j holomorphe
Funktionen des reellen Parameters t] wie Potenzreihenentwicklung
von z_ﬁj in der Umgebung eines beliebigen reellen [ sofort lehrt.

L2

%_(t)l = 2% 4 y

Mithin ist auch
eine holomorphe Funktion der reellen Variablen T.

z @j und g(ﬁ) kdonnen also auf komplexe t

analytisch fortgesetzt werden, und nach dem Prinzip der Permanenz

der Funktionalgleichungen 6) bleibt dabei die <27~ Periodizitidt
beider Funktionen erhalten. Man beachte aber, daB fiir nichtreelle
t im allgemeinen 5,(f)7é )ig“)l ist. Es ist zweckmédBig, vor
Durchfiihrung des Fortsetzungsprozesses in der komplexen t-Ebene t
mit t+2L7% topologisch zu identifizieren. Gleichbedeutend damit
ist es, sich auf O <€ & t < 2+ zu beschrinken und
t=t? mit t+1¥ als identisch zu betrachten (© reell).
Topologisch gesagt liegt dann ein £-Zylindermantel M vor, auf dem

die langs der geschlossenen Kurve
K = {O < Lt < i g 0 identisch mit 21;‘}

gegebenen Funktionen = (f) wund g(f) analytisch fortzusetzen sind.

Auf M gibt es ein Gebiet T mit folgenden Eigenschaften:

1) K verlduft ganz im Innern von T.

2) InT sind =(t) wund ﬁ(t) holomorph.

5) In T ist =z = zﬁﬂ im Sinne der Ixistenz der Umkehrfunktion ein-
deutig nach‘f =t (=) auflésbar.ﬁfird also T durch »(f) auf das
2-Gebiet ¢ abgevildet, so ist G schlicht und f(z) ist in G
holomorph. Speziell ist i(t)%a in T . »

4) [” verldauft ganz im Innern von G . Der Rand von (- hat mithin
einen positiven Abstand von [ .

—~—

5) In ¢ ist die Funktion

be) = 9 (t=) /:&(f(z))

holomorph.

I'an vergleiche [ﬁ], Seite 203ff.
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Die Existenz eines Gebietes T ergibt sich aus bekannten Sdtzen

mit iblichen SchluBweisen der Funktionentheorie.

Auf M ist € reell, und wegen (7) und (8) ist

b = g 0)/20) = |2 /5 = 2/,

auf | nimmt also b(z) die geforderten Randwerte an. Man kann
G—* = g A~ & nehmen und hat damit das Problem geldst,
im allgemeinen hat man allerdings noch nicht das groBtmdgliche
Gebiet G*ermittelt. Gegebenenfalls kann man b(z) aus gn G
heraus innerhalb ¢ noch weiter analytisch fortsetzen; man muB
dabei aus Grinden der physikalischen Deutbarkeit darauf achten,
daB I{EQ eindeutig bleibt. Hierzu bringt man, falls erforder-
lich, in G-passende Schnittlinien (Verzweigungsschnitte) an,
die beim FortsetzungsprozeB nicht iiberschritten werden diirfen.

#
Auf diese Weise kann das Cebiet & erweitert werden.

Wenn die Umkehrfunktion ((=) nicht explizit angebbar ist, wird
man es vorziehen, den FortsetzungsprozeB iiber dem f-Zylinder-
mantel M vorzunehmen. Durch gemeinsame Fortsetzung von z(t)
und j@j erzeuge man eine Riemann'sche I"lache. Auf dieser neh-
me man ein passendes Teilgebiet, in dessen Innerem die Kurve K
verlduft und das durch =z = szj auf ein schlichtes z- Gebiet
abgebildet wird, in dem B@Q holomorph ist. Fortsetzung von [
aus ins Innere von & hinein entspricht Fortsetzung von K aus
in Richtung positiven bzw. negativen Imagindrteils, wenn &
bei Durchlaufen von [ in Richtung wachsender t links bazw.

rechts liegt.

Mit \,\/{t) = Cv_(t)) ceht wegen ‘v:/(t) = vr'i(z) é—(t)

die Randbedingung L(/) — uJ(1)= jz//IQJ . ¢ reell,
liber in

o 1 ° . f \

wWit) = | =) = g(t)) T reen.

Analytische Fortesetzung von q(ﬂ liefert ein harmonisches Vek-

— J X t
torfeld qﬁ) mit dem komplexen Potenti=zl \/Lt)=-,f j Cﬁ) ofc.

P
=0
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Verpflanzung dieses Potentials durch « = =(f) liefert in der
z- Ebene das komplexe Potential (=) . M/(t(z)) und das
harmonische Vektorfeld FE(=) = ¢ (=2) . Die Abbildung = = =(¢)

fihrt Feldlinien in Feldlinien iiber. Man beachte, daB man we-
gen (8) zur Bestimmung der Feldstdrke keine Integration aus-
filhren muB. Die Feldlinien kann man durch Integration der
Differentialgleichung J?/éﬁ,g,ﬁgj M reell, erhalten. Kennt
man ,;:ﬁ nicht explizit, so kann man einfach durch die Abbil-
dung z == (£) die Potential- und Feldlinienkonfiguration von
der iiber M aufgebauten Riemann'schen Fliche auf die z-Ebene
iibertragen. Da man dabei auf BEindeutigkeit in der z -Ebene ach-
ten muB, sind neben den singuldren Stellen der Funktion j(f)
(diese bestimmen qualitativ die #-Konfiguration) auch die

singulédren Stellen von =/ und die Nullstellen von Z\ﬂ kritisch.

Als einfaches Beispiel diene wieder das Gebiet (& = {}ZI <1’fj

mit dem Rand [~ = { - c"t O < [ <.I? Evident ist, daB
(1) ¢ ik in {t! <t> holomorph ist. Aus = = ﬂté"t

folgt, daB 3 fr)-—l [ ist fiir reelle t, also 3 (t)= 1
fiir beliebiges komplexes ©. Mit (8) folgt b(: ) - 4//’(Cc:¢;)
:”:_F//z , also i»—:;'r_“.mf. . Ferner ist Ll(f) - f!
W (f)-: 1, w(z) =~ U»err = .

In der ¢ Ebene hat man ein homogenes Feld parallel zur reellen

Achse, in der z-Ebene ein Potentialwirbelfeld um =z - ().

Noch einige Worte iiber die vorausgesetzte Analytizitat der Rand-
kurve [ . Aus dieser Analytizitidt folgt die Holomorphie der Rand-
werte von b(=) lings i , so daB es auBerhalb |7 im wesentlichen
nur eine L&dsung L(:) gibt, die man gerade durch analytische
Fortsetzung der Randwerte erhdlt. Wir sagen "im wesentlichen nur
eine Lésung b&(z2) ", weil der einem nicht auf [ liegenden Punkt =
zugeordnete Wert u(») noch von der Lage der innerhalb G ange-
brachten Verzweigungsschnitte abhédngen kann, die beim Fort-
setzungaprozefl nicht iiberschritten werden diirfen. Falls solche
erforderlich sind, so sind diese und ihre Lage nicht immer ein-

deutig bestimmbar.
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Mithin ist L(=) durch einen beliebig kleinen Teilbogen von [
im wesentlichen schon bestimmt, die Randwertaufgabe ist unlds-
bar, wenn | aus verschiedenen analytischen Teilbdgen glatt
zusammengesetzt ist. Enthdlt | das Geradenstiick

,} :.:‘_4 < x €0 y Y= 1‘} und daran glatt

anschlieBend den Halbkreisbogen f; = {x-?'c) ,xl+»yl = 1%1

80 bestimmt f: das Feld Vi =1 . das Feld

2
L v 1

2 = 'WY’ . Lidngs {7 =0C, O =~ o - 1}

ist bei fallendem ¥ die Feldstédrke ﬁ# konstant, wdhrend ’3; |
streng monoton fdllt. Nimmt man ‘> = in e x <0 i.=ﬁuytu.x>01
so ist L iiberall mit nichtverschwindender Quellung belegt,

potentialtheoretisch gedeutet ist die bis an den Rand [
reichende Kurve [ iiberall mit einer stetigen nichtverschwindenden

Singularitdtendichte belegt.

Offen ist die Frage, ob das Problem lésbar ist fiir gewisse Rand-

kurven [ , die zwar {iberall glatt, aber nirgends analytisch sind.




(9)

13

4. Bilanz der Strome durch Plasmarand und AuBengebiet

Wie in 1. stellen wir uns vor, daB durch /, der Gesamtstrom -lu
durch f? der Gesamtstrom +[ flieBt (II}- C) . Wie dort schon
festgestellt wurde, muB dann durch Gé der Gesamtstrom I:,

durch E% der Gesamtstrom ~I'flieBen. Alle Strome flieBen senk-
recht zur ~- Ebene. Wir kénnen uns wie in 3. auf die Darstellung
der auf Gg L;f; herrschenden Situation beschrédnken, in t% v f;
herrscht eine analoge Situation. Wie in 3. schreiben wir wieder

G statt [, [ statt |

o] o

Gebiet
Gg
mil 8’:0

mit % =0

Abb. 2.

Wir nehmen an, wir hdtten gemédB 3. die Funktion b(ZJ und damit
in einem passenden Gebiet ijdas Feld % bestimmt. Die dem
Rand [ benachbarten Feldlinien sind doppelpunktfrei und ge-
schlossen und umschlingen alle in G liegenden Singularitédten und
Verzweigungsschnitte von B(Zj . Wir greifen solch eine Feldlinie
heraus und nennen sie S. Man vergleiche Abbildung 2. Wir fragen,
welche Stromverteilung das Feld

_ f’C> auBerhald ~ , [

h(:) = IZ; in G{'v [v S

O in G— -
-




(10)

(9')

(11)

(12)

14

X
erzeugt. Hierbei sei C{_ das von N\ umschlungene Gebiet, (:g

das zwischen \ und lhhliegende Gebiet.

Hierzu sei CQ die orientierte Kurvenkette, die entsteht, wenn
man zuerst [ in mathematisch positivem Sinn und anschlieBend
f;in mathematisch negativem Sinn uml&uft. In Richtung dieses
Umlaufsinns sei das Bogendifferential <s> O . Bei Durchlaufen
von ({ liegt stets (;f zur Linken, und es gilt die Cauchy'sche

Integralformel
Py _ 4 [M AT

D Ij C R

fiir die zum Magnetfeld (9) gehdrende Funktion

‘F‘t‘li"—i) —_ _,TZ\Z' -

J

Ferner gilt der Cauchy'sche Integralsatz

« e
5 &g < 5 = ) L'( é’
Da und S Feldlinien sind, ist b($) = K "o aleo
s de - [r |
b(< ) 4 - R langs (< .
7oA

Nun beachte man, daB der durch das Bogenelement ds flieBende
Strom J? ds  zum Magnetfeld den Beitrag c/F liefert, welchem

:7{-_3_ = df = -2¢ J‘?‘LG(S/((,(::—— T\) entspricht.

Setzt man gemiB den Spriingen des Magnetfeldes (9)

j-&(qj _ ?ﬁ% _jgt lédngs Cl)

so geht (10) iiber in

f) = - 2L | Zf@) s

und aus (11) folgt

AJ’ J.ﬁf(z:~) ds = ¢
Q
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Die erste dieser Gleichungen lehrt, daB die Strombelegung (12)
genau das Feld (9) erzeugt, die zweite besagt, daB durch S

genau soviel Strom flieBt wie durch [, aber in entgegengesetzter
Richtung. Damit ist die Strombilanz gesichert. Man beachte noch,

#

dag auf [ ,f%_: 1 , also i = - C.//(7wf) = i

ist, wdhrend auf § wegen des umgekehrten Umlaufsinns ,B{

also J:*: L{_J?é]/(+?r’)>(‘ ist.

~ N
< ()

Die Feldlinie S wéhlt man nach Méglichkeit weit weg vcem Plasma-
rand [ . Wenn | ein Kreis wdre, konnte man N bis auf den Mittel-
punkt zusammenziehen, der als einzige Singularitidt iibrig bliebe
(gerader stromdurchflossener Draht). Allgemein gilt: Man kann .S
solange zusammenziehen, bis man an eine singuldre Stelle oder
einen Verzweigungsschnitt von h(:) stoBt, ja, man darf ¢ sogar

in geschlossene Teilkurven zerreiBen. Die Kurve S darf sogar

so deformiert werden, daB sie doppelt durchlaufene Teilbdgen ent-

hdlt (Abbildung 3), und diese brauchen noch nicht einmal Feld-

Abb. 3.

linien zu sein, sondern miissen lediglich von der Normalkomponente E%L
des Feldes stetig durchsetzt werden, da ein Magnetfeld keine
Quellen hat. Solche doppelt durchlaufenen Teilbdgen sind natiir-
lich Teile von Verzweigungsschnitten, falls bei ihrem liberschrei-
ten.B unstetig ist. Die einem Punkt eines solchen Schnittes zuzu-

ordnende Stromdichte erhilt man durch Addition der beiden Strom-
dichten J}J: ~ = ,P , die man fiir jedes Schnittufer

e

mit dem ihm zugehdrigen “BE ausrechnet (bei Beachtung des Umlauf-

sinns von.S). Man kann mittels Integralformel und Integralsatz
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von Cauchy nachrechnen, daB auch bei all diesen Deformationen

von § die Strombilanz gesichert bleibt.

Analog behandle man die in &, v I

iberlagere dann das Feld &% , das durch die dort flieBenden

herrschende Situation und

Stréme erzeugt wird, iiber das Feld > = Iga o DB gg;:: O
auBerhalb von G, v /g und :i:-;’ = C auBerhalb von G o [

und da Gi o f; von c}lu f; durch das feldfreie Plasma-
gebiet getrennt wird, wird hierdurch die Bilanz der Strtme offen-

sichtlich nicht gestért.




(13)

(14)

3

n15)

£

5. Behandlung des speziellen Modells nach der allgemeinen Methode

Wir beschrdnken uns wieder auf die in 2. vereinbarte Spezialisierung.

Fir die duBere Kurve [, - {|=| = N \‘z und das Gebiet

G = {VAI S~ R ' gilt, wie man mittels (8) nachrechne,

L;xq 2 (R/¢) {CJUQ also £ = ( K//f) 4v? . Binzige
Singularitdt ist = = oc . Den (- -Strom kann man durch einen

Kreis j=1=R,, K, =K, flieBen lassen, dort nach der Dichte
i = T /(2w g, ) verteilt. In | =, >-;} hat man dann

¥ = ¢ . Wir brauchen mithin nur noch die innere Randkurve /| = ’;,
die durch

1l i 4 -{A )- C.AQ n(‘f; ) C" <§st <~ I) )? =3 21 3, ‘f-) ity
gegeben ist, und das von ihr umschlungene Gebiet G:'=6%‘ zu betrach-

ten. Auf Diskussion des etwas einfacheren Sonderfalles % = 1 sei

verzichtet.

Aus der analytischen Darstellung
¢t
z (t) s ( 1 + ‘]‘ AN f) €. ; O £k & Z?.JI

von [ ergibt sich, daB ¢ links von /[~ liegt, und daB

= = rz'-"t (1 + ) ¢y nt + Lnd” LA “LL))

I

fir reelle ¢ also nach (7)
)2 Lot )‘ht'l/l
g = ((A+p i)™ 4 ) o
gilt. Offensichtlich ist fiir komplexe 7 ebenfalls ﬁ(f) von der Ge-
stalt (14), wenn man sich fiir den Zweig entscheidet, der fiir

reelle [ positiv ist, und in der {- Evene geeignete Verzweigungs-

schnitte anbringt.

Wenn man nun aus (13) t :'ﬂz) explizit ausrechnen kdonnte, kénnte
man mit (8) ij fiir beliebig vorgegebenes =z in dem passend zu
bestimmenden Gebiet &” ausrechnen. Leider scheint dies nur in den
technisch uninteressanten Fédllen %=1 und n=.2 méglich zu sein.

(13) ist nimlich dquivalent dem Gleichungssystem
~ -/

Tttt T 420" - 220 4y=o0.

\
J
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Wir bestimmen deshalb qualitativ die Konfiguration in der oberen
t- Halbebene (Im f > Q ) und iibertragen diese durch = = = (%)
auf das =z - Gebiet &, Abbildungen 4 und 5 illustrieren die folgen-
den Uberlegungen (sie sind skizziert fir 7 == &, y'=0.5, geben
allerdings den Feldlinienverlauf nur qualitativ wieder).

LY  Periodizitdt und der Symmetrien zu den

Durch Ausnutzung der
Strahlen ¢ =vn /" kann man die weiteren Entwicklungen gegen-
iiber denen in 3. etwas modifizieren. Fiir ~ > ¢ ist

2(('@)::("]1-[' no e__u{> 0 also Y’=OJ fiir O(-:-:{rx*

ist :(1:—+..tx) (/{ Jc,mf\ nfx)e ct‘w “') also Cf?:'?t'/h-

Es gibt in o« > ( genau einen Wert = =«* mit = (_T,Cn, + Loc*)z C.

Mithin geniigt es, die Feldkonfiguration im Elementarhalbstreifen

E? b {i o < dZQ t = 1f//n.) 1n41 t > ()‘}

zu ermitteln, und diese dann (soweit umkehrbar eindeutig mdglich)

durch == :(ﬁ) in den Elementarsektor
E:{O':'wa—/ ‘it"/n, - u—}

abzubilden. Die Konfiguration der Feldlinien ohne Riicksicht auf

ihre Richtung in -—ﬁ//n, < Kt =0 bzw. in - /% e U
erhdlt man dann durch Spiegelung an l& t =0 bzw. F = Cb

eine anschlieBende Stetigkeitsbetrachtung ergibt sofort die Rich-
tung der Feldlinien. Parallelverschiebungen um il'é-ﬁ//ﬁ bzw,
Drehungen um den Winkel .2 gﬁg/nJ & eine beliebige ganze Zahl,
liefern die Konfiguration in den anderen /-Halbstreifen bzw.

z- Sektoren. Durch diese Verwertung der Symmetrien und Periodizitdten
hat man zwangslédufig schon die Lage der noch anzubringenden Verzwei-
gungsschnitte fixiert, die dann von selbst ebenfalls den Symmetrie-
bedingungen geniigen. Eine andere Wahl dieser Schnitte diirfte unzweck-
méBig sein.

Von Bedeutung fiir das Feld 30ﬂ in £ sind die Verzweigungspunkte
von ? , also die Nullstellen des in (14) rechter Hand auftretenden
Radikanden

G—(f)“j (%) (41-J‘ wﬁ)ﬂf) + N JZS/'W:} nt.
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(18)

(19)

(18")
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Da,(?(@ eine ganze Funktion ist, treten andere Singularitiaten
(abgesehen von der wesentlich singuldren Stelle t=oo ) nicht
auf. Mit ¥ = ces nt geht G () =0  iiber in die
quadratische Gleichung

Xl (nl-4)‘r‘2' - ?,XT.’ - (/l+ nzd»l):: O)

die die LOsungen

iR — . /l -/ - ; : 2. 2 . )
z = Li_ = m ( |+ \/’I t )’ (n 4)
hat. Man hat T > 1, ©¢_ < - 15 und bei I — 4~C

geht 7_ - — 4 . Von den unendlich vielen zugehdrigen Wer-
ten {, die alle nichtreell sind, brauchen wir nur die in E’
liegenden Werte a})

, = E by (';’1_+/7:+ - 1) mit Ke t =0

]
e

t

- £ Ly
t__ ‘E'i‘n{/‘“a,

a3)

Man kann nachrechnen , daB

Jwt. > D t. > 0.

Setzt man abkiirzend

/\
It
s
|
<
el
1
—
[
i
|
..r

so ist

[
{
=Sie
—~
rt
o+
f —
i
|
li
|
+
sf
—
~
L
|

und man findet

worin (‘fﬂ_ == C} (f}_ == —IHL,/YI (daB zf = 3_ (' S_ + i \ > O
a3)

findet man durch elementare Rechnung)

‘C_-‘/"e."_3'-1[ wit &t = T/n.
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Fiir die Abbildung in die z-Ebene sind wichtig die Fullstellen
von z () . Die Gleichung éﬁﬂ=:0 ist #dquivalent dem System
:f 2 n . n \

- ¢ - : / .

T=e JL”'”C + 2T -(nﬂT)‘Yr..—O.
Von seinen unendlich vielen Ldsungen t liegt nur eine in Ej
némlich

b=t = £ 4wy rr(:f'i)i mit o t,=0
S A (1) - 1

Man zeigt leicht, daB -tq = t+ ist.

a4)

Da der Punkt = -C ein ausgezeichneter Punkt ist (in ihm treffen
gich alle Symmetriestrahlen), bendtigt mamn noch den Punkt t ='tﬁ
fiir den = (¢*)= O ist. Setzt man in (15) z=0 ein, so findet

~

J

Mit dem schon weiter oben eingefiihrten « ist t¥= %} £l
Beachtet man, dag »(l ) auf dem Strahl =w/n 1liegt (noch

auBerhalb des Punktes =z =0 ) und daB z( & «ie ) > 0 genau
a5)

man als in £ liegende LOsung a5)
—
. 2 . 4o g1 - ~ 1
] “® — | T\ . * e
T = - + = Lﬁ? L | mit Re t%= ®/n.

n n

filr 0 < « < < *) so folgt aus Monotoniegriinden

= X - LR

--jnf [ > )5‘l (_ -
Um das harmonische Vektorfeld g(f) qualitativ zu skizzieren,a6)
beachte man, daB g(f))> ¢ fiir reelle t , und daB8 mit

t= 1t + <35

x

¢'()>0 gir <0 (in€)uma g#)<O  far $>0C eilt.

Es folgt, daB diese Geraden vom Vektor ?;TFT unterhalb der Punkte t#
und ¢_ orthogonal durchsetzt werden, aus Stetigkeitsgriinden nach
rechts, wihrend oberhalb dieser Punkte ?{ﬁj parallel zu diesen
Ceraden l&uft. Verzweigungsschnitte in der t- Ebene sind die

Strahlen (21) mit ¢ = & . Entwicklung von ?(ﬁ) in der Umgebung
der Punkte f+ und ¢ liefert mit nichtverschwindenden Konstanten

ab6)

%$+ und ,4 , auf deren genauen Wert es hier nicht ankommt 3




.4',/;__ ; //2.

9 (t) ~ /4+_( t- f+) un? ‘ 3(f)“~f A (T- fd’) , B
also Wit)-\u, oo LA (ot 7% wma V- W TAS(EE) T
Das komplexe Potential i = z“) x> 0, liefert im

Sinne der hydrodynamischen Analogie Umstr&mung eines

N |
= -
§— £
i =
L]
o
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el
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y \L Rand I
120°
\ /-"‘

Abb. 5: Konfiguration im Elementarsektor der z-Ebene

Winkels der GréBe T,/ bei ==0 . Analog haben wir an den
Verzweigungspunkten 7, und 7 Umstrdmung von Winkeln der GroBe
21743 = 420° . Aus Symmetriegriinden halbieren die Strah-
len (21) mit s < O je einen der jeweils anliegenden drei
Winkel, wdhrend aus Stetigkeitsgriinden links von den Verzwei-
gungsschnitten (21) mit s > 0O die Feldlinien nach oben (Im ¢
wachsend), rechts nach unten laufen. Die ink bei Ju 7 =wo
liegende Singularitdt stellt eine Art Dipol dar; da in der =z
Ebene das Bild der Umgebung von © = oo nicht erscheinen wird,

sei auf detaillierte Durchrechnung verzichtet. aé)

Wichtig ist, daB zwischen 0 und tf fmehr"” Feldlinien durchgehen

als zwisc?en iyﬁ und t_. Zum Beweis normieren wir auf
\A/(H =J j(r) dc, also V=0  fir reelle t
o

(es sei W = U +iV in Potentialfunktion ({ und Stromfunk-
tion \/ zerlegt), und haben dann zu zeigen, daB

V(t,) > V(t)




(23)

23

gilt. Da die Strecken zwischen C und f; und zwischen 'ﬁ/n und ©_
von den Feldlinien orthogonal durchsetzt werden, hat man in

Form reeller Integrale

Jwt+ 3‘:‘5'_ (-;*‘ " "
V(l‘:f) = ! g(u)-) D(A, \/((_) :2 ?\-7 -e—n)\} ol ).

Aus
?(E)\) =<4+|Tll.l+:1{ A hk-(nl_,])rlmizn/\){/g
g3 )« (4 = Ly ook ) =G Yy ok )) 2

folgt mit (19) und (23) die Ungleichung (22).

und

Damit hat man die in Abb. 4 qualitativ skizzierte Konfiguration.

Die Abbildungen in den Elementarsektor E: charakterisiert man am

einfachsten durch Zuordnung der Rénder geﬁﬁB folgender tibersicht:

t : L .
0 <t < TF//n A TOF)J 0 gicf <N/ n
Ket=%/n, 0€ht <t ¢ =%/n, A-p2 ==

Kurve H van £° B 7‘:+ (f:c)J 0 <« v < =,
ﬂﬂ{“:OJ it = Dt zo - =0, S

Die quer durch E laufende Hilfskurve H ist das Urbild in £ von

6 € =z < Zuf und kann mit dem so beschrdnkten reellen
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Parameter Z numerisch punktweize bestimmt werden aus dem Gleichungs-
system (15). Qualitativ ist wichtig, daB Y die imagindre £-Achse
in t, orthogonal und die Gerade & [ = ' /n in " von unten
unter dem Winkel w/n trifft (+v/n ist Zentriwinkel von £

in ==0). Wegen der Invarianz der Randorientierung wird das von
den angegebenen Kurvenstiicken umschlungene t-Gebiet umkehrbar ein-
deutig und konform auf dasjenige = - Gebiet abgebildet, welches

aus Ez durch Weglassen der Randpunkte entsteht.

Nur fiir das Wertepaar ( T_, = _ ) ist die Konformitdt verletzt,

da = in [ nur die Nullstelle sz hat. Da 'z'-('(.f)zf: ¢ ist “'7),

verdoppelt z(f) alle bei tr anliegenden Winkel. Mithin hat man

bei » Umstrémung eines Winkels der GréBe 2o 2wy = 240"

mit der Halbierenden arg (=-=,)=0 , bei =_ aber Umstrs-

mung eines Winkels der GrgBe 2w ,/3 = 720° mit der Halbierenden

ary (2 — :;)-: Y/N . Um die auf dem Rand von lzl liegenden Ver-

zweigungsschnitte zu finden, bezeichnen wir mit H die Kurve, die

durch Spiegelung von H an der imagindren f£-Achse entsteht, und mit
+

aller bei [ anliegenden Winkel wird durch =({) auch Ptr auf 5
abgebildet. Es ist N mit > - +( Bild von F, S mit Dz aog

‘j+ die Strecke © =0 0 <+ = = . Wegen der Verdoppelung

Bild von f{. , die Strecke >, ist also Verzweigungsschnitt. Als
e

Bild der auf einem [/-Verzweigungsschnitt liegenden Strecke

Mo 1 =w/n, Ju o = At = I €, erhdlt man als weiteren

Verzweigungsschnitt die Strecke .S; = {}f =i n, 0 <y :f‘:dl \°

Ansonsten liegen keine weiteren Verzweigungsschnitte in f;;

Die Richtung der Feldlinien in.zf? erhdlt man durch Ubertragung der
entsprechenden Richtungen in £ und Beachtung der Konformitdt. Die
Strecken =z  bis 411” und =_ bis (4—{) S A werden orthogonal
von Feldlinien durchsetzt, in mathematisch positivem Drehsinn.

Durch die erste Strecke geht ein gréBerer Flug als durch die zweite.
Die Feldlinien in den anderen Sektoren erhélt man durch fortgesetzte
Spiegelungen an den Strahlen @ = va//n, und Erginzung der
Feldrichtung mittels Stetigkeitsbetrachtung. Unmittelbar bei ~S‘
laufen die Feldlinien parallel zu .S‘, guf beiden Seiten aber ent-
gegengerichtet, in £ in den Punkt z=0 hinein. Beim Uberschreiten

von ';r bleibt 'Bn stetig, wﬁhrendA}%_ einen Sprung erleidet. Im
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allgemeinen treffen die Feldlinien schridg auf .&_-

Die das Feld erzeugenden Strome (abgesehen vom Strom durch r}

kann man durch eine noch geschlossene zur Randkurve I topologisch

dquivalenten Feldlinie flieBen lassen (in dem von dieser um-
schlossenen Gebiet ist dann % =0 ) oder aber durch die Schnitte S;
und 3 und ihre Entsprechungen in den anderen Sektoren. Man ver-
gleiche die in 4. angestellten lUiberlegungen. Es gibt natiirlich
noch mehr Moglichkeiten, man kann Strome auch teilweise durch
Feldlinien, teilweise durch Teile von ja— und S_ flieBen lassen,
L&8t man nur durch die Verzweigungsschnitte die entsprechenden
Strome flieBen, so hat man gerade die in Abb. 5 skizzierte Feld-
konfiguration. Die Stromdichte ,;'* ist auf [ konstant und negativ.
auf _S"_ (abgesehen vom Punkt Z_'_) ebenfalls negativ, aber nicht
konstant. Aus Bilanzgriinden muf also durch S+ ein positiver
Gesamtstrom flieBen. DaB J"* iiberall auf S_*' positiv sei, scheint
plausibel, diirfte aber wegen der nicht explizit angebbaren Ge-
stalt der Kurve H schwer beweisbar sein; H braucht ja nicht die
in Abb. 4 skizzierte einfache Gestalt zu haben; wenn f*<’3ul:
(die Tabelle zeigt, daB dies méglich ist), so muB H mindestens
einen Wendepunkt haben. Bei z_(Umstrdmung eines Winkels <)

ist £ =0 38)’ also }'*(’z__) = O , bei Anndherung an z _

léngs 5; strebt j* ~» -0 . Bei z, (Umstrdmung eines Win-

kels > ) ist [ ‘B | = o0 a8 » unmittelbar neben =z erleiden
die Feldlinien beim Uberschreiten des Schnittes S+ einen Knick

um einen Winkel ~ ©T/3 = £C°  wobei léngs der orientierten

Feldlinie + unterhalb des Schnittes wdchst, oberhaldb fallt. 29)
Mithin ist J”‘;(zf) =+ vo, bel Anndherung an z, lédngs \§+
strebt ¥ — + oo . Bei Anndherung ans Zentrum = =0

strebt [* gegen einen endlichen negativen Wert ldngs _, gegen

einen endlichen positiven Wert léangs 5+;

da bei ¥={X weder j(i‘) noch ':/:,’) eine Besonderheit aufweist
(auBer der, da8s z(("() =0 ist und 7" auf einem Schnitt liegt).

gegen endliche Werte,

Die Moglichkeit technischer Realisierung der diskutierten Anordnung
s0ll hier nicht untersucht werden. Die Schwierigkeiten bestehen

nicht nur darin, Strdme mit variabler Dichte durch
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Dréhte 7) wirkungsvoll zu approximieren, sondern auch in der
Wahl der Parameter n und ) . Wéhlt man » zu klein (natiirlich
gréBer als der nach 2., zuldssige Mindeat;ert Y. ), so ist das
Plasmagebiet bei p = 2vr/M sehr diinn, da dann der Radius R
des duBeren Kreises [; nur wenig gréBer ist als die Maximalent-
fernung '!+J~ = Muak rﬁf) der inneren Kurve C: vom Punkt z-0.
Andererseits riicken bei wachsendem )ﬁ die Singularitédten z,
und z_des G%—Feldes schnell nahe an den inneren Rand /

des Plasmas. Zur Illustration diene die fiir n = 4 berechnete
Tabelle. Man beachte, daB schon fiir ;S = 601 das (- -Feld
von dem mit y = O (Potentialwirbel um = = C ) erheblich
abweicht. In der Tabelle sind die Singularitdten des G, ~Fel-

des auch fiir einige Werte r- < J»C = 020 berechnet.

Offen ist die Frage, ob es auch Konfigurationen gibt, bei denen
die GL— Stréme nur durch isolierte Singularitéten (gerade
Driéhte) flieBen, Verzweigungsschnitte also nicht erforderlich
sind.

Herrn Professor Dr. A. Schliiter und Herrn Dr. K. Hain danke ich

fiir die Anregung zu dieser Arbeit und fiir zahlreiche Diskussionen.

Fir weitere Diskussionen danke ich Herrn Dr. W. Képpendérfer und
Herrn Dr. H.U. Schmidt. Frau U. Berkl danke ich fiir Durchfiihrung
der numerischen Rechnungen auf der Garchinger IBM 7090 und fiir

Aufstellung der zugehérigen Programme.

7)

Die Strdme durch einen Verzweigungsschnitt, auf den die Feld-
linien schrig (das heiBt weder tangential noch orthogonal)
auftreffen und dort einen Knick erleiden, miissen durch Drdhte
approximiert werden, die gegeneinander isoliert sind. Anderen-
falls kdnnten die Stréme wegen der auftretenden Lorentz-
Krifte die - -Ebene nicht orthogonal durchsetzen ( f, ist ja
stetig und + ¢ Dbeim Uberschreiten des Schnittes),
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Tabelle fiir den Fall n=-4#4

J I 1 t b B7 £ |=_| yors 4

0 o o > 0 O 27 1

0,01 1,050 0,922 1,325 0,467 0,318 6,29 1,0004
0,1 0,483 0,356 0,748 0,834 0,547 6,53 1,039
042 0,332 0,204 0,573 1,007 0,594 T 1,146
0,29 8,06 1,2834
g,; o g,;5; b _0:1;1- — _0:4g8- — -1:1;9- ’ ;,;7; . ;,;7“ ) ;,;0;5
0,4 0,216 0,088 0,392 1,256 0,526 9,34 1,49
0,5 0,188 0,060 0,329 1,566 0,457 10,64 1,69
0,6 0,168 0,0407 0,275 1,471 0,376 12,04 1,92
0,7 0,154 0,0264 0,224 1,575 0,288 13,50 2,15
0,8 0,143 0,0155 0,173 1,677 0,195 15,01 2,39
0,9 0,135 0,0069 0,117 1,778 0,0990 16,55 2,63
0,95 Oy 31 0,0033 0,081 1,828 0,0498 17,34 2,76
0,99 0,128 0,0006 0,0355 1,868 0,0100 797 2,86
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6. Anhang

Zu einigen knapp dargestellten Punkten dieser Arbeit sollen
detaillierte Anmerkungen gemacht werden. Im Text sind diese
Stellen mit aj) markiert, wobei j die Nummer der Anmerkung
bedeutet.

Zu Seite 5

Behauptung: Die Kurve

,{-(LF) =

ist fir . O < Y < ./ /(w*¢1) eine Eilinie, fir }":7 bﬁhﬁ-v

l+‘r cfaan; O <'X < ﬂ

keine Eilinie.

Beweis: Man braucht nur zu zeigen,

2 I 2
[ it + 21 e g el

daB fiir die Kriimmung

( + 7 8 - 1J%)3/2_
gilt
liﬁf) == wenn O <:’J‘ 55'4)/(ni+ 1), Cf beliebig,
wenn 7 > s > ///k”!:*vj so gibt es Werte 3 mit zé@f)/f()

von éﬁj positiv ist, geniigt es, den Zdhler zu be-
findet ' = - '

Da der Nenner

trachten. Man g Rin ng) 7

¥y
4
also t+2¢'1. (" H{x, )‘) = 1+ lJ‘LhL + (2 ﬂ?L)J‘ \"‘(”L' O(rl v

ST }‘LL}" o A ??\FJ
2

)

wenn man abkiirzend Pl ”Y-;T > setzt.

Wir betrachten zuerst den Fall n = 2.

i i - %
Da x in H = i,f I =~ = 7} variiert, und da der Koeffizient

A

von ~  negativ ist, ist in ganz ;? das quadratische Polynom
1 (x, () = 0

x=1 <=-1 zutrifft.

genau dann, wenn dies fiir die Randstellen

und



Nun ist

- (A H’") = | *-171»1 N~ 4 {",11-\01') y - {1t f) J'-)

A

= (”‘_1*'?),;"/"1— » {—)“’Jr'i) >C fir <y <

no+-

<o

wahrend

HELp) = 1 lpind e o)y (nf =)™

=) () (- ),

also F{i—-fj f)
(-1, Y

IV

=& mE Hap g2 1/ (n*+1),
aber [7( ) =5 J fir f:"//(-.n 1-+ ’) ‘(:r <.'__- /fo

Aus diesen Ungleichungen folgen (a) und (b).

Im Sonderfall wn=7 ist }{(r,{) = 1+ Q_Yl 4_3J‘x mono ton

wachsend in x . Man braucht also nur x = — zu betrachten. Es
f 7 ~ B J__ 4 =g . D A

ist H(-4 p)=A-3p +2p'=(1-7) (1= ), und

dies ist > O fiir 0O < = el L aber < C fiir

YL L §F ~ 4 Wieder folgen (a) und (b).

Ohne lange Rechnung wird die Behauptung durch folgende ffberlegung
plausibel:

Fir =0 hat man einen Kreis (Kriimmung > O und konstant).
Fiir sehr kleine y ist die Krimmung nicht mehr konstant, aber
immer noch iiberall positiv. Wenn ) einen gewissen Wert iiber-
schreitet, treten an den ungeradz;hligen Vielfachen von w/ N
negative Werte der Kriimmung auf (da dort i () minimal ist).
Der libergang von Eilinie zu Nichteilinie findet an dem Wert ,T

statt, fiir den /éff/ n)= (C ist. Aus der Bedingung

!
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() + 262 () = v (/n) 2w /m) = 0

folgt wegen 1*%Ui”n) = < die Bedingung
1‘{1:A>);,.p”(37/h)) also il - nld' e W, und
daraus I = 4//(>1l1-’0.

Zu Seite 6

Bedingungen fiir die Giiltigkeit der Ungleichung (5)

r=1

* -
Abb. 6: Skizze von [ fir ;;:‘L) z* = Q&
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Das Polygon [ * hat 2n gleichlange Seiten. Jede Seite hat
die Linge | 1 + yo- (1- y) e‘r/”', es ist also

£ /
LT f‘.]

*

L* - 1ﬁﬂ|4+ [ — f?—f)e
Zur Abkirzung sei Coos {Kjfn )=z¢h_) pr(r/nJ=-sn gesetzt.
Man findet

9_ 2 , ). g y Z . )
L7 = 4 n (,?J‘f)f ~ 2 (1-y")<n)
Die Ungleichung (5) ist gleichbedeutend mit

(5') Hr) > o,

Hip) = 4 (2= 4= (1ep)Y).

Man findet

I

Hip) = Ay + By + C
mit

A = 2 'rL'l (/!-f(,n)-— 't _[3:__2]-(1) C=2n2(’f—cn)—7f2.

J

Fiir die Diskussion des Verhaltens des quadratischen Polynoms
H('f) in Abhéngigkeit von i und ) ist wichtig die Lage
der Nullstellen

-~ . i - -
J4 = (fL T 2AnVwlio v /A

und die Vorzeichen von A, (= HE©) und H() = #((n*—w?*).
Wegen s, <  w /m 1ist der Radikand positiv.

Die Stellen Jr==0 und lr-: 1 sind deshalb wichtig, weil sie

die Randpunkte des Intervalls C < 3’ = 1 sind, in dem J
variiert.

Niitzlich ist noch die Formel von VIETA

6 \ w0 — C ,A
(6') Yy /A,
aus der folgt, daf beide Nullstellen das gleiche Vorzeichen

haben, falls L:/>4 - 2. ist, aber verschiedene Vorzeichen,
falls C/A <O ist.
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Wir ermitteln die Vorzeichen von .A} C wnd H(1) fir aie

verschiedenen Werte ™ und finden

A <0

W

fir h [ wnd n- /2 :

A= 27 (e ~at > Ant -t > 0.3 —wts 0 fur nx3

.~

C=H@p <¢ fir alle

HfD = ¢ (nt-wY) < 0 rtur n < Z,
HAa)> 0 fir n = 4.

Da8 [ < O fir alle n gilt, findet man fiir 1 € n <3
durch Einsetzen und Ausrechnen, fiir ™ = % wegen

0 < ]:‘ =/ /n < 1 aus der Reihenentwicklung

L

- s I s 1 L% _ - : &
(,3.2.}1(11-“"‘"1?!0 - = ...)*—W’ -—"‘i—!r’—i‘“,

< (; die Reihe alterniert némlich und ihre Glieder nehmen

dem Betrage nach monoton ab.

Fir n=-1 und n=.21 ist C/A >0, y. und Y
haben also beide das gleiche Vorzeichen, wegen .4 < ¢
ist Bf_r < 0 , also auch 3*‘_ < 0O . Wegen A <C ist

H(yp) > 0 nur zwischen J“T und R
in 0 < y <L 1 4ist also H([) < O ( die Parabel
H = HQ“) ist dann némlich nach unten getffnet). -

Fir n=_2 ist A >C (die Parabel [H = H()’*) also
nach oben gedffnet); da aber H(?) und H(7 negativ sind, ist
H(ﬁ‘\ <~ 0 in 0 < X =~ 1.

Man sieht, daB (5') fir 7/ € n < 32 nicht erfiillbar ist.

Fir n 2% ist (,/A < C, also haben {y\+ und )/\_

verschiedene Vorzeichen. Wegen A\ >0 ist ) > C, also

:/‘_ " & . Wegen [+(0) << ¢ wund H/™) >0 1liegt j
zwischen O und 4, und in JJ‘“= T m_t}/‘ < ist
H.{’r) > 0 . Es gilt also (5') und damit (5) unter der
Bedingung (6). Fir O < y < [r* ist H(‘X) < C,
dort gilt also (5) nicht.

i




a3)
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Das Verhalten von Xj' bei n —> oo kann man durch Potenz-

reihenentwicklung ermitteln. Mit ]n ='K3/n_ ist
_ 1 3 5 2 , « A6 -
Pl O, sl R 0), - 140G,
¢ 3 S . - = 3 il
™ - ﬂL.S,); = h(wL-ér#'n ?‘1-(76" F)—‘— %~n L(4+ CTU? /\’,

)’!’/f—

TT' +21n (T Lonk , =y Ea %{71»5(?1—1)) ?‘/'f )""O‘(njl))

mlrv

M”h)?‘ﬁl“"‘i’l: (s U(?) = ‘r’—”n.z('7+ Cf-(n_-)).

Mithin ist
H-( //ﬁ) k ;‘T EG; + Jjﬁ )2//?07+-C7(nh19
(r/) [ —,4* +~Z—%_- + 07"5"-_7".)‘)

Zu _Seite 19
Tie NuXlstellen won &(F)

Es ist G:({) 25 (“ﬁ+ X C¢a31f)23P:1lyl $;n1?\i n =12 O < \ £ 4.

) =)
Wir interessieren uns nur fiir die in
{0 < Kt <xfn, Jmt‘:og

liegenden Nullstellen. Die Substitution =T = co2 nt
liefert hierfiir die quadratische Gleichung

Yl('n?‘—’?)'z*l-— Zype (’!-r-nl{l)-—"(?

mit den L&sungen

=T ey (12T ) )




Beide Werte 7 sind reell. Da nach VIETA

T”r ", B (4 . h'le‘{hl) /(;f'l(nlu'f)){f
>

ist, ist T O} T <« C . Wegen

0 <= (nl‘—ﬂ("]vh’* )l: nt (’/-!-[1(111—1))-(/71—[ (nz'-’i))‘?‘
N B I O () )
also

N ¢/4-+ rl(nl—4) -1
1 (n*~ 1)

1.

lT__]:...-—

Offensichtlich ist Iz > ,T:_ l . Man hat also
(171) T <1, T, > 1, B, [T ]
Da | cos ntl = 41 fiir reelle f, sind die zugehdrigen Werte
f+ sicher nicht reell.
- n dnt - ! [
Mit Q‘—_-e,"t’ & = = 2" ist V.:Z(G-tj—

also 6’1»27,’6’-1-4-:—'0} e —<¢ + Jr2_1,

Es entsprechen sich

0< 2dm & <o, o <|TI<1 o0 <[] <.

Zu den Werten Ty gibt es 4 Werte 63 némlich
e g =0
6’1_1_ = N c = 4 ;
I I 2
T‘+h = Tf -—\/ B = /( )
B _ ]
67 g = C_ o+ V/ ( -1
5 s b - s i 3

Wegen (17') sind diese alle reell, und man sieht, daB

LI B . ==
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Nach VIETA ist
& ew_ =4 & e _=1
-+ + e v - —_—— J
es folgt also
Da uns nur das Gebiet O < |s| < 1 interessiert, bendtigen
wir nur noch die Werte @) _ und ¢’ .o
Wir setzen ﬂ"+_ =S, le_ | = S_ und beachten,
— P oy ol a ist. Wir haben
daB t = = 1%3 5 = o (}? —~

dann

Die anderen LOsungen
t++ 2vie/n | t 4+ 2ew/m, v=£t1I t2 t3 .. ,

liegen nicht in E .

Wegen 4/'st > 1 ist  m tt> g,

Wir zeigen noch, dag8 (19) gilt: Da

nodwmt, = /5*? (T++Vm);

W b= g | T =TI | = by (i) + V),

and da Zw—g X monoton mit X wéchst (fir x > C ),
genligt es wegen t}_§>(z;_f > 1 zu zeigen, daB
X \(xl--/l >y o+ 72_4
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ist, wenn nur X > ¥ > 1 ist. Dies ist aber evident.

Mithin ist also  Dwm t_ > Jw .

Die Werte '2+ und z_ 8ind nun aus

= = (’/-f-‘)f&mn{')eet:(41"_52;'(5_71**;—_/;))5)1/71

& 'f/n,

zu bestimmen, wobei der Wert von so gewdhlt werden

muB, daB =z in E;afé-ﬂ {0 é'? éfry%}'liegt. Diese Vor-
schrift liefert gerade die Werte (18'). Zu zeigen ist noch,
daB P o= ary =_ :“W_'/YL , das heiBt, dab

(1em) 1-L sl )>o0

ist. Aquivalent damit ist die Ungleichung

T R T g T

- < dﬁ

Wegen

1 ' 1 _ 1
= .S_ ‘ — l + fb_’___‘" I -+ £ o_,—’f

= lGZ_f + e _ | = 72 }Ei_l ist also zu zeigen, daB é

¥ (n'i_ 1) 2 | « nt —~ 4} das heiBt, daB
(18'") T \/4 - 3"2' (111-- ’f) - ’f < 7’12 — /I .

Nun ist

4.,,5\2(711-‘7) < 1 + /f'(nl—*/() ~‘="11J

die in (18''') linker Hand stehende Quadratwurzel ist also < n,
und (18''') ist bewiesen. Es gilt also (18").



a4)

(c)
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Zu Seite 20

Die Nullstelle f} von i(f)

Wir verwenden wieder die Bezeichnungen, die wir bei der Ermitt-

O (L) o, et int
lung der Nullstellen von & (C/ benutzt haben. Mit o' = g = &

ist die Gleichung é:(t);:C? dquivalent der quadratischen Gleichung

y(net) e’ + 29 - (n-1)p =0.

Ihre L&sungen sind

1 7 B
& = e (<1 J1+ pF(n*27) ).

Lésungen, die in |<| > 1 1liegen, kdnnen wir nicht brauchen.

Die evidente Ungleichung
’7+\/J-lnl+(7—{l) >){“+fn

ist &dquivalent der Ungleichung

,GLI:_J;(“{—*U (4+/4+ rl(nl~’7))>1.

n-1
Da nach VIETA g—:‘_ A (n-— I)/(n+v<0 und da 0O < . <1

ist, ist f5:_| < 1.
Offensichtlich ist 67 < O} es ist also

0 < & < 1.

Wir brauchen also nur den in Eriliegenden zugehtrigen Wert € =‘t1
suchen., Dieser Wert ist identisch mit ¢ = f+) da, wie wir

zeigen werden,

S’+ = -5"_'__ _
ist. t;:ist nédmlich der zu 62__ gehtrende Wert. Um (d) zu be-
weisen, fiihren wir zur Abkiirzung die Grége W/ = \/41- r"(n"— 1)

ein und formen gem#B (17) den Ausdruck fiir ¢/, _ um. Men findet
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i = o) (/]—rh\«/ \/'1 -|-h_l('3’rf1)1~2n\a/)

IH“‘
et (1+n W= (n+ V)]
f‘(?—4}{h+1}
= "—'/{—'—‘ (""'1**"\/\./)"—-_-()—1-
r K??*1) t
Mithin ist auch Tq = 1+ , die anderen zu CJ gehdrenden

Werte T liegen, wie bereits gezeigt (Seite 35) nicht in £ .

Wegen G{+ o S+ ist, wie wir noch anmerken wollen,
5 /’I-r‘rl(n.-{) -1 _ N(wefl}

" fn+1) V7 +5*L(r11'—1§ 5
Analog kann man zeigen, daB
TR -1 ¢ (e 1)
[ (n~1) J1rp 1)+

a5) Zu Seite 20

Urbild 2 in& von z =0

. met s
Mit i liefert = - aus (15) die quadratische

Gleichung
Y~5”L + 15 + X“ =

mit den L&sungen

o < (= 1+ VT _u.(_/;-—\,”?—_yf)//.

Da offensichtlich fk < - igt, a8t F%_ unbrauchbar.

Nach VIETA ist =, . :—4J also - 1 << &, )

< U.
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Man findet

% by e = -k Loy |5 4 iw)

-

I
[
r
-
J
.
M,lu

1]
:
I
+
_
g
+
e
]
e
8
(S
ﬂ
)
o~
P9
fl
gQ
—
3
L
*”<
v
o

Die anderen Lésungen ¢ = <% 4 ¢ "rr/nJ v=211%1 .., liegen
nicht in £ .

Beweis von (19')

Fiir «> (0 ist 7—("}_ +f):‘lc(o();_.,‘d/’ﬂ mit

fr) = g r ek nw ). Wegen der Monotonie von
cerh hx  hat Pvﬂ) genau eine Nullstelle in &> O , nédmlich
(\z“'*sundesist f*=§1t+i‘x*' . Fir 0 < o« < o™
ist 'F@() e , fir ~*¥ e« ist 'p(a)<o . Es sei zf“_ ::i‘_;:+“°‘;'

Wie schon gezeigt, ist g Z_ - @ ———‘:T/Iﬂ; also 10(0’_.),_>0'
Daraus folgt, daB . )i, E o L o™ = ha € ist.
Zu Seite 20

Verhalten von g (f)

léngs kl f::(b lﬁ f‘=:TC)/7L y in der Umgebung von t1—

und ‘Q-, und fir - T —> oo . Wir bendtigen die Beziehungen
ChA cz o= (.m«tf z Siw (e = ¢ .\a .

Verhalten von (J(cL) = a_l(t) lings © = ¢, O <o <o

Jd

Aus (16) rechnet man aus, daB

e, L L Y8 0 . ’ /. }" L
Clea) = = pr(n=eeh " nac + 2p ek no v (Ten'yT).
In «=> 0 hat L‘J-:(C-\‘) genau eine Nullstelle, die bereits berechnet

ist, néamlich = c:\'+ e 'f+ . Da @(Cw) ein




(e1)

(e2)

(e3)

(ed)
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quadratisches Polynom der monoton wachsenden Funktion cesh »o
- 2 <
ist, da ferner & (0) = (’/1’3’“) )’O} aber

L:\ :d_\' —_— —~ 0Q bei o« = + co folgt
> 0 rir C <o < oy
e (%)
< (O fir N, <

.

Verhalten von (~(f) léngs T = Nn + X, C = w < 0

Es ist

G + 2(0to 1) ok mn = 2y ok Tentpt)
(T"‘”"):‘X‘ iy Ok B £y n + (T+n7p),

einzige Nullstelle in 0 < « < oo ist o = &x_ = m t .

e * 2 o o= .
Wegen C:—ku-"h)-—-'(/i—er)“>(} und u—(-h— -t-wx)--:--oo bei o= +o0
gilt
>0 fiir D = X L o
N f_[-‘ @
(- (T G 0-{/ '{
= 2 v X_ < e,
Verhalten von C:(f) bei Im € 3 o0

Wir setzen T = <= n1T und haben dann
/" 2 L - i &
G—(f) S H(j’) &= s (1-11'-7)'5" + Zrc +~ (7-{-{ n').

Setzt man mt = Mo A so gelten fir in £ liegende t

J
die Ungleichungen

Man hat dann

= L:-,(/-\q-{)\) = oo c/a-:v{«\:\ s b ;_v;, p }wt/\,x)

s ] . ” . '_,l
‘:"( - = Cao L/‘q C/.")’Kl - )‘ -+ Can ! f‘ i"““""‘ A )

und mit :w T > ) geht N\ - e, also
f—| - e da ¢ M und e v nicht gleichzeitig

verschwinden kénnen. Mithin ist

P 2 i 4+
Ct) ~ - ]‘l"”'-‘ 1) & BY Bl Jn T =00




(e5)

(e6)
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Verhalten von gff) in den Umgebungen von f; und 7_

Bs ist in der N&dhe von +

G(t) ~ G('—t—t) - t, ), falls c’,l(ft) += 0.

Aus

() = HR & =-2np (1= 4 (1) T) i

() =22 (1T, sntwtun(idy D)o e S0L - s+),
- b

folgt 4

G-(C}).z Ly Vﬁ1ﬁ-5}(h =1} ( s, B St)'

Wegen C <~ £y < 1 ist éL—~—.SJ > o, also

- (lft ) #= 0, o~ >~ ({j ) =/l

,. 1

2 N L y R L iy, i
Mit C-i- — P‘ n \/{"f' hl(“ _/?) (S__{_ S
ist
Gt)er v € (E- 1) bet £ > F, .
Es folgt ) o ) ,/1

) Li/fl- /

g = e TEJC, (1=t )T
wenn wir die (- Ebene léngs t = f:k +ds, £ 20,

aufschlitzen und uns fiir den Zweig von (&~ ti)'”l
entscheiden, der fiir positive Werte ¢ — 1% positiv ist.
Da g(f)?> C ist fir reelle ¢ , folgt aus (e1) und (e2)
aus Stetigkeitsgriinden, daB

ﬁ(fj> 0 fiir Y 0 < « d_"o(_f_J

)
und fir = & +ix, 0< & <x_.
Wahlt man den oben angegebenen Zweig der Quadratwurzel, so

hat man fiir t - ij = - f A > 0, in t'berein-
stimmung mit (e6)

u)(ﬂ S 6(“/?.’C+ . Q-CE_/?\TY > 0.
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Fiir das komplexe Potential W(t) erhdlt man durch Integration

W) - W, o~ L7 (et )2

Bis auf unwesentliche Konstante hat man qualitativ das gleiche

Verhalten, wie es das Potential

/e 3/

wi(z) = e z

in der Umgebung von <+ =0 aufweist, wobei die =-Ebene léngs

der positiv-imagindren Achse aufgeschlitzt und 23/'.Z > C
fir =>C ist. Mit =z = r eV  wird
L 3 I
RY & C Y) 1"'"') > —
w*(z)-_—:fr/ 5 B L - e <&

die zugehtrige Stromfunktion ist

S(=) = TV s (R T
Die Nullstromlinien sind gegeben durch o = 0 , also
‘% "“%; =VT, W= %s' YR — ‘c}z) V'  ganzzahlig,
woraus 3 Nullstromlinien folgen, némlich
p. = ~v/6 = ~30°, ¢, =¥, +%r=30°} y_f:y;,—%r:-ﬂs‘oﬂ
Man vergleiche Abbildungen 7 und 4. Es ist Pis 4 (—-fb = JLg"

Das allgemeinere komplexe Potential .— = &CF zfx) o« >0, /3

reell, wird in a8) untersucht.
Schlitz

it

o /"\ ~
// \\.

r ~
-150° -30°
Abb, 7: Das Feld 3(f) in der Umgebung der Stellen T - f+
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Verhalten von ?(f) ldngs ®e t = 0 und J‘Ze. £ = T/h.

Da mit der Bezeichnung
(21) {7 = t‘{_ + v S

nach (e6) L}(ff) >0 ist fiir $ < O , brauchen wir nur noch
s> O zu betrachten. Aus (e1) und (e2) folgt, de8 g(f')
dort rein imagindr ist. Aus der Skizze des Vektorfeldes g(t)
in der Umgebung der Stellen fi ersieht man, daB links vom
Schlitz D ?E_ > 0 , rechts vom Schlitz ‘I 3_('15-(0
ist. Mithin gilt

- i dlew] fiir (21) mit $>0 , links vom Schlitz
(e7) (t) =
? + E\/‘ G{t)' fir (21) mit $>0 , rechts vom Schlitz.

Verhalten von 3 (£) fir € ~ 00

Wir beschrédnken uns auf den Halbstreifen E und brauchen dann

zu jedem Schlitz nur ein Ufer zu betrachten. Beachtet man, daB

el = corh o > O fir x20 ist, und da8 fiir o — co

rechts vom Schlitz T g @) > o ist, so folgt aus (e4)
(e8) g(t') ~ f:fr vVnt - 1 evs n T bei - + — o,

Mit ‘t:_-—ﬂ-rf,(x) O{(z {‘u‘/ﬂj 0(20)

resultiert ,

Cg(f) —~— X \/ YIL"" /’ (51"-. r.ﬂ Sfivvf N 4 f:- [ ) nﬂ (/r.)’ﬁ 710()-

. P
Wegen cvad no e Sk, WOl % e.n folgt

Ig(ty(f' \,m) 2'“/ S«?nlhﬁ Mlna 4 ca-;lnfi el T o

1 n

3
bei .l-m t - oo widchst also die Feldstédrke iiber alle Grenzen.

Die Feldrichtung bestimmen wir aus arg 9 (L)
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Es ist
_fq ‘1""3 30"_) O = C/?)t h(l cfj‘ N m—m—~ — Oﬂf’ h[l - TQ (h{}-—— 15—__:))
da  ovth ne — 1 geht. Also ist

S
ary  3(2) o~ -n__ﬂ-—.‘—i-.
Die Richtung des Feldes wichst bei D ¢ S>> 1 linear
mit p , und zwar von-q/i bis W/i . Mit der Feldrichtung léngs
der Schlitze stimmt dies iiberein.

o ~/
0 win Abb. 8: Das Feld E(?) fiir Jm € —> o0
Zu Seite 24
Behauptung: = ( 1‘—{_) # 0.
Beweis: Mit - L ist -Eé = { & und
e i+ 1 -~ n +1
lz(t)zig’-fzrg +5'§ 5

L ~n+ 7

22/t = 2T 4 pe) T e p(onenT
_9 _ Q.g " X(ﬂ+U'J_i..nﬂ_‘_y(n_/])l(—nrij

also

K () == 2£/<’ :2-',5_(,”_,’)1:\_,7; " F(h_z)z §~n.
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Zur Abkiirzung fiihren wir wieder (man vergleiche Seite 31/38)
W = V/4‘f [L(nlwﬂ)
r(n-+1) ; : h/+*4

ein. Dann ist

-
(""\

i_‘_'_ /&‘j v——/’—-—- = W g—ﬂ W J
also

no ni'f \J 1 —n \ /41
Ef; = - i +1 ’ qﬁk - T("* 1) °
Man sieht, daB §‘+ ¥ O ist. Zu beweisen bleibt nur,
daB K(t,) = © ist: Es ist

K(—tﬁ,) =1 +(m4)(W-1) 4 6-1)(We1) = 20 /£ 0.

a8) Zu Seite 25
Feldstdrke bei =z, und =_

Das komplexe Potential
WU o= = 3 ~x > C))
charakterisiert die Umstromung eines Winkels der GréBe T /o<

bei =zZ=(@. Aus

= — 10‘:( (LO(\("
o~ '
folgen némlich als Nullstromlinien =T S xp =0
die Strahlen
¥ = v, W, B4 ED
o — o — (o - 1
Es ist ! = X257 o o 4 1e.L( )f;

als Stromungsgeschwindigkeit hat man also

1-\:"" = b('{“r\’—f et‘\a e’—tq'f)-

Durchl&duft man zyklisch die Strahlen v T, «, VvV =C°, 1, 2,
so zeigt auf ihnen «' abwechselnd vom Ursprung =z =0 weg
oder auf ihn zu. Allgemein erhdlt man die Richtung des Vektors

! durch Drehung des vom Ursprung wegzeigenden Vektors ‘Y

um-—-0<(]0-
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Es ist
¢  fiir x>
ey | = _ .
oo fir 0 < x < 1.
Das komplexe Potential W = e':ﬂ 2-«, /5 reell,
. &
¢ t+
liefert wegen =~ = + % o " (e +<) die
Konfiguration, die aus der zu .r = 2% gehdrenden durch Dre-

hung um den Winkel -f#/of entsteht. Abbildung 7 stellt den Fall
o« = 3,/2, [} =%/% dar, Abbildung 9 den Fall o= 34 (Zs-wﬂ.

a9) Zu Seite 25

Verhalten des Feldes in der Umgebung von =

Wir denken uns die singulére Stelle Z, in den Nullpunkt ver-
schoben und haben dann in der Umgebung von = =@ qualitativ das

komplexe Potential

N R

=

L&ngs der negativ reellen Achse ist die =- Ebene aufgeschlitzt,

13/* soll positiv sein fiir positive =z . Also ist

3/

- VE wxp (L (:?_I:i”))) ,r<?<+(.

34 . —
Wegen v — = 3 S ( % T4 — %-) findet man die Nullstrom-
linien aus ?3; P - - =97 als die Strahlen
ﬁl’ = ¥ v £ o+ n% ‘TI/) VvV  ganzzahlig,
=8 e,
also ?p = ve2%0° 4 q420° . Man hat also die Strahlen

Die Strahlen 777 = 3¢G0 liegen auBer-

halb -—TT‘<.«r/ < T

Die Feldstdrke ist
— _ (" .
Lo | - 2 o~ 7/ o 2 Y

% S ap(H(E-10),
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fiir ¢ =0 (auf der Halbachse =>0 ) ist also

P -1+
W= ',; 4 / ) g steht senkrecht auf der

Halbachse = > (0 und weist nach oben.

+120°
No
Fo
F:i
Schlitz —_————— 0
F
Fo
Ny
-120° Abb. 9: Das Feld K(z) in der Umgebung
von =
+
Unmittelbar neben = =0 Dbetrachten wir die Feldlinien
iy g 5 . Mit NV, und N_4 sind die Nullstromlinien

bezeichnet. Man sieht, daB die Stromlinie I, senkrecht die
Halbierende des Winkels ( A_, , M,)  schneidet, die aus
N—4 durch Drehung um +720° entsteht. Analog schneidet die
Fortsetzung von c iiber den Schlitz hinaus senkrecht den
Strahl N_J, der aus NO durch Drehung um +20° entsteht. No
geht durch Drehung um +§£0° in die negativ reelle Achse iiber,
ebenso N_, durch Drehung um —50° . Also bildet f, mit der ne-
gativ reellen Achse einen Winkel von 9C°—-€0°= 30° . Das
gleiche gilt fiir E, . Mithin erleiden die Feldlinien beim
tiberschreiten des Schlitzes einen Knick von €0° = 2 -30°,
Unmittelbar bei z ist lédngs des Schlitzes {‘Et l = }E{ "”3001
wegen |R|— oo geht also auch ]Bt |—s oo bei z = Z4
lings des Schlitzes. Wegen des Knicks geht dort also

}* (2) = + o0 auf dem Schlitz.
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