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Zinleitung und Ubersicht

Bei Untersuchungen iliber StoBwellen in einem Plasma unter dem
EinfluB eines ilagnetfeldes ist immer wieder die Vermutung
ausgesprochen worden, daB auch o h n e die Mitwirkung von
ZusammenstoBen der Teilchen eine stoBwellen-artige Struktur
moglich sein sollte ([1] S. 930; [6]).

Die "Stodwelle" kann in diesem Fall natirlich nicht eine
ﬁbergangsregion von einem Gleichgewichtszustand in einen da-
von verschiedenen, mit den Erhaltungssidtzen vertrdglichen,
sein, denn ein solcher Ubergang wire mit einer Entropiednde-
rung verbunden. Stattdessen kann man hdchstens folgendes Bild
ernoffen: Ausgehend vom Gleichgewichtszustand vor der Front
{mit einer lMassengeschwindigkeit, die auf die Front zu gerich-
tet ist) steigen z. B. Druck und Cichte an bis zu einem Maxi-
malwert, und es folgen anschlieBend Cszillationen, etwa um den
zweiten Gleichgewichtszustand, der zu einer echten StoBwelle
endren wirde, herum, aber mit nicht abnehmendesr Amplitude.
enkt man sich bei einer solchen Struktur die TeilchenstéSe

in geringem MaBe "dazugeschaltet", so kidnnten sie eine allméh-
liche Auslgschung der Oszillation und die AnnZherung an den

o
o
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L

zweiten Gleichgewichiszustand bewirken, sodaB eine wirkliche
StoBwellenstruktur entstehen wiirde.

Nun ist bekannt, daB mit den einfacheren Modellen fiir eine
felle in einem stoBfreien Plasma eine Struktur der gewlinschten
art nicht nerstellbar ist. Unter den nachstehend aufgezihlten
Annzhmen erh#lt man nur periodische symmetrische Wellenziige,
zls Grenzfall "solitdre Wellen" mit einem einzigen Extremum
und asymptotischer AnndZherung an ein und denselben Gleichge-
wichtszustand auf beiden Seiten davon im Unendlichen [1,7].




Die Annahmen sind dabei: Zweifliissigkeitsmodell und

1. stationdre, eindimensionale Konfigurztion mit Magnetfeld
konstanter Richtung senkrecht zur Ausbreitungsrichtung,

2, Juasineutralit&t,

3. Druck P, in den Richtungen senkrecht zum Magnetfeld isotrop
und fiir beide Teilchensorten gleich groB. (Der Druck parallel
zu & kann davon verschieden sein.)

4. Eestehen einer Zustandsgleichung Th-fr= S = const.

Die #irkung einer schwachen Dissipation wird in diesem Xodell
in der "adiabatischen" (d.n. geniigend langsamen) Erhdhung der
Konstanten S5 bestehen. Ean kann dann zeigen [ 7], daB, wenn man
mit einer {fast) solitdren Welle beginnt, auf den ersten instieg
ein geddmpfter Wellenzug folgt. Im Grenzfall geringer Dissipa-
tion werden die Tdler dieses Wellenzuges beliecig breit. und

ie Wellenberge riicken beliebig weit von einanaer ab, wobei sie
jedoch ihre Breite behalten.

Dieselben VernZltnisse erhdlt man mit einem Kodell, das von
vornherein eine Dissipation in der Form der skalaren Leitf&hig-
keit 6 mitnimmt [2,3%] 1y, Pir @ »o0 wird die Wellenlinge des
geddmpften Wellenzuges, der azuf den Anstieg aus dem Gleichge-
wicht folgt, beliebig groB.

Wenn man ein komplizierteres Modell behandeln will, in dem die
eindimensionale Konfiguration aber in einem geeigneten Kocordi-
natensystem wieder stationdr ist, wenn man also m.a.W. wieder
#ellen von unverinderlicher Gestalt und Geschwindigkeit betrach-

1) Die Gleichung —p-fT= const. kann dann natiirlich nicht mehr
bestehen; als Ersatz dafiir hat men den Energie-Erhaltungs-
satz in der Form =

a z 1, 23 B .
u.[%v ¥ %(“‘+“')g!‘§ + Y—4?]+EF9 const,

mit der Massengeschwindigkeit v in x-Richtung und der Strom-
dichte 4 in y-Richtung. Vgl. auch Seite 3 .




ten will, so muB man die Isotropie des Drucktensors aufgeben.
In einem Plasma ohne die ausgleichende StoB-Wechselwirkung zwi-
schen den Teilchen ist ohnehin anzunehmen, daB beim Fehlen ge-
eigneter Symmetrie unter dem Einflul eines Magnetfeldes eine
urspriinglich bestehende Maxwell-Verteilung deformiert wird. An
die Stelle der Zustandsgleichung treten dann Momentengleichun-
gen der Boltzmann-Gleichung. Sie bilden den Ausgangspunkt fiir
diese Arbeit.

Im Abschnitt 1 werden die Grundgleichungen des Modells aufge-
stellt, Erhaltungssdtze formuliert und die Erzeugung "stoBwel-
lenartiger", d.h. wenigstens nacn einer 3eite asymptotisch kon-
stanter Losungen des l-dimensionalen stationdren Froblems be-
scnrieben.

Mit der im Abschnitt 2 behandelten "lo-Momenten-Ndéherung" wurden
von Hain, Iiist & Schliter [4] einige stoBwellenartige Ldsungen
auf numerischem Vege gefunden. Diese Ldsungen haben zwar z.T.
mehrere laxima, sind aber symmetrisch und daher als Kodelle von
StoBwellen ebensowenig zu gebrauchen wie die Ldsungen mit iso-
tropem Uruck. =s stellt sich nun neraus, daB die in [4] mitge-
teilten Lisungen zufdllig getroffene Ausnahmefdlle zu singuli-
ren Parameterwerten bilden, und daB die Losungen im allgemeinen
hochstens nach sehr vielen Xaxima zum Gleichgewichtswert zu-
riickkehren und somit geeignet erscheinen, ein brauchbares Bild
fiir Plasma-StoBwellen abzugeben. In 2.52 wird ein Beispiel fiir
eine StoBwelle angegeben, bel der die Dissipation durch die von
Hertweck [5] berechneten Stofiglieder bewirkt wird.

Ein Charakteristikum der lo-komenten-Gleichungen gegeniiber dem
Yodell mit isotropem Druck ist, daB in sie das X a s s e n -
verhdadltnis der Plasmakomponenten als wesentlicher Pa-
rameter eingeht. Eine ausfiihrliche Diskussion der linearen Ndhe-
rung in der Umgebung eines Gleichgewichtszustandes zeigt in 2.2,
wie der Bereich der Gleichgewichts-Parameter, in dem stoBwellen-
artige Losungen zu erwarten sind, vom Massenverndltnis abhéngt.




Es darf ndmlich im Gleichgewicht die Massengeschwindigkeit nicht
kleiner als die Schallgeschwindigkeiten in jeder der beiden
Plasmakomponenten sein. Daher 148t sich auch der Grenziibergang
Elektronenmasse —»0 im lo-Momenten-iodell nicht durchfiihren.

Bei der praktischen Losung der nichtlinearen Differentialglei-
chungen wird eine entsprechende untere Grenze fiir das Massen-
verhdltnis schon wesentlich frither erreicht, als es aus der
linearisierten Theorie zu erwarten wire.

Im Abschnitt 3 wird schlieBlich die Gradsche 13-Komenten-letho-
de auf das Problem der ebenen stationdren Plasmawellen ange-
wandt. Bei dieser Methode werden auch die zuvor vernachlédssig-
ten Wédrmestrome beriicksichtigt. Die lineare Theorie bestédatigt
und ergédnzt die Ergebnisse der lo-lomenten-Ndherung. Die nach-
trédgliche Berechnung von Wirmestrémen aus Losungen der lo-Nomen-
ten-Néherung und der Vergleich von Ldsungen der beiden Nidherun—
gen liefern eine Kritik der hMomentenverfahren im Hinblick auf
das vorliegende spezielle Problem.




1. Die Grundgleichungen

1.1 Die Momentengleichungen

Wir gehen aus von zwei Boltzmann-Gleichungen fiir die Komponen-
ten des Plasmas:

4 4
= +u‘9 -+ (e +r.o"‘,,)_f; =(2£
o ¥ 9t Step

Erlduterung:

Cver untere Indices ist von 1 bis 3 zu summieren. Der obere In-
dz2x bedeutet die Teilchensorte; s = i (einfaech geladene Ionen),
e (Elektronen).

Xpn Komponenten des Ortsvektors

t Zeit

uﬁ Komponenten der Geschwindigkeit eines Teilchens der Sorte s
E: = __EP(-g,t-) Beschleunigung des Teilchens der Ladung Q°

und der Masse m® durch ein elektrisches Feld £

Wi, = B v (#.t) Gyrofrequenz dieses Teilchens im Magnetfeld
}I.V (B).n.v = ‘B,v'u.)
(wb 2,t) Verteilungsfunktion fiir die Teilchensorte s.

Jede der beiden noltzmannglelchungen werde nun ersetzt durch
eine Anzahl von Momentengleichungen, die man aus ihr durch Mul-
tiplikation mit Faktoren 1, ui, uiui,... und Integration iiber
den 4 -Raum gewinnt. Die niedrigeren liomente der Verteilungs—
funktion bzw. gewisse Linearkombinationen aus ihnen entsprechen

anschaulichen makroskopischen Gré&BSen:

4 = 4, v e
n(e.t) = ff (4, L) dae Anzehldichte
4 . 41 e w v mittlere Ge-
V. (t) g fu.L f (m,¢t) dn schwindigkeit

(1) P:p (et) = 'm"f(u‘ _ q‘i)(up _ b‘::) {@1’2'*) d4% Drucktensor

4 w
Tty () = (s ~02NUp = 03300y ~ vy Pk 0 ) it
Drucktransporttensor,
Jeweils fiir die Sorte s.




Die Momentengleichungen O. und 1. Ordnung lauten wie folgt (der
Sorten-Index ist iiberall weggelassen):

(2) %ﬂ - (‘I'I-V,-.)”. =0 Kontinuitdtsgleichung
2 - - 2 T
(3) -;—;&'— + Up Y + #‘. ‘P-qﬁ“-. £u Wap Vi = o %

Impulsbilanz
("Bewegungsgleichung")
o " ; . ) . :
Es bedeutet ju =;;; . Fiir die StoBintegrale wird allgemein die
Bezeichnung eingefiihrt
4
4 4 4 2 v 4
. =t Jod - o - v B, A
In der Kontinuitdtsgleichung verschwindet das entsprechende
StoB8integral rechts, weil die Teilchenzahl fiir jede Sorte ein-
zeln erhalten bleibt.

Momentengleichungen 2. und 3. Ordnung:

2P
(4)° 555+ UpPapin + Quppip + Yt Pup +[(Vap* )P ] + [ 2] =

a
(5) -E?E"—r + U Qepripe + Qupypip + Vpip Gupy +
* [ (Vs 0 g + (T = pugep) 5 Py 1t

*[Fih"] + [Yn“‘-g] = Xupr'

Wegen des Faktors Upe im 2. Term der Boltzmann-Gleichung ent-
h&lt die n-te Momentengleichung immer noch ein (n+l)-tes lioment.

Es bedeutet
*

4 A A " 4w v
(6)  Yupyp =™ j(u,-u-‘) s (U= ) f (g t) A
Will man einen Satz von Momentengleichungen zu einem abgeschlos-
senen System machen, so muB man einen Ansatz einfiihren, der die
Momente hdchster Ordnung durch niedrigere Momente ausdriickt.




1.2 Impulssatz, Energiesatz

a) Multipliziert man die Bewegungsgleichung (3) mit Qs = n%u®,

so steht rechis diejenige Kraitdichte, die auf ein Volumenele-
ment einer einzelnen Teilchensorte a 1 1 e i n infolge der
5t o8 e wirkt. Diese Kraftdichte kann erstens nur von den
ZusammenstitBen von Teilchen v e r s chiedenezr Sorte
herriihren, und zweitens muB sie fiir die beiden Sorten entgegen-
gesetzt gleich sein: : e

LA

b) Die Energiebilanz im Plasma lautet:

5
(7) VN + 5= =+

mit 0 =7 :+-Fﬂ° = Energiestromdichte, verursacht durch die
Teiichenbewegung,
Ew = & +E.* = Energiedichte der Teilchenbewegung,
AN AR A

= Dichte der Leistung des elektromagnetischen
Feldes an den Teilchen.

(Energieumsetzungen durch Ionisation, Rekombination und Strah-—
lung sind in dieser Bilanz nicht beriicksichtigt.)

Fiir die Teilchensorten gilt einzeln mit de-{hfi, ol = md = vl

(der Sortenindex bei %, v usw. sei weggelassen):
Wy = g?f‘ﬁ“‘»f(ﬁT?ﬁd'u“JA:
(8) = %I(Urvh T2V + ) (et ) (Cut Vi) dal

= FUG F Pt TP+ g
entsprechend der Aufspaltung in den Transport von (makroskopi-

scher) kinetischer Energie und innerer Energie und in den Wir-
mestrom;

= m v v < A
) En = T o e 6)dst = Suv + L
(makroskopische kinetische Energie und innere Energie);

t = ¢ 3feo =cne




Summiert man di: Momentengleichungen 2. Ordnung (4) {iber glei-
che Indices, so erhdlt man

%@f + (P Vi + Quap )ip + 2V Pup = V-

Kit Hilfe der Bewegungsgleichungen (3) erh&lt man hieraus (im-
mer noch fiir jede Sorte einzeln):

95: 4 4 1 4 A4
(1o0) oy + WI""I‘" - £ = _-2'—3’;, + U;.U,. .
Der Energie-Erhaltungssatz (7) liefert hiernach fiir die StoB-
momente ¥.g und ¥y die Bedingung:

(11) (e + ¥5) + (vi-vAIY = o

(Es ist noch ¥.=-¥< aus a) beniitzt). Macht man fiir die StoS-
glieder irgendeinen Ansatz, so muB jedenfalls diese Bedingung

zusammen mit der Impulsbedingung aus a) identisch in den vor—

kommenden Argumenten erfiillt sein.

1.3 Die 13-Momenten-Niherung

Wir wollen die Momentengleichungen spédter hbchstens bis zur
3. Ordnung beniitzen. Nach Grad und Schliiter verfihrt man folgen-
dermaBen:

Die Verteilungsfunktion wird als Reihe in orthogonalen Funk-
tionen der "Pekuliargeschwindigkeiten" 4% -40 dargestellt. Als
Orthogonalsystem werden dabei die Orthogonalpolynome iiber einer
€1l 1iptisch -symmetrischen (und nicht'kugelsymmetri—
schen) Gewichtsfunktion

exp( - Q%Et'_t) Cup= V) Cuy = 0y))

genommen. Das hat den Vorteil, daB man bereits durch geeignete
Wahl der Parameter der Gewichtsfunktion die Fourierkoeffizien—
ten 1. und 2. Ordnung zu Null machen kann. Bricht man nun auler-

* ot %




dem die Entwicklung nach der 3. Ordnung ab und verwendet die so
entstehende Funktion als Ndherung fiir die Verteilungsfunktion,
so ergibt sich fiir die 4. momente

*
{ A4
(12) Qepyd = G (Puap Py + Puy Pps + Pucr Par ),
z1so ein Ansatz, wie er zum Abbrechen des Systems der Momenten-—
gleicnungen gebraucht wird.

£is jetzt enthalten die Momentengleichungen fiir eine Teilchen-

sorte noch 2o Momente, ndmlich n, Vo s Pacg und gegy. Durch eine
weltere Symmetrie-Annahme iiber die letzten in der Entwicklung

von T verbliebenen Fourierkoeffizienten hdherer Ordnung, nimlich

die zu Polynomen 3. Grades, erreicht man nun, daB sich das ver-
bliebene System von Momentengleichungen noch reduzieren 1d8t

[5, §.23]. Statt des Tensors Qugy kommt dann nur noch seine Spur nach
2 Indices q.pgg = 2s, vor, die eine physikalisch anschauliche

Deutung als Wiérmestromdichte erlaubt. Es ergibt sich ndmlich aus

dem erwidhnten Symmetrie-Ansatz:

f .
(13) Qepy = Qubey + PPy + Gy Pup s
die neuen GréBen qo (3 Stiick) treten an die Stelle des Tensors

Qupy (lo Komponenten). Durch Verjiingung der Gleichung (13) er-
hdlt man sofort den Zusammenhang der q. mit den Sy ¢

(14) Su = TP ¢ Pap Qe -

#ir sind damit bei einer "13-Homenten-Niherung" angekommen. Die
17 Differentialgleichungen fiir die 13 gesuchten Funktionen sind:

die XKontinuitdtsgleichung (2),
die Bewegungsgleichungen (3),
die "Druckgleichungen" (4), in denen jeweils Qupy durch g« und

Pyg mit Hilfe von (13) ausgedriickt ist,
und schlieBlich die "Wdrmestromgleichungen", die man aus den
Gleichungen (5) durch Verjiingung erh#lt:

P

(15) Fg= * Updear + Vpnde + [1'6;'(?“"?"!‘ *%?ﬂr?v')]lr+

t (Vo ¢ wf"‘“‘)éf‘" + #va(rd - 'P“r'”‘) +

* Vip Gurpe 1'%‘?«?(3‘, "'Prrtr) - ;'— app
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1.4 Ebene stationidre Wellen

Es sollen nun Ldsungen der l3-lomenten-Gleichungen gesucht wer-
den unter den folgenden vereinfachenden Bedingungen:

1) Stationaritdt a—i— =0

2 L2 5 :
2) Ortsabhéngigkeit nur in der x,-Richtung (5;1'-9x3 O , kiinftig

X, = x), .
3) Quasineutralitédt n' = n® (siehe hierzu §.431);
4) das Magnetfeld habe die X3 = z -Richtung:
o B o
( Byv) - -B o o
o ¢ o

Fiir das elektromagnetische Feld sollen die Maxwell-Gleichungen
gelten. Unter unseren Voraussetzungen bedeutet

(16) +wot £ = ”';éi: € = (Ex, E, E3) mit E = const.,
E3= const.;
(17) ot = P“o? : :g—i-= e}-l-,n(v; - v;);
i_ e
V3= Vs
i_ e

V=V =V (zur Abkiirzung;.
divXp = 0 ist identisch erfiillt, und aus E.divg = e(nl - ne)
konnte man die Ladungsdichte n* - n® nachtridglich berechnen
und so die Berechtigung unserer Annahme der Quasineutralitidt

prifen. Siehe aber zu diesem Punkt die Diskussion auf S5.413.

¥ir machen nun auBerdem noch den A nsa t 2z :

\18) E; = 0; q? = vg = 0; pis = pg3 = o.

Pann verbleibt das folgende System von gewchnlichen Differenti-

algleichungen (Bezeichnungen: Punkt bedeutet v-d/dx; w° = vg):

(19) Kontin. n-V = =  Cowst. (‘h’t .,r"_t: +m¢)

3

Beweg.gl.(x

F'o 4 0 = FA(& + wtw?) = o B (F-IF)




11 =

Beweg.gl. FPaurt +42 - F*(& - w*v) = v
Druck (11) [(v+3q) 2] + 2040 - 2valpy = v ¥

Druck (12) [(‘U flq?.).p; +q:op:,].+ U +6)4,P; +U0‘(‘P:-—/P;) = vl

Druck (22) [(v+ 92 )P +20 .,_] + ,21‘,42 (w* + vw') =v¥,
4

Druck (33) [(U""q-)‘?n} = vy

Warmestrom (& = 1,2) (Summierung iiber 1,2,3)

(vas)y + T:_q[%p:,(v-pﬁ,.)‘ + p;.(u?:r)-l + VS SL A UL S+

+ (i el +qepu) = V(3 zp?ﬂ'r jFT'P:"r’)

Die Gleichungen Beweg.gl.(z), Druck (13), (23), Wirmestrom (3)
sind identisch erfiillt. Dies muB vor allem auch an den verwende-
ten Formeln fiir die StoBglieder ¥ gepriift werden. Fir die For-
meln von Hertweck [5], die aus der Fokker-Planck-Gleichung ge-
wonnen sind, ist die Behauptung richtig.

Der Energiesatz (7) 148t sich zundchst, da die Waxwell-Gleichun-
gen gelten, in "Erhaltungsform" schreiben:

2.5 e <
a-t_(& +E o+ FES L 48%) + (Wi + wi +(€x§.),_)”. =0,
denn der Energiesatz fiir das elektromagnetische Feld lautet ja

V(exgy) + 13(8S +2%) - -1

Im eindimensionalen stationdren Fall 148t sich daraus ein Inte-

gral der Bewegung gewinnen, ndmlich die Energiestromdichte in
der x-Richtung

W We +(fx‘%). = const. oder nach (8)
(20) Z[”—F"(v"+uﬁ1) o, + (22 + 4t 4+ 1p? e
e L2 =+ R 3Pl ¢ L) v v’

4 = coust,
+ Iu“EB
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Zwei weitere Integrationen im Gleichungssystem der 13-Momenten-
Methode lassen sich durchfiihren, wenn man in den Bewegungsgln.
(19) einmal die Summe iiber s und einmal (nach Division durch F°)
die Differenz fiir verschiedene s bildet. (Praktisch lduft das
darauf hinaus, daB man statt der GgschWindigkeiten v3 die ce-
samt-hassengeschwindigkeit i&(ﬂévi+°ﬂfvf) und den elektri-

schen Strom cn(v;:-d‘&) als gesuchte Funktionen einfiihrt).

lan erhdlt aus (19) Beweg.gl.(x):
(21) summe: Fo 4+ i, + pg — E eB(w-wey =0

Differenz: Die einzige Differentialgleichung des Systems,
in der Ex vorkommt. Sie kdnnte zur nachtrédglichen Berech-

nung von E dienen. Wir wollen uns dafiir nicht interessie-
ren und konnen diese Gleichung deshalb weglassen.

- aus (19) EBeweg.gl.(y}:

(22) Summe: F;'\;ri + Fow® + :,_ + ’P“"- = 0

& . e < L

v ), . em - m
(wi-wte :{’;:1 - %) - m"n\.'(E UB) - UB;F‘M.‘M"

Aus der Gl. (21) erhalten wir den Satz: "Impulsstromdichte in

(23) Differenz:

der x-Richtung = const.":

p 2
(24) Fo + 45, + % +EBE=1T'
(Es ist noch (17) beniitzt worden.) Der Impulsstrom in y-Richtung
ist nach (22) evenfalls konstant. Wir wollen annehmen, daB es
(wenigstens asymptotisch) eine Stelle gibt, wo die Gesamt-Massen-
geschwindigkeit in y-Richtung = O und der Drucktensor isotrop
ist. Dann gilt identisch

(25) Frfw® + Flw® + p + p5 = 0.
W¥ir beniitzen die konstanten Parameter11'und F zur Einfiihrung

von Einheiten fiir eine Formulierung des Gleichungssystems in
dimensionslosen GroBen (Bezeichnung durch *). Der tbergang
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wird durch die folgende Tabelle erklért:

A= Ymmi; &= AKX, Kex; A= stabs A <A
1 H ier 45
v = JL G, for e Gpuburiaigh | @ = L (IS, 640 X8

M5 €
<

< ({
3: ) :L(!) ':‘x.t\z

P =TT . for atte Jonche * Vo

>

A ] A
B =(TTt & o et

e mE T Gafe di ‘,"ﬂi_ Ayt A pt ot

e(TTrA.)’i a8 o Tl"eﬂTrt.)t(z' T zp?:r ¥

3 m-{e] ie) A 'éT‘Pdrrr
(TTM 1k

A

M)

Bemerkung zur Annahme der Quasineutralitit:

Diese Annahme ist physikalisch nur dann berechtigt, wenn die
Plasmafrequenz a% = (E;Mﬂuléuﬂfﬂnf)% groB gegeniiber den charak-
teristischen Frequenzen des Problems ist. Nun gilt

ot s HRE(5) - (YRS

mit der Lichtgeschwindigkeit c.

Die Losungen des neuen Differentialgl=zichungssystems in den
dimensionslosen GroBen hidngeil von den Parametern TT und F nicht
ab. Sie gelten also insbesondere fiir solche TT und F, fir die
Fc »TT ist; dann aber ist die Annahme n' A n® berechtigt, so-
lange B und ¢ in der GrdBenordnung von ‘1 oder darunter liegen.
Ubrigens muB Fc »TT'lm nichtrelativistischen Fall stets gelten,
falls der Massenstrom (F) iiberhaupt einen endlichen Beitrag

zum gesamten Impulsstrom (T]) liefert.

-

Kiinftig lassen wir den Akzent
folgende Gleichungssystem, in dem noch mit Hilfe von (25) eines
der beiden #° eliminiert und das andere durch die symmetrische

wieder weg. Wir behandeln das

Groge

(26) 3 - - (W - Aph - L4%)
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ersetzt ist:

(27) B = J + Nph ~34% (Maxwell-Glch.)

(28) 3w %(VB -E-=-2) ("Ohmsches Gesetz")

(29) die Gleichungen (19) Druck (%B), wobei die rechten Seiten
zu ersetzen sind durch Z:p (8 Gleichungen))

(30) die Gleichungen (19) Warmestrom (&),
rechte Seiten ersetzt durch Z:: ’
1/F° ersetzt durch A’ (4 Gleichungen).

Dabei bedeutet iiberall
. . 4
w? = - X"‘P.: + Ei - vw‘ + Z i

< e
(31) A (1 = P ~p, - 18"),
U = ~& (P + L + BB).
Wir haben 14 Differentialgleichungen fiir die Funktionen

B, J, p?l! Piz! szl Pg'j’ Q§! QS (s =1, e).
Die sich ergebende Zeitabhéngigkeit B(t) usw. bezieht sich dar-
auf, welche GréBen ein einzelnes Volumenelement auf seinem Wege
durch die Konfiguration im Lauf der Zeit vorfindet. (Der Punkt
bedeutet die substantielle Zeitableitung).

Als einziges Integral des Systems (27 bis 31) ist uns der
Energiesatz (20) bekannt; er lautet in den neuen GrgBen:

(32) ;"—‘,U" + %J’- +“Z“[(%‘P:+§"P::*%‘P:J(U'+q3) _PP;GI: _ %f’P:f] +EB )
= conat,

Die S%toBglieder Z héngen von den Ableitungen der gesuchten
Funktionen nicht ab. Daher ist das System linear in den Ablei-
tungen.
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1.5 Gleichgewichtsldsungen; stoBwellenartige Ldsungen

Flir ein homogenes Plasma im Gleichgewichtszustand gilt:
Q; = {4- p, (isotrope Drucke, gleiche Temperaturen der Kompo-
nenten des Plasmas);

@ =0 (kein Warmestrom);
wt = w® = 0 (kein elektrischer Strom), also J = O.

Unter diesen Annahmen verschwinden auch dieZ:, und wir erhal-

ten konstante Losungen (Gleichgewichtsldsungen, sin-

guldre Lisungen) unseres Differentialgleichungssystems genau

dann, wenn auBerdem noch gilt:

voBo = E (d.h. die mittlere Lorentz-Kraft auf die Teilchen
verschwindet).

Sclene Gleichgewichtsldsungen sind durch zwei Parameter fest-

gelegt, z.B. durch p  und B, (Dann ist ndmlich

- 132y
E=6(1-2p - 3B )p;
damit sind alle GrioBen des Systems (27 bis 31) bekannt.) Wir

wdhlen als dimensionslose Parameter mit anschaulicher Bedeu-
tung zwel blach-Zahlen oder vielmehr deren reziproke Quadrate:

M = G.vﬁ'/?, dh M=o .y /YT
(33) .
L = ?f%;? , d-&. L = c““{‘r&/vz

s wird damit

; _ " "
(34) U = 5'(4+ }.L-*'%M)A; ‘P-‘%H%j B_tl_%_...

HB: Wegen nv = const. kann v nicht das Vorzeichen wechseln.

Jir naben v > U angenommen.

s scllen nun solche LEsungen des Dgl.systems gesucht werden.
die fir t-=-o0oasymptotisch einer Gleichgewichtsldsung zustre-
ben. Man wird dann das Gebiet groBer negativer t als Vorder-
seite einer StcfAfront ansehen konnen. Das Koordinatensystem

ist so gewahlt, daB die Front ruht und des Plasma mit der Front-
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geschwindigkeit T, auf sie zustromt.

Es soll weiterhin angenommen werden, daB sich die gesuchte Lio-
sung in der Umgebung des Gleichgewichts nidherungsweise aus dem
linearisierten Gleichungssystem berechnen 1ZB3t.
Denkt man sich das System nach den Ableitungen aufgelést und
in der Form 4-3=§'(49) geschrieben, wobei #*4y. dem Gleichge-
wizht entsprechen soll, also Jr(q\ = A(9)(-49.) + T(9-9)")
(A ist eine quadratische Matrix), so heiBt mit dig = g-<.
das linearisierte System: 44 = Adwyg |, und seine Hauptls-
sungen haben in komplexer Schreibweise die Form

g = Ig. e
wobei ML Eigenwert und J4 ein Bigenvektor der Matrix A ist.
Eine sto8wellenartige L&sung des nichtlinearen Dgl.systems
wird man nur erhoffen kinnen, wenn es einen Eigenwert £l mit
positivem Realteil gibt. Man kann dann einen zu fL gehdrenden
Eigenvektor J,% als Anfangswert fiir die numerische Ldsung des
Originalsystems verwenden: 15(0) = 49, +J‘»§ . Die Normierung von
J-% ist dabei so zu wdhlen, daB im Rahmen der erstrebten Rechen-
genauigkeit noch |dg| <« 14,( gilt, sodaB die Linearisierung
gerechtfertigt ist.

Bei der Behandlung des linearisierten Problems werden im Fol=-
genden stets die StoBterme 2 vernachlidssigt.




= Y7 =

2. Die lo-Momenten-Ndherung

2.1 Gleichungssystem; Integrale der Bewegung

Piir ein stoBfreies Plasma (alle 2 = 0) diirfte es sinnvoll sein,
der Einfachheit halber die Wadrmestrome zu vernachlédssigen, d.h.
alle qi: 0 zu setzen. Fiir ein Plasma mit StdBen bedeutet diese
Annahme, daB man nur elektrische Leitfdhigkeit und Viskositédt
als dissipierende Prozesse einbezieht.

Fiir 95 ~ 0 het man die Wiarmestrom-Gleichungen in (19) (als die
"ndchste Ndherung") wegzulassen und in den iibrigen Gleichungen
ge= 0 zu setzen. Die Auflésung von (19) bzw. (27 bis 31) nach
den Ableitungen ergibt dann noch verhdltnismdBig einfache For-
meln:
B = J + K‘P::. - :{;’P:z
T N _
J = 3(vB ~E-I)
Pu = =3p % v 20p, 4 5T
4:;4,_ - (U'—}"Qh)-‘(—l\'r?“ +U’w?n—(£+¢‘:)?ﬁ i ) je 2 Gleichungen
. _ o Alle GriBen

= e 2 n -
Por = Py *EP(Apn —(e+I)) + 13, auBer v tragen

. den Index s.
= i e
’P’l TJ!! ; ¥ gr— 233

Es bedeutet dabei

¥ o EC gy =l B

36 . - . : :
(36) v o= [-vB(T *3(APh - $9%)) —Z;—Z:].(a_’-!_}(p;‘wp:))q

Im Falle des stoBfreien Plasmas kann man auBer dem Energiesatz
(32) noch 4 weitere Integrale dieser Gleichungen angeben:

4 4
(37) pav = comt; [P Prigd L gun (an ey,

3 13
[4]. Dies sind also die "Adiabatengleichungen" fiir anisotropen
Druck, die sich iibrigens aus den Druckgleichungen (29) allein,
ohne Beniitzung der anderen Gleichungen, ﬁbleiten lassen. (Wenn

B : 1/3_5/3

Py, = 0, kann man schreiben (pllp22p33) v = const. analog

zu pg'—s/} = const. beim idealen Gas.)




2.2 Das linearisierte Gleichungssystem

Die Eigenwertgleichung zur Linearisierung um eine Gleichgewichts-
15sung im oben besprochenen Sinne erhdlt mach etlichen Umformun=-
gen die folgende Gestalt:

L +x -x
i Gleichung
= + -
1 = z =0 3. Grades fir x
(38) - -t : o
& = -
+2 +ML o u®
z
Es bedeutet: nt {Diese Abkiirzung hat nichts
X = v,/ mit der Ortskoordinate x

zu tun.)

"

4 Ay 2 M
w s o @H(a- E) 4 Rl

Von der urspriinglichen Eigenwertgleichung ist hierbei der mehr-
fache Eigenwert Null bereits abgespalten. - Fiir spezielle Werte-
bereiche der Parameter L, M und A lassen sich die Losungen x
analytisch diskutieren.

a) M = 0,d.h. P, = 0. Die Determinante (38) zerfillt in die

Faktoren
1-x

4

L I-u.;-u.e.
A=m

Losungen: xq 1 -1, reelle Frequenz fiir L£L 1, rein imagi-

ndre Frequenz fiir L>1.

X, = —4L A} |{L| ist hier die doppelte Gyrofre-
quenz der Ionen bzw. Elektronen im

X, = —4L/A* = . o 3 o

3 Feld B. 12,3 ist rein imaginir.

Der Fall M = O liefert also fiir L< 1 einen Verlauf der Eigen-

frequenzen, bei dem man stoBwellenartige Konfigurationen erwar-
ten kann. In der Tat wiirde die weitere Behandlung dieses Falles
gerade auf diejenigen Losungen unseres nichtlinearen Differenti-
algleichungssystems fiihren, bei denen piﬁso ist. Diese Ldsungen
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aber sind vollstdndig iiberschaubar, siehe [1], und enthalten

such wirklich solitdre Wellen mit einem einzigen Extremum, die
suBerdem fiir t -+cco wieder demselben Grenzwert wie fir t - —o°
> v

zustreven. Unsere Bedingung L < 1, d.h. ¢ ergibt

o Alfvén o’
sich iibrigens auch aus der Betrachtung der nichtlinearen Diffe-
rentialgleichungen als Bedingung dafiir, daB iliberhaupt Ldsungen

existieren, die nicht identisch konstant sind.

Zine zweite Begrenzung der Alfvén-YNachzahl in t = + 0o , nédmlich
nacn oben durch den Wert 2 fir pgﬁ = U, ergibt sich aus der Be-
grenzung des maximalwerts von B durch die Bedingung

v _ B
5 1 z

2z 0,

vgl. (26). Eine solche Begrenzung kann natiirlich nicht von der
Lincarisierung um den Gleichgewichtswert geliefert werden. In
unseren Farametern wiirde dieser Grenze L > 1/4 entsprechen.

b) A =1, d.h. ot = me, und M < 1.

s ist ul = u® = x(1 - 4/3) + 4L; von der Determinante (38)

143t sich dann der Faktor ul abspalten. Das ergibt die erste
Lisung
4 -
xX, = —‘;——li; (rein imagindre Frequenzen 2 ).
£

vle restliche Gleichung (2. Grades in x) 148t sich auf die
Form bringen:

1 - x L X
{39) 1 1 -M +2 =0
-N/3 -M1 ol

ilan kann zeigen (siehe A.4), daB fiir ihre Ldsungen x, und x

3
gilt:

Ko x3 stets reell; von verschiedenem Vorzeichen fiir

L<a-&m;
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Xy, X3 beide negativ fiir L3 a= %'ﬂ~

Wir haben also auch in diesem Spezialfall denselben qualitati-
ven Verlauf der Eigenfrequenzen wie in a), der auf Losungen von
StoBwellencharakter hoffen 14B8t. Siehe Bild 1.

Die numerische Aufldsung der allgemeinen Eigenwertgleichung (38)
ergibt dieses qualitative Bild - "Muster 1"-auch fiir 1> N>0

und 0K AL in einem gewissen Bereich der M-A-Ebene. Als Bei-
spiel sind in Bild 22,b die Lisungen fiir A = 0.3 dargestellt.
Dem Juster 1 entsprechen die Kurven zu den Parameterwerten

M =o0,..., 0.4. Die obere Grenze in L fiir die Existenz der po-
sitiven LOsung x ist dabei stets wie fiir A = 1:

B
L g 1-%mMm,
wie man aus dem von x freien Term der Eigenwertgleichung er-
sieht. (Dieser lautet ndmlich 16L2(1 - 2M/3 - L).)

Dies ist die Verallgemeinerung der Bedingung L £ 1 aus a). Wir
berechnen noch die Stelle X, in "Muster 1":

Die Determinante (38) spaltet den Faktor x2(1 - M) ab; also
X) = Xy = 0. Fiir die dritte Lisung der Eigenwertgleichung er-
gibt sich

= = M ol - 4 1
X s (1= (1 - B2 - B A
(2wk) L. M !
Muster 1 1
Muster
2 !
(2wt 1-2m 5 i Muster1 |z
3 i =
& sh ; i
y 1
jf i Fail oy . x
p, 0 = EF 1
Y5
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T4
Offenbar gilt x,— +oo fir ¥ — 6sX - ¢ (immer M <1 vorausge-
setzt). Die Stellen M = M, = 66A™M= 6/(1 + A®2) sind zugleich

singulédre Stellen fiir die allgemeine Eigenwertgleichung, deren
hdchster Koeffizient (bei x ) lautet

(40) ('1—M)(4—%"__%~:)_4(1_%1%;)—4.

Von den beiden singuldren Stellen ist wegen A <1 nur diejenige
mit Mg = 6/(1 + X'*) fiir uns relevant. Sie schrinkt den Gliltig-
keitsbereich von "Muster 1" in der M-\ -Ebene auf das skizzier-
te Gebiet ein. PFir M> M_ muB man mit einem anderen qualitativen
Bild rechnen. Wir erschlieBen es aus einem weiteren Spezialfall,

) A =
Nach Multiplikation der Eigenwertgleichung (38) mit 2% und Ab-
spalten der Lidsung g x| = 0 verbleibt die Gleichung
x-1 -L b'e
(41) 1 1-M -2 = 0.

M/6 ML/2 -Mx/6 + 4L

Ihre Diskussion (siehe A.4) ergibt:
X1 Xy nichtreell, konjugiert komplex fiir 0 < L < I.g.
beide positiv fiir Lg < L<1 - 54/6,

von verschiedenem Vorzeichen fiir 1 - 5K/6 < L,

. _MA4a-M B Arg L ~
wobei Lg - A m‘1—M/3 und xg = 2 m—- = X.J_(Lg) -x.,(l_,).

Die numerische Rechnung ergibt fiir M > M _auch bei von Null ver-
schiedenem A dieses qualitative Bild "Muster 2" (s. 22). Siehe
Bild 3 ( A= 0) und Bild 2a, b (Parameterwerte i = 0.6,..., 0.8).
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(R Es zeigt sich ferner, daB die neu
Muster 2 hinzukommende relle Losung x durch-

wegs sehr groB8 ist, also fiir eine
numerische Ldsung der nichtlinearen

Differentialgleichungen in diesem

Bereich jedenfalls genommen werden

miiBte, da sich eine Lisung mit hoher
Lg_. Anstiegsrate infolge der Rechen-unge-

>:<., e nauigkeit stets "durcnsetzt". Man
mifte also aus Griinden des Rechen-
verfahrens die Stdrung mit ‘"stdrkstem zeitlichen Anstieg"
(fiir ein individuelles Volumenelement - vgl. 5. 14) auswidhlen,
was auch physikalisch sinnvoll erscheint. L@sungsversuche in
diesem Parametergebiet fiihrten aber zu keinem Erfolg (vgl. 2.51).
Die Ursache fiir das Auftreten von Unendlichkeitsstellen der
Frequenz sind die drei Nenner v —l‘f’: und & — 3(p, + p%)

&
im Gleichungssystem (35). M = K_ entspricht v, = /A d.h. aber
"Schall-Machzahl der Elektronen (mit entsyrechendem c /c defi-
niert) = 1", - Zu v /6’ = 3. 20 gehdrt M = 1.

Losung des linearisierten Differentialgleichungssystems

£s werde fiir die unbekannten Funktionen stets ¥ o= +c§'y-e’n't
gesetzt. x z.ﬂ.z/(vo/s‘ ). Die Auflosungsformeln lauten dann:

(42) dv. | 4 —3x I8
v L B.
&5 3L
e o - BJ/fs s g8
% (g +4)
4
TP JB 2 m =
v, 35 ) [(3_4)11__(4-'?"7._) +"I']
dp? J‘u.. wd 3y 4
Mo o g o P
P T Fem
i J 3 gt
Tu oo v, wloagl
?‘ A £ ?.
4
J\‘Psz dv

= —_———

2 k.
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v, 4—JV‘ etc. sind die Anfangswerte fiir die L&sung der nicht-
linearen Differentialgleichungen (35). In den numerischen Rech-

nungen wurde stets &'B/B = 107> genommen.

Bemerkungen zu den vorhin untersuchten Spezialféllen:

M = 0. Es folgt prp = 0; weil die Ldsungen der nichtlinearen
Gleichungen durch Anfangswerte eindeutig bestimmt sind (die rech-
ten Seiten sind analytische Funktionen - ), sind die Losungen

mit Pig = 0 die einzigen mit diesen Anfangswerten.

A = 1. Fiihrt man -pig statt pia als unbekannte Funktion ein,
50 sind ersichtlich die Anfangswerte fiir verschiedene Indices s
gleich. Dasselbe gilt fiir die rechten Seiten der nichtlinearen
Gleichungen (35) ohne StoBglieder. Das System reduziert sich
damit von 8 auf 5 Differentialgleichungen.

2.3 Der Grenzilbergang A0

Aus der physikalischen Bedeutung der vorkommenden Funktionen
folgt fiir diesen Grenziibergang, wenn man noch die Dimensions-
Umrecnnungstabelle Seite 13 beachtet, daB man die folgenden
Annahmen macnen muf:

B, J, v/& =1V, p:S, E/e = FE endlich fir A - 0 (was & =0
entspricht).

Dann ergiot aber (27): Sogar piz/ﬁy = -F,, muB endlich bleiben

fiir A — 0. Man erh#dlt im stoBfreien Fall aus (27 bis 31) umit

den eben neu eingefiihrten Bezeichnungen folgendes Gleichungs-
system:

B = J-" P41
y =VvRB - E
(43) Po = —3pl X 4 28R,
- -~ e
P, = € - vsz__?
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Hierbei ist
i 2

IR N N %

. 3 -1

% = ~B(J +3B,)(V - 3(putp))

e _ ?f\ﬂt

P2 v
Fir piz ergibt sich Null, Pég = const./V. Die Dgl. fiir pil ent-
t&llt, wenn man dafiir die Gleichung 4. Grades fiir V:
V2
VS

15st. die es sein soll, ergibt dieses System bei der Lineari-

Vo= o4 -

- p. — 18"

sierung um eine Gleichgewichtsldsung dieselben Formeln, wie man
sie aus den vollen linearisierten lo-ilomenten-Gleichungen fiir
A-=C erhdlt. Die Anfangswertformeln vereinfachen sich zu

v . L*raMx Jg

Ve 1 - 5 B,

£y yE (48 “TV IE, V: 14V . x 4B
(44) T (€ ), oG ER)D

I ey, I | 4V _x I8

‘F’u \/0 ‘Pn v° 2 D,

und das Energie-Integral lautet
2 < e e = -
%[\/‘-rj‘-—Pu +V(3(‘pa+19“)+op._,_)] + EBR = cowst

#11l man weiter vereinfachen, indem man sogar P12 = 0 annimmt

und dafiir die Gleichung mit ?19 wegl&éBt, so kommt man auf das

System
E=ve-E
> : | e
pV” = const. mit p = P11 * P1y
V+p+ 32/2 =1

mit dem Energie-Integral
A\, 52 = ot
2V o+ %—B + 3Vip + EB
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Dies entspricht genau dem von Liist [7] behandelten Modell (stoB8-
freies Plasma mit isotropem Druck_in der x-y-Ebene), wenn man
dort mit Y= 3 arbeitet und p = pil + pgl statt des isotropen
Drucks der x-y-Ebene einsetzt.
Inwiefern die letzte Vereinfachung erlaubt ist, mdge folgen-
de Abschdtzung zeigen: Fiir den Anstieg aus dem Gleichgewicht
folgt aus der Dgl. éz = E _‘\/Bfg&/fﬁq, solange pS2 noch

nicht sehr verschieden von pil ist: ?12 x~ J. Fir die An-
fangswerte gilt

g3 _ LL d/m, + IV
B, Mx  1x.J8/R, + £4V/IV,

Da x, wie oben gesagt, fiir wachsendes L rasch ansteigt, kann
auch fiir kleine M dieser Quotient durchaus in die GroBen-
ordnung von 1 kommen; dann aber ist die Vernachlédssigung

P12 & J in den Differentislgleichungen nicht mehr statt-

haft.

2.4 Symmetrie-Eigenschaften der stoBfreien Momentengleichungen

Imm Zusammennsng mit den spidter zu besprechenden numerischen Re-
sultaten ist es wichtig, auf die folgenden Symmetrien der nicht-
linearen L3-iomenten-Gleichungen (27 f.) hinzuweisen. In den
Gleichungen ohne die StoBglieder lassen sich die gesuchten Funk-
tionen derart in 2 Gruppen (%) und 49 (¢f) einteilen, daB mit

%(¢) und 49(t) auch der folgende Satz von Funktionen eine Losung
des Systems ist:

F(t) = g(-t), Ag(t) = —a(-t).

Und zwar gehOren zu der Gruppe 4 der "geraden" Variablen:
=, C?l’ pgz, pgj, qi, wéhrend die "ungeraden" Variablen J, piz

und qg sind. Aus diesen Eigenschaften der Gleichungen folgt:

Gilt fir eine Losung 4¢(¥) , % (t) des Systems an irgendeiner
Stelle t: #(t) = 0, so ist diese Lisung in Bezug auf t, sym-
metrisch in der Gruppe # und antimetrisch in der Gruppe M .
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Die Richtigkeit dieser Behauptung folgt ohne weiteres aus den
Symmetrie-Eigenschaften, aus der Tatsache, daB die rechten Sei-
ten der Gleichungen t nicht explizit enthalten und aus der Ein-
deutigkeit der Losungen.

Tritt der Fall 4ff)= 0 nun insbesondere ein fiir eine Losung von
der Art, wie sie durch unser numerisches Verfahren ausgesondert
wird, ndmlich 44#)»0, ¢ — const.# 0 fiir t—» -o0e , so gilt dassel-
be auch fiir t - +00 ; wir bekommen eine "solitdre Welle", natiir-
lich u.U, mit mehreren Maxima und ¥inima.

2.5 Numerische Ergebnisse zur lo-Momenten-Niherung

2.51 StoBfreie Gleichungen

Von Hain, Liist & Schliiter [4] wurden einige Beispiele fiir nume-
risch gewonnene stoBwellenartige Losungen der lo-lomentenglei-
chungen angegeben. In diesen Beispielen besitzen die Losungen
eine erstaunlich einfache Struktur. Nach einem monotonen Anstieg
aus der Ndhe des Gleichgewichtswertes heraus vollfiihren die
Funktionen einige wenige Schwingungen, nach denen sie sich wie-
der s&mtlich stark den alten Gleichgewichtswerten nihern. Dies
hat zur Folge, daB eine breite Mulde entsteht, die schlieBlich
zu erneutem Anstieg und zur Wiederholung des Bildes fiihrt. Es
liegt natiirlich nahe, diese Mulde als das numerische Abbild
eines in Wirklichkeit asymptotischen Verlaufes aufzufassen.
Diese Vermutung wird durch zwei Tatsachen gestiitzt:

1) Die Schwingungen sind nahezu symmetrisch. In ihrem Symmetrie-
zentrum (bei x#4.5 in [4], S. 968) liegen eng benachbarte Null-
stellen von piz, pie und J. Aus dem vorigen Abschnitt wissen
wir, daB das exakte Zusammenfallen von Nullstellen dieser drei
Funktionen (der "ungeraden" Variablen des Dgl.-Systems) zu

einer exakt symmetrischen bzw. antimetrischen Losung und damit
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wirklicn zu konstantem Verlauf fiir t-++0° fiijhren wiirde.

2) Die Breite der geschilderten Mulde 148t sich durch Andern

der Integrations-Schrittweite stark variieren, wihrend der ibri-
ge Funktionsverlauf gegen eine solche Enderung der Rechengenau-
igkeit unempfindlich ist. Die Anndherung aller Funktionen an
ihren jeweiligen Gleichgewichtswert ist also so stark, daB nur
die Ungenauigkeiten der numerischen Rechnung iiberhaupt wieder

zu einem Anstieg fiihren.

Es erhebt sich nun die Frage, ob moglicherweise alle Ldsungen
der lo-Momenten-Gleichungen, die fiir t--eco konstant sind,
syumetrisch sind oder wenigstens solitdre #ellen mit konstantem
Verlauf auch fiir t »+c© bilden. Eine analytische Behandlung
dieses Froblems scheint ziemlich aussichtslos zu sein, da das
Differentialgleichungssystem im einfachsten Fall (A= 1) noch
von cer Urdnung 5 ist und nur 2 Integrale (ndmlich der Energie-
satz (32) und die Relation (p11p22 - pi?)v4 = const.) zur Eli-
mination von unbekannten Funktionen zur Verfiigung stehen. Eine
genigend allgemeine und weitreichende Theorie iiber den Verlauf
der Losungen im GroBen gibt es aber nur fiir autonome Differenti-
algleichungssysteme der Ordnung 2. Um auf numerischem Wege zu
einer Aussage zu gelangen, wurde das lo-liomenten-System - aus-
gehend von den bereits tekannten Beispielen - fiir zahlreiche
#Werte der 3 FParameter L, M und A integriert. Das charakteristi-
sche Ergebnis zeigt 3ild 4. Hier sind I = 0.48 und M = 0.01
fest gewdhlt, wihrend A ldngs der Ordinate variiert (logarith-
mischer MaBstab). Als Kennzeichen fiir die Struktur der betref-
fenden LOsung sind jeweils die Nullstellen der Funktion J auf
der Abszisse x eingetragen. Die Ortskoordinate X ergibt sich
als Funktion von t aus der zusitzlichen Diff.gl. x = v. Die
Funkticn J unterscheidet sich von B nur durch Glieder mit pie
(vgl.35), die in den betrachteten Fdllern durchwegs so klein
bleiben, daB man die Nullstellen von J prektisch als die Extre-
malstellen von E ansehen kann. Die Maxima von B sind dick, die
sinima diinn ausgezogen. Wie zu erwarten ist, wird die Wellen-
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struktur mit abnehmendem A feiner und komplizierter. Es gibt
aber immer wieder diskrete Werte l,, bei denen ein Miniwuw ver-
hdltnismédBig niedriger Nummer k stark vom vorhergehenden Maxi-
mum abriickt und der Wert von B in diesem Minimum dem Gleichge-
wichtswert Bo sehr nahe kommt. Fiir diese A -Werte hat man also
eine (fast) solitdre Welle mit k Maxima (von B). Beispielsweise
ist das fiir k = 1 nur bei A = 1; fir k = 3 bei A= 0.47, 0.39,
0.18; fir k = 5 bei A = 0.306 der Fall. Zwischen diesen diskre-
ten A -5tellen scheint es Jedoch wellen von beliebiger Kompli-
ziertheit zu geben. Lian sieht nunmehr, daB die einfache Struk-
tur des Beispiels [4, 5.968] durchaus nur der zufdlligen Para-
meterwahl ( A = 0.3) zu verdanken ist. Andererseits ist z.E.
die Jtruktur zu A = 0.18 noch viel einfacher, obwohl sie zu
einem niedrigeren lMassenverh#dltnis gehort.

«ualitativ dasselbe Bild ergibt sich auch fiir andere Werte von
L und M: Solitdre Wellen von einfacher Struktur gibt es nur fiir
diskrete Werte von X. Als Ergénzung zu den in [4] ge-
gebenen Beispielen fiir Wellenstrukturen ist in Bild 5 eine ex—
trem einfache solitdre Welle (Aﬁ=o.18) mit nur 3 Maxima und in
Bild 6 eine Welle dargestellt, die friihestens nach 13 Maxima

- wenn iiberhaupt je - zum Gleichgewichtszustand zuriickkehrt
(A = 0.25; die Integration wurde bis x = 21 gefiihrt in 3500
Schritten). Neben B ist noch das Verhdltnis der Eigenwerte des
Drucktensors pag (¢,f = 1,2) dargestellt als MaB fir die ibwei-
chung vom thermodynamischen Gleichgewicht. Die Funktionen aizg
werden in 3.1 aunf Seite 32 erklirt.

Das numerische Ergebnis schlieBt natiirlich nicht die Moglichkeit
aus, daf die lenge derjenigen Parameterwerte (L, M, A), fiir die
eine "solitdre Wellengruppe" mit endlich vielen Maxima existiert
trotzdem im L-ki- A -Raum iiberall oder gebietsweise dicht liegt.
Es macht aber die Annahme plausibel, daB es zu einer festen Zahl
k hichstens abz#hlbar viele Werte A {bei festem L und ¥) gibt,

fir die eine solitédre Wellengruppe mit genau k laxima existiert.
Daraus folgt, daB3 die ¥Menge aller Lisungen (zu festem I und
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M) mit endlich vielen Maxima h&chstens abzdhlbar ist, daB also
die Losungen "normalerweise" unendlich lange Wellenziige sind.

Aus den linearisierten Gleichungen wurde in 2.2 erschlossen,
daB das eben besprochene Losungsbild bei festem L und M nur
fiir Werte A oberhalb einer gewissen Grenze zu erwarten ist.
M < Mg bedeutet

A2 (=),

In unserem ndher betrachteten Beispiel von Bild 4: L = 0.48,
M = 0.01 liegt diese Grenze bei A = 0.04. In den Losungen der
nichtlinearen Gleichungen wird die zugehtrige singuldre Stelle

(v —» ‘;‘C pil, biz =00 ) a'?er schon fiir wesentlich gréBere Wer-

te (A% 0.15) erreicht, und zwar im ersten monotonen Anstieg

e ey
von 3. pil steigt dort auch monoton, v fdllt monoton.

Der Versuch, das System fiir ein 4 > Mg zu integrieren, schei-

tert an der Singularitit %E - 3(pil + p%l), v >0, die eben-
falls bei monotonem Anwachsen der Drucke und monotoner Abnahme
von v erreicht wird. Es wird durch diese Ergebnisse die Vermu-
tung nahegelegt, daB StoBwellenstrukturen nur fiir solche Fdlle
existieren, wo in der Umgebung des Gleichgewichts vor der Front
das "Muster 1" (S. 20) gilt, wo also insbesondere keine Wahl
zwischen verschiedenen Anstiegsraten bleibt.

2.52 Gleichungen mit StoBgliedern

In denjenigen Bereichen der Parameter, wo Losungen der "stoB-
freien" Gleichungen existieren, gelingt auch die numerische
Losung der Gleichungen mit StoBgliedern. Fiir die StoBglieder
wurden die von Hertweck [5] bereitgestellten Formeln beniitzt,
die auf die Fokker-Planck-Gleichung fiir ein Plasma zuriickgehen.
Diese Formeln enthalten allerdings als wesentliche Annahme,
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daB A &1 ist. Genauer: In einer Potenzreihenentwicklung nach

A sind die Glieder von der Ordnung )3wegge1assen. Andererseits
erlaubt ja das Verhalten der stoBfreien Gleichungen nicht, be-
liebig kleine A zu nehmen; die Singularitidten fiir zu kleines A
treten auch schon dort auf (ndmlich im ersten monotonen Anstieg),
wo die StoBglieder noch keinen wesentlichen EinfluB auf den Ver-
lauf der Losungen haben. Ein KompromiB ist, A\ wenigstens moglichst
klein zu widhlen 1).

Ein Berechnungsbeispiel zeigt Bild 7. Der zusitzliche Parsmeter
Z beschreibt die Stdrke des Einflusses der StoBe (die Stidrke der
"Dampfung") als Funktion der Konstanten F und T[ der Plasma-
stromung. Zur Berechnung von Z sowie zur Definition der frei-

en Weglédnge 4 siene A.3. Den Gyrationsradius eires Teilchens
beschreibt in unserem System dimensionsloser 3riBen

(45) 4= g

Der Verlauf von 3 zeigt einen monotonen Anstieg ("StoBfront")
und anschlieBend eine Uszillation mit abnehmender Amplitude

und Anndherung an eine zweite Gleichgewichtsldsung. Der Gleich-
gewichtszustand hinter der StoBfrunt ist eindeutig bestimmt
durch die Rankine-Hugoniot-Relationen, die fiir unsere GroBen
lauten (s. z.B. [1] 5. 934)

v B, = wv.B, (= E)
LN
Vi + 2P 3B = w4 ip %B* (~ Impulsstrom-
dichte)
v v, + ER = % v
= Srv. + B 25 * oY +EB, ( Energiestromdichte)

(Index 1: Werte hinter der StoBfront). Die beiden Gleichgewichts-

1) In den numerischen Rechnungen Hertwecks (Run-away-Elektronen)
taucht dieses Problem nicht auf, da wegen der vereinfachenden
4nnahmen dortA in den Gleichungen nicht mehr vorkommt. Be-
kanntlich erhdlt man ja auch von A freie Gleichungen, wenn
man in der 1lO-Momenten-Ndherung die Druckgleichungen wegliBt
und dafiir Isotropie des Druckes in der x-y-Ebene und das Be-
stehen einer Zustandsgleichung pv”™ = const. annimmt-[4,7].
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werte sind fiir B in Bild 7 ebenfalls eingetragen. Fir 4 = wh- we
sind sie Null. Losungen von #dhnlicher Struktur kann man auch
scnon aus einfacheren Modellen des Flasmas erhalten: Isotroper
Druck pe = pi, skalare Leitfdhigkeit & als Dissipationsmecha-
nismus; siehe [2,3]. (In den genannten Arbeiten wurde auBerdem
noch im Energiesatz das Glied mit J2 vernachlédssigt - eine An-
nanme, deren Berechtigung an den gewonnenen Losungen erst noch
geprift werden miiBte.) Jedoch zeigt Bild 7 (obere Kurven), daB
selbst in einem Fall von verhdltnismé&Big starker Didmpfung, wie
inn das gewdhlte Beispiel ja darstellt, die Anisotropie noch
recnt groB werden kann.

Der susgleich von Elektronen- und Ionentemperatur auf der Riick-
seite der StoBfront erfolgt viel langsamer, als es bei dem an-
genomumenen iassenverndltnis von 1/25 zu erwarten wire. Dies
riinrt natiirlich von der wdherung A &1 in den Formeln fiir die
stoBglieder her. Ubrigens gilt fiir die Hertweckschen StoSfor-
meln auch der Hnergiesatz nicht mehr exakt. Xan kann statt der
5leichung

L ¥ 8 F IR~ L 26,

die der cedingung (11) entsprechen wiirde, die folgende Relation
veweisen:

1 5% E_ 4ot =0,
.zzr.“ * o w2

Jie unerzie-lbertragung von den Elektronen auf die Ionen, wie
sie in dem Term %1:; zum Ausdruck kommt, wirkt daher wie ein
zusatzlicher Energiestrom: Energiestromdichte = const. +

+ :f%ni;rdx . Die Abweichung des Energiestroms vom urspriingli-
chen Gleichgewichtswert bleibt jedoch in dem Beispiel von

5ild 7 unter o.6%.

“inzelheiten zur numerischen Auswertung der StoB8formeln siehe
A2,
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3. Die 1l3-Momenten-Kdherung

3.1 Nachtrdgliche Berechnung der Wdrmestrome

Zs ist natlirlich grundsdtzlich wichtig, nach der G ii t e der
1G-lomenten-Ndherung zu fragen. Ganz besonders nahegeleg: wird
diese Frage aber durch das Auftreten von Singularitidten in den
Losungen tel Parzmeterwerten, die durchaus von physikalischem
Interesse sind.

Tie in 1.3 besprochene Reihenentwicklung der Verteilungsfunk-
tion werde als konvergent zngenommen. Bricht man die Reihe an
irgendeiner Stelle ab, sc ergibt sich hdchstens dann eine gute
Neherung, wenn die Koeffizienten des ersten weggelassenen Glie-
des klein sind im Vergleich zu den beibehaltenen Koeffizienten.
Die lU-iomenten-Ndnerung entspricht der Annaiie, Gaid cie Ver-—
teilungsfunktion mit der elliptisch-symmetrischen Gewichts-
funktion von 5. 8 identisch ist. Die ersten weggelassenen Koef-
fizienten sind demnach von 3. Urdnung: aijk' Es sel angenommen,
dal die Symmetriebedingung fiir diese Koeffizienten, welche der
13-liomenten-Ndherung zugrunde liegt, ndherungsweise erfiillt
sei:

(46) Qe = a;dp + qjdy; + a,d;

(vel. [5] 5. 23 £.) und daB ferner alle Koeffizienten héherer

als dritter Ordnung verschwinden. Dann hdngen die a; mit den ay
der 13-Momenten-Gleichungen auf einfache Weise zusammen:

piy-1 3
(+7) af - 3(%) zoa

ok =q

(E? Eigenwert Hr. i des Drucktensors, C%¢ Orthogonalmatrix),
und sie erhalten zugleich eine anschauliche physikalische Be-
deutung: a, hat dieselbe Gr&Benordnung wie

Geschwindigkeit des Wdrmetransportes / Schallgeschwindigkeit.

Hat man die lO-liomenten-Gleichungen gel&st, so kann man die a
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und damit die a; nachtrdglich néherungsweise bestimmen, indem
man in die Wirmestrom-Gleichungen aus (19) die 10 bekannten Mo-
mente und B einsetzt und die so entstehenden Differentialglei-
chungen fiir die ay 1ﬁst.l) Die Zrgebnisse sind in den Bildern
5 und 6 eingezeichnet. Die Formel (47) zeigt, daB bei starker
Druck-Anisotropie zu dem kleinen der Eigenwerte ﬁi ein groBes
2y gendrt. Dariiber hinaus zeigen aber die Beispiele, daR die
starken Abweichungen vom Gleichgewicht in den Maxima von B ein
sprunghaftes Ansteigen der Entwicklungskoeffizienten verursa-
chen, das natirlich die Anwendbarkeit der Momentengleichungen
sehr in Frage stellt.

3.2 Linearisierte l13-Momenten-Gleichungen

Bei der vollstédndigen 13-Momenten-Ndherung wirken die a; liber
die Druckgleichungen auch zuriick auf die niedrigeren lomente.
Dort, wo die lu-lomenten-NEherung "gut" im Sinne des vorigen
Abschnitts ist, wird man erwarten, daB diese Riickwirkung klein
ist und die Struktur der LOsungen nicht verdndert. Zundchst
sei der Einflufi auf das linearisierte System und seine Eigen-
freguenzen studiert.

Die Eigenwertgleichung 188t sich in Determinantenform snalog

zu Gl. (38) schreiben. Die dortige Determinante erhidlt einen

Rand angefiigt, der von den Warmestromgleichungen herriinrt. Zu
beachten ist jedoch die leicht ge#dnderte Bedeutung von ui und
ue, in der sich die Riickwirkung auf die Druckgleichungen be-

merkbar macht: Mit

1) Die Anfangswerte Jﬁi hat man dabei aus den linearisierten

Wermestromgleichungen zu entnehmen, in denen ebenfalls Jﬁhp
usw. als bekannt einzusetzen sind. Diese Gleichungen lauten:

v, J\ > J J4 J 4
e 9 ""- q:_ ' !' 'l" ‘P“
x“p. v, ) 3 .jf.'_ + : = O

4 4 =
x“P.(.ll '+J§: +2{:"' = 0.




e BH
n-l
» = ——
u/&
4 4 v o3
= e {4 = 2By yEE
vt Ve[ L(1-nXm L
i1t xel 7‘2( 5 & 9) * J
gilt:
A=-x L. + % —x o) o
4 am +2 -2 2 -2
i ML
S T |
(48) . 5 4 =0y Gleichung 5. Grades
+!?' e ° “ + fiir x.
) —M, b x o F o
5 & &
o -.:"lx o -I‘_—x o) v

(Es ist wieder der menrfache Zigenwert O abgespalten). Wir fiih-
ren die Diskussion von interessanten Spezialfdllen snalog zu
Seite 18 f.

a) i =G (d. h. Die Determinante 1&B8t sich schreiben
als Produkt

Py = 0).

1-x L

1 1-K

Dementsprechend sind die Losungen der Gleichung (48)

x, = 1-1

xl = —4LA%2 }Wie bei der 10-Momenten-Ndherung
25"

Xy = -L A"

x. = -L/A* <L rein imagindr.
5

Den Losungen X5 entspricht |N|= einfache Gyrofrequenz der
Ionen bzw. Elektronen im Felde Bo' Wir haben also wie bei der
10-Momenten-Ndherung in aiesem Fall hdchstens 1 positive Fre-
quenz. Die Beriicksichtigung der Warmestrtme bringt lediglich
zwel neue rein imagind@re Frequenzen hinzu.
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) A =1 (d.h. o' = n®) und < 1.
. ¢ e 4 _
Wo=ut = x (1 -y #hL; vievte 2Ry L]

Wie in A.5 gezeigt wird, 148% sich dgnn von der Determinante
(48) der in x quadratische Faktor utvl . %MLx abspalten. Er
nat (fiir ¥ < 1) stets 2 negative Nullstellen x1,2’ die mit M—=>0
nach - L ©bzw. = 4L streben. Von den 3 Losungen der verblei-
benden Gleichung nédhern sich zwei fiir M - 0 asymptotisch den
schon gefundenen Ldsungen x1’2, sind also - jedenfalls fiir
kleine M - sicher ebenfalls negativ. (Fir diejenige Losung,

die gegen -1 strebt, ist die Ann#herung sogar von der Ordnung
ME; Beweis in A.5, in Bild 8 mit "Doppelwurzeln" bezeichnete

5 der Gl. (48)
ergibt schlieBlich die numerische Rechnung, daB sie stets reell
und positiv fiir 0 <€ L € 1 - 2M/3 ist. Siehe Bild 8. iMan hat
a2lso hier wie im Fall a) das gqualitative Losungsbild "Muster 1"
(s. Skizze), und die numerische Rechnung ergibt dieses Bild
auch in einem Bereich A< 1 und M> 0. Die Nullstelle der fiir
kleine L positiven Losung x liegt wieder auch im allgemeinen
Fall bei L =1 - 2/3, wie der von x freie Koeffizient der
Eigenwertgleichung zeigt.

zusammeniallende Kurven). Fir die letzte Lisung x

c) L = 0. Die Stelle X, ergibt sich als Lisung der Gleichung
1-x 1 -1
(49) -M/6 ul/x 0
+M/6 0 u®/x

0,
Muster 1

wie man durch einige Umformungen
der Determinante (48) und Abspal-
ten des Faktors x4 sowie konstan-
ter Faktoren erkennt.

Ry




%
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(2 >4 =

Die Nullstellen des Nenners von X, liefern wieder 2 Werte ¥ (A),
die gegeniiber denen der 10-lomenten-Ngherung leicht verschoben
sind (infolge des zusdtzlichen Faktors 7/5). Diese Werte M
liefern auch wieder Unendlichkeitsstellen fiir die Losungen der
allgemeinen Gleichung (48), jedoch nicht alle, wie der allge-
meine Koeffizient von x” zeigt: Er lautet

4 _MA MY
(50) (1= FEPN1-FHE) [t e-mi- £ )18 8y - Fu-um ],
Es gibt also im allgemeinen noch 3 weitere Werte k . Die Zahlen

Mg verlaufen (nach Ausweis numerischer Rechnungen: monoton)
zwischen den folgenden Grenzen:

Mg =
A =0 ’3T 0 1.097 5.46 0
A =0.3 %.93 0.354 1.130 5.22 0.21
_ 15 15 15
A=1 7 7 3 4.54 0.66

Graphische Darstellung s. Bild 9. Als Beschridnkung des Gultig-
seitsbereiches von "Muster 1" tritt also noch ein zweites M

auf (letzte Spalte), das stets kleiner als das zum 10-Momenten-
Fall analoge M ist (2. Spalte) und auch schon fiir \.= 1 eine
Rolle spielt. Siehe Bild 8, Kurven zu M = 0.7, 0.8.

Der Bereich 1 > M > max {M } wird wieder durch das Verhalten
bei A = 0 gekennzeichnet.

a) A = 0. Nach Abspalten von 2 Ldsungen x = 0 (Ionen-Gyro-
frequenz!) verbleibt eine Gleichung 3. Grades:
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S 2 —%Hx +4L o !% = O.
o —% o 4-’-;30-M o

o -%_".x -%,( o M +L

Die numerische Auswertung der Diskriminante dieser Gleichung
ergibt, daf in allen interessierenden Bereichen der Parameter
neben einer reellen Ldsung x stets 2 nichtreelle
konjugiert komplexe Losungen x existieren, s. Bild 10. Es gibt
also stets ein nichtreelles fL mit positivem Realteil, was
einer Schwingung mit anwachsender smplitude entsprechen wiirde
("Uberstabilitdt"). Bei einem solchen Verhalten in der Nihe des
Gleichgewichts v o r der Front ist keine StoBwellenstruktur
zu erwarten, nach allem, was man iiber das Aussehen der Losungen
bei einfacheren iodellen, z.3. [ 3], weiB. Bei der l0-Komenten-
Néherung-hatten sich im entsprechenden Fall (8. 21) zwei posi-
tive Frequenzen fl ergeben. Die auf Seite 29 ausgesprochene Ver-
mutung, daB hierzu keine stoSwellenartige Losung gehdren kinne,
wird also durch das Ergebnis der 13-liomenten-ikdherung noch be-
kréftigt.

Die Aufl8sungsformeln fir die linearisierten 13-Momenten-
Gleichungen sind in A.1 mitgeteilt.

3.3 Numerische Ergebnisse iiber die stoBfreien Gleichungen

Wollte man vorab iiber die Giiltigkeit der 13-Yomenten-Ndherung
wenigstens eire analoge Aussage gewinnen dazu, wie es auf Sei-
te 32 fiir die 10~Momenten—ﬁaherung versucht wurde, so miiBte
man die Entwicklungskoeffizienten 4. Ordnung nach der nichst-
hoheren Momentenmethode berechnen. Will man diese ungeheure
Komplikation vermeiden, so kann man als einen gewissen Ersatz
dafir jedenfalls wieder die Kleinheit der 8y fordern. (Dies
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ist z.B. bei der Ableitung der StoBformeln durch Hertweck [5]
durchwegs angenommen worden). Ist aberlaﬂéﬁ 1 erfiillt, so ist

zu erwarten, daB die ILGsungen der 13-Momenten-Gleichungen sich
in den niedrigsten 10 Momenten nicht wesentlich von denen der
1C0-komenten-Gleichungen unterscheiden. Der Verlauf der Widérme-
strome bzw. der 8y wird im {ibrigen einen Anhaltspunkt geben da-
fir, wie weit die 13-iomenten-Methode iberhaupt als eine Verbes-
serung der lU-Momenten-¥iherung angesehen werden kann.

Zur numerischen Behandlung des komplizierten Differential-
gleichungssystems (19) bzw. (27 bis 31) sei bemerkt, daB es
sich rnicht empfiehlt, es explizit nach den Ableitungen aufzu-
losen. Die entstehenden Formeln wiirden praktisch ebensoviele
Rechenoperationen erfordern wie die allgemeine Aufldsung eines
linearen Gleichungssystems mit der Cramerschen Regel. Statt-
dessen wurde in den numerischen Rechnungen das System bei je-
dem Integrationsschritt nach einem Eliminationsverfahren geldst,
das noch die jeweiligen Z“ahlenwerte in der Gleichungsmatrix

in numerisch gilinstiger Weise bperiicksichtigt.

Zur Illustration der Rechenergebnisse nach der 13-Momenten-—
Methode (stoRfreie Gleichungen) mdgen die Bilder 11 und 12
dienen. Die zugehdrigen L&sungen der 1C-Momenten-Ndherung

(mit denselben Parameterwerten A , L und M) sind in [4, s. 96&]
vzw. in Bild 6 dargestellt. Die Ubereinstimmung entsprechender
Losungen ist im allgemeinen gut, besonders natiirlich in den
niedrigen liomenten. Vor allem zeigen auch die 13-Komenten—
Lésungen das charakteristische "Ausbrechen'der Entwicklungs-
koefrizienten ai an den Stellen starker Abweichung vom Aus-
gangs-Gleichgewicht. Die Amplituden der Wellenziige sind gegen-—
iber den l0-Momenten-Losungen gewdhnlich etwas iliverhsht. Ins-
besondere aber treten bei der Integration des 13%-Momenten-
Systems h&ufig neue Singularitdten hichst uniibersichtlicher
Art auf, durch welche die Rechnung abgebrochen wird; so in
Bild 11 bei x = 5.31. In Bild 12 endete die Rechnung infolge




-39 -

eines negativen Eigenwerts des Drucktensors. Der Koeffizient az

war an dieser Stelle auf iiber 1000% angestiegen, die Wirmetrans-
port-Geschwindigkeiten qi’a fiir die Ionen hatten dieselbe Gri-
Benordnung wie die Massengeschwindigkeit v. - Allgemein hat es
den Anschein, als brédchte die Mitnahme der Wdrmestriome qy keine
Verbesserung der Beschreibung eines Plasmas gegeniiber der
10-Momenten-Ndherung, jedenfalls nicht fiir den von uns unter-
suchten eindimensionalen stationdren Fall.

Die numerischen Rechnungen zu dieser Arbeit wurden auf den Digi-
talrechenanlagen
G 3 des liax-Planck-Instituts fiir Physik & Astrophysik in
kiinchen und
IBi 7090 des Instituts fiir Plasmaphysik in Garching bei Miin-
chen durchgefiihrt.
Zur Integration der Systeme gewdnnlicher Differentialgleichungen
wurde teils das Hunge—Kutta-Verfahreng teils das Differenzen-
verfahren von Adams-Stormer (mit kombinierter Extrapolation-
Interpolation bei jedem Schritt) beniitzt. Dabei war bei jedem
der Verfahren filir automatische Schritthalbierung bzw. -verdop-
pelung, Jje nach dem Wert einer gewissen KontrollgriBe, gesorgt.
Als Integrationskontrolle diente stets der Energiesatz und (wo
mdglich) die beiden "Zustandsgleichungen" (37). Die relativen
Abweichungen dieser KontrollgroBen waren (bei den stoBfreien
Gleichungen) nie gréBer als 1072,
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Zusammenfassung

Fir die eindimensionalen stationiren lMomentengleichungen zur
Boltzmanngleichung mit und ohne StoBterm fiir ein Plasma im
wagnetfeld lassen sich vei geniligend kleinem Gleichgewichts-
druck stoBwellenartige Losungen auf numerischem iWege finden.
Die Anisotropie des Drucktensors ist auch bei Hinzunahme der
Dissipation noch betrichtlich. Die Lgsungen der 10-liomenten-
Niherung ohne StéBe sind zwar fiir einzelne Werte der Gleich-
gewichts-Parameter solitédre Wellen von sehr einfacher Struk-
tur, bilden jedoch offenpar im allgemeinen lange komplizierte
#¥ellenzlige. Fiir zriBere Gleichgewichtsdrucke bzw. kleinere
Werte des Massenverhdltnisses me/mi werden die Lisungen
singulér. Fir die linearisierten 10- und 13-komenten-Gleichun-
gen kann man - im Zusammenhang mit diesen Singularitdten -
fir niedrige und hohe Drucke charakteristische Unterschiede
im Verhalten der Lgsungen nachweisen. Die 13-liomenten-Glei-
chungen liefern keine Verbesserung gegeniiber der niedrigeren
Naherung. Die Wirmestrome werden im Laufe der Integration
bald unzul#ssig groB; auBerdem treten neue Singularitdten

zuf.
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Anhang

A.1 13 liomente, lineare Ndherung

Es gelten die Bezeichnungen von Seite 22, auBerdem die Abkiirzun—

en:
g m” = A_4ﬂ, .—n_ * = —’.‘___ = VVz
s % w:) (PL *

Es wird berechnet:
D' = WY (4= TP ) (4= 4am?) + W,"(S—S&‘m"‘) +
ST = W (4 - T (4= Samt) 4 WE (3-aat) + 2
KfY = W (1 < 2m) 44

Daraus sukzessive:

B o w b 5 §f 5o M s Ki\ d8

—J; = ( * = 2;- :";' ) ( L+ 3 '? 3‘5 B.

dJ . B. ( 48 i‘.!')

Ve & B, Uy

J 4 S 4

;z - -l.?.; . ‘_;7‘ (vv‘:(_‘_‘”“d) _',,1).;2_39 + B(W,(ﬂ-sm)-i—d)‘%::l

ki L (-3s"dx + 2Kk4 4B

P D v .

Jct-? 2 JB . - £ Jv
- -g:.c,mdw, [_B_. ((4 Tt ) W, *")“E ]
TR e _dg

P % v, P L/}

Irn | _ dv _ dq?

Pe Y v,

U, Ny

.
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A.2 StoBformeln

Bemerkung zur numerischen Auswertung der Formeln von Hertweck.
In den Formeln tritt die orthogonale ¥atrix O, fiir die Haupt-
achsentransformation des Elektronen-Drucktensors Pzg (u,P = Ui 2)
auf. Die Formeln sind so gebaut, daB alle vorkommenden GroBen
(qe, o = wi - Wg) zundchst in das Druck-Hauptachsensystem
transformiert werden miissen. Dann werden verschiedene Integrale
aus ihnen berechnet, und anschlieBend wird wieder ins urspriing-
liche Koordinatensystem zurﬁcktransformiert; Ist nun der Druck
nahezu isotrcp, so ist C&p numerisch senr ungenau bestimmt,

und die zweimalige Transformation kann unliebsame Schwankungen
der Ergebnisse liefern. Es ist daher ratsam, in diesem Fall

die Formeln nach der Anisotropie des Drucktenscrs zu lineari-
sieren. Das gescnieht folgendermaBen: Die "kritischen" Terme

in den Formeln lauten (s ist eine Integrationsvariable, 0<sgl)

14 pe =
(A1) a“f‘aﬁ‘d_:o-_as"'_'t,. - Bs ist T, = % -4 , wobei p'; der

Eigenwert Nr.\ des Tensors und p® = %(ﬁf + 5; + Eg) der mitt-

lere Druck ist. PFiir nahezu isotropen Druck lassen sich nun die
kigenwerte Eﬁ nich+t in eine Potenzreihe der GriBen

(pn":s -dg p°) entwickeln, ebensowenig die G. . Aber es gilt
natiirlich fiir piﬁ — JL; pt: ﬁir—fpe und Te—* 0. Das geniigt,
um den Ausdruck z—i;znf- durch 1 - sztp_ anzundhern. Wegen

=
fpeqp‘aﬁk.. ="t—3;a¢1., (licer k nicht summiert) ergibt sich dann
als lineare Ndéherung fiir (Al1):

J“‘F B 41(1'1;‘(:1&{'-?;’&»* = u.p) = J\nqs -41(%{ - “F))

also der Anfang der Potenzreihenentwicklung rach der Aniso-
tropie, in dem die Transformationsmatrix nicht mehr vorkommt.
- Das allgemeine Entwicklungsglied der Ordnung k wére iibrigens

(—sz)k AKX mit der "Anisotropie-Matrix" A = (Aup) =(’P%L —-J:«});
)




=y
was aus der Identitdt (ZL‘)¢5 = 5: ( ¢&(~4)

mit den Matrices (1‘5“;) - (‘Pﬁy/‘P!)“und (ap,;) = (dup) folgt.

A.3 Leitfdhigkeit und freie Weglédnge

A

Die StoBglieder in dimensionsloser Form (:E usw., sind samt-

lich proportional zu einem dimensionslosen Par;ﬁeter Z, der so
wie die Parameter ﬂa, M und L ein Potenzprodukt aus Naturkon-

stanten und aus den Integrationskonstanten F (MassenfluB) und

TT (ImpulsfluB) unseres Problems ist. Z beschreibt die "Star-
ke der Dampfung", hdngt also mit Leitfdhigkeit und freier eg—
l&nge zusammen. Die zugeh®rigen Formelr sind :

e e’ 5 b N (m=m'+m®)
(a2) L = 202 P EE piA TR

%
(In A = 1n42rg%§£%i wurde in den Xechnungen als konstant an-
genommen). Fiir die Leitfdhigkeit 6, ergibt sich aus den line-
arisierten 13-Nomenten-Gleichungen [5 S. 44]

3
(43) &, - 054y -28QRTE)T

s B8
H mnﬁ.e‘@niﬁ_ Yir

3

Wir wollen mit diesem ©, die StoBfrequenz ¥ fiir Teilchen ver-

scniedener Sorte durch 6, = :i; -;zg-und damit die freie Weg-
(-3

lange »Z durch ’—‘
g t£ Yy = ‘U’z = _.-h:I_E_.
£ ™M

erkldren. Als dimensionslosen, fiir unser Problem typischen Pa-
rameter berechnen wir lt/r mit r = (rlre)l/z
schen Mittel der Gyrationsradien.

(AK) E IR

2
3
+ Z o

, dem geometri-

3 B P
(Bezeichnungen der Tabelle 5. 13). Fiihren wir noch L und M

ein und schreiben 4= 2:&., wobei X, die Lingeneinheit unseres
dimensionslosen Groﬁensystems ist, so wird # = i/ﬁ und

A

(45) 4? - 43 4 (V (fﬂ . ©. 3L¢ (4 + :1 L_) hﬂ

A
{ ist fir die Gleichgewichtszusténde ebenfalls in Bild 7 ein-

gezeichnet.
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A.4 1C kiomente, Eigenwertgleichung

Zu (39) Diese quadratische Gleichung fiir x lautet entwickelt
xXP(a-E)xa-M) - x (1-m— L(S-%mM)) — 4L (1- Em-L) =o©

Yoraussetzung: O <M<, o<l .

Fir LK1 - 2K/3 gibt es ersichtlich stets 2 reelle L3sungen

verschiedenen Vorzeichens. Fir L > 1 - 2W/3 werde die Diskri-

minante betrachtet:

Diskriminante = 1% + 2L(1 - M)b + (1 - )2

mit a = —3M'tgm +9 b= PM - 2M a3

Dleser quadratische Ausdruck in L ist genau dann positiv definit,
wenn a > '02. Fir 0 < M < 1 1liezt avber 2 zwischen S und 13%,
sowie b zwischnen 3 und -1% . Die Diskriminante ist also positiv
definit. Es giot nur reelie Losungen der Gleichung (%9).

jegen  A-M ~ L(5-%M) ¢ a-M —ca-fm)(s—lim) < ©

sind diese L&sungen beide negativ, w.z.b.w.

Zu (41) Die Gleichung lautet entwickelt

x,"-—';—“—("-M) = % HL(1-%m) + l-rL.(-f—ESM-L),

Diskriminante = A6 L ( 4 —15:.\4)( L(-n-_'_’lg._) = L:_(‘!—M)).

M A— M
Zs ergibt sich sofort L= —0—; fiir L > L_ existieren
]
g 1- & £

2 verschiedene reelle Lisungen x, die fiir Lg) 1 - 5M/6 veide
positiv (von verschiedenem Vorzeichen) sind.

A.5 13 Nomente, Bigenwertgleichung

Zu 3.2b) Eine Umformung der Determinante (48) fiinrt

mit den Abkiirzungen u¥ = %(ue + ui), vE o= %(ve + vl) zu




A =3¢ | £ <] o (-
4 1-M -z o -
- - w* _ML w
o —%« %x ot = v
=) o w (=] ut ‘if;'-'-
o o o v ;x vt
Fir A= 1 ist nin u” = v~ = G und u'= ui/2, vt o= vi/2. Die

Abspaltung des guadratischen Faktors
W —MLy

3 /5 ot
ist dann unmittelbar zu sehen. Die quadratische Gleichung

(46)

(46) = U lautet ausgeschrieben:
--L - 4 =) 5 - My )X = o,

(1= 3EM)(1 = 22Mm) (%) + ( BM)E + %
Sie hat ersichtlich keine positiven Lgsungen fiir 0O < M < 1.
lie Diskriminante ist proportional zu

- Mt ~LmY(1- M) = 9~ By o BB e
(5 - Fm) A6 (4~LM)(1- Hm) 9 cM- SeM
san Uberzeugt sich leicht davon, daf dieser Ausdruck fiir 0 <
< K <1 positiv ist. Zzs gibt also auch keine nichtreellen

Losungen, wie auf 3. 35 behauptet.

«ir wollen nun eine Losung der Gleichung (A6) = O versuchs-
welse in die linke Seite der verbleibenden Gleichung 3. Gra-
des einsetzen und den entstehenden Ausdruck nach Potenzen von

i entwickeln. Es ergibt sich zundchst

A-x% L x

BTl —L-M oL a2l

A 3IL2ut o

Setzt man fiir x die Potenzreihenentwicklung x/L = a +
)

M(...)
an (a = -1 bzw. -4 fiir die beiden Lisungen von {46)=0 s

3 o]
wird die 3 reihige Determinante
z of san
L [(Q+4)(Lﬁ'+l‘+4) Rt ¢ )] , wihrend v' = L/4- (a+1+¥(...))
ist. Die linke 3eite der Gleichung 3. Grades ist also fiir a = -1
z
mindestens von der Grdnung 1°, fiir a = -4 i.a2llg. nur von der

[AW]

vrdnung i, nur bei L = 1/2 von der Grdnung X
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Erlduterung der abbildungen

Bild 1 bis 3: Eigenfrequenzenf) der linearisierten 1l0-liomen—
ten-Gleichungen, ausgedriickt duren x = Jl;&ﬁtﬁﬂ. Farameter
der Eurvenscharen ist jeweils i,

2ild 1: Links der L-achse geidnderter WaBstab fiir x.

2ild 2: Das Losungsbild "schligt um" bei ¥ = M _ = 0.496.
Bild 3: Die beiden Lisuagen # G fiirA= 0 werden unternzalb
I.g (bezeicnnete Punkte) nichtreell.

Eild 4: 10 Momente, Nullstellen der Funktion J ©tzw. Maxima
(dick) und Hinime (diinn) von B. Abszisse: Urtskoordinate.
L unda ¥ fest.

Bild 5 und 6: 1C iomente, L3sungen iiber der Ortskoordinste
aufgetragen, L und ¥ wie in Bild 4. Uberstes Lystem: Zntwick-
lungskoeffizienten a?; mittleres System: Verhi#ltnis der Zigen-
werte des Drucktensors als hafB fiir seine Anisotropie; unter-—
stes System: kagnetfeld 3 mit der unabndngigen Yariablen t als
Kurvenparameter, Gleichgewichtswert von B gestrichelt.

Bild 5 Beispiel fiir eine extrem einfache, 2ild 6 fiir eine sehr
komplizierte Welle (vgl. Bild 4).

3ild 7: 1¢ iomente, StoBwelle. Von oben nach unten: Druck-in-
isotropie, Diffusionsgeschwindigkeit, i#agnetfeld iiber der Grts-
koordinate; Gleichgewichiswerte fiir B gestrichelt. 4 freie Weg-
ldnge, r mittlerer Gyrationsredius.

Bild 8 und 10: #ie Bild 1 bis 3, fir die 13-lomenten-Gleichun—
gen. Ein "Umschlag’ tritt bereits fiir A = 1 auf bei ¥ = Mg = 0.66.

Eild 9: Die 3 relevanten Nullstellen M (A) von (50). Kurve (%)
ist analog zum M der 1lC-¥omenten- ule1chungen.

Bild 11 und 12: 13 siomente, Anordnung wie Bild 5 und 6, L und
¥ wie dort. Lie Kurven sind bis zum Abbrechen der Rechnung ge-
zeichnet,
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