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Summar v

By side-on observation of a light source with rotational
symmetry and radius R one obtains an intensity J ﬂx)
which is coupled with the radial intensity éCV) by the
well known integral equation

R
¢ (r) drt
Jx) =2 f .
T‘=|Kl /'l‘-l - )(2

Some methods of computing ¢ (@) are presented. The

influence of errors in the measured function U(@) on
the values of ( (v) 1is investigated.




1. Die ABELsche Integraltransformation und ihre Umkehrung.

Transformation auf die in der Spektroskopie auftretende

Integralgleichung.

Die ABELoche Integralgleichung 1)

(1) G(t):f (t-s) ?(S)As 0<.<1 o<t <e, 6(0)=0

s=0
kann mittels der Operatorenrechnung bequem nach g(k) auf -
geldst werden. Mit dem Integrationsoperator I und dem zu I
inversen Differentiationsoperator D ist

r
3
= ( d ) -T t-c< s Js) >0,
S gs) s g = ,-(P)Sf() g0 b,

und (1) geht iiber in
G = I (1/2) 7—7/13/.
Es ist also, wenn man [Y”/l = y% Dbeachtet,
my =16 =276,
und wegen

— 1/2 : /2
1" p =21’

kann man die Losung 913) in zweierlei Gestalt anschreiben:

(2) ?(5) -] _: f ((_- ) '//?_G-(ﬂ_) o/f

s

f s—f) ({‘) Jdt.

1) Man vgl. [3], S. 53 und 151/152, [7], s. 290-29%, und
g




Die Substitution
(3) T'Zz/l—SJ x2=’f—f) Fix) = @(f% 70(“‘)-‘-23(5)
filhrt (1) Uber in die Integralgleichung

{
(4) F(x)=/ fer) v ds y B Zs2, 0= & F =0,

Ty =X 'i“r‘)_"' Xl

welcher durch die Substitution
(5) Esz) _?:RT) F—(x)‘-:j(;>) \0(1"=2RL(3)

die Integralgleichung

: i(e) ¢ ds _ Z _
e J(€) = j \/f____ ocg<R,0<§<R, IW

(723

entspricht.

W

— P, = (5, + (%))
=R

-3

A =<§)_ ?(g))

E?
Abb. 1. Die Integralbezlehung j(j) ':J L(f) r*{g .
f




Wenn ¢(¢) eine im Kreis Q = S ty “7_1 = Rl
gegebene radialsymmetrische Intensitidt ist, von der
+9(3)
](g) = f E(g) 017 durch side-on-
SER())

Betrachtung gemessen werden kann, so Tolgt wegen

/r‘)-= T \/@1 -§21 7(5): ,/R'l— §1 die Integral-

gleichung (6). Man vgl. Abb. 1. Aus Symmetriegrunden

braucht man negative Werte z nicht zu betrachten.

Wegen der einfachen Transformation (5) genligt es,
rumerische Ldsungsmethoden fiur (4) zu suchen. Aus (2)
folgt mit der Transformation (3) -explizit in zweierleil
Gestalt

(7) f(f)=~% (

1
- 2 d j Fx) x o X
B T'r Cdt'r x=1 \/xl_.-fl )

Anmerkung: GU F;j waren bisher stillschweigend als

stetig differenzierbar vorausgesetzt. Die Formeln (2)

und (7) gelten aber auch noch dann, wenn diese Funktionen
nur stﬁckweise stetig sind; man muf dazu Gﬁﬁﬂ o £ durch
d G(t) und FI(K) dx durch d Fx) ersetzen. Hat F(x) bei
x = a eine Sprungstelle, so geht | f()] w00 bel 1 = a.
Man erkennt dies sofort aus

2
(7") fr) = - = .




In diesem Integral mu8 auch d2r eventuell bel
vorhandene Sprung Fu)— F(1-0) ==~ F(4-0)
sichtigt werden. Man rechnet leicht nach, dafB

als auch die zweite Form von (7) die Funktion

x..-:.’f
beriick-
sowohl (7')

1//2,) 0 < x < 1/2
Fe) = 1, 42<5x £
T « I x =1
auf
7.1 1
’_2—_,(_. = 2 )0
' 7\ 2 [am)Eost -
£l =
2

1
. Vi-+% }

——
f—
]

transformiert.

_§r<:ﬂ&

1/2 <7 L )




(8)

(9)

(10)

(o)}

2. Drei diskrete numerische 1L8sungsmethoden.

Im folgenden sel
etwa Néio , ferner sel

= 4/N, =0

mit

fd eine nicht zu kleine natiirliche Zahl,

- =X, = : f o=j/N
=X = i
/I‘) 2» v ! ) N'

/

Von den vielen moglichen diskreten Methoden sollen drei

dargestellt werden.

Methode A:

Wir nehmen an,

daB die MeBwerte

ben sind, und suchen niherungsweise die Werte

Pn: F(fn-—/l‘i' :?\2-.)

Aus /
_ '[' Pfﬂ codt
" x'n-f! Jflux%""
folgt
N
o> ot (n )
n i=rn

Hierin ist

,A(ﬁ,t PJ(Y n, L qur

F, = F("-n..»r) gege-
zu bestimmen, 71=-4, 2, s PJ'
i
N f rodT
~Z &)
= - T -
Xi-1 et
'FE ) mn = 4} 2.) DL ] N’

'fd“;

jt ~(n- )E - -1 "‘(‘""’D iZm.

Das Gleichungssystem (8) 188t sich rekursiv auflodsen.

Wegen A("h”)

4 (N -
r__ F
T“ \[Z‘n--”f

gpeziell ist =
N

N F

z) Weitere Method
man in 52 s i TB

einander rgllchen

Vﬂ.n-—4

_7 A(ﬂ ;) f ,)} n=N, N-1,

ist

1,

Qlf)

/J1~-4

iteraturangaben iiber solche findet
In (6]

werden mehrere Me thoden mit-




Fiir beliebiges T kann man aus den Werten . den Wert F(f)
etwa durch lineare Interpolation nZherungsweise ermitteln.
In 0 €r <L 4{/2 ist quadratische Extrapolation mit
der Forderung f'(0)=0 zu empfehlen (daB f(+) bei T=0
sich stationdr verhdlt, ist wohl eine naturgemidfle Annahme) .
Speziell ist dann f(0) = -g- (jﬂ - 101 ) Es liegt nahe,
f)=o0 zu setzen.

Die Methode 18t sich anschaulich deuten. Ist T(0) = T,

im Kreisring ®.= x{'r\ < v+ LT } s So dsk
N b e v
Fo=2 «(nif,, und nach PYTHAGORAS ist

t=n

e((h'u‘.):’—-' (\/51—("*1)1 'ﬁf‘f)l‘(ﬂ-f)l)zﬁ.Bei festem n und wach-

sendem t 00 fHllt A(n,i) monoton gegen 1. Speziell
ist A(1,t)= 1 fiir alle (>1

D)

v

\

Abb. 2. Veranschaulichung von o (n,i) fiir n=4, 1=6.




Die Methode entspricht ungeldhr der Wirkungsweise des

von G. BOLDT beschriebenen Analogiegeridts.

Eine Verfeinerung des Verfahrens besteht darin, in

r;_4<f ¢ < T die Funktion f(f) nicht als konstant,
sondern etwa als quadratisches Polynom anzusetzen.

Es ist aber fraglich, ob dies im Hinblick auf die in den
MeBwerten steckenden Ungenauivkeiten gerechtfertigt ist,

da ja auch der Rechenauiwand erheblich grofler ist.

Methode B:

F;== F'(xh_q) seien die MeBwerte, gesucht selen die
Werte = F( ¥ a=l, L 5 iun 2 N . Aus der

ersten Form der Losung (7) folgt
o

N I
2 : F(x) dx
?n = - t%; Zi; ;f

o= B \/?—'— Tni‘q
i f

also N
. 2N s () - o), T L3 SN
(11) Ty = |
Hierin ist ]
‘ . . L 9
‘rb ({X ’('/ ¢ + \/ZLHKT}_.’(')“
(12) (n L)::. — = Im — . y _
i‘* I . \j:( - ] e ﬁb-")l—(n-ﬂ
.—, - .
Die GroBe F kann wegen ~ i (% 1) = oo aus (11) nicht

ermittelt werden Es ist 7weckma81g, nachtriglich mittels

3) Man vgl. 4] Nen geringen Unterschied beider Verfahren
erkennt man am einfachsten durch Vergleich_ von Abb, 2
dieses Berichis mit Fig. 2 des Berichts




(217

(1%)

(15)

I
stationdr-quadratischer (F @)5 O) Extrapolation
-._/1 ! :
-e(O)zp,] ~ E(@{Z’F_{)

zu berechnen. f) , + beliebig, kann dann durch

Interpolation niherungsweise bestimmt werden.

Methode C:

Auch aus der zweiten Form der Losung (7) kann man eine

numerische Ldsungsmethode gewinnen. Mit

1 1
S (v) &= ,12/ ff'—'(x) oflx — f e e ot

xt — 12

xX=H<
ist
g 1 o
f&) = — S (7')
T
Die GroBe S(f) wurde eingefiihrt, da sie eine einfache
physikalische Bedeutung hat. Es ist 500=:0 und mit
der Substitution (5) folgt aus (14)
a__ C&R
j r_(g) Z‘u”g ¢ = S () dr = S(Of- !
o

0

im Kreis 0 E;g'<<<k liegt also die Summen-Intensitédt

S (A/aQ) . Diese Methode liefert also nicht nur F(ﬂ)
sondern auch die Summen-Intensit&t Sk*?.

Auf einen weiteren Vorteil hat W.L. BARR in [1]
hingewiesen. Im Sinne der Operatorenrechnung entsteht

Ja F(%) aus F?X) durch eine halbe Differentiation. Es

ist also zu erwarten, daB Ungenauigkeiten der MeRBwerte FQ})
die berechnete TFunktion FYT) stark aufrauhen. Man kann

dies verhindern, indem man f vor Durchfiihrung einer
numerischen Ldsungsmethode glattet. Dies hat aber den

Nachteil, daB man der Funktion F vor allem in Intervallen




(16)

(17)

10

starker Krimmung Gewalt antut und zu stark abflacht,
ein Fehler, der auch f(7) erheblich vertndert. Bei
der nun darzustellenden Losungsmethode ist es zweck-
miBig, mit ungegléttetem F die Funktion $() auszu-
rechnen, da eine halbe Integration ohnehin glattend
wirkt. Vor Durchfiihrung der Differentiation kann man
S(r) glatten. Da fir §(+) ein glatterer Verlauf als
fir sz) -u erwarten ist, tut man mit der Glattung
der Funktion auch nicht soviel Gewalt an.

Wir nehmen die GroBen
5‘—" F(xj-4 + "gi‘ ) als MeBwerte an und su-
chen die Werte $.= S('rl“?) und ‘f; = f ({}._44— :é)

/
approximativ zu bestimmen.

Mit N
1 =0
= %R uww ’
N
u.=%;A(J»>)F) A(f' ) wie in (9),
I
fir j=4;l) \!)N)
ist

5 %2(7” un)) n="1 2)“')N+43

mn

speziell also S = S(1)~ 2 T) S/}z S()=0.

N +1
Ferner gilt

{_y — 2 N2 u’n— uh-ﬁ-‘( n = /I, Q
T

nr‘\.- PR,

M "n —

1
Es ist namlich T =~ [ F(x) o x und

W TN
LT



& o 4 _
u %— F_ f X 0(,\- 5 r k) X c{l
, pr, "___ —= / )
J h=} T xt— 1" T xg'—-"r\l
a1 § =4 J-‘I )i

mittels (13) folgt also (16). Weiter ist wegen (14)
und (16)

0 N* = [t
_F = o '1 Sna—’.'"- S‘n. = Q'N u“ 4‘n+’1 y €5
n T n——Df& 4 o ‘n'"'hj':

gilt also (17).

Fiilr beliebige T kann man, wie unter Methode A ange-

deutet, ?Cﬁ) durch Inter- oder Extrapoiation approximativ
bestimmen. Flr die Berechnung von .gﬁﬁ genugt Interpolation,
da auch S$(0) und $(1) durch (16) gegeben sind.
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3. Ldsung durch Fntwicklunz nach ultrasohdrischen

Polynomen.

Methode D:

Die Funktion f(r) hat pur fir =0 einen
physikalischen Sinn: da aber die Annahme F(¥0)
plausibel ist, und da eine in 0 <+c> <] stetige
Funktion nach WEIERSTRASS beliebig gut durch Polynome
in -t approximiert werden kann, liegt es nahe, wie

in [6] den formalen Ansatz

? ol 29
(18) f(r) = S e,
n=
-u machen. Geht man mit diesem 1n (4) ein, so folgt
o0
(19) F-(<);—_-f_ 5 Vn(x) mit
'T[':O
1 2nef o
' : T T 22 i U
(19") \/\/,n(y}::f , o=x<A

| - | 2p
(20) W. (%) = 1-x? \/n("), \/n(x)-fz—["(/”f “)X )

' _ J
(20") E(p,n)'—‘-Z— 2«1 d r
JErr *
2 a2 .J.Q"
Dies folgt mit der Substitution a0 =X =1L und
Anwendung des binomischen Satzes:
7 ~x J) y
N (24
(21) \“/h,(")," f (‘é +X, dt = \[_f_’zg-»%_” ( )
t=¢ =

\/(X) ‘E-——“ —‘)‘-Hi




(22)
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Umordnung dieser dreieckigen Summe nach Potenzen von X
gibt

1)y (m J)
‘J(P\“):‘?— — 2+ 41 (”(5* )
fl) ned-y=p {
‘lo =5 7%
o & %= ]

nach einfacher Umformung also (20" )=

‘
i

Einige Eigenschaften der Funktionen L%LG) seien ange-
fihrt:

Aus der Definition (19') folgt sofort, daB
g < y

+1
dle Mﬁl bllden also kein Orthogonalsystem.
pus (21) folgt

Wy (@) = 1/(ans1), WA =0

\v/n(ﬂ) fvf\/'f—-xi bt x->-4—Q) also

= b(pon) = Va) = 1.

P:O

Wegfn \,/n'(x) = \! \/ x) J__Tf n(r».) ist
Wa) ~ (2500 = b @

fiip x— 0.
In-~1

2
Der Koeffizient der hochsten auftretenden Potenz X m

ist von Null verschieden, die kJ'@) sind also linear

unabhingig. Es ist namllch

. n
L(n,n) = 3_ (i/[)l (’;) = _f(”f—xl) ofx > Q.

fou &1
Speziell 1st
, q ; A ¢
V) =1, VL\):E(“’QX )) V,(x)= e 2 +%4x «»gx).




Abb. 3. Die Funktionen y = Wn(x).

Wenn es gelingt, aus (19) die ¢, zu ermitteln, so ist

durch (18) die Ltsung der Integralgleichung (4) gegeben.

Da alle VJ%QQ positiv sind, ja sogar sich in ihrer

Gestalt nur unwesentlich voneinander unterscheiden
(Abb. 3), ist zu erwarten, daB ihre GRAMsche Determinante

1 :
(in der (\‘/L:Vp ) = | L‘-/;L’d VLix) olx ist)
- 0

(VR
D =| -

¥ d (\"/;;\’/n)

(1)

T
\

A

mit wachsendem M sehr schnell gegen Null strebt.

Numerische Rechnunge

n bestitigen dlese Erwartung.
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Dies bedeutet, daB die bJ%ﬁX) fiir numerische
Approximation '

(23) F ) ~Z'_ e, Wak)

gemis

- 2
Cn \‘/h(’”) dx =  minimum

1
J (Fe)-=

(Methode der kleinsten Quadrate) ungeeignet sind.

n =0

Es empfienhlt sich, ein geeignetes Orthogonalsystem

>
Gh/ { statt des Systems -{\J} zu verwenden.

Ein solches bietet sich an in einem Spezialfall der
GEGENBAUERschen oder ultrasphirischen Polynome

(24) U, (%) =F’Z=3 2 (p, n) x “p mit

p =309 n+p
(24) P(F)n) = 4’" (nfr:’)('"-"la

“P it &("*l")”)
= (-7 /z) d 0dpSn 0.
Ty
Es gilt

2smy U (//) ‘%_ F(fo,’n) =(n+—7)(?_ n-}—’l).

Mit

(25) \\/_n%(x)::—-" V1 - x%- un(")

) Man vgl. [ié], Kap. IV und V (Seite 160 rf, speziell
Seite 177 ff). Die dortigen C 3/2 <ind unsere U

In
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)

gelten die Orthogonalitﬁtsrelationen

1 O for m #En
26 [WieWwdx = ¢
of m! W an+)2n+d)  pre m=n.
bn+3

v /K
pte W, (), n=6 1, L, ..., bilden fiir die in

-1 < x <1 quadratisch integrierbaren geraden

Funktionen F@J ein vollstédndiges Orthogonalsystem.

Setzt man

(21) Fog = 2. en Wal),

vi.=0

so 1ist

1

x £ m +3 s
(25) S clhifU ln+l) J/Fl) n &) b

Da sowohl quOO als auch Vﬁﬁx) ein Polynom vom
Grade m in x?* ist, entsteht das System LF/”% aus
dem System {M/} durch lineare Transformation mittels

einer unendlichen Dreiecksmatrix:

e 1
x = ' \
(29) V,, = = K(Pf' “) ‘“/p)
p=°

YL .
(29") W - ;ic Yﬁﬁ(l"’“) \/r

1)

Hieraus und aus (2Z4) und (20) folgt \ 5
- on

el (VRS (O 2 b (2%

}\:O X=O L' }g:o -




(30)
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also

}\i L‘r(p}\)}((&uﬂ): {2(}0)“)} Oéfnén Hz 0.
=K

Die L und die fL sind bekannt. Aus den unendlich vielen
dreieckigen linearen Gleichungssystemen konnen also
rekursiv alle K-(\ n), 0=x<n, =10,
berechnet werden. Zur Illustration seien die ersten

3 Systeme angeschrieben:

m=0:" L (0,0) g(oo p(oo
n=1: b (G:O) 18 (0} ’f) +b (014) &_(7'1)'—‘ (3(0,’7)
L(M) r(1,1) ;(;(m)

P L(o{o)br('oﬂ-)-t-\p(o,ﬂ{(4.1)+L(011)r(1,l)=(3(019-)
L, 1) (D) +h(h) y (L)) = R(HD)
b(2,2) p(22) = (2,2).

Die Losung gewinnt man mit folgender Prozedur:

Es ist X‘(O)O)iz 4.




(31)

(32)

(33)

(34)
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Aus (19), (27) und (29) folgt

iﬂv =F=i¢j[/\/*:%q c* ”% B/*(rs,n)uri

.F:o r n=2=20 i =0 K =0

_f:a
also
e X
c"’:% X‘(to n) e, -
Mit
* i 2p
Piw)y =2 y(pm)o
F:O
gilt auch

f Cr) = ;%1_ cj— Fiﬁff).

m==ue

Mit (18) und (31) ist ndmlich

o0 ; 0 , o9 : .
Z.. & Tlr=::i_ (iiw y(rﬂ@‘%f)f f
[=9 r p=c =y ‘
o0 - N 2[")
=5 o (Zpenr
n==C " r;o \

Wegen (22), (24") und (29') ist

6“’”(7—'"*{*7): ("('h (/) = ;_-:Z 3\(.,»\' n) \/r(’,’) & an;_ a/\(}a} 71)/

also

25; 8.(FU n) = (ﬂ +7>(2}1+-O.

r:O




875 -
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Abb. 4.

Die Funktionen

3

w;(x).

Abb. 5.

Die Funktionen

BJ'

P;(r).



Die Funktionen \W/° und P, sind in Abb. 4 und 5
skizziert. Wi (x) hat in 0 <X < 1 genau m
einfache Nullstellen, die Nullstellen von \vﬂf
trennen die von ¥/ni, . Mit wachsendem n werden die
Oszillationen in der N&he von x=71 immer wilder.

Die Koeffizienten

L(em)s B (pon), y(pm)y 05n<H0

sind in Tabelle 1 angegeben. Man beachte das starke
Schwanken der Koeffizienten P(F' n) und K (F) ﬂ)
bel wachsendem M.

Aus den durchgefiihrten formalen Rechnungen gewinnt man
auf folgende Weise ein numerisches Verfahren:

Man hat die V+7 MeBwerte F(xn) mit X, = n/N)
n=0 4, 2,..,N, dabei sei N eine gerade Zahl.
Dann wihle man eine natiirliche zahl & . die in einer
sinnvollen Grdfenrelation sowohl zu N als auch zur
Ungenauigkeit der MeBwerte liegt (bei einem MeBfehler
von ungef&hr 1% bis 5% des maximalen F-Wertes etwa
N?lo, < 4 £ 140 ). Wwenn N sehr groB8 ist, sollte
4 klein gegen N sein. Man berechne fir 0 < n é7£}
0 £ P < n, die Koeffizienten B(}ﬂ,h), /3([”/ ")
und aus diesen die J*(F, ﬂ) . Formel (28) liefert die
Cnﬁ) die Integrale berechne man mit der SIMPSON-Regel,
0 € n < ko )
4L

Fro- S5 f Wi

4 h=0
{st im Sinne der kleinsten Quadrate die bestmdgliche

Approximation von F&) durch eine Linearkombination der

.’(_
% * A
\"/a) WiT o f \L/_/é . Falls 4 nicht UbermiBig gro8
ist, werden hochfrequente Schwankungen (hervorgerufen
durch MeBungenauigkeiten) nicht beriicksichtigt, F}?)

wird also gegldttet.




(35)

(36)

(37)

so ist
fr) ~>_ e &)+ F .

Genauso gut kann man

. %
fr) = > ci Pn (r)
n=o
setzen; dabei ist es zweckmidBig, fir einen Satz
dquidistanter Werte + = m//kf die Werte P, (T)
vorab gem&B (32) zu berechnen und zu speichern, falls
man fiir mehrere Funktionen F@Q die Integralgleichung
losen will.

Da die Koeffizienten (3(P)h) und aﬁ(P))y) schon fir
4 =10 {iber mehrere Zehnerpotenzen variieren
(Tabelle 1), ist es erforderlich, bei Verwendung der
IBM 7090 mit doppelter Genauigkeit zu rechnen.




L. Versuch einer statistischen Theorie der Empfindlich-
keit der Ldsung gegen MeB- und Rundungsfehler.

Es soll untersucht werden, wie sich Ungenauigkeiten der
gemessenen Funktion sz) auf die zu berechnende Funktion
‘P(‘r) auswirken. Da F('x)EO und f'(f) = 0 einander ent-
sprechen, und da die Integraltransformationen (4) und (7)
linear sind, geniigt es zu untersuchen, in was flir eine
Funktion f(r) eine zuféllige Funktion Fx) transformiert
wird. Die zufdllige Funktion F(x) hat statistische Eigen-
schaften, die die Ungenauigkelt der MeRvorrichtung wider-
spiegeln.

Bei der Anwendung der numerischen Verfahren geht man vor
einem "Vektor" {F;J von MeBwerten aus und transformiert
diesen in einen "Vektor" {Fn§ . Auch die in den numerischen
Verfahren durchgefiihrten Transformationen sind linear, sie
sind Approximationen an die Transformation (T

Wir gehen von folgender Modellvorstellung aus:

Der Fehler in den Fi_ setzt sich aus zweil Komponenten
zusammen. Die erste Komponente besteht aus den diskreten
Werten £, der ziemlich glatten Funktion £ﬂ§) , die den
MeBfehler des stetig arbeitenden MeBgerdts darstellt.
Zwischen den Werten &, bestehen also starke Korrelationen.
Die zweite Komponente ?waaBt Ablese- und Rundungsfehler
(es werden ja nur endlich viele Dezimalen verwendet, unge-
fihr 3 signifikante Dezimalen bei Ablesung mit dem Auge
oder auch etwa 9 signifikante Dualstellen bei automatischer
Digitalisierung) zusammen. Wir nehmen an, daB die g
unabhingig voneinander sind.

Da die glatte Storung £(x) ziemlich harmlos ist (ein

)

systematischer Fehler in F@Q bewirkt einen systematischen




Fehler in F(r) ), befassen wir uns im folgenden mit
der Storung {fln} und ignorieren die Komponente £(x).

Man kann vermuten, daB die aufrauhende Wirkung der
numerischen Methoden A, B, C von gleicher Grof8enordnung
ist wie die aufrauhende Wirkung der Transformation (7' ),
wenn man diese auf eine Treppenfunktion

P W " : < . ‘- 2 Lot N
(}8) FF()‘) - HJ’ Xf}_,, - 4)(61 ) J /J ) P

Fl1) = 0

anwendet. Dabei ist wie bisher XJ==J/O¢ . Die Fﬁ

seien unkorrelierte Zufallsgrodfien, deren Erwartungen
und Streuungen durch

(38") ET(£§/) =0, SJ(}4J ) - S} )

gegeben seien.

Fx)

'}
Skizze von Fa,a+h(X)'
H L ————
1] a oth =Pk
fcn k i 1
‘ Skizze von fa,a+h(r)'
l ll
0 a ]a+h / gl

Abb. 6.
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Die Funktion (3%8) ist eine Uberlagerung von Funktionen
der Gestalt

g, ] —éx<q
(39) F&,Mﬁ()(): H) a < x Zavk
9) a+lz fé,x é; 4_)

die wegen (7') zu

(39')
s < i <6L+£

O ) Q1~,£ < 4 = 1

P|=|
-,
o
o
—F.
3=
G
ii
N
=]
-—1.
R | e
N
]
2,
r.’

gehodrt. Dabei ist 0 o < a+ 4 — vorausgesetzt.

Speziell ist
o - 2. HL
auf-ﬁ 'T(J a2+ /L)
Man vergleiche Abbildung 6. Setzt man in (39")
&:;‘/ﬁ-‘- J/N ein, so hat man
, _2H N
m) ‘p ) : (0) '
J—-t\)(]‘\‘q}f\ ﬂ (d+4)

Fehler von MeBwerten, die weit vom Punkt x=0 entfernt

(39")

\ J.‘l
\O

liegen, wirken sich also nur noch schwach auf ?(0) aus;
der EinfluB nimmt ungefdhr quadratisch mit der Entfernung
vom Nullpunkt ab.

Fir A = o, 1, %), N-47 erhdlt man als zu (38) gehdrende

Losung H
o ,,{‘ \ _ ‘?’_ i*‘f ?
{#0) AL 0) = T N ( Jaey™ - 42 )

ja
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mit

/ 1
mo'y |, = =
YSEREEOE (R

also fiir Erwartung und Streuung )

(41) E(?(U+O7>= a, 6'(““”))’%\1 Y +%—2 SjEJ-
/ J- + 1

Falls alle S:f: S sind, so ist

' ; 4 N -2
(42) 5’({'(43\4—0)):%(01%7 B0 fl”

Da man in der Praxis oft sich weniger fiir die N&he des
Randes =1 , sondern sich mehr fir die Umgebung von
r=0 interessiert, soll der Fall k=0 genauer be-
trachtet werden.

Aus (39'") oder auct aus (40) folgt

(43) F(o:——lN(H N H"‘ >)

-1 (J“'

also

YR 1/2

(44) EG@)rO) G“(ﬂby-‘-%:’\‘ <S1l+j:1 (J-_fjﬂ T ) /

falls alle .% = S sind, also speziell

— il { Z
i VG(QD:CN,ONS‘ 3 CN,0=(4+J=1W) ’

6) nach bekannten 3Htzen der wWahrscheinlichkeitsrechnung.
Man vgl. z.B. [Qj, Kapitel 5 (Seite 146 7).




(45')

(45")
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Um C:N 5 numerisch zu kterechnen, beachten wir, daB

]
Lol = _aM :
(9, N'o> /I+sN mit < ~JZ_=1 LJ. ist,
und daf
b = — 2”_2 =_"71+f’l +9-(/./— 4 )
7 G- fi=4)~ 4 g1
Es folgt

' 3
3 N V= N+
o34 ] .__2 l
da bekanntlich }\Z. A =% /6 1=k
=i
Wegen oo

und -7 * 'N'(Nw) < N7 gilt schlieBlich
= 2

- .z B R -
T-3- L 2s, 2 B34 L,
also hj PJ

7 — 1
C ~ ( = &Z\/Z - ~ 0,74
N, 0 = V3 74 S

allgemein also

5’(1(’(0)) ~ O) 72+ N S) falls alle Sj =% sind.

Allgemein gilt also beil §!h= S
Ga(p(u;?o)): Cp o NS & CQ-NS)

wobei Cav , Dur schwach von N abhingt, falls 4 <L N
} -~
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Vermutlich nimmt

2 (1
G == B ':2;:‘1 b

monoton ab bei wachsendem &,

Bemerkenswert ist, daB die Streuung der Werte ?ﬁﬂ
proportional der Anzahl hf der Stiitzstellen ist. Dar-
aus folgt, daB man im Falle grofBler MeZfehler die Anzahl
der in der Rechnung zu verwendenden Melwerte E; nicht
zu grofl wdhlen darf, wenn man nicht vor Durchfihrung der
diskreten Transformation oder durch die Art ihrer Durch-

)’f/l

fiihrung eine Cl&attung vornimmt. Man vergleiche hierzu
die bei den Methoden C und D angestellten {iberlegungen.
Bei Anwendung der Methode D braucht man beim Ansatz

Fix) =~ 7 cFWER) = B0

nicht so grofBe Bedenken wegen der Ungenauigkeiten der F.
zu haben, falls 4 & PJ ist. Dann kann ndmlich 6}9
den Zitterbewegungen der E; gar nicht folgen, und die in
diesem Paragrarhen gewonnene statistische Theorie ist
deshalb unrealistisch, weil F(x) durch den Ansatz stark
gegldttet wird. Numerische Monte-Carlo-Experimente be-
stitipten flir die Methoden A und B die gréfenordnungs-
mifBige Richtigkeit der Gleichung (45). Man vergleiche

hierzu den nidchsten Paragraphen {iber numerische Erfahrungen.
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5. Numerische Erfahrungen.

Um die Genauigkeit der verschiedenen Methoden testen'
zu kdnnen, wurde eine Tabelle von 10 Musterpaaren

{‘HB) , ?(r)] aufgestellt, die sich durch explizite

Formeln angeben lassen. 7 Diese Tabelle befindet sich

auf Seite 29, jedes Paar ist numeriert. Elementare

disser Transformationen; filir das Paar 8 rechne man etwa

izch (4): man nehme {(1‘): H in a 41‘<’L) Oéa(la(’lj

Péf) = 0 sonst. Man findet
O, x}L
F()‘): { H Vb= x? a £« <k

‘\H(iaa‘-x?' - "\1"‘"‘1-)1 0 £x Lo

wegen T - N i = (- (b ea) /[N < JaT =)

liefert der Grenziibergang L—-—> &+ OJ H — OO) wobel

H.( b-a) = Ty daB

% 65 x>
Fro -—= F'ew = - o i strebt.

-\
2R

Seite 2GZ.

f:ﬂ]
b d

Einige dieser Paare findet man auch in j°?




N’T: F(x) £&)
% Vi x* 1
_//2
7 T\/E {;&‘f <1< 7, Fi=o (/]_ f")
3 “I;'L-t (1"‘ Xl) [_1_.'1_
it L (- g7
] gzi
-5_ E-”T_ g = 2 2 -/f- ‘f?—)
16 (/ X) (

Vi~x* (— 3 878 +

()25 xE~ 39,178 <)

~ 19, SRE12E +91, 40615 1
~73 28 126 +F

s 1,/0,2§~;<T or (x| €12 1 fov + L2
o Foe x>/ o fX¢ v >1/2
£ =2 — v k<2 e 6, v+1/2
Vo025 - x? °("'1)'— co FT=1U2
o g k> 4 )
ne ot fgff-'-z) ofs = 1
2\ 2 5 T+Vi-c*
3 3 (-x + 2x " Ax === '
) 4”]- /7“ ‘\")
- & V<7
(es st Fl)=2/3 F('/);9
Y. 7o) : EY P
10 (7—x‘)/(/+wl) &yt (1~ %)

g
T3

Tabelle von 10 Funktionsraaren
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Die Tabelle illustriert ilibrigens, daB F aus f gqurch

eine halibe Integration hervcrgeht: Aus
: of
£(v) N("“’) bei o —> 1-0

folgt
/4
- ) o+
F<) ~ ¢ (1=x) > bei x—> -0

mit einer passenden Kounstanten =i

Es wurden IBM-7090-FORTEAN-Programme fir die Verfahren

A, B, D hergestellt, fiir A und B mit einfacher, flir D

mit doppelter Genauigkeit. Tabelle 2 zeigt die Resultate
der durchgefiihrten Beispielrechnungen mit N=2¢ fir

die 10 Funktionen. Fiir Methocde D wurde dabeil L=¢ ge-
nommen. Auch mit grofleren Werten von N und & wurden Test-
rechnungen durchgefihrt.

Methode A erwies sich als die beste Methode, liefert aller-
dings bei Nr. 8 ( J-Funktion) kein befriedigendes Resultat.
Methode D liefert bei den Funktionen 2, 7, 8 unbrauchbare
Resultate; dies ist wegen der vorhandenen Unstetigkeiten
nicht verwunderlich, da Methode D wegen des endlichen Wer-
tes von-@ nur glatte Funktionen Fﬁﬁ) liefern kann. B 1ist
nicht ganz so gut wie A. Wie Tabelle 2 zeigt, sind A und B
auch noch anwendbar im Falle einfacher Typen von Unstetig-
keiten.

Bemerkenswert ist aber, daB Methode D mit maligem Je auch
dann manchmal gute Resultate liefert, wenn F?x) sicher
nicht in eine endliche Reihe nach den Funktionen W/ fx)

entwickelbar ist (Funktioner: Nr. 3 und 5).

Im praktischen Routinebetrieb/20 < M 4‘30) erwies sich
ebenfalls Methode A als die geeignetste. Methode B hat
einen stirker aufrauhenden Effekt (wegen der qumerischen
Differentiation), wihrend Methode D mit ¢<h <0
war glattere ¥Xurven fyf)}i&fert (ﬁ darf{ natirlich nicht

zu groB sein!') als A, aber {ir Funkticnen Fe) . die bei




»=0 ein relatives Minimum haben, oft Funktionen
liefert, die streckenweise negativ sind (dies ist
physikalisch sinnlos). Diese auftretende Negativitit
lag nicht an der VeRungenauigkeit, denn A lieferte
fir die gleichen Funktionen Fxy) Funktionen f(¥) , die
nirgends negativ waren. Erhdhung von & auf’ Werte > 10
ist bei so kleinen Werten N nicht sinnvoll. Da h4g'
mit wachsendem £ -immer stirker oszilliert, werden die
numerischen Integrationen zur Berechnung der Entwick-

lungskoeffizientern immer ungenauer.

Es wurde deshalb beschlossen, Methode A zu verwenden.
Da die Funktionen ﬁff)aber einen manchmal noch sicht-
bar rauhen Verlauf haben, ist man noch nicht ganz zu-
frieden. Versuchsweise Glittungen der Werte F, durch

M
gleitende Mittelbildungen

+ T
£ x = = 5 QU
el SRS W RN

erwiesen sich als nicht befriedigend, da sie F() zu
sehr abflachen und dadurch auch £ &) zu stark verin-
dern. Es ist geplant, Methode C noch zu programmieren.

Die zu erwartenden Vorteile sind auf Seite 9f besprochen.

Mit dem Blick auf geplante automatische Digitalisierung
gemessener Kurven wurden umfangreiche Testrechnungen
durchgefiihrt mit N= 3712  wobei 4=7¢ fiir Methode D
genommen wurde. Da Methoden A und B von aufBlen nach innen
rechnen, ist die groB8te Ungenauigkeit in der Umgebung von
v=0 zu erwarten. Als MaB fiir die Ungenauigkeit diene
die GroBe

d@ = £ @ = T

PR L ¢

In Tabelle 3 ist o)) fiir die 10 Testfunktionen tabelliert.
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Um den EinfluB der Ablese- und Rundungsfehler auf die

zu berechnende Funktion FU) zu untersuchen, wurde die

in 4. dargestellte heuristische Theorie entwickelt.

Dann wurden die programmierten Methoden A, B, D auf

die zufdlligen "Vektoren" {52,5 angewandt, die dadurch

entstehen, daB man flir jedes m den Wert E; mittels eines
Pseudo-Zufalls-Generators "wiirfelt". Die F, sind normal-
verteilt mit dem Mittelwert 0 und der Varianz 6J1'=’ﬁ
die Komponenten des Vektors {F:j sind unabhingig von-
einander. Tabelle 4 zeigt das Resultat der mechnungen

rir N= 2-‘:’-) wobei 4=% fiir Methode D genommen wurde.

Nach (44) ist £(£¢) =0, nach (45") ist
& (F(o)) ~ QFL 2% ~TFJI . Dem entsprechen

in der GroBenordnung die Resultate (in Tabelle 4) der
Methoden A und B; wie zu erwarten ist, liefert die

Methode D natiirlich einen doch recht glatten Verlauf der
Funktion €(), die Werte £(0) liegen wesentlich n#her bei @
als bei den Methoden A und B.

Die Rechenzeiten lagen pro Kurve stets weit unterhalb
einer Minute.

Methode D hat, wie vorhin erwdhnt, den Nachteil, daB f()
streckenweise negativ werden kann, andererseits den
grof3ien Vortéil, gldttend zu wirken. Es ist geplant, den
Nachteil in folgender Weise zu vermeiden: Man suche

einen Vektor ¢ = (c,,C,,=,., Cd ) derart, daB
N b x pa
D N (Ff =0 o L7 (x))
("—) . T e J n n
J—-o N =0 J
minimal wird unter der Nebenbedingung
X
£ =3 . P™e) = o.
d n==0 d

Dies ist ein Quadratic-Programming-Problem, das mit
in [id] dargestellten Methoden behandelt werden kann.
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Fir zahlreiche niitzliche Diskussionen danke 1ch den
Herren Prof. A. Schliiter, Dr. K. Hain, C. Mahn und

Dr. H. Ringler. Frau U. Berkl danke ich fiir Durch-
fUhrung der umfangreichen Rechnungen auf der Garchinger
IBM 7090 und Aufstellung der zugehdrigen Programme.
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Tabelgi;é
Nr. der Methode Methode Methode
Funktion A B D
1 0,6 - 107" -0,7 + 1077 3,5 - 1072
2 ~0,16 - 107° -0,16 - 107° 0,23
3 0,11 + 1072 ~10~7 0,77 » 1072
4 0,13 - 1077 0,13 - 1072 -0,11 * 107°
5 0,18 - 107 0,15 © IE* 0,18 * 107%
6 0,8 + 1072 0,56 - 107} 0,13 © 1077
7 0,15 - 107 -0,14 - 1072 -0,02
8 0,18 -0,18 3,6
9 ~1072 -0,7 - 1077 0,18 %
10 20,3 - 1070 0,17 - 107° -0,45 -+ 107°

Tabelle der Ungenaulgkeiten ti@) fir h/=-:372j A= 10.

Man vgl. Seite 31.

*)Methode D liefert hier bei T=0 ziemlich ungenaues Resultat,
da hier f'(°) # ¢ 1ist, in Methode D aber f(v) als Polynom in
b
T~ angesetzt wird.
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Benutzeranweisung zum Programm PAUL

Zu den Bindr- oder Fortrankarten der vorhandenen Programme
liefert der Benutzer nur die Datenkarten.

I. Die erste Datenkarte gibt die Anzahl der gemessenen

Kurven an, also die Zahl der gewiinschten Durchliufe!
FORMAT 14

II. Datenkartensatz, der sich je nach Anzahl der Messungen

beliebig of{t wiederholen kann.

1. Karte des Satzes ist filir die jeweilige Uberschrift
reserviert, die liber den entsprechenden Ergebnissen
ausgedruckt wird.

Ist keine Uberschrift erwiinscht, muB an dieser Stelle
eine Leerkarte eingelegt werden. In diese Datenkarte
konnen beliebige Zeichen und Zahlen in die Spalten 2
mit 72 gelocht werden.

2. Karte des Satzes gibt

a) die Anzahl der MeBwertintervalle (= Anzahl der
MeBpunkte minus 1),
FORMAT T4

b) die Anzahl der Resultatwertintervalle (miissen
nicht gleich den MeBwertintervallen sein),
FORMAT T4

c) den maximalen X-Wert groB R
FORMAT El12.4

d) und einen Umrechnungsfaktor fiir klein i an.
Letzterer darf nicht vergessen werden, kann
gleich 1 sein.
FORMAT El12.4

5. und folgende Karten sind den groB I einer Messung
zugedacht.
FORMAT 6F12.4

Anmerkung: groB I = J, klein 1 = i (man vgl. Seite 1).




