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Ubersicht

Die Arbeit behandelt die stationdre Rohrstrfmung ionisier-

ter Gase quer zu den Kraftlinien elektromagnetischer Felder.
Wechselwirkungen zwischen der Strdmung und den Feldern fUh-
ren zu einer Reihe von Stromungsbildern. Dabei kommt der
Schallgeschwindigkeit eine dominierende Rolle zu, sie trennt,
als wesentlich unterschieden, die Str@mungen mit Unterschall-
geschwindigkeit von denen mit Uberschallgeschwindigkeit.

Jene werden im allgemeinen beschleunigt, diese gebremst, bel
geeigneter Kombination der zuelnander senkrechten elektrischen
und magnetischen Felder k¥nnen sich die Verh&ltnisse aber

auch umkehren. Das praktische Interesse wird hauptsfchlich

bel jenen Str8mungen liegen, die zu hohen Gasgeschwindigkeiten
und zu hohen Temperaturen filhren. Im letzten Fall 1st es be-
sonders gilnstig, das Gas zuerst stark zu beschleunigen und
dann seine kinetische Energie in einem Stof in thermische zu
verwandeln. Diese M8glichkeit wird in Abschnitt 8 untersucht,
Abschnitt 7 bringt die hierzu erforderlichen StofBbedingungen.

In Abschnitt 1 - 4 werden die Grundbeziehungen zusammenge-
stellt, mit denen sich der Str8mungsverlauf diskutieren 1HB%.
Abschnitt 5 bringt alle L8sungen ohne Singularititen. Fir
diese bildet die Schallgeschwindigkelt eine Grenze, die nicht
unter- und nicht {lberschritten werden kann. Im Gegensatz dazu
gehen die in Abschnitt 6 diskutierten L8sungen stetig durch
die Schallgeschwindigkeit. Besonders wichtig ist hier der

als "elektromagnetische Lavaldlise" behandelte Spezialfall

der Beschleunigung von Unter- auf Uberschall. Hierzu wurde
ein praktisches Beispiel gerechnet (Anhang III). SchlieB-
lich bilden die in Abschnitt 8 behandelten stehenden St&fe
eine zweite M8glichkeit fUr einen Durchgang durch die Schall-
geschwindigkeit, diesmal in einem unstetigen Vorgang. In
Abschnitt 9 wird gezeigt, wie man durch MaBstabverinderung
aus elner bekannten L¥sung eine ganze Schar weiterer L&-
sungen gewinnen kann.

Anhang I bringt eine Abschitzung flir die Wirkung des Streu-
felds am Rande des Magneten, Anhang II eine thermodynamische
Umrechnung.




Inhaltsverzeichnis

Seite:
1. Zur Geometrie der Anordnung 1
2. Ansatz und Grundgleichungen 2
5. Diskussion der Anfangs- und Randwerte 6
4. Strdmungsgleichung flir v und T, 8
Fallunterscheidungen
5. Stetige Unter- und UberschallstrSmungen 11
i -Pall/ A &0 11
2, Fall /B <0 14
3. Fall E=0 15

6. Stetiger Durchgang durch die Schallgeschwindigkeit 18
7. Stofbedingungen und Rolle der Schallgeschwindigkeit o4

8. Stehende St8Be 26
9. ZAhnlichkeitstransformationen. 30
Anhang: I Das Streufeld 29
IT Umrechnung fUr ds und 4T 36
IIT Numerisches Beispiel zur "elektro- 38

magnetischen Lavaldiise".




1. Zur Geometrie der Anordnung.
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Magnetfeld
in z-Richtung

Die experimentelle Anordnung, an die gedacht ist, besteht
aus einem nichtleitenden Rohr quadratischen Querschnitts,
einem Elektromagneten und aus zwel leitfZhigen Metallplat-
ten, die ein Stlick weit die Wandung zweier Gegenseliten des
Rohres bilden. Uber einen Widerstand R bzw. eine Batterie
sind diese leitend verbunden. In dem Raum zwischen den Me-
tallplatten und parallel zu diesen erzeugt der Magnet ein
homogenes Feld (z-Richtung), sodaB8 die Plasmastr&mung aus
einem feldfreien Gebiet vor Xy senkrecht in gekreuzte elek-
trische und magnetische Felder hineinl&uft.

Infolge induzierter Strdme und elektromagnetischer Krdfte
kommt es zur Wechselwirkung zwischen den Feldern und der
Stromung. Die Verhdltnisse sind gerade so gewdhlt, daB




diese Krifte auf eine ebene Strdmung in FluBrichtung wir-
—
ken und sie daher eben lassen: J flieBt zwischen den Kup-
ferplatten in y-Richtung, das durch 3’ induzierte Magnet-
-  —>

feld hat wie das angelegte Feld die z-Richtung, und j x B
hat daher x-Richtung.

Wegen § H ds = 0O kann das angelegte Magnetfeld nicht einer-
seits liberall homogen sein, andererseits beil X1 und X5
pl8tzlich abbrechen, vielmehr schlieBt sich an den homo-
genen Teil auf beiden Seiten ein Streufeld an. Im Anhang I
wird dessen EinfluB abgeschitzt: es wirkt im gleichen Sinn
wie das homogene Feld, und es kann vernachldssigt werden,
wenn seine Ausdehnung klein gegen £ ist. Spiter wird sich
ergeben, daB das homogene Feld bei niedriger Feldstdrke
und auf lange Strecken genau so wirkt wie bel groBer Feld-
stirke auf kurze Strecken. Daher wird man zweckm&Big einen
nicht zu starken Magneten mit langen Polschuhen verwenden.
SchlieBlich kann das Streufeld pauschal mitberlicksichtigt
werden, indem man in der Rechnung statt der Polschuhlédnge
ftir { einen etwas gr&Beren Wert einsetzt.

i Ansatz und Grundgleichungen.

Zur mathematischen Behandlung wird ein eindimensionales
Modell benutzt, bei dem alle GrdBen nur von X abhingen und
seitliche Begrenzungen ins Unendliche gerlickt sind. Die
Randbedingungen sind wie bei der endlichen Anordnung zu
stellen. Eine in x-Richtung quadratisch herausgeschnittene
Stromungsrdhre entspricht dann angendhert den experimen-
telleh Gegebenheiten.

Da nur stationire LSsungen gesucht werden, entfdllt zeit-
liche Abhingigkeit. Reibung und Wirmeleitung werden ver-




nachlédssigt, als Ohmsches Gesetz wird benutzt:
-2 - - >
j = 6 (E+ v x B)

Dieser Ansatz ist vernlinftig, solange die Gyrationsfre-
quenz der Elektronen klein bleibt gegeniliber der Stoffre-
quenz zwischen Elektronen und Ionen [6].

Weiter wird angenommen, daB das Plasma quasineutral ist.
Seine Leitfdhigkeit ist endlich und hdngt von Druck und
Temperatur ab. Uber sein thermodynamisches Verhalten wer-
den im allgemeinen keine speziellen Annahmen gemacht, al-
les Weitere gilt deshalb, wenn nicht ausdriicklich anders
vermerkt, auch bei nicht vollstindiger Ionisation.

Der elektrische Strom flieBt auBer im Plasma auch ldngs der
Metallplatten, sodafBl in x-Richtung ein Potentialgefdlle zu
erwarten ist. Bedenkt man aber, daB z.B. die Leitfdhigkelt
von Kupfer fast lojmal grofBer ist als die elnes Gases der

in Frage kommenden Temperaturen, so kann man die Kupferplat-
ten praktisch als Xquipotentialflidchen behandeln. Im mathe-
matischen Modell wird die Feldstidrke daher als Konstante an-
gesetzt.

Fur Geschwindigkeit'3; Stromdichte 3: Magnetfeld'§ und
elektrisches Feld § versucht man nun den Ansatz:

= [V(X)J 0, O}) T= [0: J(x), O_}j B = {_0.- 0, B(X)} ’

{O, E, O} ’ E = const .

Die Annahme B gO 0, B(x)} bedarf noch einer ndheren Er-
orterung. B setzt sich zusammen aus dem angelegten homo-
genen Feld-ﬁ; in z-Richtung und einem durch 3' induzierten
Feld TS):. : ]_3, = Ba + ié's.. Das zu der obigen Stromverteilung
"passende" Magnetfeld bestimmt sich im Prinzip durch die
L8sung einer Potentialgleichung und wird erst durch die Vor-
gabe von Randwerten eindeutig festgelegt. Mit dem Ansatz




E =lb, 0 B(x)} ist {iber diese Randwerte schon verfligt:

E hat nur eine z-Komponente und miindet daher senkrecht

auf den Ridndern, d.h. den Magnetpolschuhen. Wegen div §’= C
sind die Feldlinien in deren Inneres stetig fortzusetzen,

andererseits gilt dort auch:
->

2 e a_ B(x) _
rot a J bzw. 5% = - j(x),

und das Innere des Magneten kann nur stromfrei sein, wenn
B == 1ist.

Zum Ansatz hinzu tritt noch die Bedingung: die vertikalen
Begrenzungen des Magnetfeldes milssen unendliche Permeabi-
1itit haben (Weicheisenpolschuhe).

Ausdriicklich wird angemerkt, daB ohne diese Zusatzbedingung
der Ansatz nicht mehr gilt. Bi kann dann auch x-Komponen-
ten haben, und diese k&nnen an den Ridndern die z-Komponen-
te sogar liberwiegen Eﬂ. Auch in diesem Fall 148t sich das
Problem der ebenen Plasmastrmung behandeln, allerdings
nur, solange das induzierte Magnetfeld vernachliissigt wer-
den darf [9] .

Der Ansatz muB die folgenden Gleichungen effﬁllen:

a) Massen-, Impuls- und Energiebilanz h], g% =0
v p T . w0,

--gradp +3'x§ ’

7.8 %)

p(V grad) V

- 32
p V grad(h+ %—)

h = h(p,p) ist die spezifische Enthalpie des Gases.

Eine Bemerkung zum Energlesatz: sind 3‘und E parallel,
so wird dem Gas Energile zugeflihrt, sind sie antiparal-
lel, so wird Energie entzogen.

;_ﬁ'igt die %esamte Energiezufuhr durch die Felder Mit

/=¥ x B aus c)_14Bt sich daflr §phre%ben = j2/g
+V(3ﬂ . Nach dem Impulssatz ist V(J x E) der eitra
zZur kinetischen Energie, daher sind die Ohmschen Verluste
j2/6 der (stets positive) Beltrag zur inneren Energie des
Gases.




b) die Maxwellschen Gleichungen:

Von ihnen bleibt nur rot‘ﬁ =N 3 ’
alle Ubrigen sind durch den Ansatz von selbst befriedigt.

c) Ohmsches Gesetz: J =6 (E + v x B) |

Der Ansatz liefert:

fir b) B' = =1 J
und damit flir a) (p v)'= O,
pv v'+p' + E B'= 0,
pv(h + %E): - ;5; = 0 ,

Die letzten dreil Gleichungen kann man sofort integrieren
und erh¥lt mit den Integrationskonstanten, F, P und W:

P- V. =By (1)
2
Fv + p + o5 = B, (2)
v2 EB
F(h +37) + 5= = W. (3)

Gl.b) wird mit dem Ohmschen Gesetz kombiniert und liefert:
B'= né6 (vB -E) . (4)

G1.(1)-(4) sind aufzufassen als die Grundgleichungen des
vorliegenden Problems. Es sind gerade 4 Gleichungen flir
die 4 Unbekannten v, B, p, p. Das elektrische Feld E
spielt - dabei neben F, P und W die Rolle eines Parameters.




. Diskussion der Anfangs- und Randwerte.

Nach lhrer Integration bildet Gl.(4) zusammen mit (1)-(3)
das Integrationsergebnis von 4 pgewbhnlichen Differential-
cleichungen erster Ordnung. Daher sind die L8sungen von
(1)-(4) im allgemeinen eindeutig festgelegt, wenn man die I
Anfangswerte v,, Bys P15 Dy und auflerdemn natlirlich den

Paraneter E vorgibt. (Ausnahme s. Abschnitt &

Nun lassen sich physikalisch zwar nicht Bl und E einstel-
len, sondern das angelegte Magnetfeld Ba. und die EMK Ug
der Batterie bzw. der VWiderstand R. Kennt man aber die
Lésung zu den oben genannten Parametern, so lassen sich Bwa
und Ug bzw. R nachtriglich berechnen, und das eigentlich

vorliegende Randwertproblem ist umgangen.

Die Formeln, nach denen das geschehen kann, werden jetzt
abgeleitet. Ugwerde positiv ge-
rechnet, wenn sie in y-Richtung
abfillt. Der gesamte im Plasma
flieBende Strom ist

J-&fJar’,
wobeli Ulber die Fliche einer Kup-
ferplatte zu integrieren ist.

Mit T = rot }% ergibt dies:
1 — -
J = il'- B ds
et (5)
'H(l"e)- Fig. 2

Dies ist derselbe Strom, der iiber die Batterie bzw. den
Widerstand R flieBt. Da die Spannung Ed der beiden Kup-
ferplatten auch liber den AuBenkreis abfillt, gilt dort

Up- Ed
J = BR ] (6)
B

(R, = Innenwiderstand der Batterie)

B




und der Vergleich von (5) und (6) ergibt:

Us - Ed
R3

|
x|a

(B1-Bp) . (7)

Befindet sich im AuBlenkreis der Widerstand R, so ist
hierin Us = 0 und Rg = R zu setzen. (7) erlaubt die
nachtrigliche Berechnung von Ug bzw. R.

Mit U = Ed = Up -53-1-9 (B1~B2) aus (7) und
mit (5) ergibt sich Ubrigens sofort eine Formel flir die
dem Gas zugeflhrte Leistung L = U J:

L = 22 (B,-B,) - Ry d (]31 iy (8a)
" |

Befindet sich im AuBenkreis der Widerstand R, so gilt:

L = - Rd —— 8b
52) (8b)
und die Anordnung wirkt als Generator.

Das angelegte Magnetfeld Ba 1HBt sich angendhert als Mit-
telwert von Bl und 82 berechnen:
B, = % (B, + By) (9)
a- 2 1 2
Fir ein exakteres Ergebnis mliBte das Biot-Savartsche Gesetz
herangezogen und die genaue Geometrie der Anordnung berlick-
sichtigt werden. Im Weiteren wird aber ausschliefllich mit By
gerechnet, und flir experimentelle Zwecke ist in Anbetracht

der Ubrigen Niherungen eine hBhere Genauigkelt als die von
(9) kaum lohnend.




. Strémungsgleichungen flr v und T, Fallunterscheidungen.

Kennt man den funktionalen Zusammenhang zwischen h, p

und p, so 1¥Bt sich das System (1) - (4) im Prinzip nach
einer Unbekannten aufl8sen und die entstehende Differen-
tialgleichung integrieren. Aber selbst der einfachste
Fall vollstindiger Ionisation (h = 5 £ i const) mit der
susitzlichen Annahme konstanter Leitfdhigkeit fihrt auf
elliptische Integrale aller drel Gattungen. Es gelingt
jedoch auch ohne Integration, die L8sungen zu diskutieren.
Der im Folgenden eingeschlagene Veg bietet zus#itzlich den
Vorteil, daB auf spezielle Annahmen Uber die Funktion h(p,p)
verzlichtet wird. Die damit verbundene Unkenntnis kann in
die Materialkoeffizienten des Gases gesteckt werden, von
denen nur das nach thermodynamischen Gesetzen bekannte
Vorzeichen interessieren wird.

Mit

- ap

wird in (3) auf die spezifische Entropie Ubergegangen.
Bei Enderungen von p und p befolgt diese die Gleichung:

ds

il

s 9s
(gg)p dp + (gg)p dp

Daflir 1488t sich auch schreiben:

[c T
ras = SVEBr - (5B - ap) (11)

pelle]
(o]

(¢ = Schallgeschwindigkeit, Yy = E‘% )
Bewiesen wird diese Gleichung in Anhang IIa. Sie enthilt
noch keinerlei Annahmen {lber den vorliegenden Spezial-
£all. Berechnet man nun dp und dp aus (1) - (3) und setzt
das Ergebnis in (11) ein, so bedeutet Tds diejenige Entro-
pietnderung, die eine kleine Casmenge auf einem kurzen
Stlick ihres Strémungsweges erfdhrt.




. o P
aus (1) dp =- T dv , (12)
aus (2): Fdv + dp = -}%dB ¢ (13)
(3) mit (10): Tds + pi (dp+Fav) = - f‘u‘ﬁ aB . (14)

Aus (13) und (14) kann dB eliminiert werden:

—a"—-vB‘fE T ds . (15)

dp = - pv dv -
(12) und (15) in (11) eingesetzt ergibt schlieflich:
: 2

Vv
cpT (1- TZ)(VB-E)
Tds = c \)?r-'T 1" c):('l‘ %‘i ; (16)
(A= YY—L__I)VB-E

Setzt man andererseits (13) in (14) und benutzt jetzt
auch G1,(4) mit dB = pn 6(vB-E)dx, so erh#lt man:

Tds = i;‘- (vB - E)? ax . (17)

(17) zeigt, daB die Entropie des Gases im Strdmungsverlauf
stets zunimmt. (Der Spezialfall E = vB = const bedeutet un-
gest8rte Strdmung und daher gleichbleibende Entropie). Um
ein thermodynamisch abgeschlossenes System zu erhalten,
miissen nun auch die Batterie bzw. der HuBere Widerstand R
mit in die Betrachtung einbezogen werden. In beiden kann
die Entropie jedoch nur zunehmen, denn entweder wird in
ihnen elektrische Energie in Wirme umgewandelt und die Be-
hauptung versteht sich von selbst, oder aber die Batterie
gibt Arbeit an das Gas ab und die Richtigkeit der Behaup-
tung folgt aus der Bemerkung, daf Arbeitsabgabe einen adia-
batischen ProzeB bedeutet. Insgesamt nimmt also die Entro-
pie des Systems zu und man hat das Ergebnis: die stationdre
Durchstrémung eines Magnetfeldes bzw. gekreuzter elektrischer
und magnetischer Felder ist irreversibel.

Eine Interpretation findet dieses Ergebnis, wenn man in (17)




- 101l

j = 6 (E-vB) einflihrt und F = pv =p SX  setzt:

2 .
Tds = & - & = % (%;) at

'2/6 sind die Ohmschen Verluste pro Volumen und Zeit,
1(3 /6) diejenigen pro Masse und Zelt. Die Entropiezunahme
rﬂhrt also von der inneren Reibung der Ladungstriger her.

ct

Da nach (17) stets Tds = 0 ist, muB dv in (16) das Vor-
zeichen wechseln, wenn v die Schallgeschwindigkeit durch-
schreitet. Dadurch wird der Schallgeschwindigkelt, deren
Einfiihrung zundchst nur formalen Charakter hatte, eine be-
sondere Rolle im Strémungsverlauf zugewiesen. Genaueres
ergibt sich durch den quantitativen Vergleich von (16) und
(17) (Gleichsetzen der rechten Seiten):

’ T
6 (11 v(VvB-E) k1+% %@T)vB-@ ,
g p 1 - v
(.‘.2

Nach Art der Herleitung sind alle Gleichungen (1)-(4) an
(18) beteiligt. Wegen Fv’ = %E(p V2) pedeutet (18) bis auf
den Faktor % die Enderung der kinetischen Energiedichte.

Flir die Temperatur T gilt nach Anhang II b die Identitdt:

TdS (] :DI dE
wr _—= + _1 = —ee
(Y ) C: Y-l p [l

Mit (12) und (16) wird daraus:

2
) o et |- ¥~) (VB-E) . 1)] e
ok 8- = - (1 - T
°p (14 3 7E)ve-E Y =

SchlieBlich erhdlt man mit dv = v’dx und mit (18):

_] C T i
(1+ % —g—)vB—E
T =y po- (VB-E) [VB-E (1- —) 2 Lo - (19)
p —
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(4), (18) und (19) bilden die Grundlage aller weiteren
Untersuchungen. Dabei lassen sich, nach den Anfangsbe-
dingungen geordnet, einige Fille unterscheiden. E = 0
wird als erster behandelt, Bl kann dabel positiv oder

negativ sein, man kann sich jedoch auf positives B, be-

1
schrénken.

Ist E # 0, so gibt es die Mglichkeiten

positiv

—
..I..
+
[}
|
+
I

B
E

+
I
+
I
1
I

negativ

Sie sind in dieser Reihenfolge nach den Vorzeichenbestim-
mungen der Abb.l1 aufgezeichnet:

B1 1

a) b) E E

Durch Drehen geht c¢) in a), d) in b) liber, physikalisch
sind also nur zwei Fdlle unterschieden. Im Weiteren wird

Bl stets positiv genommen, und die damit gewdhlten An-
ordnungen a) und b) unterscheiden sich durch das Vorzeichen

von E.

Stetige Unter- und Uberschallstrdmungen.

1. Fall E = 0

Die beliden Metallplatten am Rande der Str8mung sind kurz-
geschlossen, und der Strom wird nur durch die elektromo-
torische Kraft des Magnetfeldes angetrieben.




Gl.(4) lautet jetzt B' = u 6 vB, und B wichst mit x, da
. v und B1 positiv sind.

(18) vereinfacht sich zu:

6 (=1 op° ~
F Vf = -é-é— (1+c %‘I;,—f) ¥ V2 . (20)

Der Faktor vor dem Bruchstrich hingt zwar vom genaueren
Verlauf der Stromung ab, hier genligt es aber zu wissen,
daB er ebenso wie vae positiv ist. Das Vorzeichen von v'

ist daher durch 1- 35 bestimmt:
c

Ve ¢ ¢ v' positiv, v' = ° mit v — ¢

v > ¢ : V' negativ, v' = -co mit v — ¢

Hat die Stromung bei x, z.B. Unterschallgeschwindigkeit,

so wird sie beschleuniét, und dies umso stirker, je weiter
sie vordringt, denn es geht v->c und v'— 4+os. Wird an einer
Stelle x = Xp schliefllich v = ¢, so bricht physikalisch ge-
sehen die L&sung ab, mathema-
tisch 148t sie sich fortsetzen,
indem man die Schallgeschwindig-
keit Uberschreitet und bei wach-
sendem v wieder zu kleineren x
ibergeht (s. Fig.3). Die mathe-
matische Doppeldeutigkeit der

Al

Ldsung ergibt sich aus der Tat-
sache, daB die Gleichungen (1)
-(3) quadratisch sind und bei ge-

\

\
B L L gy,

1

]

]

[}
%y

,

gebenen F, P, W von zwei verschie-
denen Kombinationen v, B, p, p er- Fig. >
flillt werden. Physikalisch geh®8rt der obere L&sungsast zu
einer Uberschallstrmung, die von X4 ausgehend bis Xy
gebremst wird und dort denselben Endzustand erreicht wie

die Unterschallstrmung.

Wie ist es zu verstehen, daB die LOsungen bel x, abbrechen?
Die ganze Untersuchung beschriénkt sich ja auf stationire
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Strémungen, und solche sind eben nicht m&glich, wenn
keilne flir das ganze Gebiet des Magnetfelds gliltige L8-
sung existiert. Bedingung flr die Existenz einer sta-
tiondren Strbmung ist also, daB vor Ende des VWechselwir-
kungsbereichs keine "kritischen" Werte (v = ¢) angenom-
men werden, d.h. Xgx = X,. Gl.(20) 14Bt erkennen: je
kleiner Bl,und je starker Vl von c1 abweicht, umso eher
ist eine stationdre Stromung moglich. Die M8glichkeliten
erweitern sich noch durch das Auftreten stehender StoB-
fronten (s. Abschn.8).

Verhalten der Temperatur:

(19) ergibt mit E =20 o T
1| p
. 6y 2.2 g 1t E'{ i
T = ﬁﬁ— voB=(1-{1- Z -—;——;%—— ) P (21)
e _ve _
2
C

Der Faktor (1- %) ist positiv, daher ist T' auf dem Uber-
schallast durchwegs positiv. Auf dem Unterschallast ist

T' im Bereich:
(]
[1-1—;—1‘ (1+%4?% )] 02<V2 -<02

negativ, vorher positiv, wie man durch v
Betrachtung des Klammerausdrucks in (21)

;

findet. Gekennzeichnet wird der Tem-

ley

peraturverlauf in Fig.3 und den fol-

genden auf diese Welse:

durchgezogene Kurven: T wdchst mit x,
gestrichelte Kurven: T f&llt in Stro-
mungsrichtung.

R it M

A

\
L}
1
]
\
<

Bei vollstidndiger Ionisation gilt die

Whanee-
[ )
>
x

ideale Gasglelchung und

o? = Y RT = y(e.-¢ )T = (y-1)c T .
ptwv p Fig. 4

T' wird nach der obigen Ungleichung dann auf dem ganzen Un-
terschallast negativ. Die Schallgeschwindigkeit verl&uft
im gleichen Sinn wie die Temperatur und ist in Fig. 4 dem
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Geschwindigkeitsverlauf hinzugeflgt: der untere Ast der
Schallkurve gehdrt zum oberen Ast der Geschwindigkeits-
kurve und umgekehrt.

2. Fall E <0

- >
3= S(E-VB) ist mit E kleiner als Null, daher sind J und E
parallel und dem Gas wird Energie zugefilihrt.

Zur Vereinfachung werden die Bestandteile der G1.(18) ab-

gekUrzt:
1 (€
vB-E = Z,, (1+ = VTET)vB -E = Z,,
1_.‘:’_2_ = N S x=1 =
i 4 c cpT
' Z1 2
Sie lautet dann: Fv' ={v lN = )
: 6 y-1 22
'———-— —
(19) ergibt Tt Fc, Zl(Z1 vl ¥ 5
(4) ergibt B' = né6 Z,

Bei X, ist Zl positiv und bleibt es, solange vB nicht ne-
gativ wird. Dies ist nicht mdglich, denn bei positivem Zl
nimmt- B zu und vB kann nicht kleiner als Null werden.

Zl ist also im ganzen Strémungsverlauf positiv, und da fUr‘
positives B stets 22 > Z1 ist, gilt dasselbe flr 22.

Das Verhalten der Str8mung 148t sich jetzt unmittelbar
aus (18) und (19) entnehmen und ist in Tab. 1 zusammen-
gestellt: )

1 y
Zl 22 N v T
v< e + 4+ A F 1) v'—> +00 mit v—>c
v >c + Ut - = + v!—> -oce mit v—c
Tab. 1

=) Z
1) T' ist negativ, solange (1- I?i zg)ca<'v2<:c2, vorher
1st T' positiv. 1
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Aufgezelchnet ergibt sich dasselbe Bild wie in Fig.3.

5. Fall E> O

Es sind dieselben Abkllrzungen wie bei Fall 2 gemacht.
a) Generator

Ly 2.0, aamlt 2, >0,

1 2

j = 6(E-vB) = - 6 Z, ist negativ, E positiv, daher wird
Energie entzogen. Hierhier geh8rt auch die Anordnung mit
einem Widerstand R im AuBlenkreis, und zwar wird Z1 = vB
mit R = 0 (Fall 1) und Z, = O mit R = oo,

Ist irgendwo Zl = 0, so folgt daraus Zl = 0, denn v = % = const
ist eine L8sung des Problems. (Es flieBen keine Str8me und
wirken keine Krifte). Mit Z, =0 ist vi = B' =p' =p' =0,

und da sich Zl = 0 genau so verhilt, gilt wegen der Ein-
deutigkeit der L8sungen die Behauptung.

Fur Z1 > 0 erhdlt man die Tabelle 2. Der Str8mungsverlauf
ist aus Fig.5 zu ersehen.

lz1 Z> N v' B' (vB)' T!

V< e + + o+ o+ o+ & 1) v'=+o02 mit v—> ¢
v>e |l + + - - + 2) + v'-a--oomitv-;-»c]
oder v'»> 0 mit vB-»E
Tab. 2
) 1
1) o' 15t negativ in der Nihe {V
von v = ¢, vorher kann es a Va
aber auch positiv sein. y>e S
2) (vB)' = v'B+vB'. v' ist VB> £
negativ, B' positiv, und bei T
kleinem v' kann (vB)' posi- _ ,4
tiv sein. Mit v-c wird |v'| pe LT
] V"d’ :
jedoch groB8 und (vB)' daher - ;
- :
negativ. Entweder geht nun 1 Xk X

Fig. 5 Entsprechend den 2 M&glich-
keiten der Tab.2 sind 2
Uberschalldste eingezeich-
net.
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zuerst v -» ¢ und damit v'-» -o-, oder aber es geht vor-
her vB-E. Im letzten Fall miindet die Stromungasympto-
tisch in den Verlauf Z1 = 0

b) Beschleuniger

22} 0, Zl< 0

| z2, Z, N v' B' (vB)' T
v<e B -, o v'>0 mit 2, > 0 1)
dnd keek fesak dhusbesss {-2) 3)  y'50 mit Z,+ O
+2) = v'es 0 mit Zl—» 0

Tah, -2

1)Da vB dauernd abnimmt und mit B sogar negativ werden kann,
muB irgendwann Z, = O werden. Dann ist v' = 0 und
(vB)' = vB' = v p 6 2, <0. Mit abnehmendem VB wird Z,
negativ und v' geht zu positiven Werten iber, d.h. v(x)
hat bel Z, = O ein Extremum. (Der Faktor 1+ %-Jgg%rin Z,
ist bel vollstdndiger Ionisation eine Konstante (= %)
und wird sich auch sont im Vergleich zu den Ubrigen Stro-
mungsvariablen nur wenig Yndern. Man wird also annehmen
dirfen, daB der Anderungssinn von 22 durch vB bestimnt

ist)-.

2)Nahe bei v = ¢ ist v' sehr grof und daher (vB)' positiv.
Bleibt es hierbei, so wichst Z; und wird schlieBlich Null: °
die Str8mung mindet asymptotisch in den Verlauf der un-
gestdrten Losung Vv = B const.

T<B
(vB)' kann auch negativ werden, wenn 22 klein genug 1ist,
- F
genauer wenn Zg-<,-*5ggﬂ ist. (Dies folgt aus (vB)' = v'B

+ vB' mit (%), (18) und den eingeflihrten AbkUrzungen).
Dann nimmt Z, ab und wird schliefBlich zu Null mit der
Folge v' = 0. v(x) hat ein Maximum und kehrt zu kleine-
ren Werten um.
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3)'1‘ nimmt ab bei v = ¢ und nimmt zu bei 22 =0

Fig.6 zeigt den Verlauf:
der Strmung. Es gibt wie-
der zwei Typen von Uber-
schallstrmungen. Flr den
einen und flir den Unter-
schallast entspricht der
eingezeichnete Verlauf
zwischen 2, = O und v = ¢
negativen Werten von 22

und muB noch in c¢) erwiesen

werden. Bemerkenswert ist,

daB unter den jetziger Be- Fig. 6
dingungen auch Uberschall-
strémungen beschleunigt werden kOnnen.
e) Z, €0 (und damit z1<:0)
] 1 1
I Z, Z, N v BV iy
V < ¢ S A ) v'—> +oomit v > c 2)

v=>c - = - s b8 e v's> -0e mit v— ¢

Tab: : 4

l)T' ist negativ bei v = c, vorher kann es positiv sein.

2)Dé v' und B' verschiedenes Vorzeichen haben, kann vB
sowohl zu~ wie abnehmen. Es wHre daher denkbar, daB
Zo = 0 wird, bevor die Strdmung Schallgeschwindigkelt
erreicht. Nun ist aber mit Z, = O auch v' = 0 und daher
Z'Eﬁx(vB)' = vB'« 0. Das heiBt, daB Z, nur von positiven
Wérten her gegen Null gehen kann, und die genannte MSg-
lichkeit scheidet aus.

Der Strémungsverlauf ist aus Fig. 6 zu entnehmen
(rechter Teil der unteren Kurven),auﬁerdem gilt auch
wieder Abb.3.
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Anmerkung:

In a) und b) ergaben sich je zwei Typen von Uberschall-
stromungen. Dabeili war es nicht immer zu entscheiden, wel-
cher Typ sich aus gegebenen Anfangswerten entwickeln wiir-
de. Bel praktischen Anwendungen geht man daher besser von
geeigneten Endwerten aus, die den Typ charakterisieren,
und berechnet den Losungsverlauf nach rlickwdrts. Beispiel:
um den Uberschallast 1 von Fig.6 zu erhalten, beginnt man
mit v > ¢ und 22 = 0. Hiermit ist zugleich der Bewels er-
bracht, daB auch wirklich beide Moglichkeiten realisierbar
sind.

. Stetiger Durchgang durch die Schallgeschwindigkelt.

Alle bisher betrachteten L8sungen brechen ab, wenn sle die
Schallgeschwindigkeit erreichen, sie liegen also entweder
ganz im Uberschall- oder ganz im Unterschallgebiet. Falls
aber in (18) mit v = ¢ gleichzeitig der Zdhler verschwindet,
kann die Schallgeschwindigkeit auch durchschritten werden.
Beide M8glichkeiten (1 + % %%T)VB = E und vB = E kommen da-
bei in Frage und werden als Fall 1 bzw. Fall 2 untersucht.
Im kritischen Punkt der Schalldurchschreitung haben E und
B gleiches Vorzeichen, und aus oben schon dargelegten Grun-

den kann man sich auf positives E und B beschrédnken.

Um die Rechnung nicht unndtig kompliziert und unibersicht-
lich zu machen, werden Jjetzt die bei vollstidndiger Ionisa-
tion gliltigen Beziehungen [1]

T g - k_ o
O T i O Bl nhs R codn
P 2_KT 3 h = % g + const

p T,

benutzt. Aus (18) wird damit




2 (VB-E) (2 VB-E) (22)
3 02—V2 ’

und der Energiesatz (3) ergibt:

2
5. {02 . vS | EB-Ale
5 B e+ F - il |7 (23)

1. Fall g v By = E

Es gilt nun, eine Losung zu finden, die gleichzeitig

mit g vB = E Schallgeschwindigkeit erreicht. Zunichst
einaml ist gar nicht zu ersehen, ob und mit welchen An-
fangswerten dies m8glich ist. Hier empfiehlt sich die in
der Anmerkung zu Abschn.4 genannte Methode. Man geht aus
von einem "kritischen" Punkt x, mit beliebigen vy,px, E
und gemidB

(25)

<|FJ

(21 [\N]

e =2 Pw-  (28), Bu =

K

bestimmten Werten von p und B. Im Punkt x, sind damit die

kritischen Glelchungen % vB = E und v = ¢° = g g erflillst.

Flr eine"kritische" Losung v(x), B(x) durch xx gilt nach (4)
und (25):

Bl =[p' () = - £p6E . (26)

Die Ableitung von v(x) gehorcht (22) und wird bei X, unbe-
stimmt, da

g- v(x)B(x)-E

cg(x)-vz(x)

0
o mit x = Xy

Nach der Hospital’schen Regel erhdlt man diesen Grenzwert,
wenn man Zihler und Nenner differenziert und dann X —-» Xg
gehen lHBt.

Mit " 5 2 2wW* 2EB 4 .2
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aus (23) und mit (25), (26) ist:

d (2 = BUYK. 2
lim 3% (2 vB-E) = }:(v“ -5 p 6, Vi) M
X—bXK
52
o 2 2 2 6, E 8
lim 5= (¢ - v9)= £ &~ - = v v/
x__xxdx 5 I 3 KKy

und daher

'J, X
% vB-E i % P6, v
lin S5—s =5 %5 B
X=X, €7 -V = Ry = 3 VKV
Berlicksichtigt man noch
s
lim % 6v(vB-E) = - % 6,V E
X=Xk
so erhdlt man schlief3ilich:
V,
Fvg = - 2 6,V E ‘#% B % P 0KV
Sl - s
> g Sxli2 - g-vkvk
2P B

Dies ist eine quadratische Gleichung flir vi :

2
= % F vgv + % GKEEVK= % p(SKvKE)E

mit der Losung:

2 BN
vi =25 & G £ - el (27)

Beil gegebenen kritischen Werten v, p, etec... zibt es zwel
mdgliche Werte v; , beide sind positiv.

Damit—v; reell bleibt, darf der Ausdruck unter der Wurzel
von (27) nicht negativ werden. Dies liefert als Existenz-
‘bedingung der kritischen L&sungen:

T o
L (28)
E(_‘
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(28) bedeutet eine Einschrinkung ftr die ursprlinglich
freﬂwﬁhlbaren Vlerte px,vxund E.

Ersetzt man darin vk und E mit (24%) und (25) und benutzt
F = pxvk, so lautet die Existenzbedingung:

BZ

Pk é‘ﬁ i (28a)

L4

Zur Diskussion der Stromung bendtigt man nun noch den Wert
von (v B)! = vi'B,+ v,BL . Mit (25), (26) und (27) ergibt
sich: i )

S Gl 10uFv, ~ 10UFv, 0.
(B rrgtinre T (eg)

Das + Zeichen gilt, wenn auch in (17) + steht. In diesem
Falle ist (vB)! positiv, gilt das -Zeichen, so ist (vB)g
negativ. Die Diskussion der Strdmung erfolgt jetzt in drel
Abschnitten. a) und b) bringen L¥sungen mit stetigem v',
einmal bel positivem, einmal bei negativem (vB)} . SchlieB-
lich werden in c¢) LBsungen untersucht, bei denen v’ in x,
von dem einen Vert der Gl.(27) auf den anderen springt.

a) (vB)] > 0 : "elektromagnetische Lavaldiise".

v’ ist in x, positiv (G1.(27) mit +), da es stetig sein soll,
gilt diés auch kurz vor und nach X,. VB-E 1ist in der ganzen
Umgebung von x, negativ, % vB-E ist vor xy negativ, bei x Null
und nach x, positiv, da vB im Zunehmen begriffen ist. Man
erhdlt so Tab.5:

i gVB—E VB-E ¢2-v?

Xy = dx + - - +

Xy + dx + + - -

Tabs 5
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Die Eintragungen der letzten Spalte ergeben sich aus (22),
z.B. flir xyx + dx: der Nenner von v’ ist positiv, v’ kann
also selbst nur positiv sein,

wenn dies auch flr 02-v2 gilt.

Fig.7 zeigt den Verlauf der
Strémung: die Geschwindigkeits-
kurve verliuft vor xyx unter, nach
Xk Uber der Schallkurve, die als
gestrichelte Linie eingezeichnet

ist. (Die Temperaturverhiltnisse

werden von Jjetzt an nicht mehr

eingezeichnet). Man hat hier die
Beschleunipgung einer Unterschall-
strmung auf Uberschall.

Ergebnis: bei geeigneter Kombination von elektr. und magn.
Feld (G1.(24),(25) und (28)) wirkt die betrachtete An-
ordnung als "elektromagnetische LavaldUse". Wihrend die
fibliche Lavaldlise drei r#umliche Freiheitsgrade hat, be-
sitzt diese nur einen. Elektrisches und magnetisches Feld

spielen sozusagen die Rolle zweler welterer Frelheltsgrade.

b) (vB)r <« O

v’ 2vB-E VB-E 0Zav®
X = 4x + + - -
X + ax + - - +
Tab. 6 v

Obwohl die Stromung beschleunigt
wird (G1.€7)mit -), geht sie von
Uberschall zu Unterschall: die
Schallgeschwindigkelt wdchst dlso
schneller an als die Geschwindig-
keit der Stromung (Fig.8).
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¢) Unstetigkeit in v’

Verfolgt man den Unterschallast der Fig.7 bis x,, so kann
dort v’ auch auf den kleineren lYert der Gl.(27) tbergehen.
Die L¥sung geht dann nit geringerer Steigung als Unter-

schallstrdmung weiter, und zwar benutzt sie jetzt cden Un-
terschallast von Fig.8. Das entstehende Strdmungsbild der
Fig.9 wird sich spidter (Abschn.8) als der Grenzfall eines

unendlich schwachen, stehenden StoBes erweisen.

Die zweite MBglichkeit fUr eine Unstetigkeit von v’ ist

in Fig.10 aufgezeichnet.
: v

2 ¢

<
¥ =

]
H
H
Xk

Fig. Fig. 10

Offensichtlich ist der Strdmungsverlauf durch die gewohnte
Anzahl von Anfangswerten jetzt noch nicht festgelegt: beil

gegebenen v, ,B.,PwsPx und E kann von Xy sowohl eine Uber-

wie Unterschallstrdmung ausgehen. Diesbezliglich sel noch-

mals auf Abschn.8 verwiesen.

2, Fall v,B, = E

Die Behandlung erfolgt genau wie in Fall 1 und kann daher

kurz gefaBt werden. In x, sind jetzt vy,p«,¥ ,Pk = %anuj
und B = %— vorzugeben. Hiermit wird
x>
By = 0

und + g ( )

—(vB-E 6. 52

Fy! = lim % 6 v(2vB-E) 1in & = == - ;E
: X+Xy x~xka;(c -v°) K
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bzw.

v = -

) 6KE2
8FVK

i (30)

Es gibt nur einen Wert v} , dafilir aber auch keine einschrin-

kende Bedingung wie (28).

(vB)y =

vé

wird negativ und es ergibt sich Tab.7 mit Fig.8.

| v 2vB-E VB-E  c°-v°
X, -dx - + + -
X, tdx - + - +
Tab. 7

v

Fig. 8

StoBbedingungen und Rolle der Schallgeschwindigkeit.

Die bheiden letzten Abschnitte untersuchten sidmtliche ste-

tigen L¥sungen der Gleichungen (1)-(4). Irgendwelche stofB-
dhnlichen Verldufe hatten sich dabei nicht ergeben, was

aber von einer Theorie, die Reibung und W&rmeleitung ver-

nachlissigt, auch gar nicht zu erwarten war. Neben den

stetigen sind jedoch noch unstetige Stromungsverldufe mog-
lich, denn die Gleichungen (1)-(3) besitzen in jedem
Punkt zwel L&sungen. Der Sprung von einem LOsungsast auf

einen anderen bedeutet dann einen auf eine FlZche konzen-

trierten stehenden Stof3.

Die Bedingungen {iber die StoB8front sind:

1) Gliltigkeit von (1)-(3).

2) Stetigkeit von E, denn es ist rot E

ist mit dem Ansatz E =

= 0. Diese Bedingung

const von selbst erfiillt.
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- 3) Stetigkeit von B. Zwar ist man von den Verhdltnissen

' bei unendlicher Leitfdhigkeit gewohnt, daB B gemidl
vB = const mit v springt. Ein Sprung von B bedingt
jedoch unendliche Stromdichte im Sprungpunkt, und
das ist bei endlicher Leitfdhigkeit nicht mdglich.

Mit 2) und 3) ergeben die mechanischen Bedingungen 1)
diejenigen der gewdhnlichen Gasdynamik:

FivVg, = #2Y3
o 2
PqVy * Py = PaVa + Py,
2
& vy v22
1t 5 = byt

Daher sind auch hier mit dem zweiten Hauptsatz der Thermo-
dynamik nur VerdichtungsstdBe vertrédglich.

Aus dem engen Zusammenhang zwischen StoBwellen und Schall-
ausbreitung liBt sich erklidren, warum gerade die Schallge-
schwindigkeit das Stromungsgeschehen beherrscht und nicht

etwa deren Verknlipfung mit der Alvéngeschwindigkelt.

MLt v, = Ei-vl ergibt die zwelte mechanische StoBbedingung

(Impulssatz):
Po~PBy. iRV

Po=Py Po

Geht man nun nach bekannter Methode [2, 3] zu unendlich
schwachen St&Ben Uber, so geht VoV, Po>Pys Sp— =h und

e~ S QE und man erhdlt:
p2-pl ap 4

y2. &
1 dp

= CE.

5

Vo=, iS00 ist die Geschwindigkeit des Gases 1im Ruhsystem
des StoBes bzw. umgekehrt im ruhenden Gas die Ausbreltungs-
geschwindigkeit einer unendlich kleinen Stérung. Eine solche
breitet sich also bel endlichem 6 mit Schallgeschwindigkeit
aus,und deren besondere Rolle ist damit erklart.
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8. Stehende Stéfe.

Die Diskussion kann auf den Fall E = O beschriankt werden,
E # O 1#Bt sich genau so behandeln.

Mit den StoBbedingungen des letzten Abschnitts ist ein Ver-
dichtungsstoB so zu beschreiben: die Stromung benutzt zu-
‘nHchst einen Uberschallast, dann, am Ort des StoBes, springt
sie auf einen zu gleichen F, P, W gehdrigen Unterschallast.
B bleibt dabel stetig.

Fig.? zeigt einen Uber- und einen Unterschallast zu gegebenen
F, P, W. Nun sind die Gleichungen (1)-(4) bezliglich der
x-Koordinate translationsinvariant (x tritt nicht explizit
auf), d.h. die eine Lésung der Fig.> produziert bei Paral-
lelverschiebung in Richtung x eine ganze Schar von Ldsungen.
zu den gleichen Werten F, P, W.

Um die Stetigkeitsbedingung fiir B zu untersuchen, werde ein
durchgehender Lésungsbogen herausgegriffen (Fig.3). Auf
seinen beiden Ksten hat B in xx den selben VWert, vor Xy da-
gegen mu8 B unterschiedlich verlaufen, denn bel gleichem Ver-
lauf miiBte auBer B liberall auch B’ =pn 6 vB tibereinstimmen.

B
Ist 6 konstant, so liegt die zum Uber- fovodosomstonncaunens
schallast gehdrige Kurve B = B(x) unter- Bx E
halb derjenigen fiir den Unterschallast ’ é
(Fig 9), wire es umgekehrt, so wire ‘ ° i
B’ = p 6 vB auf dem Uberschallast stets
gréfer und B kdnnnte in x, unmglich \ ;
X X __3_(

mehr den gemeinsamen Wert By erreichen.

Fig.9 schwach verdnder-

: iches 6 oder €=const
Bei realen Gasen hat die Temperatur und 1% 1 o

Druckabhingigkeit von 6 einen recht verwickelten Verlauf,
auch die Art des Gases wirkt mitbestimmend. Es gibt jJe-
doch Temperaturbereiche,in denen sich 6 nur wenig mit den
thermischen Variablen &ndert, und in ihnen hat man die Si-
tuation der Fig.9.
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Bei Temperaturen mit stark veriZnderlichem 6 kann 6v auf
dem Unterschallast grofer werden als auf dem Uberschall-
ast. Dann kommt die B(x)-Kurve der UberschallstrSmung
nach oben zu liegen.

Der Magnetfeldverlauf ﬁbertragt sich auf andere BOgen der
Schar einfach durch Parallelverschieben.

Jetzt ist es leicht mbglich, diejenigen Orte zu konstruieren,
an denen ein StoB erfolgen kann. Ausgegangen werde von X4

mit den Anfangswerten Vs Bl’ pl, pl einer Uberschallstrtmung.
F, P und W sind durch die Anfangswerte festgelegt. Der Ver-
lauf der Strdomung ist in Fig.10a, b als Kurve 1 eingetragen,
senkrecht dariiber, ebenfalls mit der Ziffer 1 gekennzeichnet,
findet sich das zugehdrige Magnetfeld. Weiter sind einge-
zeichnet - bei schwach verinderlichem 6 in a), bei stark ver-
finderlichem 6 in b) - einige Unterschalldste und deren Mag-
netfeld, alle natiirlich aus der durch F, P, W gekennzeichne-
ten Schar. In ihren kritischen Punkten %K ’ iK ’ in errel-
chen sie dleselben Indwerte vy, By, pxs Dk wie die Uberschall-

stromung in Xx,.

In Fig.1l0a verlduft das Magnetfeld

des Uberschallastes steliler als das
der Unterschalldste, daher mufl es
Schnittpunkte haben mit den Magnet-

feldkurven aller Unterschallé&ste,
deren kritische Punkte rechts von
xjgllegenivin: Fig.10b* 18T es 'ge~

rade umgekehrt. Diese Schnitt-

punkte sind die gesuchten Orte
stehender St8Be, denn alle StoB-
bedingungen sind in ihnen erfiillt.
Die Lage s des stoBes h&ngt von

der Reichwelte ix des am StoB

beteiligten Unterschallastes ab,

DS RO SN U, o R

fiir jeden Uberschallast kann der

StoBort von x; bis Xy variieren.

F g (TP
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Wihrend alle bisherigen Lsungen
(mit einer Ausnahme)durch Vor-
gabe der vier Parameter Vqs Bl’
Pys Py eindeutig festgelegt
waren, kann jetzt noch zusitzlich
z.B., der Ort des StoBes vorge-
schrieben werden. Die Singularitét
im StoBort erlaubt also eine zu-
sitzliche Randbedingung.

In Fig. 10a reichen die LOsungen
mit StoB weiter nach rechts als
die stoBfreie Uberschallstrdmung.
Dadurch werden stationdre Lo-
sungen auch in Fdllen mdglich,
die bei Beschrinkung auf stoBi-
freie Strémungen nicht mehr 18s-
bar waren.

Pnysikalisch ist es sinnvoller,
statt des StoBorts den Enddruck
p, am Ende des Wechselwirkungs-
bereichs vorzugeben, da dleser
durch die Absaugvorrichtung am
Rohrende reguliert werden kann.

Fig,11 zeigt fir den Fall der
Fig.9, 10a, wie die StoBlage mit
dem Druckverlauf zusammenhidngt.
Aus (2) folgt:

af e B dB
dv (¥+ o dv) :
daB _ B’ P .

Mit S8 = o7 . B = p 6 v 3B
und G1.(20) ergibt sich daraus
=k VPrel

dp F o
av =~ )

Y=l .2
1+c JCPT v

d.h., p ist umso groBer, je kleiner

= =

\ ko

¥y

v ist, also insbesondere auf den Unter-

5
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schalldsten groBer als auf dem dazugehdOrigen Uberschallast,

Der schwidchste unter den méglichen St&B8en fiihrt in Fig.ll
bel Xo gerade wieder zu kritischen Werten. Erhdht man den
Enddruck Py, SO verschiebt sich der StoBort nach links

und der StoB wird stdrker. Sind beil x4, nur die mechanischen
Parameter P1s Vs Py gegeben, auflerdem der Enddruck Py, 5O
fiihrt auch die Variation von B1 zu verschiedenen Stofilagen.

Nichts gesagt ist bisher darliber, ob diese stehenden Stdfe
auch tatsidchlich auftreten. DaB es der Fall ist, 1lEd8t sich
zumindest plausibel machen: zunidchst befinde sich zwischen
Xy und Xn eine stationdre, stoffreie UberschallstrOmung.
Wird nun plétzlich der Absaugdruck p) erhdht, so entsteht
bel xy eine StoBfront. Ist die DruckerhShung bei x; grof
genug, der StoB also stark genug, so reicht seine Geschwin-
digkeit aus, um stromaufwirts gegen die Uberschallstrimung
anzukommen. Unter passenden Umstdnden findet er dann auf
seinem Weg 1im Magnetfeld die Bedingungen eines stationdren
StoBes vor, und es ist anzunehmen, dafl er dort stehen blelbt.

Ist auf diese Weise eine StoBwelle "eingefangen", so kann
sie durch Veridnderung von Absaugdruck und Magnetfeld hin-
und hergeschoben werden., Kommt sie links bis nach x4, so
wird sie sich vermutlich selbststdndig machen und welter
stromaufwirts davonlaufen, um hinter sich bel x4 die An-
fangsbedingungen flir eine stationdre Strdmung zu erzwingen.

Fir E # 0 werde nur kurz auf die Y
"elektromagnetische Lavaldiise" ein-
gegangen. Vom Uberschallast der
Fig.7 1st wieder der Ubergang zu
verschiedenen Unterschallidsten
méglich. Das Bild von Fig.Q ist
=dann als Grenzfall eines un-

endlich schwachen StofBles zu "
Fig.l2 ,el.magn.Lavaldlise
deuten.
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Ihnlichkeitstransformationen.

Flir die Enthalpie h wird in diesem Abschnitt eine expli-
zite Darstellung bendtigt. Mit
- 2 P

h 5 7 + const
gilt das Folgende streng nur im Falle vollstdndiger Ionisa-
tion oder bei fehlender Ionisation. Flir die Temperaturab-
hdngigkeit der Leitfdhigkelt wird gesetzt:

b= b T

Die jetzt zu behandelnden Ehnlichkelitstransformationen er-
lauben den Ubergang von einer bekannten Ldsung zu einer ganzen
Schar weiterer Ldsungen, und zwar durch einfache MaBstabs-
verdnderung.

Durch die linearen Transformationen

xu=§X1 Ve = @ V, P =T P > P

il
3
ke’

(31)
B, = B B, E, = eE

ordnet man jedem Ort x und den dort gliltigen Werten von v,
B, p etc. den Ort x, einer anderen Anordnung zu und schreibt
dort die Werte ve = wu(xs) = o v(x), ... vor,

Mit P/p = 2 kT/mp transformiert sich T nach (31) gemiB:

Tp= T | (32)

IE!

Ist v(x), B(x) ... eine L&sung des Strdmungsproblems (1)
(%), so gllt mit {31) und (32):

P Vur= T o F = Fy -,
2
1 > N TR -
1 '"A—F _\2‘2_ £ 1 Ex By AL
e 2 Py Vi + o) *3 8 Tl oy ’




BB -

&

04
»® o 4T v B E
%dxf R 6, Tw () (= - )

Erflillen die Transformationskoeffizienten die Bedingungen

r @2 = m = 82 i
T Y rg” =€8 (33)
a
$ = linaaivialy S ni Ryl
B _(‘TI')CPB‘_(TT)&’
so bilden auch vk (Xy), Bwe(Xx)... eine L&sung von (1) - (4),

natiirlich mit anderen Konstanten Fx = r ¢ I etc.

Die 6 Glelchungen (33) sind noch linear abhingig und lassen
sich ersetzen durch:

M= O =: 8 ’
£ = Bg , (34)
} - 1/(p2a+"! o

Der Bewels ergibt sich einfach durch Einsetzen von (34)
in (33): mit (34) sind auch die Gln. (33) erflillt.

Geht man mit (31) von den Koeffizienten auf die Transforma-
tionsgréBen zurlick, d.h. setzt man 7 = p,/p ete. in (34)
ein, so erhilt man als Transformationsgesetze schlieBlich:

2 B 2
Doy o Bl _ D, (35)
p P y2 B2
Ey _ WBx
E VB (36)
Xe _ (V_y2a+l
Xe o (L)2041 (37)

Zwel der Quotienten, z.B.'%L, gﬁ, lassen sich frei vor-

geben, die anderen sind dann festgelegt.
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(32) ergibt die Gleichung:

Px Tu
Px

(28)

i
©
el ]

Wegen der Linearitdt der Transformationen (31) gelten (35)
-(38) auch flir die fnderung Av, Ap, ... der Strémungs-
grofen. Kennt man also beispielsweise eine Losung, bei der
sich v nur wenig &ndert und ist an einer L8sung mit groBer
Geschwindigkeitsdnderung interessiert, so erhdlt man diese
aus der ursprlinglichen durch eine Xhnlichkeitstransformation,
bei der -g-*»- 1 und damit ﬁ% = %5-» 1hists

Bei teilweiser Ionisation sind (35) - (38) nicht mehr gfitlig,
sicher wird man aber noch qualitativ entnehmen kSnnen, in
welchem Sinn sich die Losungen mit den Anfangswerten ver-
dndern werden.

(35)-(37) lassen sich auch noch umschreiben in:

Px VE pve Bf/gp B/2u ’

E
Ex = 5 (36a) , 3 By Va Xy = 6 v x = R, . "{27a)
vy By i

(37a) erhdlt man aus (37) unter Benutzung von (35) und

= () _ (R pxy©
vor, g (el = g g™)-
p p E 7
Die 4 Zahlen V3’ 5P » 350 M 6 v x (magnetische Reynold-Zahl)

charakterisieren das/g%rﬁmungsbild, und zwar insofern, als ihre
Ubereinstimmung filir zwei verschiedene Stromungen das Kriterium
fUr deren Ehnlichkeit ist. Allerdings kommt ihnen keine abso-
lute Bedeutung zu, ‘da sie innerhalb der Stromung mit dem Ort
variieren und es ganz willklirlich ist, welchen Ort der Stro-
mung man zu Verglelchszwecken heranzieht.
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Anhang

I. Das Streufeld.

G1.(2) aus Abschn.2 kénnte zu der Vermutung flihren, daB die
hauptsichliche Beeinflussung der Stromung schon im Streu-
feld stattfindet, weil B sich dort am stédrksten inacrt, und
daB es dabei unabhingig von der Ausdehnung des Streufelds
nur auf den gesamten Anstieg von B ankommt. (2) ist jedoch
im Streufeld, auch ndherungsweise, nicht mehr gliltig. Am
= const mufB

-—

einfachsten zeigt dles ein Beispiél: V =0, P

eine Ldsung sein, und nach (2) dlirfte sich B dann liberhaupt
nicht &ndern.

Eine strenge Behandlung des Streufeldbereichs wlirde ziemlich
kompliziert werden, da die Stromung wegen der Inhomogenitit
des Magnetfelds nicht mehr eindimensional bleibt. Abwel-
chungen vom eindimensionalen Verlauf sollen hier jedoch ver-
nachlissigt werden. Der Einfachheit halber wird mit voll-
stindig ionisiertem Plasma gerechnet, auBerdem wird nur der
KurzschluBfall E = O untersucht.

Die Polschuhe des Magneten kdnnen so gestaltet werden, dag
das Magnetfeld keine y-Komponente hat. LEBL man die Metall-
platten am Rande der Strdmung auch das Gebiet des Streufelds
begrenzen, so flieBt der Strom in y-Richtung und es gilt:

7 = [0, -6vBg 0}

-
Die Kraft j x B aul die Strmung hat die x-Komponente - 6 v BE,

ihre z-Komponente wird bei der Jjetzigen eindimensionalen Be-
handlungsweise nicht berficksichtigt. By = B(x) = angelegtes

+ induziertes Magnetfeld hingt eigentlich nicht nur von x

ab, sondern variiert tiber den Rohrquerschnitt. Hier ist es

etwa als Mittelwert iliber diesen aufzufassen. Die x-Ausdehnung
des Streufelds ist von der Gr&Benordnung des Polschuhabstandes d,
dieser Wert soll auch flir die Rechnung benutzt werden.
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Um den Mittelwert B(x) zu er-
halten, widre im Prinzip eine zu
(4) Abschn.2 analoge Gleichung
zu 10sen und dann zu mitteln.

\
B(x)

Man erhielte etwa den Verlauf
der nebenstehenden Figur, der
bel der hier gewlinschten quali-

tativen Genauigkeit linear ap-

proximiert werden darf (gestri- X
chelte Linie):
B(x) =B, &4 (1)
Massenerhaltungs- und Energiesatz lauten (integriert):
pv = F ] (2)
2
o
% pv+F %r = W . (%)
d 2
Der Impulssatz: e (Fv + p) = = 6 v B, (4)
Der letztere ergibt mit p = % (% - %g) aus (3) die
Gleichung:
ol Usone: B 2
dx(EFv+v _-26\;8.
Durch Einsetzen von (1) und Integration von x = - d bis
Xy = O ergibt sich daraus:
2
v v
L W o _ 2 g
2F) dog i A (V 5 -1) = % @ B] d (5)
o o 1
wo 6 ein Zwischenwert von 6 aus cem Bereich xoﬁ x=5xd ist.
Setzt man Vg = Vg =QAv, so ist %l die relative Enderung von
v und es ist v= = 1 + L. Fiir den Fall, daB diese klein bleibt,

o o
kann man die in (5) auftretenden Funktionen entwickeln und
beim linearen Glied abbrechen:




v
log, — b log(1l + Aﬁ)
Yo Vo Vi

Lo 1) - A A T LT\
o= 1 o ((l+ AV 12 Ve .
VO

In (5) eingesetzt ergibt dies:

o _ M A A e 2
(2F. = z=n ~—ESB d

. i L 5
F=p5 Y » W=5P, V5 *3 P, Vo
14 i 2 _2DPo .. iy oSy - 41t_ma
Hiermit und mit c = = 5 pg bzw. P =E P6Co erhdlt man
schlief3lich:
B2a-2E( (@2 (6)
1 58 Vs v, -

GemdB ihrer Ableitung gilt (6) nur flr %!wgl, also gerade
flir den Fall geringer Strﬁmungsverﬁnderugg, an dem man auch
interessiert ist. Aufler von B1 hingt die Wirkung des Streu-
felds auch von d ab und B1 kann umso grﬁBer sein, Jje klei-
ner d ist. Flir v < ¢  ist nach (6) Av positiv, flir v  sc
dagegen negativ, wie im homogenen Fe?d (Abschn.5, 1. Fall)
wird also Unterschall beschleunigt, Uberschall gebremst.

Nahe bei VooieG ist die Wirkung des Streufelds am stérksten,
d:hs 512 d muB sehr klein sein, damit dies auch flr %V gilt.
Um aber iliberhaupt stationire Losungen flir den Bereich rechts
von x; 2zu bekommen, muB nach Abschn.5 vy stark von der
Schallgeschwindigkeit Cy abweichen, d.h. auch L stark von c _,

o
und dann sind nach (6) auch groBe Werte von B12 zulissig.
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Thermodynamische Umformungen zu Abschnitt 4,

aJ

a) ds = (f;.,—-s-)p dp + (%)P dp . (1)

Hieraus folgt mit o? ( ) (ds = O setzen):

® = 3D /D) oqer (% > - -5 /P (2)
p

In (1) eingesetzt ergibt dies:

AR (95) (ap - %) . (3)

Nun wird ( ) durch leichter meBbare Materialkoeffizienten
ersetzt, Mit

day.
Tds:...g_?'_"_

s Cy s c
(d5F -2 202 i 98y " e
0T . b N

Hiermit und mit (2) gilt:

P) _ Cp (T
GP = G (3 ) TG ()
- )
P J s AT Cy (3T
—P - ((8) - (&) &) =& () . (5)
el 0P P 4T 0 p p T *9p p
Nach dem zweiten Hauptsatz gilt:
Cp = oy =3 (aT) 4 gl (6a)
oder:
G = - 5o . (60)

P
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; 9T
Mit (6b) und mit (§5 L) erg :
(6b) und mit ( P)p aus (4) ergibt (5)

(Bs) cecv T
R T L S T 05
P Tp“(cp-cy) cp(’aF)p
C c c
oder (%_‘f-) SrE \EhT Mty =R (7)

Wegen v = % gilt ( ) S (Bs)

Nimmt bei p = const v zu, so muB Wirme zugefiihrt werden
und damit die Entropie zunehmen, andernfalls konnte sich
ein bei konstantem Druck abgeschlossenes Gas unter Warme-
abgabe ausdehen, (DS) ist daher positiv, (Bs) negativ und
in (7) gilt das —Zeicgen.

(3)
Tds:bq‘f% (%-g-dp) : (8)

b) dT - (7—> ap +(§% 7o

Hiermit wird aus (1) bzw.

cpT
Neoh (4), (5) wnd (D) 15t (5 = 555y 75T
c I
G, = e (T
daher 4T = 341 ( QE-) oder mit (8)
pP Y
ar =Y B, & (ya) 2 (9)

P p




III. Numerisches Beispiel zur "elektromagnetischen Lavaldlise".

(Gleichungshinweise beziehen sich auf den Hauppteil).

Aus praktischen Griinden darf die Dichte des elektrischen
Stroms den Wert 5-105 A/m2 nicht liberschreiten. Im kriti-
schen Punkt xy 1st:

Jw= 6'!& (E = VNBK) = % 6KVKBK= % 6« ¢« Bx

(wegen (25) und vy = cx). Nun ist bei gegebener Temperatur
¢« umso kleiner, je schwerer das verwendete Gas 1st. Daher
wurde zur Berechnung Argon mit dem Atomgewicht 40 genommen.
Bei Tk = 8+10° ©K und 6(Tx)= 4.10°(lm)~! ist mit

Bu = 4.1072 ¥s 4 4.10° GauB die obige Bedingung gerade ein-

mt
gehalten.

Gl(28a) ist erfiillt, wenn pK<4,78-102 kg/m sec?. Genommen
wurde der Wert p, = 102 kg/m sece.

Bei 8.10° ©K ist Argon praktisch noch nicht ionisiert. Daher
wurde mit p/p = kT/my gerechnet. (Beli vollsténdiger Ionisation
wiirde bei T noch ein Faktor 2 hinzutreten).

MLt Vi = cx = (2 X yng E = 2 v¢B« hat man so bel x, die

. folgenden Ausgangswerte:

o |,
Ty = 8-10° OK Bk Helete o0
m=
pe = 102 kg/m sec® bu = 0,61 107" kg/m’
Vi = 1,66-103 m/sec E = 1,66-10j V/m

6« &= 4:10° (Am)~t

Hiermit sind F, P und W festgelegt. Die weitere Rechnung
erfolgte nach G1.(1)~-(%4).

(2) mit (3) liefert den Zusammenhang

B2 BS ¢ EB._ W
v = gﬁ (P = §ﬁ) 3 (gﬁ(P— §§)) * 35F " oF

zwischen v und B, der flir eine Intervallfolge verschiedener

B ausgewertet wurde. Er ergibt =it
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P- 52— = p vo4p p(v2+p/p) = p(vg% c?)

und mit F =p v :
2 2 %
v - g-;(v2+ %02)' g;(ve-CE) + \!(gﬁ(f" 123?)) + %}% - gﬁ

Das + zéichen gilt flir v>c, das - Zeichen filir v«ec.

i
1l

Um den Verlauf der Fig.7 zu erhalten, war daher links von
Xx das - Zeichen, rechts das + Zeichen zu nehmen.

Aus (1) und (2) ergaben sich im AnschluB daran die Werte
von p und p, hieraus T, ¢ und M = %. Gl.(4) wurde benutzt,
um den von der Stromung zurlickgelegten Weg A x zu berechnen,

wenn sich B um A B ge#ndert hat:
Ax = AB/grt = p 6(vB - E)/pr

6(T) wurde einer graphischen Darstellung aus [7] entnommen,
die allerdings flir andere Drucke als hier gilt. Daher ist
die x-Skala der folgenden Diagramme weniger zuverléssig
und gibt nur etwa die GrdBenordnung richtig an.
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