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1. Ein Ublicher Weg, dle Frage nach der Ernledrigung
der Ionisierungsspannung in elnem Plasma anzugrei-
fen, beéteht in der Betrachtung des Einflusses der
geladenen Teilchen auf die Zustandssumme der neutralen

Atome:
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wobel

A
(S = -ﬁ. i %i,EAﬁ Entartungsgrad und Energile des i-ten

Zustands.

Bekanntlich diverglert diese Summe 11 der N&he der
Tonisationsgrenze infolge der Hiufung der Zustdnde.
gie wird daher bel einem zu ﬁestimmenden Werte von i
abgebrochen und der entsprechende Wert von Ei als Ver-
ringerung der Ionisierungsspannung betrachtet. Das
Problem reduziert sich dann auf die Bestimmung dieses
Wertes von 11). Alle Betrachtungen dieser Art zeigen,
dag8 flir normale Plasmen dieses 1 einem g8o hoch ange-
regten Zustand des Atoms entspricht, daf die eigent-
lichen Quanteneffekte dort bereits unmerklich geworden
sein mussen. Das heiBt abew, daB das Abschneiden der
7ustandssumme durch einen klassisch beschreibbaren

Effekt zustande kommen muf.

/ vgl. hierzu G.Ecker und W.Welzel, Ann. Physik (6) 17, 1 126 (19%0)
und dle dort zitierte Literatur




Wir betrachten daher die Theorie eines klasslschen
Plasmas und werden hierbel elnen anderen Zugang zu
demselben Problem finden und zwar von dem bekannten

paradoxon aus, daB es keiln klassisches Plasma gibt.

Eine wesentliche Vereinfachung, die sich bei
klassischer Behandlung ergibt, liegt in der voll-
stindigen Entkopplung der Impulse voneinander und
von den Lagekoordinaten. ‘Alle Teilchen haben dann
also unkorrelierte Geschwindigkeitsvertellungen nach
Maxwell und wir brauchen nur die Korrelationen in den
Lagekoordinaten zu betrachten. Damit entfdllt auch
jede Veranlassung, Uberhaupt zwischen pfreien" und
ngebundenen" Teilchen zu unterscheiden, oder auch nur

diese Unterscheildung zu definieren.

Wir betrachten ein Plasma aus zwel entgegengesetzt
geladenen Teilchensorten im thermlschen Gleichgewicht

und definleren

Miw U4 ,fw;,) J‘fdok'wz.

als die Wahrscheinlichkeit zugleich im Volumenelemnntfifvﬁ
bel My ein Teilchen der Ladung +e und zugleich im
Volumenelement OL'B‘L bel A ein Teilchen der Ladung -e
anzutreffen. Ferner definieren wir die entsprechenden

Wahrscheinlichkeiten o 4, (M'.. |4.r'_‘) ,m-_fm,w.)um analog,
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Bekanntlich sind alle diese Verteilungsfunktionen im
vorausgesetzten thermischen Gleichgewicht von den
Massen der beteiligten Teilchen unabhingig. Sie sind
offenbar symmetrisch in den vorkommenden Koordinaten.
Bei rein elektrostatischer Wechselwirkung und gleicher
Dichte der negativen und positiven Teilchen gilt ferner
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Ferner gelten zwischen inhnen die Yvon-Born-Green-
Kirkwood-Gleichungen, die fir ein Zwelkomponentensystem

allgemein lauten:
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Hierbel istcb das zwischen den angegebenen Teilchen
wirkende Potential. Diese Gleichungen werden zu einem
geschlossenen System, wenn wir dle Tripelkorrelation
durch die 7weierkorrelation ausdriicken, wozu wir den

folgenden Ansatz machen:
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und genau entsprechend fUr M 444 - Dabel 1ist MM 4
die Dichte der positiven Tellchen und im betrachteten
quasi-neutralen Plasma gleich der Dichte M. der nega-
tiven Teilchen und vom Orte unabhingig, so daB wir
einfach * schreiben ktnnen. Die Begriihdung dieses
Ansatzes stellen wir einen Augenblick zuriick. Defi-

nieren wir dann weiter dle Differenz
£

so ist JDQJ die Ladungsdichte um ein herausgegriffenes
positives Teilchen und zugleich D('f) die Ladungsdichte
um ein negatives Tellchen. Aus den CGleichungen (2)
folgt ohne weltere Vernachlissigung unter Berick~
sichtigung der Symmetrien der 7weierkorrelation und

des Coulomb'schen Potentials die Differentialgleichung
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gelten muBl, da sich in der Umgebung eines positiven,
herausgegriffenen Tellchens gerade insgesamt die kom«
pensierende tiberschuBfladung -e befinden muB. In Gl. (4)

treten die zwel charakteristischen_Langen des Problems
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auf. %D ist die Debye-Linge des Plasmas, wihrend )\T
die Entfernung angibt, in der die thermische Energie
von der Grossenordnung der potentiellen Energie
zwischen zwei Teilchen wird. In allen praktisch
vorkommenden Plasmen gilt die Ungleichunglr«lg

und damit auch
A, K=t €\ (6)

d.h. insbesondere, daB die Anzahl der Teilchen im
Débye—Volumen (4 19 )X; M sehr groB ist. Flir diesen
Fall konnte die Gliltigkeit des Ansatzes der Gleichung
(3) durch eine Stdrungsentwicklung des vollsténdigen
Satzeg der Yvon-Gleichung nach dem kleinen Parameter
(fnlg‘)-"gezeigt werden. Ferner ist evident, dafl

der Ansatz sicher auch dann gut ist, wenn nur Je zwel
Teilchen einander sehr nahe kommen, wie das gerade in
dem uns besonders interessierenden ﬁall,.daB zwel ent-
gegengesetzt geladene Teilchen nahe bel elnander sind,

zutrifft.

Filr die Differentialgleichung (4) 148t sich leicht eine
gute Niherungslosung in Jjedem der belden Berelche geben,
die durch das geometrische Mittel zwischen den belden
charakteristischen Lingen getrennt werden:
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Unter unserer Voraussetzung )\T.«‘)\, zeigte sich,

daB in dem ganzen Intervall zwilschen %r KrK )\)

beide Niherungen sich wenig voneinander unterschelden.

C 1st eine Normierungskonstante, die aus Gl. (5) be-
stimmt werden muB und sich flr l-r *0O zue /L\‘n’ l;'
ergibt. In demselben Grenzfall ist D(r) mit dem be-
kannten Debye'schen Ausdruck identisch, der die nkollek-
tive" Wechselwirkung beschreibt; die erste Zeile von (7)
gilt dagegen in dem Bereich, in dem dle direkte Zweler-
Wechselwirkung Uberwiegt und hat daher genau die Form

einer Boltzmann-Vertellung (bzw. der Differenz der belden

Boltzmann-Verteilungen filr gleiche und ungleliche Teilchen).

Fir &+Oist D(r) nicht normierbar, da die Singularitét
bei r = 0 zu stark ist. Das war vorherzusehen, da es
bedeutet, daB in einem klassischen Plasma alle geladenen
Teilchen im thermischen Gleichgewicht "rekombinieren"
milssen, weil der dabel entsﬁehende Verlust an Phasen-
volumen durch den unbegrenzt mdglichen Gewinn an poten-

tieller Energie illberkompensiert werden kann.

Diese Schwierigkeit wird offensichtlich durch die Quanten-
theorie.behoben, da der mogliche Energiegewinn durch die
Jonisierungsspannung begrenzt ist. Wenn es nun eine

Linge }s so gibt, daB sie grof gegen die Dimension des
neuﬁralen Atoms im Grundzustand ist und zugleich klein
gegén den mittleren Abstand der Teilchen, dann kénnen wilr

einerseits fiir alle Entfernungen grisser als?\ die




Beschreibung durch die klassische Physik verwenden
und andererseits fiir Entfernungen kleiner als A
die Wechselwirkung zweier Teilchen als ein reines
Zweikorperproblem behandeln. Wegen unserer Un-
gleichungen (6) k&nnen wir )\ dann auch immer so

wihlen, dal3
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Schliesslich machen wir noch die Annahme, daf wir big iy
alle thermodynamischen Grossen die Wechselwlrkung der
neutralen Atome, bel denen die beiden geladenen Tell-
chen weniger als )\ voneinander entfernt sind, unter
einander und mit den Ubrigen geladenen Tellchen ver-
nachlissigen dirfen; d.h. wir kbénnen die Neutralen als
ein ideales Gas betrachten, das sich mit dem Plasma
idéal mischt. In die Beschreibung durch D(r) nehmen
wir dann nur die Paare auf, die weiter als A von-
einander entfernt sind ("r) l) . Ijann gilt praktisch
lber dem gaﬁzen vorkommenden Bereich von r das Debye'sch
Grenzgesetz und wir ktnnen die gesamte potentielle

Energle des Plasmas nach
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(10)
ausrechnen. Daraus saeh- erhalton  wir nada
ol
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den Beitrag der elektrischen Wechselwlrkung zur Freien

(11)

Energie
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dann den elektrischen Beltrag zum Druck (oder zur

Kohision des Plasmas):
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und schliesslich den Beltrag zum chemischen Potential
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Die Giite der verwendeten Niherung 1n Abhidngigkelt wvon
der heschrinkt willklirlichen Lénge z_ zeigt die Figur 1,
in der die elektrostatische Energle in Einheiten des
Debye'schen Wertes (G1.(10)) aus numerisch gewonnenen
Lésungen der Differentialgleichung (6) als Funktion von
)- 'l,fﬁr verschiedene Werte voan,l, als Parameter

aufgezeichnet ist.




Die Erniedrigung der Ionisierungsspannung kann nun
leicht berechnet werden; ohne Berilicksichtigung der
elektrostatischen Wechselwirkungen folgt die Saha-
Gleichung direkt aus der allgemelinen Glelchung flr
ein "chemisches" Gleichgewicht

Man s Mit Mot X

(15)

wobei#% ;//'A'i/u-g die chemischen Potentiale der
entsprechenden Teilchen bedeuten, die dann nach den
Regeln ru; ideale QGase auézurechneh sind,'wobeI/Ank
die Zustandssumme des neutralen Atoms (und eventuela/4£
die Zustandssumme des ions) enthdlt und ferner )(

den Unterschied im Nullpunkt der Energile, also dle
(unverinderte) Ionisierungsspannung bedeutetb. Nach

den vorhergehenden Ausfithrungen treten nun folgende
Knderungen ein: Die auf der linken Selte vorkommende
Zustandssumme ist bel Zustiénden zu begrenzen, deren
klassischer Radius J~ entspricht, und auf der rechten
Seite 1st die elektrostatische Korrektur zum chemischen
Potentiél hinzuzufiigen, die als eine Erniedrigung der
Ionisierungsspannung um den relativ kleinen Betrag Q?Il,
beschrieben werdeén.kann. Dabei 1st natiirlich zu be-
achten, daB diese Ernledrigung von Temperatur und

Dichte abhéngt.
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. Das erhaltene Ergebnis bedeutet, dafl fir einen weiten
Bereich das Debye'sche Grenzgesetz die rlchtige Er-
niedrigung der Ionisierungsspannung liefert. Die mit
der Formel (15) berechnete Zahl der Neutralen umfasst
dann alle Paare deren Partneér ngher ahsju beleinander
sind, wihrend alle anderen Teilchen bei den Dichten
der Geladenen mitgerechnet werden. Das Ergebnis besagt
zundchst gar nichts iber die Zahl der beobachtbaren
diskreten Terme im Spektrum der Neutralen, da Zzu deren
Bestimmung dynamische Uberlegungen ausserhalb des DBe-
reichs der statistischen Mechanik angestellt werden

milssen.

Diese Untersuchung ist durch Diskussion mit den Herren Wulff
und Kliiber angeregt worden. Fir die Durchfihrung der

numerischen Rechnungen danke ich Frau G. Hain.
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