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Kapitel 1

Einleitung

In den letzten beiden Jahrhunderten hat der weltweite Energieverbrauch, bedingt durch die

fortschreitende technische Entwicklung und die wachsende Bevolkerung, deutlich zugenommen
(siehe Abbildung 1.1).
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Abbildung 1.1: Entwicklung der Primérenergie von 1850 bis 2004

Der Weltenergieverbrauch basiert derzeit zu 85% auf fossilen Energietrigern. Der Energie-
verbrauch ist allerdings sehr ungleichméfig iiber die Welt verteilt: Die Industriestaaten, die
18% der Weltbevolkerung ausmachen, verbrauchen 57% der Energie, dem restlichen Teil der
Weltbevolkerung (82%) stehen damit nur 43% der Energie zur Verfiigung [29]. Der Einsatz
von fossilen Brennstoffen wird nach Angaben der Internationalen Energie Agentur (IEA) in
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Zukunft weiter zunehmen [21]. Es ist davon auszugehen, dass sich die Weltbevilkerung in
den néchsten Jahren bis 2050 auf 10 Milliarden Menschen erhthen und damit einen Anstieg
um das Dreifache des derzeitigen Energieverbrauchs nach sich ziehen wird. Dies ist auch
durch technologischen Fortschritt und zunehmende Industrialisierung in den Entwicklungs-
und Schwellenléndern bedingt[30].

1.1 Motivation

Im Jahre 1997 wurde das Kyoto-Protokoll verabschiedet. Darin verpflichten sich die Indus-
triestaaten, ihre Treibhausgasemissionen im Zeitraum von 2008-2012 um 5% gegeniiber 1990
zu reduzieren. Das Protokoll musste von mindestens 55 Staaten, welche mehr als 55% der
COg-Emission von 1990 verursacht hatten, ratifiziert werden. Nach jahrelangen Debatten hat
Russland als letztes Beitrittsland den Weg fiir das Klimaschutzprotokoll geebnet. Am 16. Fe-
bruar 2005 trat das Kyoto-Protokoll in Kraft. Die USA, weltweit der grofite COz-Produzent,
haben zwar das Protokoll unterschrieben, weigern sich aber weiterhin, dieses zu ratifizieren.
Im Rahmen der Lastenteilung der EU wurde Deutschland eine Reduktion der Emissionen um
21% zugeteilt. Unter der Voraussetzung einer Emissionsminderung auf EU-Ebene um 30% bis
2020 ist Deutschland bereit, die Emissionen um 40% im gleichem Zeitraum zu verringern.

Zur Erhaltung der heutigen Lebensumstéinde ist es absolut notwendig, das Kyoto-Protokoll
umzusetzten. Der umwelttechnische Aspekt der C'Os-Emissionsreduzierung wird begleitet von
der Umstrukturierung des herkémmlichen Kraftwerksparks hin zur Férderung schadstoffemis-
sionsarmer Kraftwerksalternativen, wie beispielsweise die Nutzung erneuerbarer Energien.

In dieser Arbeit sollen ernergiewirtschaftliche Probleme mit Hilfe der linearen Programmie-
rung gelost werden. Insbesondere wird dabei auf die Hinzunahme des Windes als Energietrager
und dessen Auswirkung auf den konventionellen Kraftwerkspark eingegangen. Der Schwer-
punkt wird auf die Wirtschaftlichkeit der Integration von Windenergieanlagen im Hinblick
auf die Standortwahl und die damit verbundene Strompreisentwicklung gelegt. Es werden
Verdnderungen der Fahrweise und des Einsatzes von Kraftwerken in Bezug auf die Gaspreis-
erhohung untersucht. Bei einer Optimierung der Fahrweise und Bildung eines kostenmini-
malen Kraftwerksmixes sollen sowohl die steigende und schwankende Nachfrage als auch die
Reduzierung des COs-Ausstofies im Hinblick auf eine Mdglichkeit der Umsetzung des Kyoto-
Protokolls beriicksichtigt werden.

1.1.1 Probleme des C'O;-Emissionsanstiegs

Unsere Atmosphére ist von einem Schutzschild bestehend aus so genannten Treibhausgasen
umgeben, welche das Austreten eines Teils der Wiarme ins All verhindert und so fiir eine
angenehme Temperatur auf der Erde sorgt. Durch die heutige Lebensweise der Menschen,
den Verkehr, die Industrie und die zahlreichen Haushalte wird ein Anstieg der Treibhausgase
Ozon (O3), Stickoxide, insbesondere NoO, Methan (CHy4), FCKW und vor allem von CO2 und
Wasserdampf verursacht. Die erhohte Konzentration an Treibhausgasen in der Atmosphére
erschwert das Austreten der langwelligen Warmestrahlung. Die Erdoberfliche wird durch die
reflektierte Warmestrahlung mehr und mehr erhitzt, bis die Natur ein Gleichgewicht zwischen
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eingehender und ausgehender Wérmestrahlung herstellen kann. Das durch den Menschen
verursachte Phénomen dieser globalen Erwarmung wird als anthropogener Treibhauseffekt
bezeichnet.

Zum Grofiteil wird der C'Os-Anstieg durch die weltweite Verbrennung von fossilen Energie-
tragern verursacht. Im Jahre 1991 wurden 10 Mrd Tonnen SKE (Steinkohleeinheiten) in Form
von Kohle, Ol und Erdgas verbrannt, dabei entstanden 21 Mrd t CO,. Die Verwendung von
Holz, Dung etc. zur Energieerzeugung fithrte zu einem weiteren Ausstofl von 2 Mrd t CO,. Die
gleiche Menge C'Os wurde durch Brandrodung des tropischen Regenwaldes v. a. in Brasilien
ausgestoflen. Dies resultierte in einer C'O2-Emission von 25 Mrd t im Jahr 1991 [29]. Im Jahr
2003 lag die CO9-Emission durch die Verbrennung fossiler Energietréger bereits bei 25 Mrd
t COz [12]. Die weltweiten Treibhausgasemissionen, die hauptséchlich durch die Industrie-
staaten verursacht werden, verzeichnen bis heute einen stetigen Anstieg, welcher auch in der
nahen Zukunft nur sehr langsam zum Stagnieren kommen wird. Statistisch erzeugt ein Mensch
in Indien eine Tonne C'Oy im Jahr, ein Europder 9 t COs im Jahr und ein US-Amerikaner
sogar 20 t CO4 im Jahr. Wissenschaftliche Studien besagen, dass bei einem gleich bleibenden
Anstieg bis 2100 die globale Temperatur im Schnitt um 1,4°C bis 5,3°C erhéht wird und
einen Anstieg des Meeresspiegels um 10 bis 90 cm nach sich zieht, was enorme Naturkatastro-
phen, wie Uberflutungen von Kiistenregionen und ganzen Landstrichen, Umverteilung von
Niederschlédgen und damit Ausweitung von Wiistenbildung und Ausdehnung von Trockenzo-
nen, Schmelzen von Gletschern etc., hervorrufen konnte [6]. Eine globale Stabilisierung der
Treibhausgasemission ist somit von Né6ten.

1.1.2 Notwendigkeit der Umstrukturierung des Kraftwerksparks

Bis 2002 hatte die Bundesrepublik eine Reduzierung um 19% erreicht [31]. Um jedoch eine
weitere Reduktion zu erlangen, ist eine Umstrukturierung der derzeitigen Energieerzeugung
notwendig. Konkrete Mafinahmen, welche auf nationaler Ebene getroffen werden, sind u.a. der
Ausbau erneuerbarer Energien (EE), die Einfiihrung des Emissionshandels! und die Steige-
rung der Energieeflizienz des bestehenden Kraftwerkparks durch beispielsweise einen weiteren
Ausbau und Einsatz der Kraft-Warme-Kopplung oder durch eine verstirkte Nutzung von Gas-
und Dampfturbinen (GuD).

Nicht nur die essentielle Reduzierung der COs-Emission, sondern auch die vorhersehbare
Verknappung? der fossilen Energietriiger fiihren zu der Notwendigkeit der Erneuerung und
Umstrukturierung der bestehenden Kraftwerkskonstellation.

!Seit Anfang des Jahres 2005 erhalten Betreiber von Kraftwerken kostenlose Zertifikate, die es ihnen erlau-
ben, eine festgelegte Menge C'O; auszustofen. Ist die Emission hoher, wird durch den Zukauf weiterer Zertifikate
ein erhohter Ausstofl genehmigt. Ebenso konnen die Betreiber bei geringerer Emission iiberschiissige Zertifikate
verkaufen.

2Statistischen Berechnungen zu Folge verzeichnen die Primérenergietriiger Ol, Gas und Kohle bei konstan-
tem Verbrauch eine Reichweite ihrer Reserven von 30, 60 und 300 Jahren [29].
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1.2  Energieversorgung in Deutschland

In Deutschland bilden derzeit die fossilen Energietrager wie Kohle, Erdol und Erdgas sowie
der nukleare Energietriger Uran die Grundlage der Energieversorgung. In Abbildung 1.2 auf
Seite 4 ist die Stromerzeugung je Energietréiger im Jahre 2004 dargestellt?. Dabei nimmt die
Kernenergie mit 167 TWh von insgesamt 606,5 TWh eine fiihrende Position ein. An zweiter
Stelle steht die Braunkohle mit 158,5 TWh, dicht gefolgt von der Steinkohle mit 138 TWh.
Erneuerbare Energien wie Wind, Wasserkraft und Biomasse tragen mit 56 TWh, (9,3%) zur
Stromerzeugung bei.

Bruttostromerzeugung 2004 nach Energietragern

140 - —

[TWh]

Abbildung 1.2: Bruttostromerzeugung nach Energietragern 2004

Instrumente und Mafinahmen der Bundesregierung zur Forderung der Nutzung von u.a. Wind,
Sonne und Wasser zur Erzeugung von Energie haben zu einem Boom der Entwicklung von
erneuerbaren Energien gefithrt. Dies brachte nicht nur positive Effekte fiir die Umwelt, viel-
mehr erlangte die Bundesrepublik auf diese Weise eine fiihrende Position in diesem technischen
Gebiet. Der Startschuss fiir die Férderung erneuerbarer Energien erfolgte durch das Stromein-
speisegesetz vom 1. Januar 1991. Darin verpflichten sich die Energieversorgungsunternehmen,
aus regenerativen Energien gewonnenen Strom zu festgelegten Tarifen abzunehmen. Die fiir
die Betreiber von Windenergieanlagen (WEA) festgelegte degressive Vergiitung belduft sich
auf ca. 8,5 ct/kWh. Dies fiithrt zu Mehrkosten fiir die Verbraucher von ca. 1,08 Euro pro
Monat und Haushalt bei einem Stromverbrauch von 3500 kWh im Jahr [7].

Der daraus resultierende Aufschwung in Fertigung und Forschung von Anlagen zur Erzeu-

3Quelle: Arbeitsgemeinschaft Energiebilanzen AGEB; Stand 25.07.2005 [1]
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gung von Strom aus erneuerbaren Energien wurde durch das ,Erneuerbare-Energien-Gesetz
(EEG)“, das zum 1. April 2000 in Kraft trat und am 1. August 2004 novelliert wurde, noch
gefordert. Ziel dieses Gesetzes ist es, den Anteil erneuerbarer Energien an der Stromversorgung
bis 2010 auf 12,5% und bis 2020 auf mindestens 20% zu steigern. Dies wiirde eine Verdopp-
lung des Anteils bis 2010 gegeniiber 2000 bedeuten. Die Windenergie leistete 2003 bei der
Stromerzeugung aus erneuerbaren Energien einen Anteil von 40%, neben der Wasserkraft, die
daran mit 44% beteiligt war.

Fiir die Zukunft wird der Nutzung der Windenergie das grofite Potential zugesprochen, da
in ihr noch nicht genutzte Ausbaumoglichkeiten vor allem bei der Nutzung des Windes auf
See gesehen werden. Ende 2003 waren schon rund die Hilfte der in Furopa installierten
Windenergieanlagen in Deutschland installiert.

Die Abbildung 1.3 stellt die Entwicklung der Nutzung der Windenergie in Deutschland in
den Jahren 1990 bis 2004 graphisch dar. Ein stetiger Anstieg ist seit Anfang der 90er Jahre
zu erkennen, dieser wird durch den geplanten Ausbau auch weiterhin zunehmen [7]. Es ist

Zeitliche Entwicklung der Nutzung der Windenergie

25000 - —

20000 -

15000 -

[GWh]

10000 -
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Abbildung 1.3: Entwicklung der Nutzung des Windes zur Erzeugung von Energie

ein Anstieg von 40 GWh 1990 auf 25000 GWh im Jahre 2004 zu verzeichnen. Der maximale
Entwicklungsschub ist fiir das Jahr 2000 verzeichnet; dort stieg die Nutzung um 72% im
Vergleich zum Vorjahr.

1.3 Windenergie in Deutschland

Die rdumliche Konzentration der Windenergieanlagen im Norden Deutschlands, welcher eine
geringere Nachfrage als der Siiden aufweist sowie die zeitlichen Schwankungen des Auftre-
tens von Wind fithren zu neuen Problemen und Herausforderungen in der deutschen Ener-
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Deutschland 2004

‘ 4,500
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I Anzzhl WEA
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Abbildung 1.4: Installierte Windenergieanlagen in Deutschland 2004

gieversorgung. Die Nutzung der Windenergie ist u.a auch dadurch ein sehr umstrittenes
Thema. Die Gegner argumentieren mit Schlagwortern wie Landschaftsverschandelung und
Larmbeldstigung. Befiirworter sehen darin u.a. eine Risikoreduktion gegeniiber Atomkraft-
werken und eine Natur schonende Art der Energieerzeugung durch die Verringerung der

C'O9-Emissionen.
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Die Windenergie hat derzeit in Deutschland von allen regenerativen Energietrégern fiir den
Stromverbrauch das grofite Ausbaupotential. Angestoflen durch die Umwelt- und Energiepoli-
tik der Bundesregierung, hat die Windenergie eine Vorreiterfunktion im Ausbau erneuerbarer
Energien iibernommen.

Je nach Windvorkommen ist die Anzahl der installierten Windenergieanlagen variabel. Die
regionalen Differenzen sind in Abbildung 1.4 auf Seite 6 dargestellt. Maximal installierte
Windenergieanlagen befinden sich in Niedersachsen mit einer Gesamtleistung von 4471 MW,
gefolgt von Brandenburg mit 2179 MW und Schleswig-Holstein mit 2174 MW. Die durch-
schnittliche Leistung der Anlagen je Bundesland erstreckt sich von 0,59 MW in Hamburg bis
1,27 MW in Sachsen-Anhalt. Mit einer kumulierten Gesamtleistung von 16629 MW im Jahr
2004 nimmt Deutschland weltweit eine fithrende Position ein [11].

Die Errichtung von Windenergieanlagen erfordert eine gut durchdachte Standortwahl. Der
Bau von Windenergieanlagen in Regionen mit niedriger Windgeschwindigkeit ist daher nicht
vorteilhaft. Noch kann die Gewinnung von Windenergie auf Land weiterhin ausgebaut wer-
den. Insbesondere durch Repowering?, kann die Stromerzeugung durch Windenergieanlagen
im Jahr vervielfacht werden [7]. Da der Wind auf See erheblich stérker und bestédndiger
weht, wird vor allem den Windenergieanlagen auf See, auch Offshore-Windenergieanlagen
genannt, ein groffes Potential zugeschrieben. Auf den Flichen in der deutschen Ausschlief3-
lichen Wirtschaftszone (AWZ) in Nord- und Ostsee, die von der Bundesregierung 2002 fiir
Offshore-Windparks als Eignungsgebiete identifiziert wurden, kénnten bis 2006 Anlagen mit
mindestens 500 MW Gesamtleistung installiert werden. Im Jahre 2010 wire eine Leistung
von 2000 bis 3000 MW und bis 2025-2030 eine Leistung von 20000-25000 MW realisierbar
[7]. Voraussetzung fiir die Nutzung von Offshore-Windenergieanlagen dieser Gréfenordnung
ist die Bereitstellung und Entwicklung von Transportmoglichkeiten.

1.3.1 Probleme der Nutzung der Windenergie

Wind entsteht als Ausgleichsstromung von Temperatur- und damit verbundenen Luftdruckun-
terschieden infolge ungleichméfig starker Sonneneinstrahlung auf die Erde. Wind ist folglich
ein stochastisch auftretendes Element. Die Windstérke unterliegt sowohl regionalen als auch
jahres- und tageszeitlichen Differenzen. Schwankungen treten sogar schon im Sekundenbereich
auf. Auch im Vergleich von mehreren Jahren sind Unterschiede gemessen worden.

Bei der im Wind enthaltenen Energie spricht man von kinetischer Energie. Diese steigt linear
mit der Masse m und mit der zweiten Potenz der Geschwindigkeit v.

1
E = imv2 (1.1)

Die Masse m ist wiederum linear abhéngig von der Geschwindigkeit v. Es gilt

m = 1[Ap (1.2)
= vtAp

Denn die Lange [ ist Geschwindigkeit v mal Zeit .

‘Ersatz alter, kleiner WEA (100 kW) durch moderne, leistungsfihigere WEA (ab 1,5 MW).
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Leistung P ist definitionsgemifl die Arbeit (hier: Energie) E die pro Zeiteinheit ¢ geleistet
wird:

E
p==
t

(1.4)

Steigt nun die Windgeschwindigkeit, so stromt mehr Masse pro Zeiteinheit iiber die von den
Rotorblittern begrenzte Fliche A = 7r2. Dabei bezeichnet 7 den Rotationsradius bzw. die
Lénge der Rotorblétter. Der Massenstrom steigt nach 1.3 linear zur Windgeschwindigkeit.
Durch Einsetzen in obige Formeln 1.1 und 1.4 erhélt man

1
P = §7r7“2pv3

Die Leistung, welche durch die Windenergie erzielt wird, hidngt also von der dritten Potenz
der Windgeschwindigkeit ab, d.h. schon geringe Anderungen der Windgeschwindigkeit haben
grofle Auswirkungen auf die durch den Wind erzielbare Leistungsabgabe. In Abbildung 1.5

Verhiiltnis von Windgeschwindigkeit und Leistung
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Abbildung 1.5: Leistung in Abhéngigkeit der Windgeschwindigkeit

ist die Leistungskurve des Windes fiir einen Rotordurchmesser von 60 m und eine Luftdich-
te von 1,225% kg/m? dargestellt. Wird der Windstrémung Energie entnommen, verlangsamt
sich diese. Der Massenstrom bleibt allerdings konstant, was zur Folge hat, dass der Wind sich
ausweitet, da hinter der Windenergieanlage die gleiche Menge Luft bei geringerer Geschwin-
digkeit {iber eine groflere Flidche abtransportiert werden muss. Wiirde man die komplette
Windenergie in Rotationsenergie wandeln, kime es hinter der Anlage zu einem Luftstau, da
dort die Luftmassen ruhen wiirden. Der Physiker Betz ermittelte das Maximum des Anteils
der Leistung, welche dem Wind entnommen werden kann. Dieser Wert liegt bei 59,3% und
wird als Betzscher Leistungsbeiwert ¢, get. bezeichnet.

5Dichte von trockener Luft bei normalem atmosphiirischem Druck auf Meereshohe bei 15°C; dieser Wert
wird in der Windindustrie als Standard verwendet.
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Windenergieanlagen (WEA)

In der Realitét liegt der Leistungsbeiwert c,, der Anteil der Leistung, den eine Windener-
gieanlage nutzen kann, je nach Anlagentyp nur bei 40% bis 50%. Der Wirkungsgrad® einer
Windenergieanlage stellt das Verhéltnis von Leistungsbeiwert ¢, zum Betzschen Leistungs-
beiwert ¢, per. dar und liegt demnach zwischen 70 und 80%. Es lohnt sich also nur, die Anlage
ab einer bestimmten Windgeschwindigkeit einzuschalten. Diese so genannte Anlaufgeschwin-
digkeit vsgqre liegt zwischen 2 und 4 m/s [32].

Eine Windenergieanlage besteht aus einem Fundament, dem Turm, der Maschinengondel
mit Generator, dem Getriebe und den Rotorbléttern mit Nabe. Der Rotordurchmesser ist je
nach Anlagengrofie und Hersteller verschieden. Die Werte variieren zwischen 43 m und 90 m.
Die Nabenhohe schwankt zwischen 43 und 90 m und ist mit dem Rotordurchmesser positiv
korreliert. Im Fufl des Turms befinden sich die Elektronik und die Netzanschlusstechnik.
Durch die Rotorblétter wird der Wind in eine Drehbewegung gewandelt, welche dann von
dem elektrischen Generator in elektrische Energie umgewandelt wird. Die dabei gewonnene
Energie wird ins Stromnetz eingespeist.

Eine weitere Kenngrofie von Windenergieanlagen ist die Nenngeschwindigkeit vy. Bei die-
ser gibt die Anlage ihre Nennleistung Py ab. Sie liegt zwischen 11 und 16 m/s. Ab dieser
Nenngeschwindigkeit wird die maximale Leistungsabgabe der Anlage erreicht; d.h. beim Uber-
schreiten dieser Geschwindigkeit wird die Leistungsabgabe konstant gehalten, da es sonst zu
Uberlastungen der Anlagenkomponenten kommen kann. Der Leistungsbeiwert cp nimmt somit
ab.

Bei heutigen Windenergieanlagen wird von einer Anlagengréfie von 1,5 MW bis 3 MW ausge-
gangen. Bei Offshore-Anlagen ist eine hthere Nennleistung denkbar. Bei zu starkem Sturm, ab
einer Windgeschwindigkeit von 25-35 m/s, wird die Anlage jedoch abgeschaltet, um Schiden
zu vermeiden. Im Folgenden wird die Abschaltgeschwindigkeit mit vy, bezeichnet. Der Leis-
tungsbeiwert ¢, sinkt auf Null.

Eine Moglichkeit, den Leistungsbeiwert in Abh#ngigkeit der Windgeschwindigkeit zu be-
rechnen, hat Quaschning in seiner Arbeit Systemtechnik einer klimavertriglichen FElektri-
zitdtsversorgung in Deutschland fir das 21.Jahrhundert dargestellt [27]:

0 : v < Vstart
c v <v<wv
D,MAT start N
cp(v) = 2P (1.5)
P pA,fX?, oy << Ustop
0 : v> VUstop

Die elektrische Wirkleistung P,; ist der Anteil der Leistung, der von einer Windenergieanlage
fiir die Stromerzeugung genutzt werden kann. Diese ist abhéngig von der im Wind enthaltenen
Leistung P sowie dem Leistungsbeiwert. Sie lasst sich mit Hilfe folgender Formel bestimmen:

P.(v) = ¢p(v)P(v) (1.6)

SDer Wirkungsgrad stellt das Verhiltnis von abgegebener zu zugefithrter Leistung dar.
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Leistungsbeiwert und elektrische Wirkleistung
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Abbildung 1.6: Leistungsbeiwert und elektrische Wirkleistung in Abhéngigkeit der Windge-
schwindigkeit

In der Abbildung 1.6 sind der Leistungsbeiwert und die elektrische Wirkleistung in Ab-
héngigkeit der Windgeschwindigkeit gegeniibergestellt. Die Kurven wurden fiir eine Beispiel-
anlage mit einer Nennleistung von 1,5 MW, einem Rotordurchmesser von 60 m und einer
Luftdichte p = 1,225kg/m?> berechnet. Anlauf-, Nenn- und Abschaltgeschwindigkeit liegen
bei 2,5 m/s, 13 m/s und 25 m/s. Der maximale Leistungsbeiwert ¢, mqq liegt bei dieser An-
lage bei 0,44.

Fiir die Windanlagenindustrie ist es sehr wichtig, die regionalen Windverhé&ltnisse zu kennen.
Um die Anlage in Bezug auf Energiekosten zu optimieren, oder um die Rentabilitit einer
Anlage an einem bestimmten Standort zu bestimmen, werden diese Informationen benétigt.
Die Windgeschwindigkeit iiber ein Jahr hinweg unterliegt der sog. Weibull-Verteilung

Fop(v) =1— e @) (1.7)
mit der zugehorigen Dichtefunktion
B—1
v —a(2)8
fap(v) = affi—ze ) (1.8)

mit dem Parametern «, 8 und v. Letzterer ist die mittlere Windgeschwindigkeit fiir den
jeweiligen Standort. Die statistische Verteilung der Windgeschwindigkeit ist je nach Ort ver-
schieden und von mehreren Faktoren abhingig, wie beispielsweise der Landschaft oder der
Bodenoberfliche. Die Weibull-Verteilung dndert sich je nach Wahl der Parameter in Form
und Mittelwert. Fiir o = 7 und § = 2 wird sie auch Rayleigh-Verteilung genannt.
T v eig(%)Q

fg,z(v) =35

o (1.9)

10
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Rayleigh-Verteilungsfunktion Rayleigh-Dichtefunktion
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Abbildung 1.7: Rayleigh-Verteilung und Dichtefunktion in Abhéngigkeit der Windgeschwin-
digkeit

Diese Verteilungs- und Dichtefunktion ist in Abbildung 1.7 fiir eine mittlere Windgeschwin-
digkeit von 7 m/s dargestellt. An der x-Achse ist jeweils die Windgeschwindigkeit angetragen
und an der y-Achse die Wahrscheinlichkeit des Auftretens dieser Windgeschwindigkeit. Der
Median der Verteilung liegt hier bei 6,6 m/s. Er unterteilt die Flidche in zwei gleich grofie
Halften, d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass die Windgeschwindigkeit kleiner gleich 6,6 m/s ist,
entspricht der Wahrscheinlichkeit, dass die Windgeschwindigkeit stérker als 6,6 m/s weht.

Der Verlauf der beiden Kurven zeigt, dass in dieser Region Stiirme nur sehr selten vorkom-
men. Am héufigsten treten Windgeschwindigkeiten von 5,5 m/s auf. Die Wahrscheinlichkeit,
dass die Windgeschwindigkeit unter 10 m/s liegt, ist 80%. Fiir eine Anlage mit einer Nenn-
geschwindigkeit von 11 m/s oder mehr wiirde hier in den seltensten Fiillen die Nennleistung
der Anlage erreicht. Man sieht, dass durch die Nennleistung einer Anlage nur geringfiigige
Aussagen iiber die tatséchliche Leistungsabgabe gemacht werden konnen. Hierzu bendétigt
man die mittlere elektrische Leistungsabgabe P.; der Anlage, welche die Wahrscheinlichkeit
des Auftretens einer bestimmten Windgeschwindigkeit beriicksichtigt

Pa= [ :ﬂv)Pel(v)dv (1.10)

Um daraus die Energie E.; zu berechnen, welche von einer Windenergieanlage an diesem
Standort in einem Jahr erzeugt wird, multipliziert man die mittlere Leistung mit der Anzahl
Stunden im Jahr. Es ergibt sich

E. = P.; - 8760h (1.11)

Um die Leistung einer Windenergieanlage zu bestimmen, benotigt man die Windgeschwin-
digkeit auf Nabenhohe v(h). Gegebene Messwerte, welche die Windgeschwindigkeit in einer
bestimmten Hohe h,,.ss wiedergeben, miissen dazu umgerechnet werden. Die Winddaten, die

11
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fiir die Berechnung der Zeitreihen in Abschnitt 2.2.3 verwendet wurden, beziehen sich auf
eine Hohe von 6 m. Die Umrechnung erfolgt iiber das logarithmische Grenzschichtprofil

ln(%)

ln( Rmess )

20

v(h) = v(hmess) (1.12)

Dabei beschreibt zy die Rauhigkeitslénge, die fiir Offshore-Gebiete mit 0,002, fiir kiistennahen
Gebiete mit 0,03 und fiir das Binnenland mit 0,1 abgeschétzt werden kann.

12



Kapitel 2

Die Modellierung des
Kraftwerksparks und des
Ubertragungsnetzes

Das deutsche Energieerzeugungs- und Ubertragungssystem wurde mittels eines Modells be-
schrieben. Unter Beriicksichtigung der fluktuierenden Eigenschaften des Windes, der Strom-
nachfrage der Verbraucher, welche zu jeder Tages- und Nachzeit gedeckt werden muss, des
Ubertragungsnetzes und der verschiedenen Kraftwerke wird durch das Modell u.a. eine opti-
male Fahrweise des bestehenden Kraftwerksparks errechnet, sowie die nétigen Kapazititen fiir
die Erzeugung und den Transport bestimmt. Im folgenden Kapitel wird auf die Einzelheiten
der Modellierung und die zu Grunde liegenden Daten eingegangen.

2.1 Die Struktur des Modells

Das komplette Ubertragungsnetz und der Kraftwerkspark der Regelzone Deutschland wurden
zusammengefasst. Daraus resultieren 29 Ersatzknoten, die stellvertretend die Verbraucherzen-
tren und Erzeugungszentren représentieren. Jedem Knoten wird damit eine Nachfrage zuge-
wiesen, die es zu decken gilt. Ebenso sind jedem Knoten unterschiedliche Kraftwerke zugeord-
net. Dieses Modell wurde auf 8 Kraftwerkstypen beschréinkt: Gasturbinen, GuD, Windener-
gieanlagen im On- und Offshore-Bereich, Kern-, Steinkohle-, Braunkohle- sowie Laufwasser-
und Pumpspeicherkraftwerke. Die Modellierung fiir drei Beispielknoten ist in Abbildung 2.2
graphisch dargestellt.

Die 380/220 kV-Leitungen wurden zusammengefasst und deren Kapazitéit den entsprechenden
Ersatzleitungen zugerechnet. Das modellierte Ubertragungsnetz besteht aus 88 Leitungen mit
heutiger Nenniibertragungskapazitéit, welche die einzelnen Knoten miteinander verbinden. Es
ist in Abbildung 2.1 auf Seite 14 graphisch dargestellt. Den Ubertragungsleitungen wurde
ein mittlerer Wirkungsgrad zugeordnet, da es aus Griinden der geforderten Linearitét nicht
moglich ist, die reale Abhingigkeit der Ubertragungsverluste vom Lastfluss abzubilden.

13
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UBERTRAGUNGSNETZES

Das Modell ermoglicht eine stundengenaue Auflésung in einem Zeitraum von einem Jahr.
Eine hohe zeitliche Auflosung ist notwendig, um tégliche, wochentliche und saisonale Last-
schwankungen und insbesondere die schwankende Leistungsabgabe des Windes angemessen
beriicksichtigen zu kénnen. Fiir die Berechnung der Kosten ist eine langfristige Betrachtung
von mindestens einem Jahr erforderlich. Um die Rechenzeit der Optimierung auf Grund einer
sehr groflen Datenmenge zu verkiirzen, wurde ein Auswahlverfahren fiir bestimmte Stunden
und Tage entwickelt, das relativ genau mit Hilfe von Gewichtungen dieser Stunden die Daten
eines Jahres simuliert.

Abbildung 2.1: Das modellierte Verbundnetz

Das Modell ist als lineares Optimierungsproblem in der Programmiersprache GAMS (General
Algebraic Modelling System) formuliert. GAMS ist eine hoch entwickelte Modellierungsspra-
che zur kompakten Repréasentation komplexer Modelle. Sie erlaubt Modellbeschreibungen,
die unabhéingig vom Losungsalgorithmus sind. Als Zielfunktion wurde die Minimierung der
Gesamtkosten der Energieerzeugung und Ubertragung gewihlt. Zu den Gesamtkosten zihlen
Investitionskosten, Fixkosten, variable Kosten sowie Brennstoffkosten. Die Investitionskos-

14
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Abbildung 2.2: Modellierung der Knoten fiir drei Beispielorte

ten werden mit Hilfe der Annuititenberechnung mit einem Kalkulationszinssatz von 5% und
einem spezifisch angenommenen Abschreibungszeitraum auf ein Jahr umgelegt. Der Abschrei-
bungszeitraum betrigt je nach Anlage zwischen 15, 17 und 30 Jahre. Technische Parameter
der Kraftwerke sowie des Ubertragungsnetzes werden im Modell durch Variablen, Gleichungen
und Ungleichungen umgesetzt.

Die Eingabedaten stellen einen elementaren Teil des Modells dar. Diese werden von GAMS aus
Textdateien importiert. Durch eine geeignete Benutzeroberfliche und mittels VBA! kénnen
die wesentlichen Daten und Parameter der Energicerzeugung und Ubertragung sehr schnell
und einfach gedndert werden. Dazu gehoren u.a. alle Arten von Kosten, Wirkungsgraden,
Kapazitiatsschranken und Lasténderungskoeffizienten der Kraftwerke. Die Eingabedaten des
Verbraucherlastgangs und des Windangebots liegen in Form von Zeitreihen (stiindliche Auf-
16sung) vor.

Je nach Untersuchungsziel konnen durch eine geeignete Kapazitdtswahl die Rahmenbedin-
gungen fiir die Optimierung gedndert werden. So kann beispielsweise die Existenz von bereits
bestehenden Kraftwerken vorgegeben werden. Erméglicht wird auch die Nutzung bzw. Nicht-
nutzung gewisser Kraftwerke zu einem frei wihlbaren Grad. Bei den folgenden Szenarien
wurden so die globale Beschrinkungen des Erdgasimports und das lokale Kohlevorkommen
beriicksichtigt. Auch die Nutzung von Laufwasserkraftwerken wurde fixiert. Ferner besteht
die Moglichkeit, die COz-Emission zu beschrianken.

Visual Basic for Application
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UBERTRAGUNGSNETZES
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Abbildung 2.3: Schematische Darstellung des Programmablaufs

Als Output liefert das Modell die optimale Fahrweise des Kraftwerksparks als Zeitreihe so-
wie die errichteten Kapazititen der Kraftwerke und des Ubertragungsnetzes. Die optimalen
Transportmengen werden ebenfalls ausgegeben. Dadurch ist es moglich, Engpassleitungen
zu lokalisieren. Die Ausgabewerte werden in einer GDX Datei abgespeichert und gleichzei-
tig werden Exceltabellen erzeugt. Durch eine geeignete VBA-Programmierung wurden die
Ausgabedaten direkt fiir weitere Analysen aufgearbeitet (Abbildung 2.3).

Es besteht die Moglichkeit, dass das Modell eine Optimallésung liefert, die technisch nicht
umsetzbar ist. In dem elektrotechnischen Simulationsmodell DIgSILENT PowerFactory wird
die Durchfiihrbarkeit von Lastfliissen hinsichtlich der Spannungserhaltung und der Leistungs-
auslastung iiberpriift [18]. Diese netztechnischen Untersuchungen orientieren sich an den Er-
fordernissen eines unverénderten Zuverldssigkeitsniveaus der deutschen Energieversorgung.
Mittels Lastflussrechnung wird die Einhaltung der Spannung an den einzelnen Knoten sowie
die Auslastung der Ubertragungsleitung untersucht. Abgesehen von wenigen Ausnahmen, ent-
sprechen die bei der Optimierung ermittelte Lastfliisse der bei der Netzberechnung ermittelten
maximalen Auslastung [17]. Treten solche Ausnahmen auf, kann durch geringes Andern der
Optimallésung die Durchfiihrbarkeit gewéhrleistet werden. Da diese Félle nur in sehr geringe
Mafle auftreten, sind sie fiir diese Arbeit unwesentlich und kénnen ignoriert werden.

2.2 Eingabedaten

Die Eingabedaten bilden den elementaren Teil der Programmierung. Eine Anderung vari-
iert die Voraussetzungen und damit die Grundlage der zu berechnenden Probleme. An der
Implementierung in GAMS selber muss dazu nichts geéndert werden.
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UBERTRAGUNGSNETZES

2.2.1 Kosten

Die Kosten fiir die Investition und den Betrieb von Kraftwerken unterteilen sich in Investiti-
onskosten, Fixkosten, variable Kosten und Brennstoffkosten. Diese sind in den Tabellen 2.1
zusammengefasst. Die Brennstoftfkosten sind hier thermisch angegeben, die restlichen Kosten
elektrisch.

Kraftwerk H Ky Buo/xw) | KpigEuro/xiw] | Ky gr Buro ct/kwh] | K Bren [Buro ct/kwh]
Steinkohlekraftwerk 1036 40 0,77 0,5
Braunkohlekraftwerk 1150 47 0,99 0,45
Gasturbine 229 13 0,00 0,9
GuD 405 16 0,40 0,9
Kernkraftwerk 1500 40 0,99 0,3
Laufwasserkraftwerk 4500 41 0,00 0,00
WEA Onshore 675 34 0.36 0,00
WEA Offshore 793 40 0,47 0,00

Tabelle 2.1: Spezifische Kosten der Stromerzeugung fiir das Jahr 2030

Die Daten entstammen der Enquete-Kommission des Deutschen Bundestages ,,Nachhalti-
ge Energieversorgung unter den Bedingungen der Globalisierung und der Liberalisierung*
[14][16]. Bei den Werten fiir das Jahr 2030 handelt es sich um eine mogliche Entwicklung der
Kosten. Die Brennstoffkosten sind allerdings nur sehr schwer vorhersehbar. Wenn nicht weiter
angegeben, wurde mit einem konstanten Kalkulationszinssatz von 5% gerechnet. Die Brenn-
stoffkosten fiir Gas wurden bei verschiedenen Untersuchungen variiert. Als Ausgang diente
ein Preis in Hohe von 2 Euro ct/kWh. Dies entspricht dem Durchschnitt der Gaspreise fiir
den Import der Jahre 1990 bis 2003. Aktuell liegt der Gaspreis bei 2,4 Euro ct/kWh.

Der Abschreibungszeitraum wurde fiir GuD, Gasturbinen, Steinkohle-, Braunkohle- und Kern-
kraftwerke auf 17 Jahre festgelegt, fiir Laufwasserkraftwerke auf 30 und fiir Windenergiean-
lagen auf 15 Jahre.

Bei den hier angegebenen Kosten sind alle Aufwendungen fiir die Erzeugung einer Kilo-
wattstunde enthalten. Fiir die Modellierung wurden die Investitionskosten mit Hilfe der An-
nuitdtenrechnung auf ein Jahr umgelegt, so dass sich alle Kosten in dem Modell auf ein Jahr
beziehen.

Die Annuitdt A ldsst sich nach folgender Formel berechen:
. Kipy (1;7“)T7“
(1+7r) —1

Die benétigten Parameter sind im Folgenden aufgelistet:

(2.1)

Bezeichner Beschreibung

Ko Investitionskosten /Kapital
r Kalkulationszinssatz
T Abschreibungszeitraum /Nutzungsdauer
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UBERTRAGUNGSNETZES

2.2.2 Nachfrage

Die groflen Stromversorger der meisten westeuropéischen Lé&nder haben sich zu einem ge-
meinsamen Verbundnetz, der UCTE (Union fiir die Koordination des Transportes elektri-
scher Energie), zusammengeschlossen, um die Versorgungssicherheit mit Strom besser zu
gewihrleisten und zu vereinfachen. Derzeit hat die UCTE 20 Mitgliedstaaten [15].

Die Verbraucherlasten liegen in Form einer Zeitreihe vor und wurden einen detaillierten
UCTE-Datensatz der Universitidt Rostock entnommen. Die Verbraucherlasten wurden zu-
sammengefasst und den einzelnen Knoten des Modells zugeordnet [17].

Fiir alle Szenarien wurde derselbe Lastgang verwendet. Es sind deutliche Unterschiede zwi-
schen Wochenenden und Werktagen sowie tageszeitliche und saisonale Schwankungen der
Stromnachfrage zu erkennen. Die Abbildung 2.4 zeigt einen typischen Lastgang einer Woche
von Montag bis Sonntag im Sommer im Vergleich zu einer Woche im Winter fiir Gesamt-
deutschland. Die Nachfrage ist im Winter durchgehend hoher. In der Nacht und am Wochen-
ende zeichnen sich ebenfalls geringere Lastgéinge ab. Die oben beschriebenen auftretenden

Typischer wochentlicher Lastgang im Sommer und Winter
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Abbildung 2.4: Typischer Lastgang fiir eine Woche im Sommer im Vergleich zum Winter

Schwankungen sind durch ihr periodisches Auftreten relativ leicht vorhersagbar und bereiten
so den Energieversorgungsunternehmen keine grofien Probleme. Wird allerdings Windenergie
in das Stromnetz integriert, entstehen neue Probleme fiir die Energieunternehmen, da die
Restnachfrage nicht mehr in dem Mafle vorhersehbar ist. Die Restnachfrage ist die Differenz
aus Stromnachfrage und Windangebot, sie ist demnach sehr stark vom o6rtlichen Windauf-
kommen abh#ngig. Die Restnachfrage fiir obige Wochen ist in Abbildung 2.5 auf Seite 19
dargestellt. Man sieht hier deutlich, dass weder zwischen einem Winter- und Sommertag noch
zwischen Werktag und Wochenende unterschieden werden kann. Tageszeitliche Schwankungen
sind meist noch zu erkennen. In Kapitel 4.3 werden die Preisanstiege in Zusammenhang mit
der Integration von Windenergieanlagen in das deutsche Stromnetz untersucht.
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Restnachfrage einer Woche im Sommer und Winter
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Abbildung 2.5: Restnachfrage fiir eine Woche im Sommer im Vergleich zum Winter

2.2.3 Wind

Den Ausgangpunkt fiir die Zeitreihe des Windangebots fiir das Modell bilden die Windge-
schwindigkeitsdaten des World-Wind-Atlas [33]. Der World-Wind-Atlas wurde aus meteoro-
logischen Daten eines globalen Wettermodells erstellt. Fiir Deutschland existieren 20 Mess-
punkte mit jeweiligen Windgeschwindigkeiten in sechsstiindiger Auflésung, die von T. Haase
im Rahmen seiner Dissertation aufgearbeitet wurden [17]. Die Daten fiir jede sechste Stunde
wurden zunéchst auf 1 Stunde umgerechnet und anschlieSend die lokalen Windgeschwindig-
keiten mit Hilfe der Entfernungen zu den 20 umliegenden Messpunkten bestimmt.

Die Leistungsabgabe des Windes kann nun mit Hilfe der in Abschnitt 1.2.1 vorgestellten For-
meln und der lokalen Windgeschwindigkeiten errechnet werden. Die Winddaten zeigen ein ein-
deutiges Nord-Siid-Gefille. In Graphik 2.6 auf Seite 20 ist stellvertretend fiir Stiddeutschland
ein typisches Windangebot der Stadt Miinchen dargestellt. Dort kénnen in dieser Woche
beispielsweise maximal 77 MWh Strom erzeugt werden. Der Mittelwert liegt bei 8,4 MWh.
Die Stadt Hamburg reprisentiert dagegen Norddeutschland. Hier sind die Winddaten der
Offshore-Region Hamburg dargestellt. Mit dort installierten Windenergieanlagen kénnten
zwischen 662 MWh und 7013 MWh Strom erzeugt werden. Der Mittelwert liegt bei 4027,7
MWh. In Norddeutschland kénnte damit allein durch die Offshore-Windparks die Nachfrage
zu groflen Teilen gedeckt werden, in Siiddeutschland dagegen nicht anndhernd. In Abbildung
2.7 auf Seite 20 wird die durch Wind erzielbare Energie mit der Nachfrage fiir einen Ort im
Norden (links) und einen Ort im Siiden (rechts) von Deutschland dargestellt. Es wird deut-
lich, dass sich das Stromnetz hinsichtlich dieses Gefilles bei einer Nutzung der Windenergie
dndern muss. Es sind weitere Untersuchungen und Forschungen hinsichtlich der Durchfithrung
solch einer Erweiterung notwendig.

19



KAPITEL 2. DIE MODELLIERUNG DES KRAFTWERKSPARKS UND DES
UBERTRAGUNGSNETZES

Winddargebot einer Woche in Siid und Norddeutschland
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Abbildung 2.6: Windangebot einer Woche im Winter fiir Nord- und Stiddeutschland
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Abbildung 2.7: Windangebot versus Stromnachfrage einer Woche im Winter fiir Nord- und
Stiddeutschland

2.2.4 Ubertragungsnetz

Deutschland wurde in 29 Bereiche unterteilt, die als Knoten im Modell die realen Verbrau-
cherzentren ersetzen. Meist sind diese Bereiche Umgebungen von gréfleren Stddten. Diesen
Knoten werden der Realitdt entsprechend Kraftwerke zugeordnet. Die umliegenden UCTE-
Mitgliedstaaten wurden jeweils zu einem Knoten zusammengefasst und deren Erzeugung und
Verbrauch fixiert. Die Einzelkapazitéiten der 220/380-kV-Leitungen des detaillierten UCTE-
Netzes, welche die Knoten miteinander verbinden, wurden zusammengefasst. So entstanden
insgesamt 88 Leitungen, die in dem Modell implementiert sind. Von diesen 88 Leitungen
verbinden 55 Leitungen Knoten innerhalb Deutschlands, 20 Leitungen verbinden Deutsch-
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land mit den umliegenden Mitgliedstaaten, und 13 Leitungen verbinden die Mitgliedstaaten
untereinander.

Leitung Leistung [MVA] JWirkungsgrad Leitung Leistung [MVA] |Wirkungsgrad

Berlin Cottbus 3547 0.976 Hannover Kassel 2449 0.979
Berlin Greifswald 2063 0.979 Hannower Magdeburg 2685 0.885
Berlin Magdeburg 2369 0.985 Karlsruhe Mainz 381 0.992
Biclefeld Bremen g1e 0.991 Karlsruhe Nuernberg 1007 0.985
Biglefeld Hamburg 2632 0.885 Karlsruhe Saarbruecken as87 0.283
Bielefeld Hannawer 2693 0.98 Karlsruhe Stuttgart 3748 0.983
Bielefeld Kassel 1580 0.969 Kiel Eltra 2260 0.989
Bielefeld Muenster 1269 0.976 Koeln Mainz 2590 0.97&
Bodensee Stuttgart 987 0.971 Koeln Saarbruecken 2256 0.971
Bodensee Uim 1826 0.97 Koeln Tennet 3343 0.96
Bodensee Tirol 3026 0.99 Leipzig Magdeburg 26859 0.982
Bremen Hamburg 3640 0.971 Magdeburg Rostock 2029 0.956
Bremen Muenster 987 0.996 Mainz Nuernberg 564 0.284
Bremen Tennet 2626 0.977 Mainz Saarbruecken 1650 0.978
Chemnitz Cottbus 4405 0.982 Iainz Stuttgart 2638 0.983
Chemnitz Dresden 5264 0.885 Muenchen Nuernberg 2714 0.964
Chemnitz Erfurt 2037 0.964 Muenchen Regensburg 2738 0.983
Chemnitz Leipzig 3933 0.971 Muenchen Uim 1580 0.954
Chemnitz Ceps 2632 0.499 Muenchen Tiral 1238 0.0z
Cottbus Dresden 2632 0.984 Muenster Tennet 2843 0.997
Cottbus Leipzig 2632 0.975 Nuernberg Regensburg 2367 0.964
Cottbus Magdeburg 2632 0.977 Nuernberg Stuttgart 1318 0.282
Dresden Pse 2653 0.991 Regensburg Apg 1516 0.975
Erfurt Kassel 2686 0.972 Regensburg Ceps 2896 0.981
Erfurt Leipzig 3887 0.974 Rostock Elkraft &0 0.95
Erfurt Nuermberg 3160 0.979 Saarbruecken  Edf 3580 0.961
Essen Kassel 1974 0.984 Stuttgart Ulm 3891 0.98
Essen Koeln 3973 0.978 Ulm Tirol 1381 0.982
Essen Muenster 3577 0.98 Eql Edf 2975 0.989
Frankfurt Kassel 4738 0.983 PSE CEPS 0 0.92
Frankiurt Koeln ag87 0.991 PSE S0E 2770 0.999
Frankfurt hainz 1974 0.993 CEPS S0E 2215 0.999
Frankfurt Nuernberg 2632 0.977 CEPS APG 2200 0.94
Freiburg Karlsruhe 5422 0.978| |APG TIROL 1185 0.94
Freiburg Stuttgart 636 0.988 BODEMNSEE EGL 3180 0.98
Freiburg Egl 4933 0.999 TENNET ELIA 5400 0.94
Freiburg Edf 1750 0.996 ELIA EDF 2795 0.98
Greifswald  Magdeburg 1343 0.974 Saarbruecken  ELIA 980 0.98
Greifswald  Rostock 2688 0.973| |APG SOE 3375 0.999
Greifswald ~ Pse 324 0.981 EMEL S0E 2040 0.999
Hamburg Hannower 3160 0.976 EMNEL EDF 3510 0.999
Hamburg Kiel 2244 0.99 EMNEL EGL 1950 0.999
Hambirg Kraftnast 600 0.95 EMEL BODENSEE 1510 0.999
Hamburg Rostock 2633 0.98 EMNEL TIROL 255 0.999

Abbildung 2.8: Transportkapazititen

2.2.5 Kraftwerke

Die Kraftwerke im detaillierten UCTE-Netz wurden fiir jede Umgebung eines Ersatzknotens
nach Energietrigern und Wirkungsweise zusammengefasst und dem entsprechendem Knoten
im Modell zugeordnet. Die Kraftwerke unterscheiden sich durch technische Parameter und
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spezifische Kosten. Der Lastflussénderungskoeffizient wird mit PC bezeichnet. Er gibt die
Geschwindigkeit des Lastwechsels an.

Kraftwerk H Wirkungsgrad | Abschreibungszeitraum [a] \ PC ‘
Steinkohlekraftwerk 0,45 17| 0,2
Braunkohlekraftwerk 0,45 17 1
Gasturbine 0,35 17 1
GuD 0,58 17 1 0,2
Kernkraftwerk 0,35 17 1
Laufwasserkraftwerk 0,5 30 1
WEA Onshore 1 15 1
WEA Offshore 1 15 1

Tabelle 2.2: Technische Parameter der einzelnen Kraftwerke

Die technischen Parameter sind in Tabelle 2.2 zusammengefasst. Die spezifischen Kosten
konnen Kapitel 4, Seite 53, entnommen werden.

2.3 Modellierung

Die in diesem Kapitel vorgestellten Konzepte wurden als ein mathematisches Modell in Form
eines linearen Optimierungsproblems formuliert. Die Eingabedaten werden in Form von Va-
riablen, Gleichungen und Ungleichungen in die lineare Programmierung eingebunden. In fol-
gendem Kapitel wird auf die Theorie linearer Optimierungsprobleme eingegangen und einige
Algorithmen und Verfahren vorgestellt, die zum Losen des Modells verwendet wurden.
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Kapitel 3

Lineare Optimierungsprobleme und
deren Losungsalgorithmen

In der Wirtschaft findet man viele Probleme, die als lineare Optimierungsprobleme formu-
liert werden konnen. Dazu gehoren beispielsweise die Minimierung von Produktionskosten,
Fahrzeitminimierung bei der Auslieferung von Produkten oder die Berechnung der maximalen
Auslastung von Maschinenlaufzeiten. Die lineare Optimierung stellt demnach ein bedeutendes
Feld der Optimierung dar.

Bei Problemen obiger Art verfolgt man ein Ziel, das es zu optimieren gilt. Dieses Ziel wird in
der so genannten Zielfunktion beschrieben. Bedingungen und Einschrinkungen, welche fiir die
Erfiilllung obiger Ziele gelten bzw. gewéhrleistet werden miissen, werden mathematisch mit
Hilfe von Gleichungen, Ungleichungen (auch Restriktionen genannt) und Variablen umgesetzt.
Ein Optimierungsproblem, bei dem Zielfunktion und Restriktionen linear sind, nennt man ein
lineares Programm.

Aus geometrischer Sicht beschreibt jede lineare Gleichung mit den Variablen z1,..,x, eine
Hyperebene im n-dimensionalen Bildraum, eine lineare Ungleichung einen Halbraum, in dem
alle Punkte auf einer Seite der Hyperebene liegen. Dieser Halbraum stellt die Menge aller
zuldssigen Losungen fiir diese Ungleichung dar.

Mehrere Restriktionen definieren durch den Schnitt aller zugeordneten Halbrdume den Zu-
lassigkeitsbereich, der einen konvexen Polyeder bildet. Es besteht allerdings auch die M6glich-
keit, dass dieser Bereich aufgrund zweier sich widersprechender Restriktionen leer ist (Bei-
spielsweise © > 2 und < 1). Das Problem ist also nicht 16sbar. Ist der Polyeder in Richtung
der Zielfunktion unbeschrénkt, so existiert ebenso keine optimale Losung (Beispiel : max
x1 + 3xg unter x1 + x2 > 10 und z; > 0 fir ¢ = 1, 2).

Gibt es jedoch ein Optimum, ist dieses am Rand des Zuléssigkeitsbereichs in einer Ecke bzw.
Schnittmenge zu finden. Eine Ecke eines Polyeders ist ein Punkt, in dem sich n linear un-
abhéngige Ungleichungen schneiden, dabei ist n die Anzahl der Variablen. Im 2-dimensionalen
Raum ist eine Schnittmenge eine Kante. Das Optimum ist eine Kante, wenn der Zielfunkti-
onswert in zwei benachbarten Ecken gleich ist, d.h. die Zielfunktion ist parallel zu der Re-
striktion, welche diese beiden Ecken verbindet, und damit ist jeder Punkt auf dieser Strecke
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ein Optimum. Da es sich im linearen Fall um eine lineare Zielfunktion handelt, ist jedes lokale
Optimum auch ein globales.

In der Energiewirtschaft stellen die Erzeugung und Ubertragung von Energie sowie die Be-
stimmung des optimalen Kraftwerkeinsatzes ebenfalls ein Problem dar, welches als lineares
Programm formuliert werden kann. Dabei ist das Ziel die Ermittlung der kostenminimalen
Entscheidungen beziiglich des Einsatzes eines Kraftwerksparks und dessen Fahrweise zur Last-
deckung der Nachfrage unter Beriicksichtigung der Moglichkeit der Nutzung des Windange-
bots. Technische Beschrinkungen der Kraftwerke wie Anfahrzeiten und Lastbeschrankungen
werden durch Nebenbedingungen erfasst. Die wichtigsten Nebenbedingungen sind im Folgen-
den vereinfacht dargestellt.

Variablen: E;,,, Eout, Eco,, C, Cheu-

Dabei steht E;, fiir Energie, die in einen Prozess, die Speicherung bzw. den Transport hinein
flieBt und E,; fiir Energie, die aus dem Prozess, der Speicherung oder dem Transport heraus
flieBt. Eco, ist die CO2-Emission. C steht fiir Kapazitdt. C ist die Gesamtkapazitdt und
Cheu, die neu errichtete Kapazitéit. I ist die Menge aller Installationen, dazu gehoren die
Energieerzeugung je Ort, Zeit und Kraftwerk, die Speicherung je Ort und Zeit sowie der
Transport von Ort zu Ort je Zeit. T ist die Menge der Zeitschritte. Kino,, Kfriz, und Kyar,
sind Investitionskosten, Fixkosten und variable Kosten der Installation i.

Zielfunktion

min Y Kinw,Crew, + > Kfie,Ci+ Y Koar, Bin,,, (3.1)
% % %t

Nebenbedingungen

Durch die Energieumwandlung (Prozess), die Speicherung oder den Transport entstehen Ver-
luste. Mit Hilfe des Wirkungsgrades n wird die erhaltene Energie bestimmt:

Einiyt = Bou,, Vi€l und teT (3.2)

Die Nachfrage d, mit d > 0, muss zu jedem Zeitpunkt t gedeckt werden:

Z(Eoutiyt - Eznzt) Z dt (33)

it
Die Energieerzeugung, Speicherung und der Transport unterliegen gewissen Kapazitétsschran-
ken:

Ein,, <C; Yiel und teT (3.4)

Die Kapazitéit C einer Installation i errechnet sich aus bereits installierter ¢nstC' plus neuer
Kapazitit Chey:

C; = Cneui +instC; Viel (3.5)
Begrenzung der C'Oz-Emission:

> Eco,, <up fir i€l,teT (3.6)
2t
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Lastdnderung eines Kraftwerks von einen auf den néchsten Zeitpunkt. Der Lastédnderungsko-
effizient wird mit PC bezeichnet:

—C - PC < Eout;y — Bout; ., <C-PC fir i€l,teT (3.7)
Die Variablen konnen sowohl nach oben als auch nach unten beschrankt werden:

loj < C;<up; firalle i€l (3.8)
lo; < Emi < up; fir 1€l (3.9)

3.1 Der Simplex-Algorithmus

Die Simplex-Methode, 1947 von Dantzig entwickelt, ist ein Algorithmus zum Lo&sen linearer
Optimierungsprobleme. Er ist der erste Algorithmus, welcher in der Praxis zum Ldsen linearer
Probleme eingesetzt wurde. Obwohl er nicht immer in polynomieller Zeit eine Losung liefert,
gilt er als sehr effizient.

Man startet an einer beliebigen zulédssigen Ecke, sucht von dort eine Verbesserung beziiglich
des Zielfunktionswertes und geht soweit in die Richtung der Verbesserung, bis die néchste
Ecke des Zuléassigkeitsbereich erreicht wird. Von dort aus wiederholt sich das Verfahren, bis
keine Verbesserung mehr moglich ist. Die Ecken des Polyeders heiflen Basisldsungen des li-
nearen Ungleichungssystems. Der Teilvektor der Variablen, welcher die Basislosung bildet,
wird aus den Basisvariablen zusammengesetzt. Die restlichen Variablen nennt man Nicht-
Basisvariablen. Ein Wandern von Ecke zu Ecke ist gleichbedeutend mit einem Basiswechsel.
Eine Ecke entsteht, wie schon erwihnt, als Schnitt von sich schneidenden Hyperebenen. Fiir
die Restriktionen, die zu diesen Hyperebenen gehoren, gilt im Falle von Ungleichungen Gleich-
heit. Man nennt sie die straffen Restriktionen.

Die Theorie der linearen Programmierung und des Simplex-Algorithmus orientiert sich an dem
Buch Linear programming and network flows von M.S. Bazaraa, J.J. Jarvis und H.D. Sherali
[2]. Kleinere Ergéinzungen stammen aus dem Buch Optimierungsmethoden, Eine Einfiihrung
[22] bzw. Optimierungsmethoden, Teil 2 [23] von D. Jungnickel.

3.1.1 Das lineare Problem in allgemeiner Form

Das Standard-Problem lésst sich folgendermaflen beschreiben:

min 'z (3.10)
unter Ax =b (3.11)
z>0 (3.12)

Dabei ist A € R™" m < n mit Rang(A) = m, b ist m-dimensionaler Vektor, ¢ ist n-
dimensionaler Vektor, x ist n-dimensionaler Variablenvektor.

25



KAPITEL 3. LINEARE OPTIMIERUNGSPROBLEME UND DEREN
LOSUNGSALGORITHMEN

Jedes lineare Problem kann leicht durch Umwandlungen in Standard-Form transformiert wer-
den. Ungleichungen kénnen durch Addition bzw. Subtraktion von nicht-negativen Hilfsvaria-
blen zu Gleichungen gemacht werden. Die kiinstlich hinzugefiigten Hilfsvariablen nennt man
auch Schlupfvariablen. Ist eine Variable x; unbeschrinkt, kann diese durch zwei nicht-negative

1

Variablen ersetzt werden mit z; = ; — z;. Eine unbeschréinkte Variable nennt man frei.

Um das Verfahren des Simplex-Algorithmus herzuleiten, wird obiges Minimierungsproblem
umgeschrieben. Fiir die Bezeichnung des Zielfunktionswertes wird der Variablenname z ein-
gefiihrt:

z—cle=0 (3.13)
unter Ax =b (3.14)
z>0 (3.15)

Im Folgenden bezeichnet B die Indexmenge der Basisvariablen'. Die Spalten von A, welche
in B enthalten sind, sind linear unabhéngig. Die Submatrix Ap bezeichnet damit die Basis-
matrix. z;, © € B bezeichnet die i-te Basisvariablen mit zp = zp,,..,zp,,. Die Indexmenge
der Nicht-Basisvariablen wird mit N bezeichnet, die Nicht-Basisvariablen demnach mit xy
und die Nicht-Basismatrix mit Ay. Es gilt Ay € R™*=m) und zy ist (n — m)-Vektor.

Sei eine Basis B gegeben, dann kann die Gleichung Az = b geschrieben werden als Apxp +
Anzy = b. Multipliziert man diese Gleichung mit A;l, erhilt man zg + AEIANQ:N = Aélb.
Damit ist [Zp,Zn] = [A]}lb, 0} eine Basislosung fir B. Ist Zp nicht-negativ, so ist Tp =
Aglb, Ty = 0 eine zuldssige Basislosung.

Obiges lineares Programm (LP) ist dquivalent zu

T T1|%TB
_ = 1
z— [cp, cy] L’N] 0 (3.16)
unter xp -+ AélANxN = Aglb (3.17)
xp,rn >0 (3.18)

Ersetzt man zp = A]_Blb — A;ANxN in 3.16 und 3.18, so erh&lt man:

T T

“1p _ 4-1
2= [ L] {AB b—Ajg ANxN] —0

TN
=z - chl_glb + chl_;lANxN —chan =0
— z—chan + chE;lANxN = chglb
ez — [ + cEAZ AN]an = c5AGD

= z —whry = cEAG'D (3.19)
unter Ag'Anzy < AZ'D (3.20)
an >0 (3.21)

'Im Folgenden wird zur Vereinfachung der Schreibweise die Indexmenge der Basisvariablen kurz mit Basis
B bezeichnet
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Dabel ist wy = 67]\} - chglAN und wird reduzierte Kosten genannt. Diese Variablen ent-
halten wichtige Informationen iiber die Basislosung. Sei Zp = Aglb, Zn = 0 mit zugehorigem
Zielfunktionswert CEAElb. Um zu entscheiden, ob diese Losung noch verbessert werden kann,
sehen wir uns den Zielfunktionswert 3.19 an. Diese Gleichung impliziert, dass im Falle der
Existenz eines wy, < 0 fiir ein ¢ € N, zp um w, gesenkt wird, fiir jede Einheit, um die z,
vom aktuellen Wert Null erhéht wird. Um wie viel x, erhtht werden kann, damit 3.20 nicht
verletzt wird, bestimmt man durch den Minimum-Ratio-Test:

ap = x_ﬁ = mm{@ |Giqg > 0,i=1,..,m} (3.22)

Yrq Yiq

Hier ist ;4 das Element in Zeile i und Spalte q der transformierten Nicht-Basismatrix AE,lA N,
und y, bezeichnet die Spalte q. Der Wert ap gibt an, um wie viel die Variable z, erhéht werden
kann. Der Zielfunktionswert ch]_Blb wird dementsprechend zu chl}lb + apw, reduziert.
Existiert kein i , i = 1,..,m, fiir das gilt y;, > 0, so ist das Problem unbeschrénkt. Im Folgenden
sel w; = ¢j — z; mit z; 1= ch]_Blaj = wa;Vj € N, a; ist hier die Spalte j der Matrix A.

Satz 3.1 Sei B Basis. Ist die Basislosung (Zp,Zn) zulissig und wy > 0, dann ist die Losung
eine Optimallosung. Existiert ein ¢ € N, so dass wy < 0 und g, < 0, dann ist (LP) unbe-
schrankt.

Beweis 1 Ist (Zp,Zn) eine zuldssige Losung, dann gilt Tp > 0 und Ty = 0. Sei zy =
chE;lb — u‘)ﬁa_cN der zugehorige Zielfunktionswert. Da es sich hier um ein Minimierungspro-
blem handelt und wy > 0, wird durch eine Erhohung der Variablen Ty der Zielfunktionswert
erhoht. Es gilt z = c:gAglb — wﬁ:zN < ch];lb — w]:@xN = z. Damit ist der aktuelle Zielfunk-
tionswert optimal. Der zweite Teil des Satzes folgt aus der Tatsache, dass durch wy < 0 und
Uq < 0 die Unbeschrdnktheit des Problems impliziert wird.

Die Vorgehensweise der Simplex-Methode wird im Folgenden zusammengefasst als Algorith-
mus formuliert dargestellt.

Der Primale Simplex-Algorithmus
Initialisierung

Wihle beliebige zuldssige Startlosung [zp, x x| mit Basis B. Es gilt A = AgAp,
Ap ist Basismatrix und Rang(Ap) = Rang(A) = m und Ay ist Nicht-Basis-
matrix, NV ist Indexmenge der Nicht-Basisvariablen

Hauptschritte

Seien xp die Basisvariablen zur Basis B, x die Nicht-Basisvariablen, und z be-
zeichnet den Zielfunktionswert
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1. Lose Apxp = b, dadurch ergeben sich die eindeutigen Losungen xp =
Ap'b=1b
rg=baxy =0, z= chB
2. Lose wAp = c¢p, dadurch ergeben sich die eindeutigen Losungen w = Agch
e berechne z; — ¢; = wa; —c;Vj € N
o 2z, —cqg = maxj(z; — ¢j)
e wenn 2z, — ¢g = —wg < 0 dann
— STOP = Optimallésung
e Variable z, wird in Basis aufgenommen;
3. Lose Ay = aq, dadurch ergeben sich die eindeutigen Losungen y, = A]_Blaq
e wenn y, < 0

— STOP = Losung unbeschrinkt entlang des Strahls
b -y
(0 ra M) e, > 0)
q

4. Bestimme blockierende Variable, die Basis verlidsst mit Hilfe des Minimum-

Ratio-Test: _ -
b b;
ap = — = min;{— : Uig > 0,i=1,..,m} (3.23)
Yrq Yiq
r = Index der blockierenden Variablen = Vektor a, ersetzt Vektor ap, in
der Basis
Gehe zu 1.

Die Berechnung der reduzierten Kosten in Schritt 2 des Algorithmus nennt man Pricing. Die
Regel fiir die Auswahl der maximalen negativen reduzierten Kosten wird als Dantzig-Regel
bezeichnet.

Beispiel

min  — r] — 3%2
unter 2x1+ 3x9 <6
—x1+ 122 <1

T1,T2 2 0

Durch Einfithren der Schlupfvariablen x5 und x4 ergibt sich

min  — x1 — 3Ty
unter 2x1+ 3x9 +x3 =06
—r1+ax+xd=1

T1,T2,T3,T4 > 0
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4. min;

(a1,a2) = (

2 3
-1 1

Hauptschritte
1. Iteration

zj —cj =waj —c; fir j=1,2

e (3) (2

Initialisierung Sei B=3,4 und N=1,2 damit ist Agp = (a3,a4) = <

10

0 1>undAN:

=  maz;(zj—cj) =3 > 0fiir j = 2 = x4 = x ist Variable, die in Basis aufgenommen

wird

1 0

3. gq—QQ—A§1a2—<O 1

= g2 > 0 = Gehe zu 4.

b
Yi2

:§¢2>0:mini,b—1:g

_9 b _ 1
Y12 ’

Y22 1

)(3)= (1)

1=1

= 2.ter Basisvektor ap, = a4 verlédsst die Basis.

29
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1 3

01 > und Ay = (a1, a4) =
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(57)

2. Iteration

=  mazj(zj—cj) =4 > 0fiir j =1 = x4y = 1 ist Variable, die in Basis aufgenommen

wird

_ _ - 1 -3 2 )
amnesin- (3 7)(3)-(2)

= g1 £ 0 = Gehe zu 4.

4. r=1 = 1.ter Basisvektor ap, = a3 verlésst die Basis.

B = {1,2} und N = {3,4} damit ist Ap = (a1,a2) = < _21 i) > und Ay = (a3, aq4) =

(o 7)

3. Iteration
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o1, ([ 1/5 =35
1. xB_ABlb—<1/5 2/5>

2wl = LAG = (~1,-3) ( e o ) = (—4/5,-3/5),

23—C3_<:§§§)<é>+0_—4/5,
24—C4:(:§§§)<(1))+0:—3/5

=  mazj(z; —¢j) = —3/5 < 0 fir j = 4 = STOP Optimallosung erreicht mit
xly = (3/5,7/5,0,0)" und zppr = —5

3.1.2 Der Simplex-Algorithmus mit beschrinkten Variablen

In der Praxis sind die Variablen der meisten Probleme nach oben und unten beschrankt. Solch
ein Problem kann wie folgt dargestellt werden:

min  cx (3.24)
unter Az =1b> (3.25)
I<z<u (3.26)

A € R™" Rang(A) = m, b € R™L [ untere Schranke (lower bound), u obere Schranke
(upper bound). Sei nun B die Indexmenge der Basisvektoren, dann gilt Basismatrix Ap ist
quadratisch mit Rang(Ap) = Rang(A) = m, A = (Ap, An,, AN,), wobei Ay, der Vektor
der Nicht-Basisvariablen ist, welche die untere Schranke erreicht haben. Diese werden im Fol-
genden mit Ty, bezeichnet. Ay, ist der Vektor der Nicht-Basisvariablen, welche die obere
Schranke erreicht haben. Diese Variablen werden mit Zy, bezeichnet. In der Basis befinden
sich diejenigen Variablen, die zwischen der oberen und unteren Schranke liegen. Die Basisva-
riablen werden mit Zp bezeichnet. Existiert eine solche Unterteilung, so ist z = (T, Tn,, TN,)
Basislosung fiir das System Ax = b.

= - - —1 —1 —1
Es gilt Zn, = Iny, TN, = uN,, Tp = A b— Az An,IN, — A AN, un,.
Wenn lp < Tp < up = 7 ist zuléssige Basislosung
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Wenn lp < Tp < up = T ist nicht entartete zuléssige Basislosung.

Ny ={j:x; € An,} sei die Indexmenge aller Variablen, welche die untere Schranke erreicht
haben und Ny = {j : z; € Ap,} die Indexmenge aller Variablen, welche die obere Schranke
erreicht haben.

Sei xp Basisvariable mit

rp = Al_glb — A;lANll’Nl - AélANQCIZNQ (327)

T T T
Z = CBXTB T CN, TN, T CN, TN,
_ T 4-1 T T -1 T T 4-1
= cpAp b—(cN, —cpAyz An)zn, — (e, — cpAp any )TN,
_ T g-1 =T =T
= cpApb— N TN, — WN, TN,

= CgAl_glb — Z (Cj — Zj).’L'Nj — Z (Cj - Zj)l'Nj (328)
JEN: JEN2

Zur Vereinfachung und besseren Ubersichtlichkeit schreibt man die relevanten Werte in ein
Tableau, das nach jedem Basiswechsel modifiziert wird. Die rechte Spalte wird mit RHS (Right
Hand Side) bezeichnet. Sie enthélt den Zielfunktionswert und den Vektor der Basislosung. I
ist die Einheitsmatrix. Das Tableau hat folgende Gestalt:

Starttableau
H z ‘ TR ‘ TN, TN, RHS
[ 1] o cEA S AN, - cﬁl chag'An, — 0%2 2=chALD
zp || 0] 1 AgtAp, Ag'An, b= Ag'b
Im Folgenden seien 071:,1 — cEAG AN, = 11’)]7\}1 und 07];,2 — cEAS Ay, = u’}& die reduzier-

ten Kosten, A;AN1 = Y7 und AJEIAN2 := Y5. Bei der Simplex-Methode fiir beschriankte
Variablen wird wie beim allgemeinen Simplex-Verfahren eine Basisvariable gegen eine Nicht-
Basisvariable vertauscht, wiahrend alle anderen Variablen fixiert bleiben. Somit sucht man
eine Verbesserung des Zielfunktionswertes entlang einer Kante. Den Index ¢ der Variablen,
welche die Basis betritt, erhélt man durch die Berechnung des folgenden Wertes:

max {mazjen, (zj — ¢;), mazjen, (¢ — z)} (3.29)

Ist das erhaltene Maximum positiv, so wird durch Aufnahme der Variablen z, in die Basis
die maximale Verbesserung erreicht. Ist ¢ € N, so erhoht man die Variable vom aktuellen
Wert [,. Andernfalls verringert man sie von ihrem Wert u,. Wére das Maximum < 0, wére
2j—¢; <0 V je N und zj —¢; >0 Vj € Ny, und damit wére nach Gleichung 3.28 die
aktuelle Losung optimal.
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Erh6hen der Variablen z, von ihrem aktuellen Wert [,

Erhoht man den aktuellen Wert der Variablen x4, = [, um A, und ersetzt diesen in Gleichung
3.27 und 3.28, so erhélt man:

zp = AR'b— AZ AN N, — A Anun, — AGlagA,
= b—y,A, (3.30)
z = chAGb - Z (25 —¢j)ln; — Z (25 — cj)un; — (25 — ¢j) g
JEN1 JEN2
= 2—(z— ¢l (3.31)

Es wird deutlich, dass eine Erhéhung um A, zu einer Minimierung des Zielfunktionswerts
(Gleichung (3.31)) fiihrt, da 2, — ¢4 > 0.

Es stellt sich nun die Frage, um wie viel die Variable x, erhht werden kann, ohne dass eine
der Restriktionen verletzt wird und somit die Losung im Zuléssigkeitsbereich bleibt. Es gibt
drei Moglichkeiten, die dazu fiihren, dass die Variable nicht weiter erhoht werden kann, sie
wird blockiert. Zum einen besteht die Moglichkeit, dass durch das Erhohen eine Basisvariable
ihre obere bzw. untere Schranke erreicht, oder die zu erh6hende Variable blockiert sich selbst,
indem sie ihre obere Schranke erreicht. Wie beim primalen Simplex-Verfahren wird dieser
Wert mit Hilfe des Minimum-Ratio-Tests errechnet. Man bestimmt, welche Variable als erstes
blockiert. Diese wird dann aus der Basis herausgenommen.

1. Basisvariable erreicht untere Schranke
Sei 1 der Wert von A, durch den die Basisvariable auf ihren minimalen Wert sinkt. Er
darf maximal den Wert des Abstands zwischen der unteren Schranke /g der Variablen x g
und der Variablen selbst annehmen. Dieser Wert gibt also an, um wie viel die Variable
zp herabgesetzt werden kann. Es gilt:
ZBSJZB:B—quq = quqSB—lB

= min; { Vg Vi > 0} ~  Yrq F Y £0 (3.32)
o0 S Yq <0

2. Basisvariable erreicht obere Schranke
Sei o der Wert von A, durch den die Basisvariable auf ihren maximalen Wert steigt. Er
darf maximal den Wert des Abstands zwischen der oberen Schranke upg der Variablen g
und der Variablen selbst annehmen. Dieser Wert gibt also an, um wie viel die Variable
xp ansteigen darf, damit keine Nebenbedingung verletzt wird. Es gilt:
ug > I :l;—quq e A l;—uB

. u i—i)i . . T_B'r‘ .
min; { fyiq D Wig < 0} = u}iTTq tyg 20 (3.33)
o0 S Yq >0

72 =
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3. Variable z, erreicht obere Schranke
x4 erreicht die obere Schranke, wenn
Ag=uqg—I (3.34)

Das Minimum aus 3.32, 3.33 und 3.34 gibt nun den maximalen Wert fiir A, an.
Aq = min{fyh Y2, uq - lq}

Ist Ay =00 = x4 wird nicht blockiert, und damit ist das Problem unbeschrénkt.
Ist A; < oo = eine neue zuléssige Basislosung wurde gefunden mit =, = [, + A,. Die
Variablen zp und z werden geméfl den Gleichungen 3.30 und 3.31 veréndert.

Tableau Update

1. Ay = uq — lg: aktuelle Basis éndert sich nicht; Indexmengenwechsel fiir Variable z,
RHS wird geméaf 3.30 und 3.31 modifiziert.

2. Ay =m bzw. Ay = vy2: x4, wird gegen Variable zp, in der Basis ausgetauscht nach 3.32
bzw. 3.33.
RHS wird gemé&fl 3.30 und 3.31 modifiziert, dabei wird die r-te Komponente durch
lg + Ag ersetzt.

Erniedrigen der Variablen z, von ihrem aktuellen Wert u,

Wird das Maximum aus 3.29 fiir j € Na erreicht, so wird die maximale Verbesserung des
Zielfunktionswertes durch Erniedrigen der Variablen x4 erreicht. Es gilt z,—c, < 0, andernfalls
wére bereits das Optimum erreicht.

Tg = uqg— Dg (3.35)
xp=b+ A, (3.36)
2 =24 (2g — cqg)\q (3.37)

Analog zur Berechnung des Maximums des Wertes A, fiir einen Anstieg der Variablen z,
wird hier die maximale Reduzierung des Wertes x, berechnet. Die maximale Reduzierung
wird durch eine maximale Erhohung von A, erzielt.

Aq = min{’)/lv Y2, Uq - lq}

mit

. IA)l'fl . l;r—l -
mmi{ o Yia < 0} =" W20 (3.38)
00 D Ye =0

72 =
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min; ug, b >0, = ve b %0

g = e Y v Y (3.39)
o0 S Yq <0

Ist A, =00 = so wird die Variable nicht blockiert, das Problem ist somit unbeschrénkt.
Ist A; < o0 = eine neue zuléssige Basislosung wurde gefunden mit z, = u, — A,. Die
Basisvariablen xp und der Zielfunktionswert z werden geméfl den Gleichungen 3.36 und 3.37
verédndert.

Tableau Update

1. Ay = uq — lg: aktuelle Basis éndert sich nicht; Indexmengenwechsel fiir Variable z.
RHS wird geméaf 3.36 und 3.37 modifiziert.

2. Ay =m bzw. Ay = v2: 4 wird gegen Variable zp, in der Basis ausgetauscht nach 3.38
bzw. 3.39.
RHS wird geméfl 3.36 und 3.37 modifiziert, dabei wird die r-te Komponente durch
uq — Ay ersetzt.

Ein Basiswechsel wird so oft wiederholt und durchgefiihrt, bis (3.29) einen nicht positiven Wert
liefert und damit die Optimallosung erreicht wurde oder durch A, = oo die Unbeschrénktheit
des Problems bewiesen wurde.

3.1.3 Entartung und Komplexitit

Eine Losung T eines linearen Problems ist nach M.S. Bazaraa entartet, wenn die Submatrix
von A der straffen Restriktionen (a’)Tz = b; einen Rang echt kleiner als die Anzahl der
straffen Restriktionen hat. Betrachtet man das Standard-Minimierungsproblem

min{c'z : Ax = b,z > 0}

mit A € R™*™ und Rang(A) = m, so ist die primale Losung = entartet genau dann, wenn
die Anzahl der echt positiven Variablen kleiner als m ist. Ein lineares Problem heift nicht
entartet, wenn alle Basislosungen nicht entartet sind. Dies ist eine hinreichende Bedingung
fiir die Konvergenz des Simplex-Algorithmus.

Ist ein Problem nicht entartet, so geht der Simplex-Algorithmus bei jeder Iteration von einer
zuléssigen Basislosung zu einer verbesserten Basislosung iiber oder zeigt, dass das System
unbeschrankt ist. Demnach liefert der Algorithmus in einer endlichen Anzahl von Iterationen
die Optimallésung bzw. den Nachweis der Unbeschréanktheit des Problems.

Ist das Problem jedoch entartet, kann es passieren, dass das System bei einer ungeeigneten
Pivotwahl zu kreiseln beginnt. D.h. in einer endlichen Anzahl von Iterationen wiederholt sich
die Wahl der Basis, die aktuelle Ecke wird nicht verlassen, es fithrt also zu keiner Verbesserung
des Zielfunktionswertes, und der Algorithmus terminiert nicht. Beim Simplex-Verfahren mit
beschrankten Variablen ist dies der Fall, wenn die ; oder 5 gleich Null; dann &ndert sich die
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zugrunde liegende Basis, jedoch der Extrempunkt nicht. Beim primalen Simplex-Verfahren
ist dies der Fall, wenn b; = 0 fiir ein ¢ = 1, .., m.

Es gibt verschiedene Regeln, die das Auftreten von Kreiseln verhindern, siche dazu M.S. Baz-
araa [3] oder D.Jungnickel [23]. Laut R.K. Martin benétigt ein Basisaustausch beim Simplex-
Algorithmus schon O(mn) Rechenoperationen. Bis heute konnte noch nicht bewiesen werden,
dass die Laufzeit des Simplex-Algorithmus eine polynomielle Funktion in der Anzahl der Va-
riablen eines Problems ist. Beispiele belegen nur, dass eine exponentielle Anzahl an Schritten
bei einer ungeeigneten Pivotregel benotigt werden kann [24]. Im Mittel liefert der Simplex-
Algorithmus in polynomieller Zeit eine Losung (s. Borgwardt [5]).

3.1.4 Farkas’ Lemma

Das Farkas’ Lemma und die Karush-Kuhn-Tucker (KKT)-Bedingung beschreiben notwendige
und hinreichende Optimalitédtskriterien fiir die lineare Programmierung. Das Farkas’ Lemma
bildet die Grundlage fiir die KKT-Bedingung. Es besagt, dass nur eines von zwei linearen
Gleichungssystemen eine Losung haben kann.

Lemma 3.1 Nur eines der folgenden Systeme hat eine Lisung:

System 1: Az >0 und c'z<0
System 2: wlA=c¢' und w>0

Dabei ist A € R™*"™ ynd ¢ ist n-dimensionaler Vektor und w m-dimensionaler Vektor.

Beweis 2 : Angenommen System 1 hat Losung x. Hdtte System 2 auch eine Ldsung w, so
wire 'z = wl Az > 0, da w > 0 und Ax > 0, aber nach Voraussetzung ist lx <0 und
damit ein Widerspruch.

Nehmen wir also an, System 1 hat keine Ldisung, und versuchen daraus zu beweisen, dass
System 2 eine Losung hat. Wir betrachten das primale Problem

P:min{c'z: Az > 0}

Mit optimaler Losung Null. ¢'x = 0 ist das Minimum, da ansonsten System 1 eine Lisung
hétte. Wir transformieren P in Standardform, indem wir v = x' —x" schreiben mit o', 2" > 0.
Die Schlupfvariable bezeichnen wir mit s. Wir erhalten das dquivalente Problem

P :min{c'a’ —cTa": A2’ — A2 — s =0,2",2",5 > 0}

Damit ist 7' = 2" = 0, s = 0 ein optimaler Extrempunkt fiir P’. Wir starten mit der Variablen
s als Basis und suchen von dieser ausgehend eine optimale Basis fiir P’, fiir die gilt z;—c; <0
fir alle Variablen. w = CEATBI seien die Simplex-Multiplikatoren der Basis B. Da fiir alle
Variablen zj — c; = wa; — c¢; <0 ist, erhalten wir wa —c¢ <0, —wa+c¢ <0 und —w < 0 von

den Spalten der Variablen x',x" und s. Damit existiert ein w > 0 mit wl A = ¢!,
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¢ liegt im Aufspann
der Vektoren al,
i=l..m
a2
al
C
am 1
Halbraum
t t
C
Migliche
Lisungsmenge
{y:aly£0i=1,..m}
Halbraum
[y:cy=0]
System 1 hat eine L.osung System 2 hat eine Losung

Abbildung 3.1: Geometrische Darstellung des Farkas’ Lemmas

Geometrische Interpretation des Farkas’ Lemma

Zur besseren Darstellung schreiben wir System 1 um, indem wir x durch -y ersetzen. Wir
erhalten: Ay < 0 unter y < 0 und ¢’y > 0. Jede Zeile von A erfiillt die Ungleichung a’y < 0
V¢ = 1,..,m, d.h. geometrisch wird eine Flidche aufgespannt, die zu jedem Zeilenvektor
mindestens einen Winkel von 90° hat. Variablen, welche die Bedingung ¢’y > 0 erfiillen,
spannen einen Halbraum auf, welcher aus allen Vektoren y gebildet wird, die zu c¢ einen
kleineren Winkel als 90° aufweisen. Existiert ein Schnitt dieser beiden Flichen, so hat System
1 eine Losung.

System 2 hat eine Losung, wenn gilt w” A = ¢! fiir w > 0. D.h. Yo, wiaq; = ¢j und w; > 0 fiir
i =1,..m, da dies fiir alle Spalten j = 1,..,n gilt, schreiben wir > /", w;ia’ = c. a* bezeichnet
die i-te Zeile. Mit anderen Worten bedeutet dies, das System hat eine Losung genau dann,
wenn der Vektor ¢ im Aufspann der Vektoren a’ mit i = 1,..m liegt.

3.1.5 Das Karush-Kuhn-Tucker-Optimalitidts-Kriterium

Die Karush-Kuhn-Tucker (KKT)-Bedingung ist sowohl fiir die lineare als auch fiir die nicht-
lineare Programmierung von grofler Bedeutung. Es gibt zahlreiche KKT-Bedingugnen fiir die
nicht-lineare Programmierung. Diese unterscheiden sich nach der Struktur der Restriktionen
in notwendige und hinreichende, globale oder lokale KKT-Bedingungen und sind auch von
unterschiedlichen Zusatzvoraussetzungen (constraint qualifications) abhéngig [22]. Dieses Ka-~
pitel beschrénkt sich ausschliellich auf die notwendige und hinreichende KKT-Bedingung fiir
lineare Probleme.

Wir betrachten das linerare Minimierungsproblem min{cx : Ax > b,z > 0}, mit A € R™*" ¢
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ist n-dimenionaler Vektor, b ist m-dimensionaler Vektor. Z bezeichne eine beliebige zuléssige
Basislosung. Im Folgenden sei Gx > g die Menge der straffen Ungleichungen von Ax > b mit
x > 0 im Punkt Z. Im Falle dass es sich bei Z um den Optimalpunkt handelt, kann es keine
Abstiegsrichtung d geben, so dass ¢’'d < 0 (sonst verbessert sich der Zielfunktionswert nicht)
und Gd > 0 (damit der Zuléssigkeitsbereich nicht verlassen wird). Ist Z keine Optimallosung,
wiirde sich der Zielfunktionswert verringern, da ¢’'d < 0 und man bliebe bzgl. der straffen
Restriktionen Gz > ¢ im Zuldssigkeitsbereich, da G(Z + Ad) = Gz + A\Gd = g + A\Gd > g,
fiir ein beliebiges A > 0. Ferner wéren fiir A > 0 auch die restlichen Restriktionsgleichungen
erfiillt.
Da das System ¢’'d < 0 und Gd > 0 keine Losung besitzt, existiert nach dem Farkas’ Lemma
(3.1) eine Variable v > 0, so dass u’G = ¢’. In Bezug auf das komplette System Az > b
unter x > 0 miissen zunéchst einige Notationen geklart werden. Die i-te Zeile von A wird
mit a’ bezeichnet fiir i = 1, .., m, und e; ist der j-te Einheitsvektor, d.h. alle bis auf den j-ten
Eintrag, welcher eine 1 ist, sind Null. I ist die Indexmenge der straffen Restriktionen in Bezug
auf die Variable mit

I=1{i:d'z =0}
und J ist die Indexmenge der sich schneidenden Restriktionen im Punkt z aus der Menge
x > 0 mit

J={j:z; =0}
Also besteht G aus den Zeilen a’, i € I und ej, j € J. Der Vektor v wird unterteilt in w und v
mit u = (w; fiir i € I,v; fiir j € J) > 0. Die Bedingung v’ G = ¢T, u > 0 kann neu for