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Kapitel 1

Einleitung

Turbulente Strdmungen sind ein in der Natur allgegenwartiges Phanomen. Im Gegen-
satz zur laminaren Stromung, die durch eine zeitlich weitgehend stationare Stromlini-
entopologie charakterisiert wird, beobachtet man in einem turbulent flieBenden Medi-
um ein im Zeitverlauf scheinbar zufélliges, lokal nicht vorhersagbares, intermittentes
Geschwindigkeitsfeld.

Far uns Erdbewohner sind Begegnungen mit gas- und hydrodynamischer Turbulenz
in Luft und Wasser alltaglich. Der sich krauselnde Rauch einer Zigarette, das Flimmern
in einer Luftspiegelung oder die unberechenbaren Wasserbewegungen eines reienden
Flusses mogen als Beispiele dienen.

\Von diesen vergleichsweise kleinen GroRenskalen ausgehend findet man fortlau-
fend, bis in Bereiche planetarer GréfRenordnung mit einer Ausdehnung von mehreren
tausend Kilometern, &hnliche turbulente Strémungsmuster in den Ozeanen und der At-
mosphére, wie kartierte Meerestromungen oder meteorologische Satellitenbilder zei-
gen.

Auch bei der Umstrémung von Grenzflachen — eines Flugzeugfliigels, dem Rumpf
eines Schiffes oder den Innenwénden einer Pipeline — kann es zum Auftreten von Tur-
bulenz kommen, was Auswirkungen auf die effektive Reibung zwischen der Grenzfla-
che und dem flieenden Medium hat und sich bei Fahrzeugen u.a. direkt im Treibstoff-
verbrauch niederschlagt.

Das Verstandnis gas- und hydrodynamischer Turbulenz ist deshalb ein essentieller
Baustein in der Beschreibung und Vorhersage des Erdklimas mit all seinen Facetten,
z.B. dem lokalen Wetter oder den komplexen Vorgéngen in den Ozeanen, und gleicher-
malien wichtig bei technischen Anwendungen, wie beispielsweise der Konstruktion
von Luft-, Wasser- oder Landfahrzeugen.

Doch neben gas- und hydrodynamischer Turbulenz gibt es eine weitere wichtige,
auf der Erde nur schwer zu beobachtende Gruppe turbulenter Strdmungen: Die Plas-
maturbulenz.

Sie ist auf der Erde fast ausschlieRlich in den Laborexperimenten zur nuklearen
Kernfusion realisiert. Dabei wird ein Deuterium-Tritium-Plasma auf bis zu 100 Millio-
nen Grad Celsius erhitzt, um die freiwerdende Bindungsenergie bei der Verschmelzung
der leichten Atomkerne zu nutzen.

Jenseits der inneren Erdatmosphare, in dem vom Sonnenwind erfillten, interpla-
netaren Raum und den Magnetosphéren der Planeten kann mit Hilfe von Raumsonden
Plasmaturbulenz direkt beobachtet werden. In viel entfernteren, interstellaren Gaswol-
ken scheinen turbulente Plasmastrémungen ein entscheidender Faktor fiir das Enstehen
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

von Sternen zu sein.

Weiterhin sind turbulente Plasmabewegungen geeignet, als selbsterregende Dyna-
mos die beobachteten Magnetfelder vieler Himmelskdrper zu erkldren. So wird z.B.
der fliissige Teil des Erdkerns aufgrund von vermuteten, turbulenten Plasmastromun-
gen als Erzeuger des Erdmagnetfelds angesehen.

Somit ist die korrekte Beschreibung der Turbulenz in Plasmen entscheidend fiir
unser Modell der Sonne, das Verstdndnis vieler Phdnomene in der Heliosphére und
anderen, von strémendem Plasma erfillten Bereichen des Weltraums. Auch fir die
erfolgreiche Entwicklung eines Fusionskraftwerks auf Basis des magnetischen Plasma-
Einschlusses ist eine korrekte Beschreibung des von der turbulenten Bewegung des
Fusionsplasmas hervorgerufenen Energie- und Materietransports vonndéten.

Da die kontrollierte Erzeugung und genaue Beobachtung eines turbulenten Plasmas
im Experiment &uferst schwierig ist (In Tokamak-Fusionsexperimenten fiihrt das volle
Einsetzen der in dieser Arbeit betrachteten MHD-Plasmaturbulenz sogar héufig zum
schlagartigen, die Maschine oft beschédigenden Erldschen der Plasmaentladung.), hat
man vor etwa 30 Jahren mit numerischen Simulationen auf diesem Gebiet begonnen.
Bis vor wenigen Jahren waren die technischen Mdoglichkeiten jedoch so begrenzt, dal?
ausreichend komplexe Systeme nur in maximal zweidimensionaler Geometrie berech-
net werden konnten.

Mittlerweile ist es mit Hilfe massiv-paralleler GroBrechner jedoch mdoglich auch
dreidimensionale Plasmaturbulenz mit mindestnétiger Genauigkeit numerisch zu stu-
dieren. Von diesem Vorhaben soll die vorliegende Arbeit berichten, in deren Rahmen
die bisher genauesten direkten numerischen Simulationen dreidimensionaler MHD-
Turbulenz mit bis zu 5122 raumlichen Fourier-Moden durchgefiihrt wurden.

Kapitel 2 stellt das zur Beschreibung des Plasmas genutzte Modell der inkompressi-
blen Magnetohydrodynamik (MHD) mit seinen fir diese Arbeit wichtigen Eigenschaf-
ten vor. In Kapitel 3 wird ein straffer Uberblick liber die notwendigen theoretischen
Konzepte der Turbulenztheorie gegeben. Kapitel 4 beschreibt die genutzten numeri-
schen Werkzeuge und ihre Eigenschaften.

In Kapitel 5 werden die Ergebnisse zu den makroskopischen Eigenschaften zer-
fallender MHD-Turbulenz dargestellt. Das in der Zeit selbstahnliche Abnehmen der
Energie wird in seiner Abhé&ngigkeit von den beiden anderen quadratischen idealen
Invarianten der MHD — magnetischer Helizitat und Kreuzhelizitdt — untersucht. Dar-
auf aufbauend wird ein phanomenologisches Modell entwickelt, das den Energiezer-
fall in dreidimensionaler MHD-Turbulenz endlicher magnetischer Helizitat erstmalig
in Ubereinstimmung mit den Beobachtungen beschreibt.

Kapitel 6 behandelt die statistischen Eigenschaften zerfallender und getriebener in-
kompressibler MHD-Turbulenz. Es wird gezeigt, daf’ in beiden Féllen die fir Navier-
Stokes-Turbulenz entwickelte Kolmogoroff-Phdnomenologie im Einklang mit allen an-
hand der Simulationsl&dufe gemachten Beobachtungen steht. Somit wird die bisher fir
MHD-Turbulenz als gultig angesehene Iroschnikoff-Kraichnan-Theorie weitgehend wi-
derlegt. Ein entsprechend fiir MHD-Turbulenz modifiziertes Intermittenzmodell zeigt
eine hervorragende Ubereinstimmung mit den gemachten Beobachtungen.

Kapitel 7 fadt die Ergebnisse abschliefend zusammen.



Kapitel 2

Dieinkompressible
M agnetohydrodynamik

2.1 Das Modell

In dieser Arbeit werden turbulente Plasmastrémungen untersucht, deren typische ma-
kroskopische L&ngen- und Zeitskalen sehr viel groRer als die mittlere freie Weglénge
und die Stof3zeit der mikroskopischen Plasmabestandteile angenommen werden. Dies
ermdglicht eine kontinuumsmechanische Beschreibung des Plasmas als Gemisch aus
Elektronen- und lonenflussigkeit, welche Uber viskose Reibung sowie elektrische und
magnetische Felder miteinander wechselwirken.

Das magnetohydrodynamische Plasmamodell (MHD), das beide Flissigkeiten als
ein elektrisch leitendes Medium beschreibt, folgt mittels umfangreicher Annahmen, die
z.B. in [9] ausfuhrlich dargelegt und hier anschaulich zusammengefat werden, aus den
Erhaltungssatzen fur Masse, Impuls und elektrische Ladung der beiden Flissigkeiten
sowie den Maxwell-Gleichungen.

Die Masse des MHD-Mediums wird wegen des groRen Massenunterschieds zwi-
schen lonen und Elektronen fast ausschlielRlich von der lonenfllssigkeit getragen. Die
ebenfalls aufgrund dieses Massenunterschieds relativ zur lonenfliissigkeit nahezu trag-
heitsfrei bewegliche Elektronenflissigkeit ist fiir die elektrische Leitfahigkeit der MHD-
Einfllssigkeit verantwortlich. Die Kollisionalitat im MHD-Medium ist weiterhin so
hoch, daR ein skalarer, hydrostatischer Druck p eingefiihrt! und die innere Reibung in
der Newtonschen Naherung behandelt werden kann. Zuséatzlich werden alle Phanome-
ne im Plasma vernachléssigt, deren typische Zeitskalen kleiner sind als die der schnel-
len magnetoakustischen Welle. Dies fuhrt u.a. zum Verschwinden des Verschiebungsstrom-
Terms in den Maxwell-Gleichungen sowie der Quasineutralitat des MHD-Mediums.
Quasineutralitat bedeutet, da? Raumladungen makroskopischer Ausdehnung vernach-
lassigbar klein sind, da auftretende Ladungsdichteunterschiede auf Zeitskalen ausge-
glichen werden, die sehr viel kleiner sind als die im MHD-Modell zugelassenen.

Die inkompressible MHD folgt unabhangig von der Kompressibilitat des MHD-
Mediums unter der Zusatzannahme, daf die Stromungsgeschwindigkeitv im gesamten
betrachteten System klein gegenuber den Ausbreitungsgeschwindigkeiten der magne-
toakustischen Wellen im Plasma ist. In diesem Fall kann selbst die Bewegung eines

1Sofern nicht ausdriicklich anders angegeben, verstehen sich alle physikalischen GréRen als Funktionen
des Ortes r in Euler-Koordinaten sowie der Zeit t.
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kompressiblen Mediums als inkompressibel behandelt werden (Siehe z.B. [41], S.64
ff.). Eine weitere Vereinfachung besteht in der aufgrund der Inkompressibilitdt mog-
lichen Annahme, daB die Massendichte pg nicht nur zeitlich sondern auch rdumlich
konstant ist (Ihr Betrag wird im folgenden auf 1 normiert).

Die Gleichungen der inkompressiblen MHD in gauf3schen Einheiten lauten somit

O-v=0, (2.1)
atv+(v-D)v:—%Dp—4—T§)oB><(DxB)+pAv, (2.2)
0-B=0, (2.3)
B =0x(vxB)+nAB, (2.4)

mit dem Magnetfeld B, der kinematischen Viskositat g und der magnetischen Diffusi-
vitat n. Der hydrostatische Druck p stellt in der inkompressiblen MHD keine unabhan-
gige dynamische Variable dar, wie in Abschnitt 2.3 n&her erlautert wird.

Gleichung (2.1) ist die aus der Massenkontinuitétsgleichung abgeleitete Inkom-
pressibilitatsbedingung fur das Geschwindigkeitsfeld v, wahrend Gleichung (2.2) die
Impulsbilanz fur ein Flussigkeitsteilchen des MHD-Mediums darstellt. Die beiden Glei-
chungen sind bis auf den zweiten Term der rechten Seite von (2.2), der den EinfluR der
Lorentzkraft beschreibt, mit den Navier-Stokes-Gleichungen der Hydrodynamik iden-
tisch und werden durch die Induktionsgleichung (2.4), die das Magnetfeld B an das
Geschwindigkeitsfeld v koppelt, und die aus den Maxwell-Gleichungen stammende
Quellenfreiheitsbedingung fiir B (2.3) erganzt.

Die jeweils letzten Terme auf den rechten Seiten der Impulsbilanz wie der Indukti-
onsgleichung beschreiben den Impulsverlust aufgrund viskoser Reibung (in (2.2)) und
die Schwéachung des Magnetfelds bei der Diffusion durch ein Medium endlichen elek-
trischen Widerstands (in (2.4)).

2.2 Entdimensionierung und Kennzahlen

Fir eine effektive numerische Behandlung und zur Herauspraparierung intrinsischer
Parameter des partiellen Differentialgleichungssystems (2.1)-(2.4) werden alle physi-
kalischen GrolRen auf Grundlage einer charakteristischen Lange Lo, Geschwindigkeit
vp und Massendichte pg des betrachteten Systems entdimensioniert. Es gilt:

Vo B , p

v
rr=—, Vi=— th=—t, B i=———, =—.
Lo Vo Lo 41PoVo P Pov3

Zusammen mit der Inkompressibilitatsbedingung (2.1) und der magnetischen Quellen-
freiheitsbedingung (2.3), die ihre Form bei dieser Transformation nicht &ndern, lauten
die Gleichungen (2.2) und (2.4) in den gestrichenen, dimensionslosen GréRen?:

O-v =0 (2.5)

oV + (V- -OW =—-0p —B x (0’ xB')+Re 1AV | (2.6)
0B =0 2.7)

0B =0 x (V xB')+Rm1AB' . (2.8)

2Da die weitere Darstellung ausschlieRlich in den entdimensionierten GréRen erfolgt, werden die Striche
im folgenden der besseren Lesbarkeit wegen weggelassen.
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mit der hydrodynamischen Reynoldszahl
Re:= —, (2.9)

sowie der magnetischen Reynoldszahl

. Lovo
=

Rm (2.10)

Die hydrodynamische Reynoldszahl Re tritt bereits in den entdimensionierten Navier-
Stokes-Gleichungen als Parameter fiir das dynamische Verhalten einer Strémung auf®.
Sie kann in Gleichung (2.6) als MaR fur den EinfluB der nichtlinearen Terme fir Advek-
tion (v- O)v und Lorentzkraft relativ zum viskosen Reibungsterm interpretiert werden.
Analoges gilt in (2.8) fur Rm bezogen auf den nichtlinearen Induktionsterm und den
Resistivitatsterm.

Fur die weiteren Betrachtungen wird angenommen, dal3 die magnetische Energie
EM des Plasmas ungefahr gleich dessen kinetischer Energie EX ist, um einen hohen
Grad an nichtlinearer Wechselwirkung zwischen den beiden Vektorfeldern v und B si-
cherzustellen. Andernfalls wiirde entweder das Magnetfeld B weitgehend passiv von
der Plasmastrdmung transportiert werden ohne nennenswert auf das Geschwindigkeits-
feld zuriickzuwirken (EX > EM), oder v wére bezogen auf die Richtung des lokalen
Magnetfelds stark anisotrop (EX < EM). Die Anisotropie im zweiten Fall ensteht aus
der Uberlagerung einer von B ungehinderten Stromung entlang der lokalen Magnet-
feldlinien und einem quasi-zweidimensionalen, von Driftbewegungen hervorgerufenen
Geschwindigkeitsfeld senkrecht zu den lokalen Magnetfeldlinien.

Um den schnellen dynamischen Ubergang in einen dieser beiden Extremfille zu
vermeiden, werden die kinematische Viskositdt |1 und die magnetische Diffusivitat n
als gleich grol3 angenommen. Somit ist die magnetische Prandtlzahl Pry, := % gleich
eins und es gilt Re = Rm.

2.3 Der hydrostatische Druck p und die Wirbelstarke
o

Aufgrund der Inkompressibilitatsforderung (2.5), welche fiir das beschriebene Medi-
um die thermodynamische Zustandsgleichung % = 0 impliziert, ist der hydrostatische
Druck p zu einer passiven Grolie geworden. Er stellt sich so ein, dall Divergenzen im
Geschwindigkeitsfeld nicht auftreten.

Man erhalt mittels der Divergenz der Impulsbilanzgleichung (2.6) unter Einbezie-
hung der Inkompressibilitatsbedingung eine Poissongleichung fur p:

Ap=0-[vxw-Bx (0xB)] - 3Av? (2.11)

mit der Wirbelstarke des Geschwindigkeitsfeldes w:= [0 x v.
Da das Geschwindigkeitsfeld aufgrund von (2.5) divergenzfrei ist, wird es durch
sein Wirbelfeld w eindeutig festgelegt. Durch Anwendung des Rotationsoperators auf

3Reynolds, einer der Pioniere der hydrodynamischen Turbulenzforschung, fand 1883 experimentell her-
aus, daf Rohrstromungen oberhalb eines Re-Werts von ungefahr 2000 vom laminaren in den turbulenten
Zustand Ubergehen.
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die Impulsbilanz (2.6) erhalt man die Vortizitatsgleichung fur die Zeitentwicklung der
Wirbelstarke w:

dw=0x[vxw—Bx (0xB)]+Re tAw (2.12)

Zusammen mit (2.5), (2.7) und der Induktionsgleichung (2.8) bildet (2.12) eine Be-
schreibung der inkompressiblen MHD, in welcher der hydrostatische Druck p nicht
mehr auftritt, jedoch, falls nétig, aus v und B Gber Gleichung (2.11) bestimmt werden
kann.

2.4 Die idealen Erhaltungsgrofien

Falls man das dreidimensionale, inkompressible MHD-System durch geeignete, z.B.
periodische, Randbedingungen rdumlich schlief3t, existieren im idealen Fall (u=n =0)
verschiedene ErhaltungsgroRen (Siehe z.B. [44]), von denen die drei quadratischen
besonders ausgezeichnet sind: Die Gesamtenergie E

1
E=z /dV(v2+ B?) | 2.13)
2Jv
die magnetische Helizitat
1
H = —/dV(A-B) , (2.14)
2 Jv
mit dem magnetischen Vektorpotential A sowie die Kreuzhelizitét

1
K=>5 /\fjv(v- B). (2.15)

Diese sogenannten unverwistlichen Invarianten (,,rugged invariants™) bleiben in der
idealen MHD auch dann noch erhalten, wenn in der Fourier-Darstellung des betrachte-
ten Systems nur eine endliche Anzahl rdumlicher Fourier-Moden zugelassen wird. Sie
sind in der MHD-Turbulenztheorie fur die globale Charakterisierung und die Zeitent-
wicklung des turbulenten Systems von grof3er Bedeutung.

Fur endliches p und n zerfallen diese drei Invarianten gemal ([4], S.186)

E=— [ovutenid), H=-nfaviB, K=-211 [ @)
v v 2 Jv

mit der dimensionslosen elektrischen Stromdichte j = O x B. Anhand des Ausdrucks
fur E lassen sich verschiedene Energiedissipationsraten definieren: Die Gesamtdissipa-
tionsrate € := —E sowie die Dissipationsraten der kinetischen Energie X := —pfy dVe?
und der magnetischen Energie €M := —n f,, dV j.

2.5 Die Elsasser-Variablen

Eine zum System (2.5)-(2.8) &quivalente, auf Elsasser [14] zuriickgehende Formulie-
rung der inkompressiblen MHD-Gleichungen lautet in der eingefiihrten Entdimensio-
nierung

0.zt =0, (2.17)

BZ R -1 R -1 R —l_R -1
0z + (D - ~O(p )4 BRI e Re P Rm

:F
5 AZT , (2.18)
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in den Variablen z¥ =v+B.

Die Elsésser-Variablen werden in der theoretischen Beschreibung der MHD-Turbulenz
wegen ihrer grundlegenden Bedeutung, die sich in der Symmetrie von (2.17) und (2.18)
&uRert, gegenuber den einzelnen v- und B-Feldern bevorzugt.

Weiterhin kénnen die z*-Felder bei Anwesenheit eines Hintergrund-Magnetfelds
Bo mit |Bg| > |B| als Alfvén-Wellen interpretiert werden, die in jeweils entgegen-
gesetzte Richtungen entlang der Feldlinien von Bg laufen. Dieses Bild wird bei der
phédnomenologischen Beschreibung von MHD-Turbulenz hdufig herangezogen.

In den folgenden Kapiteln werden je nach ZweckmaRigkeit v, B oder z* verwendet.



KAPITEL 2. DIE INKOMPRESSIBLE MAGNETOHYDRODYNAMIK



Kapitel 3

Grundlagen der
Turbulenz-Theorie

Bis heute gibt es keine Theorie der Turbulenz, die deduktiv von den Navier-Stokes-
oder MHD-Gleichungen ausgehend zu einer vollstdndigen Beschreibung dieses Stro-
mungszustands fihrt. Man ist sich nicht einmal sicher, welche Art von Observablen
bzw. mathematischen Methoden fiir die Beschreibung von Turbulenz die geeignetste
ist (FUr eine Zusammenfassung der bekannten stochastischen oder mit statistischen
Momenten der Navier-Stokes-Gleichungen arbeitenden Ansétze siehe [25], S.213 ff.).

Aus diesem Grund besteht der aktuelle theoretische Rahmen der Turbulenzphysik
aus Teiltheorien, die jeweils auf Hypothesen fullen, deren Rechtfertigung im Nachhin-
ein aufgrund des Vergleichs von theoretischen Vorhersagen und (computer-)experimentellen
Messungen geschieht.

Der bisher erfolgreichste Satz von Hypothesen geht auf den russischen Mathema-
tiker Kolmogoroff zuriick, der Anfang der vierziger Jahre mit der K41-Theorie fur
Navier-Stokes-Turbulenz ([23], [22]) das Fundament der heutigen Betrachtungsweise
turbulenter Systeme legte.

Iroschnikoff und Kraichnan entwickelten in den sechziger Jahren eine Erweiterung
der K41-Theorie fur MHD-Turbulenz, genannt IK-Theorie ([21],[24]), die zwar bis
heute keine ausreichende experimentelle Bestatigung erfahren hat aber in der Beschrei-
bung von MHD-Turbulenz noch immer eine wichtige Rolle spielt.

Allerdings zeigen experimentelle Ergebnisse, daf die K41- bzw. die IK-Theorie
selbst bei den Aspekten von Turbulenz, die zu beschreiben sie in der Lage sind, verfei-
nert werden mussen, um beispielsweise der sogenannten Intermittenz kleinster, dissi-
pativer Turbulenzstrukturen Rechnung zu tragen.

In den folgenden Abschnitten dieses Kapitels werden die in dieser Arbeit bendtig-
ten Gundlagen der Beschreibung von MHD-Turbulenz zusammen mit den Schliissel-
konzepten und wichtigsten Resultaten der oben genannten Theorien kurz vorgestellt.
Weiterhin wird auf das Intermittenz-Problem und dessen mdglicher Lésung im Rah-
men der sogenannten She-Lévéque-Theorie eingegangen.

3.1 Der statistische Ansatz

Betrachtet man in einer turbulenten Strdmung den Wert einer physikalischen Obser-
vablen, z.B. einer Komponente des Geschwindigkeitsfeldes, an einem festen Ort in

9
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Abhéngigkeit von der Zeit bzw. zu einem festen Zeitpunkt an verschiedenen Orten, so
nimmt dieser im allgemeinen zuféllige, d.h. nicht vorhersagbare Werte an. Allerdings
folgen diese zufélligen Werte einer statistischen Verteilung um ein eindeutig bestimm-
bares Mittel. Aus diesem Grund scheint es sinnvoll, Turbulenz mit Hilfe statistischer
Methoden zu beschreiben.

Dabei wird mit den Observablen des turbulenten Systems in Form von Ensemble-
Mittelwerten gearbeitet, die durch die Gbliche Klammer-Notation (-) gekennzeichnet
werden.

Man betrachtet weiterhin voll entwickelte Turbulenz, d.h., daf sich das System in
einem Zustand befindet, in dem sich ein nicht zwingend stationares Gleichgewicht zwi-
schen den turbulenzerzeugenden und den turbulenz-ddmpfenden Prozessen eingestellt
hat.

Dartiberhinaus werden die turbulenten Felder v (und B im MHD-Fall) als rdumlich
homogen und isotrop in ihren statistischen Eigenschaften angenommen. Diese Annah-
men sind zwar in realer Turbulenz nur ndherungsweise in kleinen Raumbereichen er-
flllt, vereinfachen jedoch die statistische Behandlung von Navier-Stokes- und MHD-
Turbulenz in hohem Mafe bzw. machen bestimmte, fundamentale Berechnungen erst
moglich (Fur eine historische Darstellung der Entwicklung dieses statistischen Ansat-
zes siehe [1], S.7 ff.).

Die angenommene statistische Homogenitét und Isotropie sowie das Hinzuziehen
der Quasi-Ergodenhypothese® erlauben, die oben eingefiihrten Ensemble-Mittelwerte
mit einfacher zu bildenden Orts- oder (in stationdrer Turbulenz) Zeit-Mittelwerten
gleichzusetzen. Damit gilt fiir eine beliebige Observable f(r,t) in einem turbulenten
System eines endlichen Volumens V unter den obigen Bedingungen

<f>:%/vde(r,t).

Da man im Rahmen dieser Arbeit an den inh&renten Eigenschaften der Turbulenz ohne
den EinfluR physikalischer Rander interessiert ist, sollen an den Grenzen des Volumens
V periodische Randbedingungen fur die turbulenten Felder gelten.

3.2 Die Kolmogoroff-Theorie

Zur theoretischen Beschreibung voll entwickelter, statistisch homogener und isotroper
Navier-Stokes-Turbulenz wurde die K41-Theorie entwickelt. Die in diesem Abschnitt
geschilderten Aspekte dieses Modells bilden auch fir MHD-Turbulenz die theoretische
Grundlage. Die folgende Darstellung beschrankt sich aus Griinden der Versténdlichkeit
zunéchst auf Navier-Stokes-Turbulenz. In Abschnitt 3.3 werden dann die Anderungen
und Erweiterungen der K41-Theorie dargestellt, die fir die Anwendung auf den MHD-
Fall gemacht werden.

3.2.1 Die K41-Phanomenologie

Im K41-Bild besteht ein turbulentes Geschwindigkeitsfeld aus einer Uberlagerung von
Strukturen, deren jeweils typische GroRenskalen ¢ sich kontinuierlich Uber einen wei-
ten Bereich erstrecken. Der raumliche Aufbau der ,,Eddies” genannten Strukturen bleibt
unbestimmt, es wird lediglich mit der typischen Eddy-Geschwindigkeit v, gearbeitet.

1Die Quasi-Ergodenhypothese postuliert, daR ein statistisches System fester Energie jedem ihm erreich-
baren Punkt des Phasenraums beliebig nahe kommt. Sie ist weder fiir die Navier-Stokes- noch fiir die MHD-
Gleichungen bewiesen.
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Diese typische Geschwindigkeit kann beispielsweise durch den quadratischen Mit-
telwert des longitudinalen Geschwindigkeitsinkrements dv(¢) := [v(r +£)— v(r)]-£/|¢|
folgendermalien definiert werden:

Ve 1=/ (OV2(0)) .

Die Inkremente der turbulenten Felder hédngen zwar formal von r und ¢ ab — da jedoch
statistische Homogenitat und Isotropie angenommen werden (Abschnitt 3.1) reduziert
sich die Abhédngigkeit auf eine vom Betrag der Inkrementdistanz £ := |¢|.

Das K41-Modell unterscheidet drei unterschiedliche GroBenskalenbereiche in der
Turbulenz. Die Eddies in der GréRenordnung der integralen Lénge L, die z.B. der ty-
pischen Ausdehnung des die Turbulenz verursachenden Gradienten in einer Scherstro-
mung entspricht, tragen den Grol3teil der Turbulenz-Energie und sind furr die makro-
skopischen Eigenschaften des turbulenten Systems verantwortlich. Der Energieverlust
durch Dissipation ist hier vernachlassigbar. Wird Turbulenz durch einen Mechanismus
angeregt oder aufrechterhalten, so injiziert dieser im Normalfall Energie in diesen Ma-
kroskalenbereich.

Die Energie wird von den groReren Eddies im Laufe der Zeit an immer kleine-
re Strukturen weitergegeben. Dieser als Richardson-Kaskade bekannte ProzeR ist im
Fourier-Raum eng lokalisiert, d.h. der Energieaustausch findet im wesentlichen zwi-
schen Eddies gleicher rdumlicher Ausdehnung statt. Die mathematische Ursache der
Kaskade ist der nichtlineare, advektive Term in den Navier-Stokes-Gleichungen. Er hat
auf die Gesamtenergiebilanz bei den hier gewéhlten, periodischen Randbedingungen
keine Auswirkung, sondern sorgt fur eine Verteilung der Energie zwischen verschiede-
nen GroRenskalen. Der resultierende, nichtlineare Energieflull kann gréRenordnungs-
maRig als V?/T( abgeschatzt werden. Dabei ist T, := ¢/v, die nichtlineare Transferzeit
oder ,,Eddy turnover-time”, in der ein Eddy der GroRe ¢ einen signifikanten Teil seiner
Energie abgibt.

Ein weiterer Skalenbereich £, der ausreichend von den Makroskalen entfernt ist,
um von den Details der turbulenzerzeugenden Mechanismen nicht merkbar beeinfluf3t
zu werden, und in dem zugleich die dissipativen Effekte vernachléssigbar sind, heif3t
Inertialgebiet. Hier wird die Turbulenzdynamik von der nichtlinearen Energieumver-
teilung dominiert.

Das Inertialgebiet ist ein ausgezeichneter Skalenbereich, da man experimentell be-
obachtet, dai3 die Strukturfunktionen der Ordnung p des Geschwindigkeitsfelds

SY(0) = (BvP(£))

fur ¢ € L selbstédhnlich, d.h. invariant unter Skalierungstransformationen von ¢, sind.
Sie kénnen deshalb im Inertialgebiet als Potenzfunktionen ~ ¢%p dargestellt werden.
Dabei sind die Exponenten , von der Ordnung p abhéngende Konstanten. Die Kern-
ergebnisse der K41-Theorie bestehen aus Vorhersagen fur diese Skalierungsexponen-
ten. Die Menge der Strukturfunktionen des Geschwindigkeitsfelds (im MHD-Fall der
Elsasser-Felder) aller Ordungen p enthélt die gesamte statistische Information Gber die
Turbulenz, d.h. Gber die Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion P(dv(¢)), deren stati-
stische Momente die Strukturfunktionen sind. Neben Eigenschaften der Wahrschein-
lichkeitsverteilung wie Schiefe und Flachheit (Abschnitt 6.4) kann beispielsweise aus
dem Verhalten der Strukturfunktion zweiter Ordnung auf die Skalierung des Energie-
spektrums geschlossen werden (Abschnitt 3.2.3). Die Abhangigkeit der Skalierungs-
exponenten , von der Ordnung p liefert u.a. Informationen uber die Auspragung und
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Abbildung 3.1: Schematische Darstellung des K41-Turbulenzbildes am Beispiel der
Fourier-spektralen Energieverteilung. In Abhéngigkeit von der Systemdimension und
der jeweils betrachteten idealen Invarianten tritt statt der direkten Kaskade eine entge-
gengesetzte inverse Kaskadenbewegung von kleineren zu gréReren rdumlichen Skalen
auf.

den statistischen EinfluR der Intermittenz kleinster turbulenter Strukturen (Abschnitt
3.4).

Bei sehr kleinen raumlichen Skalen wird die Energiedissipation durch Viskositéts-
effekte dominant und entfernt Energie aus dem System. Die typische Lange dieser
dissipativen Skalen ist die Kolmogoroff-Dissipationslange fkaz, die im anschlieRenden
Abschnitt 3.2.3 explizit angegeben wird.

3.2.2 Die Rolle der Reynoldszahl Re

Der Abstand des Dissipationsgebiets um ¢kx41 vom Makroskalenbereich bei L und so-
mit die Ausdehnung des Inertialgebietes ist, wie man im Experiment feststellt, di-
rekt von der GréRe der Reynoldszahl Re abhéngig. Das K41-Modell, wie auch sei-
ne MHD-Erweiterung von Iroschnikoff und Kraichnan, macht Aussagen fur Turbu-
lenz im Grenzwert unendlich hoher Re (und Rm im MHD-Fall), d.h. fir ein unend-
lich weit ausgedehntes Inertialgebiet. Die Vernachldssigung der Einflisse aus dem
Makroskalen- bzw. Dissipationsbereich ist eine Annahme, die in realer Turbulenz mit
endlicher Reynoldszahl eine entscheidende Giiltigkeitsbeschrankung der Theorie dar-
stellt.

Da sich bei einem homogenen turbulenten System die flr die Definition der Reynolds-
zahl nétige, typische Lénge Lo und typische Geschwindigkeit vg (Siehe (2.9).) nicht
eindeutig festlegen lassen, werden zur Bestimmung von Re globale, das System cha-
rakterisierende GroRen herangezogen. Mit Hilfe der Gesamtenergie E, der Kinetischen
Energie EX und der Gesamtenergie-Dissipation € = —E lassen sich aus Dimensions-
Uberlegungen eine typische Lange Lo = E3/2/s und eine typische Geschwindigkeit
vo = (EX)Y/2 bestimmen. Damit ergibt sich die im weiteren benutzte Reynoldszahl-
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Definition (fiir Rm analog mit n)
(EK)1/2E3/2
gl '

Re = (3.1

3.2.3 Ergebnisse des K41-Modells

Uber folgende Argumente kann im Rahmen der K41-Phanomenologie das Skalierungs-
verhalten der Geschwindigkeitsfeld-Strukturfunktionen Sy (£) ~ (% bestimmt werden:
Unter den bereits vorgestellten Annahmen ist der nichtlineare Energieflul? im Inertial-
gebiet gleich der dort als /-unabhéngig angenommenen Energiedissipationsrate € eines
stationar turbulenten Systems. Daraus folgt:2

2 3
LV _ Ve  (e)L/3
£ w7 =V ~ (&)
= Sp(0) ~ ()PP Vie L. (3.2)

Fur p = 3ist es sogar moglich unter Zuhilfenahme der von-Karmén-Howarth-Beziehung
(Siehe z.B. [16], S. 78) eine exakte Beziehung herzuleiten, das ‘g‘—Gesetz:

Sy(0) = —gsﬁ . (3.3)

Wird S4(¢) raumlich Fourier-transformiert, so erhdlt man eine Funktion, die im Inerti-
algebiet das gleiche Skalierungsverhalten aufweist wie das eindimensionale Energie-
spektrum E (ky) = [dkz [dksE (k1) mit den Wellenvektor-Komponenten k; := (21) /4;.
Im Falle homogener Turbulenz wird Uiblicherweise das raumwinkelintegrierte Energie-
spektrum

4n
E(k) := gQE(k)l\k\=k (3.4)

angegeben, das im folgenden abkirzend als Energiespektrum bezeichnet wird. Das
Skalierungsverhalten der S5(¢) im Realraum-Inertialgebiet £ entspricht fiir statistisch
homogene Turbulenz einem selbstéhnlichen Verlauf des Energiespektrums im zugeho-
rigen Fourier-Raum Intertialgebiet K als Potenzfunktion ~ k~(1+¢2).,

Damit ergibt sich das Kolmogoroff-Spektrum der Navier-Stokes-Turbulenz zu

E(k) = Cxe?3k 53, ke K . (3.5)

Der Wert der Kolmogoroff-Konstanten Ck liegt laut experimentellen Ergebnissen im
Bereich 1 bis 2.

Die Kolmogoroff-Dissipationslange £k41 gibt groBenordnungsmafiig den raumli-
chen Skalenbereich an, in dem die Energiedissipationsrate (abgeschétzt durch v,?u/éz)
ungeféhr gleich dem nichtlinearen EnergiefluB (abgeschatzt durch v%/u) ist, also das
Dissipationsgebiet (Abschnitt 3.2.1) beginnt. Mit den eingefuhrten Abschétzungen folgt:

4—“2 Lt = vy 0~ (e0)M3 )0

us 1/4
= €K4l = <?> . (3.6)

Somit ist £ka1 bis auf eine Konstante der GroRenordnung O(1) bestimmt.

2Das im weiteren verwendete Symbol ,,~” steht fiir ,,gleich, bis auf einen Faktor O(1)”.
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3.3 Die lroschnikoff-Kraichnan-Theorie

Die fir MHD-Turbulenz entwickelte IK-Theorie Gbernimmt im wesentlichen das K41-
Modell und ist deshalb in ihren Ergebnissen auf den gleichen Rahmen beschrénkt wie
dieses (Abschnitt 3.2.3).

Der Ubergang von Navier-Stokes- zu MHD-Turbulenz gelingt hier durch das Er-
setzen der K41-Grofe v, durch zy, analog definiert wie in Abschnitt 3.2.1 mit Hilfe
der Elsésser-Variablen z*. Eine Unterscheidung zwischen z; und z, wird durch die
zusatzliche Annahme kleiner globaler Geschwindigkeitsfeld-Magnetfeld-Korrelation
(Ausrichtung)

T 2(EKEM)1/2 - (EKEM)1/2

(3.7)

vermieden. Fiir endliches p ist eine mathematisch aufwendigere Theorie notwendig, die
einen Zusammenhang zwischen den Skalierungen der z*-Spektren ergibt, nicht jedoch
die absoluten Werte der Skalierungsexponenten [19].

Der entscheidende Unterschied der IK- zur K41-Theorie liegt in der Vorstellung
vom nichtlinearen EnergiefluR. Wahrend im Kolmogoroff-Bild das Geschwindigkeits-
feld selbst die Energie, die durch Deformationen der turbulenten Eddies nichtlinear
umverteilt wird, transportiert, wird im Iroschnikoff-Kraichnan-Bild angenommen, daf3
der dominante Energie-Transportmechanismus die transversale Scher-Alfvén-Welle3
ist. Der nichtlineare Energietibertrag findet dabei wahrend der gegenseitigen Streuung
sich durchdringender Alfvén-Wellenpakete statt.

Die Kopplung zwischen den Alfvén-Wellen und dem Geschwindigkeitsfeld, das die
Anregungsenergie liefert und nach einer moglichen nichtlinearen Umverteilung unter
verschiedenen Wellenpaketen spater auch wieder aufnimmt, findet Giber den Alfvén-
Effekt statt.

Dieser beruht bei der Alfvén-Wellen-Anregung darauf, daf Geschwindigkeitsfluk-
tuationen ov der rdumlichen Ausdehnung ¢ in einem Fihrungs-Magnetfeld B, das
durch Bewegungen des MHD-Mediums auf rdumlichen Skalen groRer als ¢ erzeugt
wird, transversale Magnetfeld-Stérungen 6B mit |dB| < |B| hervorrufen. Die so ange-
regten Alfvén-Wellen bewegen sich entlang der Feldlinien des Fuhrungsfelds. Sind die
Storungen |dv|, |8B| klein gegeniiber dem Betrag des Fuhrungs-Magnetfelds |B|, so gilt
ov = £0B. Bei der Dampfung von Alfvén-Wellen findet der beschriebene Vorgang in
umgekehrter Richtung statt.

Da zwei sich begegnenden Alfvén-Wellenpaketen der Ausdehnung ¢ nur die im
Vergleich zur nichtlinearen, K41-analogen Transferzeit 1, = ¢/z, kurze Zeitspanne
Ta = {/va zum Energieaustausch zur Verfiigung steht (wegen va > z;), verlangert
sich die nichtlineare IK-Transferzeit, die zum Austausch des gleichen Energiebetrags
bendtigt wird, im Vergleich zur K41-Theorie um den Faktor 1,/ta. Der Betrag der
Alfvén-Geschwindigkeit vp ist in der hier gewahlten dimensionslosen Schreibweise
gleich dem des Fuhrungs-Magnetfelds B.

3Im weiteren einfach Alfvén-Welle genannt, da die anderen MHD-Wellentypen im hier betrachteten,
inkompressiblen Fall nicht auftreten.
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3.3.1 Ergebnisse des IK-Modells

Mit den im vorhergehenden Abschnitt dargelegten Annahmen und den Transformatio-
nen

Ty
Ve—2p, Tt — Ty,
TA
lassen sich die Ergebnisse der IK-Theorie mit den gleichen Ansétzen wie in der K41-

Theorie (Siehe (3.2), (3.5), (3.6)) bestimmen. Man erhalt fiir die Els&sser-Strukturfunktionen
im Inertialgebiet £

SL(0) ~ (sval)P/* V0 E L | (3.8)

womit, ebenfalls analog, die Iroschnikoff-Kraichnan-Skalierung fiir das Energiespek-
trum im Fourier-Raum Inertialgebiet K folgt:

E(k) =Cik (eva)Y/?k %/, ke X . (3.9)

Die IK-Dissipationslange erhalt man entsprechend zu (3.6) als:

van? 1/3
O = (%) . (3.10)

Auch eine Entsprechung des g‘-Gesetzes ist fur die inkompressible, dreidimensionale
MHD herleitbar ([33], [32]):
3

%o, 2 4 + [P d |Zi|2
67°(0) 3 87 (1) = ~5e* mite .:—a/dv 61
\Y

Hier sind die 6zT (¢) die aus Abschnitt 3.2.1 bekannten, longitudinalen Feldinkremente,
wéhrend &z (¢) fr (z(r 4 ¢) — z;"(r)) steht, also fiir Inkremente der Feldkomponen-
ten in einer beliebigen Raumrichtung.

3.4 Intermittenz

Die Skalierungsexponenten {,, der Strukturfunktionen Sp(¢) der turbulenten Felder im
Inertialgebiet £ werden von der K41-Theorie, {!** = p/3 (Siehe (3.2)), sowie der IK-
Theorie, {{f = p/4 (Siehe (3.8)), als lineare Funktionen der Strukturfunktionsordnung
p vorhergesagt.

Allerdings gibt es fir Navier-Stokes-Turbulenz tiberzeugende experimentelle Be-
funde, die zeigen, dal? die Z'é“l nichtlinear von p abh&ngen (Fiir eine Zusammenfassung
siehe [38]). Fir MHD-Turbulenz existieren Ergebnisse aus Raumsonden-Messungen
im turbulenten Sonnenwind [10] sowie zweidimensionalen direkten numerischen Si-
mulationen [30], die darauf hinweisen, daf? auch die Strukturfunktionen der Elsésser-
Felder S%,(¢) anomal skalieren.

Diese Abweichungen von den theoretischen Vorhersagen, die fiir p > 3 in zuneh-
mendem Mal3e erkennbar werden, lassen sich darauf zuriickfiihren, dal? die Energie-
dissipation im Bereich der Dissipationsskalen nicht rdumlich homogen stattfindet, wie
die K41- und IK-Phédnomenologie implizit annehmen. Stattdessen wird die Energie in
Strukturen dissipiert, in denen sich kleine Bereiche hoher Dissipationsrate mit groRe-
ren Gebieten sehr viel niedrigerer Dissipationsrate abwechseln. Die Energie wird also
nicht in raumfillenden sondern intermittenten, dissipativen Strukturen aus dem turbu-
lenten System entfernt.
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3.4.1 Das She-Lévéque-Modell

Unter den verschiedenen theoretischen Ansétzen, die das anomale Skalierungsverhal-
ten der Strukturfunktionen fiir Navier-Stokes-Turbulenz erkléren wollen (Siehe [4],
S.217 ff., [38] fiir eine Ubersicht), nimmt das Modell von She und Lévéque [35] ein
besondere Stellung ein, da es: 1. in seiner generalisierten Form ausschliellich Parame-
ter enthalt, die entweder physikalisch oder mit den Teilen der K41- bzw. IK-Theorie
bestimmt werden kdnnen, die nur marginal durch die Intermittenz beeinfluRt werden,
und 2. mit den experimentellen Resultaten hervorragend ubereinstimmt.

Die alle Parameter sichtbar machende, generalisierte Form des SL-Modells lautet

(Siehe z.B. [31]):
p/g
(SSL:§<1—§) +Co 1—(1—9—2()) 1 . (3.12)

Die Parameter g und Cg erklaren sich wie folgt: g bestimmt sich aus der Basisskalierung

der Feldinkremente v, ~ ¢1/9 (Siehe (3.2) und (3.8)). Cy ist die Kodimension der klein-

sten, dissipativen Strukturen, d.h. Co := (Raumdimension) — (Dissipationsstruktur-Dimension).
Unter Annahme der K41-Basisskalierung (3.2) folgt g = 3. Weiterhin beobachtet

man in dreidimensionalen Navier-Stokes-Turbulenz-Simulationen als kleinste, dissipa-

tive Strukturen sogenannte Vortex-Filamente (Siehe z.B. [42]), d.h. quasi-eindimensionale

Wirbelstarke-Schlduche —also Co = 2. Damit erhdlt man das urspriingliche She-Lévéque-

Modell fiir Navier-Stokes-Turbulenz:

/3
sL_ P (2 P
G =g+2 2(3) . (3.13)

Die Erweiterung des SL-Intermittenzmodells auf MHD-Turbulenz wird in Abschnitt
6.3 dieser Arbeit behandelt.

Unter den Hypothesen, auf denen das SL-Modell fuBt, sticht eine besonders her-
vor. Sie postuliert einen bestimmten, hierarchischen Zusammenhang zwischen den sta-
tistischen Momenten der mittleren lokalen Dissipation €, := \% Sy adV'e(r) (V' ist eine
Kugel mit Radius ¢), dessen Ursache She und Lévéque in ihrer Originalarbeit in ei-
ner ,,versteckten Symmetrie der Navier-Stokes-Gleichungen” vermuten. Mittlerweile
konnte gezeigt werden [13], daR diese Hypothese dquivalent zu der Forderung ist, daf3
der natirliche Logarithmus der €, einer Poisson-Verteilung folgt.

Die von She und Lévéque vermutete Symmetrie ist inzwischen als generalisierte
Skalen-Kovarianz der Turbulenz identifiziert worden ([36],[13]).



Kapitel 4

Die ver wendeten numerischen
M ethoden

Bei den im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten direkten numerischen Simulationen
von MHD-Turbulenz wird das partielle Differentialgleichungssystem der inkompres-
siblen MHD ((2.5), (2.12), (2.7), (2.8)) von einem festgelegten Anfangszustand aus in
der Zeit fortintegriert.

Das turbulente System, d.h. die turbulenten Felder w und B, wird dabei durch eine
diskretes, dreidimensionales, dquidistantes Gitter in Wirfelform représentiert, dessen
Kantenlange 21t betrdgt und bei dem in allen drei Raumrichtungen periodische Rand-
bedingungen gelten.

Auf dieses Gitter werden die rdumlichen Fourier-Moden der turbulenten Felder,
®(k,t) und é(k,t), fir diskrete Wellenvektoren ki mit ky = —Kmax, . .., Kmax, Ky =
—Kmax; - - -, Kmax und k; = 0, ..., Kmax abgebildet (kx, ky,k; € Z)2. In z-Richtung wird die
Ursprungs-Symmetrie der Fourier-Reprasentation reeller Funktionen ausgenutzt. Die
maximale rdumliche Auflésung des Gitters wird Uber den grofitmoglichen Wellenvek-
torbetrag kmax festgelegt. Der in dieser Arbeit maximale verwendete Wert Kmax = 256
geht an die Grenze des auf dem zur Verfligung stehenden, massiv-parallelen Cray-
T3E Rechnersystems Mdglichen® und stellt zur Zeit die beste direkte Fourier-Raum-
Né&herung eines realen, inkompressiblen MHD-Systems (Kmax = o) dar.

In diesem Kapitel werden die numerischen Methoden beschrieben, mit denen das
diskretisierte, turbulente MHD-System in der Zeit weitergerechnet wird. Weiterhin
werden die verschiedenen Mallnahmen zur Erzeugung definierter Anfangsbedingun-
gen und Kriterien fiir die Wahl der Systemparameter Re bzw. Rm erlédutert. Abschlie-
RBend werden einige Aspekte der Implementierung des Simulationsprogramms auf dem
massiv-parallelen Rechnersystem Cray T3E dargelegt.

1Da die mathematische Beziehung zwischen einem quellenfreien Vektorfeld und dessen Wirbelfeld ein-
deutig ist, sind w und v fir die Beschreibung des Geschwindigkeitsfelds &quivalente Variable.

2Alle im weiteren Text angegebenen Fourier-Variablen (Vektoren sind durch ,,~” gekennzeichnet, Skalare
durch die explizite Angabe der Abhéngigkeit von k) verstehen sich als Funktionen von k und t, soweit nicht
ausdrticklich anders angegeben.

3Die Begrenzung liegt in erster Linie an dem hohen Speicherbedarf des Gitters.
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4.1 Das Pseudospektralverfahren

Fourier-spektrale numerische Verfahren zur Lésung partieller Differentialgleichungen
arbeiten auf einem diskreten Gitter, auf das die Fourier-Transformierte der Losungs-
funktionen abgebildet wird. Diese numerische Form der Darstellung ist bei Simulatio-
nen homogener und isotroper Turbulenz tblich, da sie dem theoretischen Turbulenz-
Bild, das mit Strukturen verschiedener raumlicher Ausdehnung arbeitet, entspricht.

Wahrend sich die raumlichen Differentiationsoperatoren der Differentialgleichun-
gen im Fourier-Raum gemaR der Transformation dx; — ikj, j € {1,2,3}, als einfache
Wellenvektor-Multiplikationen ausfihren lassen, werden Produkte aus dem Ortsraum
zu sogenannten Faltungen (hier als Beispiel fiir den schon eingefiihrten, endlichen, dis-
kreten Fourier-Raum):

kmax
[a(r)- b(r))]Fourier(k) = z a(k)b(k — k/) .

k/=_ max

Da der Aufwand zur Berechnung einer Faltung in einem dreidimensionalen, diskre-
ten Fourier-Raum mit N Gitterpunkten in jeder Raumrichtung allgemein von der Ord-
nung O(N®) ist, im Vergleich zu O(N®) fiir die Produktbildung mit einem Finiten-
Differenzen-Algorithmus im Realraum, sind spektrale \erfahren nur fir Gitter mit klei-
nen N praktikabel.

Pseudospektrale Verfahren im Fourier-Raum umgehen dieses Problem durch die
Anwendung schneller Fourier-Transformations-Algorithmen. Dabei werden die Fourier-
Darstellungen der zu multiplizierenden Funktionen einzeln zurlck in den Ortsraum
transformiert, dort miteinander in jedem Gitterpunkt multipliziert, und danach das
Ortsraum-Produkt wieder in den Fourier-Raum zurticktransformiert.

Der Rechenaufwand pseudospektraler Verfahren ist in drei Raumdimensionen mit
O(N3In(N)) ([11], S.83) im Vergleich zu spektralen Verfahren deutlich geringer und
ermdglicht die sinnvolle Anwendung pseudospektraler Algorithmen auf Turbulenz-
Probleme, wie in dieser Arbeit.

411 Die MHD-Gleichungen im diskreten Fourier-Raum

Da die Forderungen nach Divergenzfreiheit von v (2.5) und B (2.7) reine Anfangsbe-
dingungen sind*, werden fiir die direkte, zeitliche Fortentwicklung des MHD-Systems
nur die beiden Gleichungen (2.12) und (2.8) benétigt. Sie lauten im diskreten, endli-
chen Fourier-Raum

—

B = ik x [V x @B x (ikn x Bn)] —Rey 1 (4.1)
m
3B = ik x [v x B] — Rmy %Bp, . 4.2)
m

Der Index m numeriert die jeweilige Fourier-Mode, fiir welche die indizierte GroRe
ausgewertet wird. Die mit Uberstrich und Hut gekennzeichneten Klammern beinhal-
ten die nichtlinearen Terme, welche Faltungen im Fourier-Raum entsprechen. Diese
Faltungen werden nach der Pseudospektralmethode berechnet.

“Diese Aussage kann durch Anwenden des Divergenzoperators auf (2.8) fiir B direkt bewiesen werden.
Fur das Geschwindigkeitsfeld wird mit w ohnehin ausschlieBlich der Wirbelanteil von v berechnet. Es gilt
dabei im Fourier-Raum: &= ik x 0, V=i /k?k x Q.
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Man sieht, dal die beiden diskreten Gleichungen in ihrer Struktur fast identisch
sind. In der Vortizitatsgleichung muR lediglich ein zusatzlicher Faltungsterm berech-
net werden. Diese Symmetrie ist ein Vorteil bei der numerischen Bearbeitung, da die
Struktur des Simulationsprogramms dadurch sehr einfach bleiben kann.

Die Reynoldszahlen und Dissipationsterme in (4.1) und (4.2) sind mit Hilfe der
Dissipativitdt v = 1,2,3,... verallgemeinert worden. Wéhrend v = 1 die urspriingli-
chen MHD-Gleichungen ergibt, fihrt v > 1 zu einem hyperdissipativen System. An-
statt der normalen Viskositét 1 = p und der magnetischen Diffusivitdt Ny = n gehen
in die Reynoldszahlen in diesem Fall die entsprechende Hyperviskositét ., und Hyper-
diffusivitat ny ein.

4.1.2 Hyperdissipation

Die Einflihrung von Dissipationsoperatoren héherer Ordnung ist ein numerischer Trick,
der ausnutzt, dai3 der Dissipationsbereich fiir zunehmendes v bei immer grofReren Wel-
lenvektoren k konzentriert ist. Durch Ausnutzung dieses Effekts kann versucht werden,
den in einer Rechner-Simulation zur Verfiigung stehenden, begrenzten Spektralbereich
optimal auszunutzen, d.h. das hauptsachlich interessierende Inertialgebiet auf Kosten
der Ausdehnung des Dissipationsbereichs zu vergrofiern.

Zur theoretischen Rechtfertigung dieses Vorgehens kann man anfiihren, dal? die
K41- und IK-Phanomenologie jeweils bis auf die Forderung, dal? das Dissipations-
gebiet erst bei sehr groRen |k| beginnt, keine Annahmen Uber die Art der Dissipati-
onsmechanismen machen. Andererseits wird der in Turbulenz endlicher Reynoldszahl
auftretende Bottleneck-Effekt ([15], [26]) — eine in das Inertialgebiet zurlickreichende
Anhéufung von Energie im Bereich des Energiespektrums kurz vor Beginn des Dissi-
pationsgebiets — fiir zunehmendes v immer ausgeprégter [5]. Um eine Veranderung der
Inertialgebietsskalierungen aufgrund des Bottleneck-Effekts so gering wie mdéglich zu
halten, wird deshalb in dieser Arbeit hdchstens v = 2 verwendet.

Die Reynoldszahlen von Systemen verschiedener Dissipativitaten v kénnen man-
gels eines formulierbaren physikalischen Zusammenhangs nicht miteinander vergli-
chen werden. Man nimmt jedoch an, dal sich die Skalierungseigenschaften normaldis-
sipativer Turbulenz, vom Bottleneck-Effekt abgesehen, nicht von denen eines entspre-
chenden hyperdissipativen Systems unterscheiden.

Im Rahmen des K41- bzw. IK-Modells lassen sich Ausdriicke fiir die Dissipati-
onslangen fk41 (3.6) bzw. £k (3.10) unter Einbeziehung der Dissipativitat angeben.
Mit einer verallgemeinerten Naherung fiir die Dissipationsrate ~ v2j/¢2” ergibt sich in
analoger Herleitung:

1

|_13 Bv—2
€
1
v 2\ w1
€|Kv = (%) . (4.4)

4.1.3 Der Aliasing-Fehler

Bei der Berechnung der Faltungen tritt der sogenannte Aliasing-Fehler auf. Er en-
steht dadurch, daf? bei der Pseudospektralverfahren kennzeichnenden Produktbildung
im Ortsraum rdumliche Fourier-Moden erzeugt werden, deren Wellenvektorbetrag tiber
kmax liegt und die deshalb bei der Rucktransformation in den endlichen Fourier-Raum
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nicht korrekt auf das bis kmnax reichende Gitter abgebildet werden kdnnen. Die Fourier-
Moden mit |K| > kmax Werden vom schnellen Fourier-Transformationsverfahren von
den &uBeren Gittergrenzen kommend, félschlicherweise auf die korrekt transformier-
ten Moden addiert.

Zur vollstandigen Vermeidung des Aliasing-Fehlers (De-aliasing) ist es nétig, ei-
ne Pufferzone der Breite kmax/2 um das eigentliche Rechengitter herumzulegen ([11],
S.84 1f.). Diese Zone dient ausschlieBlich dazu, die zusétzlichen und ungewollten Aliasing-
Moden aufzunehmen, die nach jeder Faltungsberechnung sofort auf Null gesetzt und
somit aus dem System entfernt werden.

Allerdings rechnet man in drei Dimensionen bei vollstdéndigem De-Aliasing in ei-
nem wirfelférmigen Gitter mit nur ungefahr 30% der Fourier-Moden, die zur Verfu-
gung stinden, wenn auch die Pufferzone in das Rechengebiet einbezogen wiirde. Wei-
terhin ist in dreidimensionalen, direkten Navier-Stokes-Turbulenzsimulationen gezeigt
worden, daB der Einflul} des Aliasing-Fehlers auf die makroskopischen und raumlich-
statistischen Turbulenz-Eigenschaften von der Ordnung des Diskretisierungsfehlers ist
[42].

Aus diesen Griinden ist es bei dreidimensionalen Simulationen statistisch homo-
gener und isotroper Turbulenz tblich, das Rechengebiet auf eine Kugel auszudehnen,
deren Durchmesser gleich der Kantenléange des wiirfelformigen Gesamtgitters ist. Die
von der Kugel nicht erfassten Bereiche des Gesamtgitters werden als Pufferzonen be-
handelt. Dieses als spharisches Modenabschneiden bekannte Verfahren wird in dieser
Arbeit ausschlieRlich angewandt.

4.2 Die Zeitintegration

Die Vorwaértsintegration der beiden rdumlich Fourier-diskretisierten Gleichungen (4.1)
und (4.2) geschieht mit Hilfe eines Leapfrog-Verfahrens ([34], S.833 ff.), das eine
leichte numerische Viskositat zur Vermeidung der bei diesem Algorithmentyp auftre-
tenden Gitterinstabilitat aufweist. Der Diskretisierungsfehler hdngt in zweiter Ordnung
von der Grol3e des Zeitschritts ab.

Da das Leapfrog-Verfahren aufgrund der Dissipationsterme in (4.1) und (4.2) nu-
merisch nicht stabil wére, werden diese Terme mit Hilfe einer Umformung der beiden
Differentialgleichungen analytisch exakt behandelt. Hier als Beispiel die Umformung
und anschlieBende zeitliche Diskretisierung der Induktionsgleichung (Fur die Vortizi-
tatsgleichung analog):

@2 5, (émeRmv_lkﬁt) —eRmy 'Kt <ikm x W )
m

Wird diese Gleichung gemdaR dem Leapfrog-Algorithmus mit dem Zeitschritt At dis-
kretisiert, so ergibt sich (Fur die Vortizitatsgleichung analog):

—— n-1
~ ~ —1,2v —1p2v .
= Bl — BN-lg~Rmv k24t 4 o At g~Rmy kin 248 <|km X [v X B} ) ,
m

wobei der Index n die Zeitebenen numeriert und jeden zweiten Zeitschritt zwischen
den Zeitebenen mit geradem und ungeradem Index gemittelt wird.



4.3. ANFANGSBEDINGUNGEN UND SYSTEMPARAMETER 21

Die maximal mogliche GroRe des Zeitschritts kann mit Hilfe des Courant-Friedrichs-
Levy-Kriteriums ([34], S. 829) als

At < X E-Y2k L,
Vo
mit der hdchstmaglichen Geschwindigkeit vo und der kleinsten rdumlichen Gitterbreite
Ax abgeschatzt werden. Da die CFL-Bedingung jedoch nur fiir lineare Probleme streng
gilt, muf’ der Zeitschritt in der Regel kleiner gewahlt werden, als nach diesem hier
ohnehin schon bis auf einen Faktor der Ordnung 1 gendherten Kriterium moglich wére.

4.3 Anfangsbedingungen und Systemparameter

Die raumlichen Fourier-Moden der turbulenten Felder &, und By, des Anfangszu-
stands werden so generiert, dal’ ihr Amplituden einer kugelsymmetrischen GaulRfunk-
tion e~k7/(28) in Abhangigkeit des Wellenvektorbetrags kn folgen. Der Parameter ko
gibt den Wellenvektorbetrag an, bei dem das Maximum des auf eins normierten Ge-
samtenergiespektrums liegt. Die Gesamtenergie wird zu gleichen Teilen auf & (kineti-
sche Energie EK) und B (magnetische Energie EM) verteilt. Die komplexen Phasen der
Fourier-Moden werden zuféllig gewahit.

Mit Hilfe einer Orthonormalbasis {em := Km/|Km|,€1,€2} mit 1 L ky (beliebig
in jedem Gitterpunkt gewahlt) und e, := ey, x e; wird die Orientierung der Fourier-
Moden durch Linearkombination von e; und e» so festgelegt, dal? die initialisierten
Vektorfelder in jedem Gitterpunkt divergenzfrei sind, d.h. ki - G = Kk - Bn=0 gilt.

Unter den Zwangsbedingungen EX und EM nicht zu verandern sowie die Diver-
genzfreiheit der erzeugten Felder zu erhalten, kdnnen die idealen Invarianten magneti-
sche Helizitdt H und Kreuzhelizitat K fur den Anfangszustand festgelegt werden.

4.3.1 Die Initialisierung der magnetischen Helizitat H

Die Initialisierungsfunktion fur die Komponente j des magnetischen Vektorpotentials
A im Gitterpunkt m lautet

Ay = 5/ @9 [q. (¢) (2 + ir) ;€™ + 0 () (€1~ iez) ;¢ 7|, (45)
:;y"' =y

wobei oy und Bm Zufallszahlen im Intervall [0, 1] sind.

Da es sich bei y* um Eigenvektoren des Rotationsoperators handelt [43], ist die lo-
kale Helizitat des so erzeugten Vektorfeldes, die fiir A gleich der lokalen magnetischen
Helizitét ist, in jedem Gitterpunkt Hp = A% - (ikm x An) = K exp(—K2 /k3)[02 (@) —
(o)

Uber die Gewichtungsfaktoren q-.(¢), die folgendermafen mit dem Parameter @ €
[—1,1] definiert sind

— cos (7o) 4 sin (T = vsin (T
Qe = 005(4([)) +sin (4([)) =+/2sin (4(1i(p)) ,
14Rt sich die magnetische Helizitét des Magnetfelds, das geméaR By, = ik x An aus dem
magnetischen Vektorpotential erzeugt wird, einstellen ohne die magnetische Energie
EM zu verandern.

Die Wahl @ = 0 fuhrt zu H = 0, wéhrend ¢ = +1 den Betrag der magnetischen

Helizitat maximieren.



22 KAPITEL 4. DIE VERWENDETEN NUMERISCHEN METHODEN

4.3.2 Die Initialisierung der Kreuzhelizitat K

Zur Festlegung von K ohne die Beeinflussung der bereits eingestellten Parameter (in-
klusive H) wird das Geschwindigkeitsfeld vy, Uber eine in jedem Gitterpunkt lokal
durchgefiihrte Drehung um den Wellenvektor ky, aus dem Magnetfeld erzeugt:

Vm = Dy 'Dy Dy Bin -

Die Transformationsmatrizen Dy, und D¢ sind mit Hilfe des bereits eingeflihrten
Orthonormalsystems {en, e1, €2} definiert als

el 1 0 0
Dk, =€l |,Dgp:=|0 cos(¢) sin(¢) |, ¢ €[0,71.
& 0  —sin(¢p)  cos(9)

Die Drehwinkel ¢ € {m/2,3m/2} entsprechen lokal K = 0 wéhrend ¢ € {0,711} den
Betrag der lokalen Kreuzhelizitat maximieren.

4.3.3 Die Wahl von Re und Rm

Um ein turbulentes System zu beschreiben, dafl dem theoretischen Idealfall Re = Rm =
oo moglichst nahekommt, sollten die Reynoldszahlen des simulierten Systems maxi-
miert, d.h. Viskositat und magnetische Diffusivitadt minimiert werden.

Da mit steigenden Reynoldszahlen jedoch Eddies auf immer kleineren raumlichen
GroRenskalen angeregt werden, setzt das begrenzte radumliche Auflésungsvermdgen
des verwendeten Rechengitters dem Betrag der Reynoldszahlen eine obere Grenze.

Eine direkte numerische Turbulenzsimulation ist nur dann physikalisch begriindet,
wenn Re und Rm so gewahlt sind, dall das Energiespektrum vor Erreichen der maximal
aufzulésenden Wellenzahl ks auf einen vernachléssigbaren Bruchteil des Inertialge-
bietsniveaus abgesunken ist.

4.4 Das Simulationsprogramm

Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine FORTRAN90-Version eines pseudospektralen Si-
mulationsprogramms zur Berechnung des beschriebenen, periodischen MHD-Systems
entwickelt. Dabei konnte von einer Basisversion ausgegangen werden, die Andreas
Zeiler am Max-Planck-Institut fir Plasmaphysik (IPP) urspringlich fur die Elektronen-
MHD entwickelt hat und die von Reinhard Tisma (ebenfalls IPP) fur den Einsatz auf
dem massiv-parallelen Cray-T3E Rechnersystem des dortigen Rechenzentrums ange-
palit worden ist. Mehrere Diagnostik-Module wurden von Antonio Celani beigesteuert.

Die Programmstruktur ist einfach-linear, dem Leapfrog-Algorithmus folgend. Die
einzige Ausnahme bildet die pseudospektrale Faltungsberechnung — genauer: die drei-
dimensionale schnelle Fourier-Transformation, die alle komplexeren Aspekte des Da-
tenflusses und der Parallelisierung des Simulationsprogramms beinhaltet und in der
von Cray zur Verfligung gestellten Form genutzt wird. Das Rechengitter wird gemaf
den Anforderungen der schnellen Fourier-Transformation auf den verteilten Speicher
der verfligbaren Prozessorelemente (PE) abgebildet.

Die Fourier-Transformation grenzt die erreichbare Rechenleistung pro PE auf 30-
40 MFLOPS?® ein. Sie ist weiterhin hauptverantwortlich fiir das parallele Skalierungs-

51 MFLOPS = 1 Million FlieRkomma-Operationen pro Sekunde.
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Abbildung 4.1: Bendtigte Laufzeit fir die Berechnung von 20 Zeitschritten bei einem
1283-Rechengitter in Abhangigkeit von der Anzahl der verwendeten PE.

verhalten des Simulationsprogramms, d.h. die Abhé&ngigkeit des Rechenzeitaufwands
fiir ein bestimmtes Problem von der Anzahl der verwendeten PE.

Das Skalierungsverhalten bei einem Testproblem ist in Abbildung 4.1 dargestellt.
Es weicht erheblich vom Idealfall ab, der einer linearen Rechenzeitabnahme bei zu-
nehmender PE-Anzahl entspricht. Dies ist jedoch ein erwarteter Effekt, da sich schnel-
le Fourier-Transformationen nur schwer effektiv parallelisieren lassen, weil sie einen
sehr hohen Anteil zeitintensiver PE-zu-PE-Kommunikation bedingen.

Die erreichte Rechenleistung ist jedoch ausreichend, um mit vertretbarem Aufwand
physikalisch signifikante Systeme zu behandeln. Darlberhinaus zwingt die Grole eines
Rechengitters mit kmax > 128 allein aus Speichergrinden zur Verwendung von bis zu
512 PE.

Eine Leistungssteigerung des verwendeten Programms ist bei einer Optimierung
der zugrundeliegenden schnellen Fourier-Transformation zu erwarten.
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Kapitel 5

M akroskopische Eigenschaften
zerfallender MHD-Turbulenz

Den einfachsten Zugang zu den inhérenten Eigenschaften dreidimensionaler MHD-
Tubulenz stellt das Studium der globalen Systemeigenschaften dar. Die entsprechen-
den Observablen sind die drei quadratischen idealen Invarianten Energie E (2.13), ma-
gnetische Helizitat H (2.14), Kreuzhelizitit K (2.15) sowie die aus ihnen abgeleiteten
GroRen, wie z.B. die Dissipationsrate € und die Reynoldszahlen Re und Rm.

Zu diesem Zweck wird das MHD-System von einem anhand der drei Invarianten
definierten Anfangszustand aus in seiner freien Zeitentwicklung verfolgt. Der Verzicht
auf ein treibendes Eingreifen in die Turbulenz vermeidet unerwiinschte, durch das Trei-
ben aufgeprégte Modifikationen der Dynamik, fuhrt jedoch wegen endlicher Viskositat
und magnetischer Diffusivitdt zu einer streng monotonen Abnahme der Gesamtenergie:
Die Turbulenz zerféllt.

Dieser Umstand begrenzt das Zeitfenster, innerhalb dessen die Eigenschaften voll
entwickelter Turbulenz beobachtet werden kénnen, nach hinten. Ein Indikator fur eine
ausreichende Turbulenzdynamik ist die Selbstahnlichkeit! der Gesamtenergiefunktion
E(t), die in Abschnitt 5.1.2 betrachtet wird.

Zusétzlich weisen die gemalR Abschnitt 4.3 zufallig erzeugten Anfangszustande
noch nicht die Phasenkorrelationen zwischen den Fourier-Moden der turbulenten Fel-
der auf, die den physikalischen Inhalt der MHD-Turbulenz ausmachen. Deren Ausbil-
dung gilt als abgeschlossen, wenn das Maximum der Gesamtenergie-Dissipationsrate
€ erreicht wird (Fur einen typischen Verlauf der Energiedissipationsraten zerfallender
MHD-Turbulenz siehe Abbildung 5.1.). Zu diesem Zeitpunkt haben sich die rdumlich-
kleinsten, fir die Dissipation verantwortlichen Turbulenzstrukturen voll ausgebildet.
Er entspricht einer ,,Large eddy turnover-time” (LET).

In den folgenden Kapiteln erstreckt sich der Beobachtungszeitraum fir voll ent-
wickelte, zerfallende MHD-Turbulenz mit ausreichend starker nichtlinearer Dynamik
tber das Intervall von 1 bis maximal 10 LET (mit normaler Dissipation) bzw. 20 LET
(mit Hyperdissipation), was t = 0 — 10 entspricht.? Fir alle behandelten Simulations-

1Eine Funktion f(x) heiRt selbstahnlich, wenn sie sich unter einer Skalierungstransformation ihrer Va-

riablen folgendermaBen verhalt: f(x) XX \a f(x) mit A,a € R. Der einfachste Ansatz fir f(x) ist eine
Potenzfunktion: f(x) ~ x®.

2Zeit, Langen und alle physikalischen Observablen werden im weiteren gemaR der in Abschnitt 2.2 dar-
gestellten Entdimensionierung dimensionslos, d.h. in willkirlichen Einheiten, angegeben.
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Abbildung 5.1: Typischer zeitlicher Verlauf der Dissipationsraten der kinetischen (X),
magnetischen (€M) und totalen (g) Energie in zerfallender MHD-Turbulenz. Der Zeit-
raum bis zum Erreichen der Maxima (markiert durch die Strichpunkt-Linie) definiert
eine ,,Large eddy turnover-time” (LET). Wahrend fiir den hier gezeigten, normaldissi-
pativen Fall 1 LETA1 gilt, fuhrt die Verwendung von Hyperdissipation zu 1 LET%0.5
(Abschnitt 5.3).

| kmax [ V] H=n | Re=Rm ]

64 [1]3-103] 170
128 | 1| 10°3 760
128 | 2| 10° -
256 | 1]3-1004 | 3000
256 | 2 | 3-10°8 -

Abbildung 5.2: Auflistung der Parameter u und n fir durchgefiihrte Laufe mit ver-
schiedenen kmax und v. Es sind nur die physikalisch relevanten Reynoldszahlen der
normaldissipativen L&ufe mit verschwindendem anféanglichen H und K eingetragen.
Da Re und Rm mit der Zeit leicht zunehmen (Abschnitt 5.4.2) werden die Werte fur
t = 4 angegeben.
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Abbildung 5.3: Schema der Simulationslaufverteilung Gber die (Ho,Ko)-
Parameterebene. Kreuze kennzeichnen Ldufe mit kmax = 128 und Hyperdissipa-
tion v = 2, der Kreis steht fir zwei Simulationen mit ks = 256 (normal- und
hyperdissipativ).

laufe gilt kmax € {128,256} (Siehe Abbildung 5.2 fiir eine Auflistung der erreichten
Reynoldszahlen in Abhangigkeit von Kmay.).3

Die Anfangszustande dieser Laufe wurden mit EX = E}' = 0.5 und ko = 4 (ge-
maRk Abschnitt 4.3) erzeugt. Abbildung 5.3 gibt eine Ubersicht der betrachteten (Ho :=
H(t =0), Ko := K(t = 0))-Konfigurationen.

Der gewdhlte Wert fur ko ermdglicht wéhrend des Beobachtungszeitraums die freie
Entwicklung einer inversen, spektralen Kaskade, wie sie in der dreidimensionalen MHD
von der magnetischen Helizitat erwartet wird ([4], S.184 ff.) und in direkten nume-
rischen Simulationen zweidimensionaler MHD-Turbulenz nachgewiesen wurde? [6].
Die inverse H-Kaskade fiihrt zur Bildung koharenter, gro3skaliger Magnetfeld-Strukturen
und ist deshalb direkt mit dem turbulenten Dynamo-Effekt verkniipft, der als Ursache
fur die beobachteten Magnetfelder vieler Himmelskorper gilt. Ein zu Kleiner ko-Wert
warde im Simulations-System zu einer Anhaufung magnetischer Helizitat bei kleinen
k fiihren (Kondensation), die unerwiinschte Riickwirkungen auf die Makroskalendyna-
mik der Turbulenz hatte.

In den folgenden Abschnitten wird das zeitliche Verhalten der Gesamtenergie, ih-
res Kinetischen und magnetischen Anteils sowie der magnetischen Helizitat und der
Kreuzhelizitat in Abhangigkeit von den initialen Werten von H und K untersucht. Die
Einbeziehung der zugrundeliegenden nichtlinearen Dynamik flihrt zu einem einfachen
Modell des Energiezerfalls, das sehr gut mit den Beobachtungen tbereinstimmt. Dar-
Uberhinaus wird eine qualitative Deutung des Einflusses von H und K auf die MHD-
Turbulenz vorgeschlagen, mit der sich das zeitliche Verhalten der Energiedissipation
und des Austauschs zwischen kinetischer und magnetischer Energie erkléaren Ia6t.

3Die folgenden Simulationsergebnisse wurden mit kmax = 128 gewonnen, falls nicht ausdriicklich auf
kmax = 256 hingewiesen wird.

“Dort allerdings fiir das mittlere quadratische Potential A, der Vektorpotentialkomponente senkrecht zum
zweidimensionalen System, die das Pendant der magnetischen Helizitat fur die zweidimensionale MHD ist.
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5.1 Diedrei idealen Invarianten E, H und K

Fur alle gewahlten Anfangsbedingungen nehmen die Betrdge der drei idealen Invari-
anten kontinuierlich ab, sie zerfallen. Wahrend der Energiezerfall jedoch stark von den
anfénglichen Betrédgen der magnetischen Helizitat Hp und der Kreuzhelizitat Ko beein-
fluRt wird, reagiert H in ihrem zeitlichen Verlauf nicht nachweisbar auf Anderungen
von Ko. K zeigt ebenfalls eine nur schwache Verlangsamung ihres Zerfalls unter Zu-
nahme von Ho, d.h., daB sich der Endwert der Kreuzhelizitat bei t = 10 um maximal
18% von Kg unter Hg : 0 — Hmax erhoht.

Die schwache bzw. nicht nachweisbare gegenseitige Beeinflussung von H und K
ist verstandlich, da die von den beiden Invarianten beschriebenen Aspekte der Turbu-
lenz, Magnetfeld-Topologie (H) und mittlere v-B-Ausrichtung (K), nicht unmittelbar
voneinander abhéngig sind. AuBerdem steuern H und K die nichtlineare Dynamik der
dritten Invarianten Energie ebenfalls weitgehend unabh&ngig voneinander (Abschnitt
5.1.2).

Diese Beobachtungen legen es nahe, Hp und Kg als unabhéngige Parameter des
turbulenten Systems fester Anfangsenergie aufzufassen.

Einen Sonderstellung in der von Hp und Ko aufgespannten Parameterebene nimmt
die Gerade mit Ko = Kmax €in. In diesen Féllen ist der Betrag der Ausrichtung p (3.7)
gleich 1, d.h. in jedem Rechengitterpunkt sind vy, und B parallel bzw. antiparallel.
Da die Amplituden der Fourier-Moden der beiden Felder anféanglich im Betrag gleich
gewahlt werden, verschwinden die Nichtlinearitaten in den zugrundeliegenden Diffe-
rentialgleichungen (4.1) und (4.2), woraufhin ¥, und By, voneinander entkoppelt, dif-
fusiv dissipiert werden. Diese quasi-statischen, nicht-turbulenten Grenzfélle sind von
den folgenden Betrachtungen ausgeschlossen.

5.1.1 Selektiver Zerfall

In allen Simulationslaufen zerfallen die drei GroBen E(t), H(t) und K(t) mit jeweils
unterschiedlichen relativen, mittleren Zerfallsraten og := AE /Ep, oy := AH /|Hop| so-
wie ok := AK/|Ko| mit Af(t) :=|f(1) — f(10)].

Dieses als selektiver Zerfall bezeichnete Phdnomen ([4], S.185 ff.) tritt fiir alle
turbulenten (Ho, Ko)-Konfigurationen auf und &8t sich ndherungsweise durch einfache
Mittelwertbildung Uber die durchgefuhrten Laufe quantifizieren als:

og =0.7, ok = 0.5, oy =0.06.

Diese Beobachtung wird analog auch bei direkten numerischen Simulationen zwei-
dimensionaler MHD-Turbulenz gemacht. Gesamtenergie und Kreuzhelizitat zerfallen
mit Raten gleicher GréRenordnung, wobei o > ok gilt. Daraus folgt eine zeitliche Zu-
nahme der Ausrichtung p (3.7). Das Verhalten dieser GroRe liefert bei der anfanglich
raumlich-homogen generierten Orientierung von v zu B fur endliche Kg (Abschnitt
4.3) ein Indiz fir die Tendenz der turbulenten Felder, sich parallel bzw. antiparallel
auszurichten, um das Gesamtsystem in den energetisch giinstigsten Zustand einer kraf-
tefreien v-B-Konfiguration zu bringen. Dieser aufgrund theoretischer Uberlegungen
vorhergesagte ProzeR der dynamischen Ausrichtung von v und B ([4], S.193 ff.), der
als Ursache der ausgepragten v-B-Korrelationen im Sonnenwind vermutet wird [19],
verlangsamt sich aufgrund des Energiezerfalls kontinuierlich, so dal8 innerhalb des ver-
fugbaren Zeitfensters das Erreichen des asymptotischen Zustands |p| = 1 nur fir aus-
reichend hohe |Ko| beobachtet werden kann (Abbildung 5.4).
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Abbildung 5.4: Zeitlicher Verlauf der globalen v-B-Ausrichtung p fiir festes Ho =
0.7Hmax in Abhéngigkeit von Ko (ableshar als p(t = 0)/2). Aufgrund des Energie-
zerfalls séttigt p unter dem asymptotischen Wert 1, falls |[Ko| nicht bereits ausreichend
grof3 gewahlt wurde.

Fir anfanglich verschwindendes Ko, dem zweiten Sonderfall neben |Ko| = Kmax, ist
jedoch keine monotone Zunahme des Betrags der Ausrichtung p zu beobachten. Statt-
dessen bleibt der Betrag von p tiber den gesamten Beobachtungszeitraum hinweg unter
103, Offensichtlich erleichtern bereits im System vorhandene Bereiche mit endlichem
mittleren p den Prozel der dynamischen Ausrichtung analog zur Kondensation einer
Gasphase oder der Magnetisierung eines magnetisierbaren Festkorpers.

Da p(t) fir alle hier angesetzten Anfangsbedingungen weitestgehend unbeeinfluf3t
von Hyp monoton zunimmt, und eine ansteigende globale Ausrichtung das Gewicht der
flr die Turbulenzdynamik verantwortlichen, nichtlinearen Terme in den zugrundelie-
genden Differentialgleichungen (4.1) und (4.2) gegeniiber den dissipativen Termen ver-
mindert, 186t sich die Kreuzhelizitat K als Dampfungsparameter der dreidimensionalen
MHD-Turbulenz auffassen.

Die magnetische Helizitat zerfallt im Vergleich zu E und K mit einer sehr viel klei-
neren mittleren Rate. Dies impliziert zwar nicht zwingend, wie in der zweidimensiona-
len MHD-Turbulenz, eine inverse H-Kaskade, ermdglicht jedoch, H bei der Betrach-
tung des Energiezerfalls wegen o > oy als quasi-konstant anzunehmen (Abschnitt
5.4).

Die magnetische Helizitat charakterisiert die Topologie des Magnetfelds. Ihr Betrag
kann in direkter Analogie zu der fiir Navier-Stokes-Turbulenz wichtigen, kinetischen
Helizitaitm=1/2 [, dV (v- w) als globaler Drehsinn des magnetischen Vektorpotentials
A aufgefalit werden. Dieser bestimmt den Grad der gegenseitigen Umschlingung der
FluBréhren® des resultierenden Magnetfelds [28].

5Bereiche konstanten magnetischen Flusses durch eine Fléche, deren geschlossene, deformierbare Rand-
kurve vom MHD-Medium transportiert wird.
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Abbildung 5.5: Zeitlicher Verlauf der Gesamtenergie fur Hyp = 0 und verschiedene Wer-
te von Ko = 0.04, 0.38, 0.70, 0.85, 1.0 [Kmax| (unterste bis oberste Kurve).

5.1.2 Der Energiezerfall

Experimentelle Ergebnisse zur Navier-Stokes-Turbulenz zeigen, daB die Gesamtener-
gie voll entwickelter, zerfallender Turbulenz einen in der Zeit selbstdhnlichen Verlauf
nimmt, d.h. E(t) ~ t~“Ns mit ays = const € R. Der genaue Wert von as wird in Ab-
héngigkeit von Experiment [12], [37]. und theoretischem Modell [22] zwischen 1 und
2 angegeben.

Fir MHD-Turbulenz haben direkte numerische Simulationen in zwei [8] und drei
Dimensionen (kompressible MHD) [27], [39] selbstédhnlichen Energiezerfall nachge-
wiesen, wobei im dreidimensionalen Fall aypp = 1+ 0.2 gefunden wurde. Theoreti-
sche Betrachtungen im Rahmen des IK-Bildes [17] sowie anhand der Quasi-Konstanz
von H ([4], S.195 ff.) fuhren zu apmnp = 5/6 bzw. amup = 2/3.

Auch im hier simulierten MHD-System folgt E (t) fir alle (Ho,Ko)-Konfigurationen
im Intervall t = 3 — 10 in guter Naherung einem Potenzgesetz ~ t ~®™HD | wie anhand
der doppelt-logarithmischen Darstellung in den Abbildungen 5.5 und 5.6 erkennbar ist.
Allerdings fihrt die logarithmische Darstellung durch die starke Streckung der kleinen
Zeitskalen zu einer Uberbetonung des Zeitbereichs, innerhalb dessen sich die Turbu-
lenz ausbildet und dem deshalb fir das selbstahnliche Skalierungsverhalten weniger
Bedeutung zukommt.

Zur Bestimmung des Skalierungsexponenten ayvqp, der eine Funktion von Hp und
Ko ist, wird im weiteren das Zeitintervall t = 8 — 10 herangezogen, da dort fiir alle
betrachteten (Ho,Ko)-Konfigurationen angenommen werden kann, dal E (t) anndhernd
asymptotisch selbstahnlich verlauft.

Anhand der Abbildungen 5.5 und 5.6 ist ersichtlich, dal der Energiezerfall ausge-
pragt und sehr unterschiedlich auf die Variation von Ko bzw. Hg reagiert, wobei der
jeweils andere Parameter Null gesetzt wurde. Eine Betragszunahme von Ko oder Hg
verlangsamt zwar in jedem Fall die Energieabnahme, wahrend jedoch die Energiezer-
fallsrate mit Ko — Kmax bis auf die rein diffusive Dissipationsrate reduziert werden
kann, stoRt die Rate des Energiezerfalls unter Maximierung von Ho bei apmup ~ 0.5 an
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Abbildung 5.6: Zeitlicher Verlauf der Gesamtenergie fiir Ko = 0 und verschiedene Wer-
te von Hp = 0.0, 0.15, 0.38, 0.7, 0.92, 1.0 [Hmax| (unterste bis oberste Kurve).

eine asymptotische Grenze.

Dies wird bei der Betrachtung der logarithmischen Zeitableitungend(In(E))/ d(In(t))
(Abbildungen 5.7 und 5.8) besonders deutlich. Nach dem Erreichen eines Maximums
sinkt der Wert von aynp kontinuierlich fir jeden Lauf, wobei das Einstellen eines
asymptotischen Wertes vom Effekt der abnehmenden Turbulenzdynamik Uberlagert
wird. L&ufe bis t = 20 haben gezeigt, dafl amup nach t = 10 signifikant abnimmt:
Ein klares Indiz fiir das Uberhandnehmen der diffusiven Dissipation im Vergleich zu
den nichtlinearen Turbulenzmechanismen.

In Abbildung 5.8 ist zusétzlich das Ergebnis eines hyperdissipativen Simulations-
laufs mit Hp = 0.7 Hmax, Ko = 0 und kmax = 256 dargestellt, das keine signifikanten
Abweichungen zum dem Lauf unter gleichen Anfangsbedingungen und kmax = 128
aufweist.

Die Abbildungen 5.9 und 5.10 zeigen die aus Mittelung tiber den Bereicht =8—10
gewonnenen Skalierungsexponenten ayyp in Abhéngigkeit vom variierten Parameter
Ko bzw. Hg. Wie schon in Abschnitt 5.1.1 erwéhnt, kann tber Kg die fiir den selbst-
&hnlichen Energiezerfall verantwortliche nichtlineare Turbulenzdynamik beliebig ab-
geschwécht werden. Da dabei direkt die (anfangliche) Gewichtung der nichtlinearen
Terme der MHD-Gleichungen relativ zu den dissipativen Termen variiert wird, ist der
beobachtete, fast lineare Zusammenhang zischen aynp und Ko nicht verwunderlich.

Im Falle der Variation der anfanglichen magnetischen Helizitat (Abbildung 5.10)
ist die Ruckwirkung auf aypp subtiler. Man erkennt zwei Asymptoten: aynp ~ 0.96-
1 fir Ho — 0 und amnp ~ 0.5 fiir Hp — Hmax. Die Grenzfélle werden durch einen
relativ schnellen Ubergang von Ho um 0.3Hmax Verbunden.

Da H im Gegensatz zu K eine rein magnetische GroRe ist und keinen direkten Ein-
fluR auf das Geschwindigkeitsfeld hat, ist die Wirkung von Hg auf die Energiedynamik
begrenzt und andersartig, als die von Kq. Das erklért die maximal erreichbare Ver-
langsamung des Energiezerfalls auf einen Wert weit tiber dem des diffusiv-dissipativen
Zerfalls.
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Abbildung 5.7: Logarithmische Zeitableitung von E (t) fur Ho = 0 und Ko = 0.04, 0.38,
0.70, 0.85, 1.0 [Kmax] (Oberste bis unterste Kurve). Die Strichpunktlinie gibt den Be-
ginn des relevanten Skalierungsbereichs an.
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Abbildung 5.8: Logarithmische Zeitableitung von E(t) fir Ko = 0 und Ho = 0.0, 0.15,
0.38, 0.7, 0.92, 1.0 [Hmax] (oberste bis unterste Kurve). Die gestrichelte Kurve wur-
de aus den Daten eines Simulationslaufs mit Ko = 0, Hp = 0.7Hmax und Kmax = 256
gewonnen. Die Strichpunktlinie gibt den Beginn des relevanten Skalierungsbereichs
an.
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Abbildung 5.9: amnp in Abhéngigkeit von Ko mit Hgp = 0.

Simulationslaufe mit endlichen Werten beider Parameter Ko und Hp zeigen, daf}
deren bremsende Wirkung auf den Energiezerfall additiv ist, wobei jedoch Kqo im-
mer den dominanten EinfluB austibt. Auf welchen physikalischen ProzeR in der MHD-
Turbulenz die magnetische Helizitat direkten EinfluR hat, wird im néchsten Abschnitt
deutlich werden.

5.2 Die Dynamik zwischen EM und EX

Wahrend I := EK/E'\’I in direkten numerischen Simulationen zerfallender, zweidi-
mensionaler MHD-Turbulenz zeitlich ann&hernd konstant ist (I ~ 0.5 fiir Ko = 0.065,
Ho =~ 0) [8], wird in den fur diese Arbeit durchgefuhrten Laufen, in Abh&ngigkeit von
Ko und Hg, ein sehr unterschiedliches Verhalten von I beobachtet. Da I' = const da-
bei nur einen Spezialfall darstellt, ist der Zerfall der Gesamtenergie strenggenommen
nicht selbstdhnlich. Um zu einem einfachen theoretischen Modell des Energiezerfalls
zu gelangen, wie es in Abschnitt 5.4 entwickelt wird, ist deshalb die Einbeziehung von
I" als dynamischer Variable notwendig.

Aus diesem Grund wird das zeitliche Verhalten von I in diesem Abschnitt ndher
untersucht. Dabei kann Uiber den EinfluR der Parameter Hp und K auf das Verhalten von
I" auf den physikalischen Prozel geschlossen werden, den die magnetische Helizitat in
der dreidimensionalen MHD-Turbulenz parametrisiert.

5.2.1 Generelle Eigenschaften der (EX — EM)-Dynamik

Abbildung 5.11 zeigt einen qualitativ typischen, zeitlichen Verlauf von EX und EM
fiir zerfallende, dreidimensionale MHD-Turbulenz. Innerhalb der ersten LET (t = 0.5),
wahrend sich aus dem urspriinglichen Anfangszustand die Turbulenz entwickelt, findet
ein Energietibertrag vom Geschwindigkeits- auf das Magnetfeld statt.

Die Energietibertragungsrate eK—M := —EK — ¢X wird von einer endlichen magne-
tischen Helizitat Ho erhéht (Abbildung 5.12), innerhalb der Schranken, die von der
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Abbildung 5.10: apmuyp in Abhdngigkeit von Hg mit Ko = 0.
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Abbildung 5.11: Qualitativ typischer, zeitlicher Verlauf von kinetischem (EX) und
magnetischem (EM) Anteil der Gesamtenergie am Beispiel der Konfiguration Hg =
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Abbildung 5.12: Maximum der Energielbertragungsrate  €<~M  vom
Geschwindigkeits- zum Magnetfeld in Abhéngigkeit von Hg (Vergleiche Abbil-
dung 5.14). Diamanten stehen fiir Ko = 0, Dreiecke fir Ko = 0.38Knax, Quadrate fiir
Ko = 0.7Kmax-

Kreuzhelizitadt Ko gesetzt werden. Wie schon anhand des Energiezerfalls festgestellt,
ist Ko auch flr den Energieaustausch der dominante Parameter. In Abbildung 5.13 ist
klar zu erkennen, daB eine Zunahme von Kq die anféngliche Energielibertragungsrate
fur jedes Hp in annéhernd linearer Weise bis auf Null reduziert. In Abschnitt 5.4 wird
jedoch gezeigt, daR die Kreuzhelizitat nur indirekt tiber die allgemeine Dampfung der
nichtlinearen Dynamik auf €<—M wirkt, wahrend H der intrinsische Parameter fiir den
Energieaustausch zwischen v- und B-Feld ist.

Nach dem anfanglichen Dynamo-Effekt wéhrend der Turbulenzentwicklung fallt
der Betrag der Energielibertragungsrate eK—M auf ein sehr niedriges Niveau relativ
zur Gesamtdissipationsrate ab (Abbildung 5.14). EX und EM zerfallen dann, im Unter-
schied zu zweidimensionaler MHD-Turbulenz, mit verschiedenen Raten. Dabei weist
das konstante Verhaltnis von kinetischer zu magnetischer Dissipationrate y:= eX /eM <
1 nur eine geringe Ho-Abhéangigkeit auf (Abbildung 5.21). Unter Kg : 0 — Kpax nNimmt
y dagegen fast linear bis auf den Wert 1 zu (Abbildung 5.22). Die Energiedissipation
und ihre Abhdngigkeit von Hp und Ko wird in Abschnitt 5.3 néher betrachtet.

5.2.2 Das Verhalten von I

Fur verschwindende anfangliche Kreuzhelizitat zeigt I einen Abfall, der fir Ho >
0.15Hmax qualitativ weder von der Viskositat bzw. der magnetischen Diffusivitét, d.h.
den Reynoldszahlen, noch vom verwendeten Dissipationsoperator (v = 1 bzw. 2) ab-
héngt (Abbildung 5.15). Dariiberhinaus gilt in diesem Parameterbereich naherungswei-
se I O HE (Abbildung 5.16)

Allgemein erreicht I unter zunehmendem Hg bei t = 10 jeweils niedrigere Werte
(Abbildung 5.17), die mit der einhergehenden Zunahme der anfanglichen Energieliber-
tragungsrate <—M korreliert sind (Abbildung 5.12) und dort auch ihre Ursache haben,
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Abbildung 5.13: Maximum der Energielibertragungsrate  €K~M  vom
Geschwindigkeits- zum Magnetfeld in Abhéngigkeit von Kq (Vergleiche Abbil-
dung 5.14). Diamanten stehen fiir Hg = 0, Dreiecke fur Hy = 0.7Hmax, Quadrate fur
Ho = Hmax.
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Abbildung 5.14: Qualitativ typischer, zeitlicher Verlauf der Energielibertragungsrate
von EX zu EM am Beispiel eines Laufs mit Ko = 0 und Hg = 0.7Hmax.
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Abbildung 5.15: Verlauf von I (normiert auf I'(t = 1) fir Ko = 0 und Hp €
{0,0.15,0.38,0.7,0.92,1} [Hmax]. Die beiden oberen, aus dem Biindel ausscherenden
Kurven entsprechen Hp = 0 und 0.15Hna«. Die beiden untersten Kurven stammen von
Laufen mit Hg = 0.7Hmax, Kmax = 256 (normal- und hyperdissipativ).
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Abbildung 5.16: Dargestellt ist der Proportionalitatsfaktor der Beziehung I' O HE fiir
die gleichen Laufe wie in Abbildung 5.15 aufBer jenen mit Hp = 0 und Hp = 0.15Hmax.
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Abbildung 5.17: Die Werte von I am Ende des Beobachtungszeitraums (t = 10) in Ab-
héangigkeit von Hp. Diamanten stehen fiir Ko = 0, Dreiecke fir Ko = 0.38Knax, Qua-
drate fir Kg = 0.7Knax.

da, wie bereits bemerkt, das Verhéltnis y von kinetischer zu magnetischer Dissipation-
rate konstant und unabhéngig von Ho ist.

Die Variation von Kg zeigt die bereits zu erwartende Wirkung: I' (t = 10) I&Bt sich
vom minimal mdglichen, von Hg abhéngigen Wert bis auf ' = 1 einstellen (Abbil-
dung 5.18). Der Grund ist wieder die Unterdruckung der nichtlinearen Dynamik bei
zunehmendem Ko, was hier der Erniedrigung der anfénglichen Energielibertragungsra-
te e<—M entspricht.

Allerdings ist der zeitliche Verlauf von I nicht ausschlie3lich monoton fallend.
Mit zunehmendem Kg verringert sich der zeitliche Abfall, geht in einen Bereich mit
I" = const Uiber, um schlie}lich, bei weiterer Erh6hung von Ko, in einen Wiederanstieg
von I zu miinden (Abbildung 5.19).

Dieses Verhalten 4Rt sich mit einer einfachen Rechnung plausibel machen. Es ist

1 -K -M
Weiterhin gilt EX = —gX~M _¢K ynd EM = ¢K—M _¢M_Da |eX—M|, wie bereits be-
merkt, in der voll entwickelten Turbulenzphase gegeniiber €€ und €M vernachlassigbar
klein ist, folgt:

e
Wegen €K /EM > 0 entscheidet das Produkt Iy~ iber das Vorzeichen der ersten Ablei-
tung von I'. Bei niedrigen Ko ist der anféangliche Energietibertrag in der Regel ausrei-
chend groR, um filr I < y zu sorgen, d.h. I" fallt. Fir Ko ab ungefahr 0.7Kax ist €<—M
bereits so herabgesetzt, dalk I' > ygilt, und ' demnach zunimmt. Diese Aussagen sind
konsistent mit den Beobachtungen (Abbildung 5.19).
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Abbildung 5.18: Die Werte von I am Ende des Beobachtungszeitraums (t = 10) in Ab-
héangigkeit von Ko. Diamanten stehen fiir Ho = 0, Dreiecke fuir Hp = 0.7Hmax, Quadrate
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Abbildung 5.19: Zeitlicher Verlauf von I fiir Ho = 0 und Ko = 0, 0.38, 0.7, 0.85 [Kiax]
(unterste bis oberste Kurve). Die Strichpunktlinie gibt den Zeitpunkt an, bei dem ek—M
fur die dargestellten Félle gegenlber der Dissipation vernachléssigt werden kann. Fir
die einzelnen Kurven gilt dort (von unten nach oben) Ny~ ~ 0.82, 0.92, 1.07, 1.13.
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Abbildung 5.20: Das Verhéltnis y von kinetischer zu magnetischer Energiedissipation
fir Hp = 0.7Hmax und Ko = 0, 0.38, 0.7, 1 [Kmax| (unterste bis oberste Kurve).

5.3 Die Energiedissipation

Die Gesamtdissipationsrate & sowie die Dissipationsraten der kinetischen, X, und ma-
gnetischen, €M, Energie sind fiir ein inkompressibles, raumlich periodisches MHD-
System bereits mit Hilfe der ersten Beziehung in (2.16) definiert worden. Bei Verwen-
dung einer Dissipativitat v > 1 18Rt sich dieser Ausdruck verallgemeinern zu

oV o (&7 ) i (84} 6

Dabei gilt A® := 1. Die Ausdriicke fiir < und €M andern sich entsprechend. Die am
Anfang dieses Kapitels angesprochene Verringerung des LET-Intervalls bei Erh6hung
des Dissipativitat 1aRt sich mit der dadurch hervorgerufenen Verschiebung der raumli-
chen Gewichtung der Dissipation erklaren. Im Vergleich zu v = 1 ist die Dissipation
fur v = 2 stérker bei kleineren rdumlichen Skalen konzentriert und wirkt weniger hem-
mend auf die direkte Energie-Kaskade bei grofieren Skalen. Somit kénnen sich die
kleinsten, dissipativen Strukturen entsprechend schneller ausbilden, d.h. das die LET
definierende Dissipationsmaximum wird friher erreicht (Mergleiche Abbildung 5.1).

In Abbildung 5.20 ist zu erkennen, daR sich y = €K /eM schnell auf einen konstan-
ten Wert einstellt, wobei ein zunehmendes Ko bremsend auf die Dynamik wirkt (Ab-
bildung 5.22). Die flr alle (Ho,Kg)-Konfigurationen beobachtete, fur hohe Ko asympto-
tische Konstanz von y l1&R3t sich auf die kleinsten rdumlichen Strukturen zurlckfihren,
in denen die Energie in der Turbulenz dissipiert wird. Es handelt sich dabei um Mikro-
Stromschichten, die mit Wirbelschichten verknipft sind (Siehe nachstes Kapitel). Man
erkennt anhand von (5.1) (speziell fir v = 1), daR sich somit ¥ und e nur um einen
Faktor unterscheiden sollten, der den mittleren relativen Unterschied der Wirbelstarke-
zur Stromdichtenintensitét bei den Dissipationsskalen angibt.

Dal? dieser Intensitatsunterschied nicht direkt mit ' zusammenhangt,d.h. unabhén-
gig vom makroskopischen Verhéltnis von kinetischer zu magnetischer Energie ist, l1aRt
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Abbildung 5.21: Das Verhéltnis y von kinetischer zu magnetischer Energiedissipation
in Abhéngigkeit von der initialen magnetischen Helizitat Ho. Diamanten stehen fir
Ko = 0, Dreiecke fiir Ko = 0.7Kmax, Quadrate fiir Ko = Kmax.

sich aus Abbildung 5.21 ablesen. Dort zeigt sich y von Anderungen in Hg in guter
Naherung unbeeinfluft (im Gegensatz zu eK—M und I).

Bei Erhéhung von Kq wird die Bildung der dissipativen Schichtstrukturen aufgrund
der zunehmenden lokalen v-B-Ausrichtung unterdriickt und die Dissipationsraten fal-
len auf die der rein diffusiven Dissipation zuriick. Das bedeutet mit Pr,, = 1 einen
Anstieg von y auf eins (Abbildung 5.22).

Die Mechanismen, die zum Aufbau von Strom- und damit Wirbelschichten fiihren,
sind demnach von den makroskopischen Eigenschaften der Turbulenz, exklusive der
Kreuzhelizitét, weitestgehend unabhangig.

5.4 Ein Modell des Energiezerfalls

Das vorrangige Ziel bei der theoretischen Modellierung des Verlaufs von E(t) ist die
Bestimmung des Skalierungsexponenten amup (Abschnitt 5.1.2) wahrend der Phase
des selbstéhnlichen Zerfalls.

Ein fiir zweidimensionale MHD-Turbulenz mit Kg = 0 erfolgreicher Ansatz basiert
auf der Quasi-Konstanz der als endlich angenommenen magnetischen Helizitat H im
Vergleich zur Gesamtenergie E ([4], S.195 ff., im weiteren als H-Modell bezeichnet).
Das H-Modell, das im ersten Teil dieses Abschnitts vorgestellt wird, ist jedoch nicht in
der Lage die zeitliche Skalierung der Energie wahrend des selbstahnlichen Zerfalls in
dreidimensionaler MHD-Turbulenz korrekt vorherzusagen.

Deshalb wird im zweiten Abschnittsteil eine verfeinerte Form des H-Modells ent-
wickelt, das unter Berlicksichtigung des nichtlinearen Energietransfers eine sehr gute
Ubereinstimmung mit den Simulationsergebnissen erzielt [7].
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Abbildung 5.22: Das Verhéltnis y von kinetischer zu magnetischer Energiedissipation
in Abhéngigkeit von der initialen Kreuzhelizitdt Ko. Diamanten stehen fir Ho = 0,
Dreiecke fir Hp = 0.7Hmax, Quadrate fir Hy = Hmax.

5.4.1 Das H-Modell

Das H-Modell basiert, wie hier anhand des dreidimensionalen Falles gezeigt, auf der
Quasi-Konstanz der magnetische Helizitat H, die mit Hilfe einer typischen Gradien-
tenlange ¢ im Rahmen einer Dimensionsbetrachtung® genéhert wird als

H~EMio~Elp. (5.2)

Der Ubergang von EM zu E 148t sich durch den asymptotischen Zustand I' < 1 (Abbil-
dung 5.15) rechtfertigen. £o wird nun ausschlieBlich mit Hilfe makroskopischer GréRen
abgeschétzt als

by~ —, (5.3)

wodurch sich, mit ¢ = —E, folgende Differentialgleichung ergibt:

E5/2

He =const . (5.4)
Mit dem Ansatz E(t) ~ t~9Hd folgt flr dreidimensionale MHD-Turbulenz direkt
Omup = 2/3. Fir den zweidimensionalen Fall, unter Verwendung des mittleren qua-
dratischen Potentials A, ergibt sich aZR,; = 1. Dieser Wert ist durch direkte numerische
Simulationen bestatigt worden [8].

Die in dieser Arbeit durchgefuhrten Simulationsldufe zeigen jedoch keine gute
Ubereinstimmung mit dem vorhergesagten Wert des Energie-Zerfallsexponenten o yHp =
2/3 fiir die dreidimensionale, zerfallende MHD-Turbulenz (Abschnitt 5.1.2). Auch ein
alternatives Zerfallsmodell mit der Vorhersage amnp = 5/6 (ebenfalls Ko ~ 0) [17]

5Dimension hier im Sinne von MaReinheit.
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Abbildung 5.23: Zeitlicher Verlauf des Differentialausdrucks (5.4) fir die gleichen Si-
mulationslaufe wie in Abbildung 5.16. Zusétzlich ist ein normaldissipativer Lauf mit
Ko = 0, Ho = 0.7Hmax und kmax = 128 eingezeichnet, der etwas unter der restlichen
Schar verlduft, da er die niedrigste Reynoldszahl und somit die geringste Selbstahn-
lichkeit aufweist.

fiihrt zu keiner Ubereinstimmung mit den Simulationen. Dies ist allein schon deshalb
verstandlich, weil es den offensichtlichen Einflu der magnetischen Helizitat auf den
Energiezerfall nicht beruicksichtigt.

Um einen spéateren Vergleich des H-Modells mit einem verbesserten Zerfallsmodell
zu ermdglichen, ist in Abbildung 5.23 der zeitliche Verlauf der ,,konstanten” linken
Seite der Differentialgleichung (5.4) fur die gleichen Laufe, wie in Abbildung 5.16
dargestellt. Es ist deutlich zu erkennen, dal3 die fiir die Giltigkeit des H-Modells nétige
Konstanz des Ausdrucks (5.4) nicht gegeben ist.

Die gewdhlte Art der Darstellung des Energie-Zerfallsgesetzes ist vorteilhaft, da ei-
ne exaktere Form der selbstdhnlichen Lésung von (5.4) E(t) ~ (t —t,) ~®MHD |autet. Die
Loésung liegt demnach erst fur t > t, asymptotisch in ihrer selbstahnlichen Form vor.
Weil mant, jedoch nicht genau kennt, ist das ubliche (und in Abschnitt5.1.2 verwende-
te) ,,Anlegen einer Geraden” in der doppelt-logarithmischen Darstellung von E(t) eine
Naherung, die hier, bei der Uberpriifung der Giiltigkeit des analytischen Ausdrucks
(5.4), vermieden werden kann.

5.4.2 Einbeziehung des nichtlinearen Energietransfers

Eine mogliche Erklarung fur den geringen Erfolg des H-Modells bei der Beschreibung
des Energiezerfalls der dreidimensionalen Simulationsldufe ist die Vernachlassigung
des Energietransfers, der durch die Nichtlinearititen in den MHD-Gleichungen (2.6)
und (2.8) verursacht wird. Die folgende Betrachtung der nichtlinearen Energiedyna-
mik eines MHD-Flussigkeitsteilchens kann zwar nicht auf den nichtlinearen Energief-
luB im Inertialgebiet verallgemeinert werden, ermdglicht jedoch einen Einblick in die
beteiligten Mechanismen.

Skalare Multiplikation von (2.6) mit v unter Vernachlassigung des dissipativen
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Terms liefert die nichtlineare Energiebilanz der kinetischen Energie E*é eines MHD-
Flussigkeitsteilchens:

MEE|NL = —(v-OW2/2—v-Op—v- (Bx (OxB)). (5.5)

Der erste Term auf der rechten Gleichungsseite beschreibt die Kinetische Energieén-
derung aufgrund von Advektion, der zweite Term aufgrund der Beschleunigung bzw.
Abbremsung entlang eines hydrostatischen Druckgradienten. Der dritte Term ist fiir die
Energiednderung aufgrund der Lorentzkraft verantwortlich und stellt die Kopplung des
Geschwindigkeitsfelds an das Magnetfeld dar.

Skalare Multiplikation von (2.8) mit B unter Vernachl&ssigung des Resistivitats-
terms ergibt die magnetische Energiebilanz:

OEM|NL = —(v-O)B2+B-0(v-B)+Vv-(Bx (OxB)). (5.6)

Der erste, rechtsseitige Term liefert analog zu (5.5) die Anderung der magnetischen
Energie des Flussigkeitsteilchens durch Advektion und beschreibt zusétzlich die Ener-
giednderung durch eine Strémung entlang bzw. gegen einen magnetischen Druckgra-
dienten. Der zweite Term ist fir die Energiednderung verantwortlich, die durch die
Orientierungsanderung des Magnetfelds relativ zur Strémungsrichtung hervorgerufen
wird. Der letzte Term vermittelt die Energiednderung durch von der Strdmung indu-
zierte Magnetfelder. Er ist das Gegenstlick zum Lorentzkraft-Term in der Kinetischen
Energiebilanz.

Induktionsterm in (5.6) und Lorentzkraftterm in (5.5) sind fur den Energieaus-
tausch zwischen Geschwindigkeits- und Magnetfeld verantwortlich. Der Betrag dieser
Terme hangt neben der alles beeinflussenden v-B-Ausrichtung entscheidend von der
Magnetfeld-Topologie ab, die durch H parametrisiert wird. Hier wird deutlich, wes-
halb eine Anderung der anfanglichen magnetischen Helizitat eine direkten Einflu auf
€X=M und somit I haben muR. Die skalare Multiplikation mit v erklért auch, warum
tUber die Wahl von Ko, d.h. der mittleren v-B-Ausrichtung, der Energieaustausch zwi-
schen den beiden Feldern in fast linearer Ko-Abhéngigkeit eingestellt werden kann.

Addition von (5.5) und (5.6) fuhrt zur Gesamtenergiebilanz eines MHD-Flissigkeitsteilchens:

OEr|n. = —v-O(EF +p+B2/2)+B-0(v-B) . (5.7)

Die Summe im ersten Gradienten der rechten Gleichungsseite, setzt sich aus den von
der Materiestrdmung selbst hervorgerufenen dynamischen Driicken (Eg := %(v2+ B?))
und den statischen Driicken (p + B2/2) zusammen, auf die die Fliissigkeitsteilchen
treffen.

Eine mogliche Annahme fir ein verfeinertes Energiezerfallsmodell ist, den nicht-
linearen Energieflul im Inertialgebiet durch eine advektive Nichtlinearitat zu néhern,
d.h. 0tE |nL =~ v- CE. Damit folgt fir den Energieflul? voll entwickelter MHD-Turbulenz
im Inertialgebiet:

|
atE|N|_ =€.

Aufgrund einer Dimensionsbetrachtung zusammen mit £o ~ H /EM (Siehe (5.2)) ergibt
sich

E EME
€ ~ (EK)l/Z% ~ (EK)l/Z e
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Abbildung 5.24: Zeitlicher Verlauf des Differentialausdrucks (5.8) fiir die gleichen Si-
mulationslaufe, wie in Abbildung 5.23.

Kinetische und magnetische Energie kdnnen jeweils durch eine Kombination von I
und E ausgedriickt werden,

I 1
1+1 7 1+1 7
so dal? sich ein (5.4) analoger Differentialausdruck ergibt:
r 1/2 g5/2
= t. 5.8
<(1+r)3> He O 8)

Dieser Ausdruck ist im Vergleich zu (5.4) um eine Korrekturfunktion erweitert wor-
den, die dem nicht streng selbstéhnlichen Energiezerfall mit Hilfe von ' = EK/EM
Rechnung tragt.

Abbildung 5.24 zeigt deutlich, daB Gleichung (5.8) im Beobachtungszeitraum fur
verschiedene magnetische Helizitaten, Reynoldszahlen und Dissipativitaten sehr gut
erfallt ist. Damit ist das in (5.8) miindende, dufRerst einfache Energiezerfallsmodell fur
den Anwendungsbereich verschwindender Kreuzhelizitat und endlicher magnetischer
Helizitat ausreichend bestatigt.

Fur den asymptotischen Grenzfall mit Hp = Hmax, d.h. I < 1, und unter Ausnut-
zung der Beobachtung I' O E (Abbildung 5.16) erhélt man aus (5.8)

E3
— = const
€

mit der selbstahnlichen Lésung E ~ t ~%5 in Ubereinstimmung mit den Beobachtungen
(Abbildung 5.10). Auch die Tendenz, dal3, von der asymptotischen Ldsung ausgehend,
amup flr zunehmendes H ebenfalls gréfRer wird, ist konsistent mit den bereits darge-
stellten Ergebnissen.
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Abbildung 5.25: Zeitlicher Verlauf der Reynoldszahlen Re und Rm (identisch) fur eine
Simulation mit Ko = 0, Hp = 0.7Hmax und kmax = 256. Die gestrichelte Gerade ent-
spricht einer t1/4-Zunahme.

Daruberhinaus ergibt sich mit ' < 1, ' 00 E aus der asymptotischen Losung direkt
ein Zerfallsgesetz fir EK. Es gilt
EK EX
M= EV "~ E OE .
Mit E ~ t=95 folgt daraus EX ~ t~1. Dieser Zusammenhang ist jedoch schlecht veri-
fizierbar, da der Wert des Zerfallsexponenten von EX durch den nichtlinearen Energie-
austausch mit der magnetischen Energie EM verschleiert wird.

Es folgt jedoch, dal die gemaéR (3.1) definierten Reynoldszahlen im asymptotischen
Grenzfall mit der Zeit zunehmen sollten: Re ~ Rm ~ t¥/4. Anhand eines Simulations-
laufs mit Ko = 0, Hp = 0.7Hmax und kmax = 256 (Abbildung 5.25) wird diese Aussage
Uberzeugend bestatigt.



Kapitel 6

Statistische Eigenschaften
zerfallender MHD-Turbulenz

Ein Charakteristikum turbulenter Systeme, dem besondere Bedeutung zukommt, ist die
in Abschnitt 3.2.1 beschriebene Selbstéhnlichkeit der Ensemblemittelwerte der Struk-
turfunktionen der turbulenten Felder innerhalb des Inertialgebiets.

Neben der direkten experimentellen Bestimmung der Skalierungsexponenten, die
flr Navier-Stokes-Turbulenz aufwendige Mel3reihen erfordert und fir MHD-Turbulenz
nur in direkten numerischen Simulationen befriedigend ausgefiihrt werden kann, spielt
das Energiespektrum aus historischen Griinden eine wichtige Rolle. Es ist experimen-
tell einfacher zu bestimmen und gibt im Inertialgebiet Aufschlul Gber die Skalierung
der Strukturfunktionen zweiter Ordnung. Die Kernaussagen der K41-Phanomenologie
und ihrer MHD-Erweiterung von Iroschnikoff und Kraichnan bestehen denn auch aus
Werten flr die Skalierungsexponenten der Strukturfunktionen bzw. des Energiespek-
trums.

Wihrend die K41-Vorhersagen bzw. die Abweichungen davon fiir Navier-Stokes-
Turbulenz mittlerweile experimentell sehr genau gepruft werden kénnen, besteht fur
MHD-Turbulenz noch keine gesicherte Erkenntnis tber das in der Natur vorliegende
rdumliche Skalierungsverhalten (Siehe z.B. [10]).

Aus diesem Grund kommt den im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Simu-
lationen eine besondere Bedeutung zu, da sie eine in der direkten numerischen Be-
handlung bisher unerreicht hohe Ortsauflésung von insgesamt bis zu 5123 raumlichen
Fourier-Moden aufweisen. Die Ergebnisse der hochstauflésenden Simulationslaufe fir
zerfallende MHD-Turbulenz?® beziiglich der verschiedenen Energiespektren sowie der
Strukturfunktionen bis zur Ordnung acht werden in den ersten beiden Hauptteilen die-
ses Kapitels vorgestelit.

Den nichtlinearen Abweichungen im Skalierungsverhalten der Strukturfunktionen
aufgrund der Intermittenz der kleinsten, dissipativen Turbulenzstrukturen ist der drit-
te Hauptabschnitt dieses Kapitels gewidmet. Dort wird gezeigt, wie das flr Navier-
Stokes-Turbulenz sehr erfolreiche Intermittenz-Modell von She und Lévéque im Licht
der gewonnenen Ergebnisse auf den dreidimensionalen MHD-Fall erweitert werden
kann und die beobachteten Skalierungsexponenten der Strukurfunktionen in sehr guter
Ubereinstimmung wiedergibt.

1Dargestellt durch den Kreis in Abbildung 5.3.

a7
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Der vierte Hauptabschnitt diese Kapitels stellt die Ergebnisse beziiglich der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung dar, deren statistische Momente die betrachteten Struktur-
funktionen sind. Den Abschlu bilden Vergleiche mit den statistischen Eigenschaften
getriebener MHD-Turbulenz, die die anhand zerfallender Turbulenz gemachten Beob-
achtungen bestatigen.

6.1 Die Energiespektren

Die Spektren der magnetischen, kinetischen und Gesamtenergie liefern, cbwohl sie nur
einen Teilaspekt der rdumlich-statistischen Turbulenzeigenschaften darstellen, wichti-
ge Informationen Uber das turbulente System. Neben der selbstdhnlichen Skalierung
des Gesamtenergiespektrums im Inertialgebiet, die eine Uberpriifung der verschiede-
nen Turbulenztheorien ermdglicht, kann u.a. am Verlauf der Spektren im Dissipations-
gebiet festgestellt werden, ob die rdumliche Auflésung des Rechengitters fiir die vor-
gegebenen Reynoldszahlen ausreicht, um die kleinsten, energetisch noch signifikanten
turbulenten Strukturen zu erfassen. Der Vergleich von kinetischen und magnetischen
Spektren ermoglicht dariiberhinaus den Nachweis des Alfvén-Effekts (Abschnitt 3.3)
und dessen spektralen Aktivitatsgebiets.

6.1.1 Die Normierung der Spektren

Da die Turbulenz zerféllt, und deshalb der Gesamtenergieinhalt des simulierten Sy-
stems kontinuierlich abnimmt sowie das Dissipationsgebiet (Abbildung 3.1) zu im-
mer groReren rdumlichen Skalen vorrickt, erfahrt das Energiespektrum in der E-k-
Darstellung eine zeitabhéngige Verschiebung. Gleiches gilt bei Variation der Reynolds-
zahlen, die den spektralen Abstand zwischen Makroskalen und Disspationsbereich pa-
rametrisieren.

Um Spektren fur unterschiedliche Reynoldszahlen, d.h. in zerfallender Turbulenz
zu unterschiedlichen Zeiten, vergleichen zu kdnnen, ist deshalb eine Normierung von
Abszisse und Ordinate auf Reynoldszahl-unabhéngige Skalen nétig. Die Annahme,
dal? eine Normierung dieser Art moéglich ist, impliziert die hypothetische Universali-
tat der qualitativen Form der Spektren, die erst im Nachhinein nachgewiesen werden
kann. Weiterhin muf3 entschieden werden, welche Phanomenologie fir das betrachtete
System als guiltig vermutet wird (K41 oder 1K).

Um die Verschiebung des Dissipationsgebiets relativ zu den festen, durch die Sy-
stemgroRe vorgegebenen Makroskalen aufzufangen, wird die Wellenzahl k = 211/¢ mit
Hilfe der dem gewahlten Modell entsprechenden Dissipationslange (k41 (3.6) bzw. £k
(3.10) normiert, d.h. k — k := kéa41 /1 - Beztglich der Ordinate kann dann mit Hilfe
von (3.5) bzw. (3.9) folgende Form des Energiespektrums erzeugt werden:

E(K) = F(g,va) Bk P

mit {p = lka1, B =5/3, F = €%/3 fiir das K41-Spektrum und /p = ¢k, B=3/2, F =
(st)1/2 flr das IK-Spektrum. Damit ergibt sich die als zeitunabhéngig angenommene
Form

E(k) :=F(e,va) (s PE(K) . (6.1)

Die Gultigkeit der gemachten Annahmen (Qualitative Universalitat des Spektrums,
Turbulenz-Modell) 143t sich anhand einer zeitlichen Abfolge von Spektren oder durch
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direkte Variation der Reynoldszahlen mittels i und n tberprifen. Dabei ist letztere
Methode vorzuziehen, da innerhalb der maximal zur Verfligung stehenden Rechen-
gitterauflésung eine groRere Reynoldszahlvariation mit geringerem Aufwand erreicht
werden kann, als durch die Berechnung der Energiespektren wéhrend eines langen Zei-
tintervalls.

6.1.2 Normierung mittels eines Hybridmodells

Wie spater néher ausgefihrt wird, folgt das Energiespektrum des normaldissipativen
Simulationslaufs mit kmax = 256 nicht der fir MHD-Turbulenz aufgrund der IK-Phdnomenologie
erwarteten Inertialgebiets-Skalierung 3 = 3/2, sondern es erfullt in guter N&herung die
K41-Vorhersage p =5/3.

Allerdings fuhrt eine Normierung gemag (6.1) bei Zugrundelegung des Kolmogo-
roff-Modells weder in der Amplitude noch in der Lage des Dissipationsgebiets zu einer
Universalitét des resultierenden Energiespektrums.

Da im simulierten System der fir die IK-Phdnomenologie grundlegende Alfvén-
Effekt nachgewiesen werden kann (Abschnitt 6.1.4), wird zur Normierung des Ener-
giespektrums ein verallgemeinertes IK-Modell entwickelt (im weiteren Hybridmodell
genannt), das den Alfvén-Effekt beriicksichtigt und eine K41-Skalierung im Inertial-
gebiet zulait.

Das zusétzliche Einbringen der magnetischen Helizitat H, einer GrélRe deren Be-
deutung fiir die Energiedynamik in der MHD-Turbulenz bereits im vorigen Kapitel
deutlich wurde, in die Funktion F(g,vp) in (6.1) erlaubt eine entsprechend allgemeine
Formulierung des Spektralgesetzes.

Ausgehend von der Grunduberlegung in Abschnitt 3.3 wird fur voll entwickel-
te MHD-Turbulenz im Inertialgebiet die Energiedissipationsrate mit dem von Scher-
Alfvén-Wellen verursachten nichtlinearen Energieflul gleichgesetzt:

séx(vA,H,é)T—/;z,?.
T

Der Ansatz beinhaltet eine dimensionslose Funktion X, die einen Einflu unbekannter
Form der GrofRen va und H sowie aus Dimensionsgrinden der jeweiligen GroRenskalen
¢ auf den nichtlinearen Energiefluf in das Modell einbringt.

Man erhalt als Basisskalierung des quadratischen Mittelwerts der Elsdsser-Inkremente
Zy.

2~ (a»:vA)(’l)l/zlﬁl/4 .
Fir die dimensionslose Funktion x wird ein Produktansatz gemacht,
X:=VhHIK ijkeR.

Unter der Randbedingung z% ~ (23, daR das zugehorige Energiespektrum, wie beob-
achtet, der K41-Skalierung folgt, ergibt sich flr x nach einer Dimensionsanalyse

B @ —1/3_ £ -1/3
X={H “\a

mit der magnetischen Lange ¢1 := H /v4.
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Somit gilt fur die Dissipationslange des modifizierten Modells

o)\ V8
Lhyp = ka1 % (6.2)

mit der typischen Turbulenzlange ¢o = V3 /e (Siehe (5.2) und (5.3)) und der K41-
Dissipationslange (3.6).
Fir das Energiespektrum folgt im Inertialgebiet

E (k) = Che?/3 (0o 1)k 5/3 | (6.3)

Alle weiteren, in diesem Kapitel angegebenen Spektren sind mit Hilfe von (6.2)
und (6.3) normiert.

6.1.3 Das Gesamtenergiespektrum

Abbildung 6.1 zeigt die Uber Teilintervalle gemittelten, normierten Energiespektrenim
Zeitraumt = 4.5 — 10 filir Kmax = 256, Kg = 0, Ho = 0.7Hmax und normale Dissipation.
Die geringe zeitliche Streuung der Kurven bestatigt die Anwendbarkeit des im vorigen
Abschnitt entwickelten Hybridmodells. Eine weitere Bestatigung erféahrt die verwen-
dete Normierung durch Abbildung 6.2, in der die Uber das Zeitintervall t = 4.5 — 10
gemittelten, normierten Energiespektren fur verschiedene Reynoldszahlen dargestellt
sind. Neben den zu erwartenden, unterschiedlichen Ausdehnungen des Intertialgebiets
zeigen die dort abgebildeten Spektren eine gute Reynoldszahl-Unabhangigkeit.

Man erkennt in Abbildung 6.1 deutlich ein Uber ungeféhr eine k-Dekade ausge-
dehntes Inertialgebiet, dessen Skalierung der K41-Vorhersage 3 =5/3 (Abschnitt 6.1.1)
mit einer Konstanten Cy =~ 1.7 folgt (gepunktete Linie). Diese Beobachtung, die kon-
sistent mit der gemessenen Skalierung der Strukturfunktionen zweiter Ordnung der
Elsasser-Felder ist (Abschnitt 6.2), steht in klarem Widerspruch zu der Vorhersage der
IK-Theorie 3 = 3/2 (gestrichelte Linie).

Auch die Energiespektren, die mit Raumsonden im MHD-turbulenten Sonnenwind
gemessen werden, skalieren mit 3 ~ 5/3 (Siehe z.B. [18]) und stimmen im Rahmen
der Mel3genauigkeit mit den Ergebnissen der betrachteten Simulationslaufe Gberein.
In direkten numerischen Simulationen zweidimensionaler MHD-Turbulenz [8] wurden
zwar IK-Energiespektren gefunden, diese Ergebnisse scheinen jedoch im Licht zur Zeit
durchgeflihrter, hdherauflésender 2D-Simulationen nicht asymptotisch zu sein [3].

Die in Abbildung 6.3 dargestellten Energiespektren des hyperdissipativen Simu-
lationslaufs mit kmax = 256, Ho = 0.7Hmax und Ko = 0 sind effektiv flacher als die
Spektren des entsprechenden normaldissipativen Laufs (Abbildung 6.1). Eine genaue-
re Betrachtung legt die Erklarung nahe, daf es sich hier um den durch Gebrauch von
Hyperdissipation verstarkten Bottleneck-Effekt handelt (Abschnitt 4.1.2). Tats&chlich
lakt sich in den Energiespektren in Abbildung 6.3 ein horizontaler, gemar k—5/3 skalie-
render Teil erkennen, der vor dem dissipativen Abfall lokal Giberhoht ist. Die horizonta-
le, gepunktete Linie gibt den Verlauf des Inertialgebietsspektrums des entsprechenden
(v =1)-Falls wieder.

Das in Abbildung 6.3 gestrichelt eingezeichnete, eindimensionale Energiespektrum
E| (k1) (Abschnitt 3.2.3) laRt keinen Bottleneck-Effekt erkennen. Im Inertialgebiet ver-

lauft es gemaR k—5/3, die Amplitude ist gegentiber den winkelintegrierten Spektren um
einen Faktor reduziert, der mit dem theoretischen Wert 3/5 gut Uibereinstimmt.?

2Der Unterschied in den Amplituden und der Ausdehnung des Inertialgebiets zwischen dem eindimen-
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Abbildung 6.1: Die zeitgemittelten und normierten Gesamtenergiespektren fiir t =
4.5 —10, kmex = 256, Ho = 0.7Hmax, Ko = 0 und v = 1. Die Kurven sind mit k%3
kompensiert, um die K41-Skalierung im Inertialgebiet deutlich zu machen. Die gestri-
chelte Gerade gibt den Verlauf eines 1K-Spektrums in dieser Kompensation an. Die
gepunktete Horizontale gibt Amplitude und Skalierung des Inertialgebiets wieder. Die
kleinen Haken im Dissipationsgebiet zeigen, dal3 dort die turbulenten Strukturen an
die vorgegebene Aufldsungsgrenze des Rechengitters stoRen. Da die Dissipationslange
wahrend des Turbulenzzerfalls jedoch zunimmt, verschwinden die Haken nach kurzer
Zeit.
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Abbildung 6.2: Die zeitgemittelten und geméall Hybridmodell normierten Gesamtener-
giespektren fiirt = 4.5 —10, Ho = 0.7Hmax, Ko = 0, v = 1 und verschiedene Reynolds-
zahlen (Re = Rm). Die Kurven sind mit k%3 kompensiert.
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Abbildung 6.3: Die zeitgemittelten und normierten Gesamtenergiespektren fur t =
4.5—-10, kKmax = 256, Ho = 0.7Hmax, Ko = 0 und v = 2. Die gestrichelte Kurve ist
das Uber den gleichen Zeitraum gemittelte und kompensierte eindimensionale Energie-
spektrum. Die Graphen sind mit k5/3 kompensiert, die gepunktete Linie gibt Amplitude
und Skalierung des Inertialgebiets des entsprechenden normaldissipativen Laufs (Ab-
bildung 6.1) an.

Aus der Beobachtung von K41-Gesamtenergiespektrenin dreidimensionaler MHD-
Turbulenz folgt, daB die Alfvén-Wellen in diesem System (Siehe nédchsten Abschnitt)
nicht die groRe Bedeutung fiir den nichtlinearen Energieflu® im Inertialgebiet haben,
die ihnen im Rahmen der IK-Phdanomenologie zugestanden wird.

6.1.4 Kinetisches und magnetisches Energiespektrum

Die Abbildungen 6.4 (v =1) und 6.5 (v = 2) zeigen die kinetischen und magnetischen
Anteile der in den Abbildungen 6.1 und 6.3 dargestellten Gesamtenergiespektren.

In beiden Féllen liegt in der Umgebung des Dissipationsgebiets eine annéhernde
Gleichverteilung von EX und EM vor. Dies ist eine deutliche Signatur des Alfvén-
Effekts (Abschnitt 3.3), bei dem die direkte Kopplung zwischen Geschwindigkeits-
und Magnetfeld zur beobachteten Aquipartition zwischen kinetischer und magneti-
scher Energie fuhrt [24].

Die dreidimensionale MHD-Turbulenz weist demnach durchaus den physikalischen
Prozel auf, der fiir das IK-Bild grundlegend ist. Wie jedoch im vorigen Abschnitt ge-
zeigt worden ist, spielt der Alfvén-Effekt in der Inertialgebiets-Dynamik keine domi-
nante Rolle. Dort liegt gesamtenergetisch kein beobachtbarer Unterschied zu dreidi-
mensionaler, hydrodynamischer Turbulenz vor.

Fir Normal- und Hyperdissipation wird der (iberwiegende Grofteil der Energie des
turbulenten Systems im Magnetfeld gespeichert. Dies ist auf den anfanglichen Energie-
iibertrag e<—M zuriickzufiihren, der besonders im Makroskalenbereich starke Auswir-

sionalen Spektrum und den winkelintegrierten Energiespektren erklart sich durch die unterschiedlichen In-
tegrationsvolumina im Fourierraum, Uber die die jeweiligen Spektren gebildet werden.
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Abbildung 6.4: Die zeitgemittelten und normierten Spektren der magnetischen und
kinetischen (gestrichelt) Energie fiir t = 4.5 — 10 mit den gleichen Parametern wie in

Abbildung 6.1. Die Kurven sind mit k>3 kompensiert.
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Abbildung 6.5: Die zeitgemittelten und normierten Spektren der magnetischen und
kinetischen (gestrichelt) Energie flir t = 4.5 — 10 mit den gleichen Parametern wie in

Abbildung 6.3. Die Kurven sind mit k%3 kompensiert.
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kungen hat (Abschnitt 5.2.2). Dartiberhinaus ist im Inertial- und Makroskalengebiet
ein im Vergleich zu EM stérkerer Zerfall der kinetischen Energie zu beobachten, der im
vorigen Kapitel bereits als zeitliche Abnahme von I' = EX /EM bemerkt wurde.

6.2 Die Strukturfunktionen

Die Strukturfunktionen der Ordnung p der Elsdsser-Felder Sf 0) =: S;)t (Abschnitt
3.2.1), die jetzt betrachtet werden, zeigen fir eine Inkrementdistanz ¢ im Inertialgebiet
einen selbstahnlichen Verlauf. Die zugehdrigen Skalierungsexponenten Z:,'; geben Auf-
schluf darliber, welches der beiden bereits vorgestellten Turbulenz-Bilder (K41, IK)
zur Beschreibung dreidimensionaler MHD-Turbulenz geeigneter ist.

Durch Ausnutzung der Eigenschaft der erweiterten Selbstahnlichkeit der Struktur-
funktionen ist es moglich, die Skalierungsexponenten bis zur Ordnung p = 8 mit guter
Genauigkeit anzugeben. So kann die Auswirkung der Intermittenz der Energiedissipa-
tion auf die Skalierung der Strukturfunktionen beobachtet werden.

AbschlieRend wird ein Uberblick Gber die raumlichen Strukturen des simulierten
turbulenten Systems und ihre Abhédngigkeit von der verwendeten Dissipativitdt gege-
ben.

6.2.1 Die Strukturfunktionen der Elsasser-Felder

Fur die Bildung der Strukturfunktionen des betrachteten MHD-Systems gibt es meh-
rere Alternativen: Die primitiven Variablen v und B sowie die Elsasser-Felder z*+ (Ab-
schnitt 2.5).

Wie sich heraustellt, ist nur fur die Sg(¢) = ((82*(¢))P) ein ausgeprégter Skalie-
rungsbereich zu beobachten, was als Hinweis auf die fundamentale Bedeutung der z*
in der MHD zu verstehen ist. Um das Ergebnis der Mittelwertbildung bei den fiir unge-
rade Ordnungen p nicht positiv-definiten Sg zu verbessern, werden die Strukturfunk-
tionen folgendermaRen umdefiniert: S := (|32 |P).

Damit in zerfallender Turbulenz ein Zeitmittel Gber die Strukturfunktionen gebildet
werden kann, wird, analog zu den Energiespektren, eine Normierung der Inkrementdi-
stanz mit Hilfe der Dissipationslénge, £ — ¢ := £/{nyp, durchgefiihrt. Die so gebildeten
Sg(@) werden mit Hilfe der Gesamtenergie normiert, was, unter den gleichen Annah-
men wie in Abschnitt 6.1, zu den universellen Strukturfunktionen S% = Sg(é)E‘p/z
fihrt.

Zur Untersuchung der Strukturfunktionen wurden zwei hochaufgeléste Simulati-
onslaufe mit kmax = 256, Ko = 0, Hop = 0.7Hmax und v € {1,2} ausgewertet. Da die
Strukturfunktionen nur fir v = 2 einen erkennbaren selbstdhnlichen Skalierungsbe-
reich aufweisen und dabei nicht den von den Energiespektren bekannten Bottleneck-
Effekt zeigen, werden im folgenden die Ergebnisse des hyperdissipativen Laufs be-
schrieben und, wenn méglich, mit denen des normaldissipativen Systems verglichen.3
In Abschnitt 6.2.2 wird gezeigt, daf die Werte der relativen und absoluten Skalierungs-
exponenten im Rahmen der MeRgenauigkeit nicht von der Dissipativitat abhéngen.
Wegen Ko = 0 sind S} und S nicht zu unterscheiden, weshalb im weiteren nur S
angegeben wird.

3Bei den Strukturfunktionen des normaldissipativen Systems ist der Ansatz einer selbstdhnlichen Ska-
lierung zu sehen. Diese ist aufgrund des bei v = 1 zu Kkleinen Inertialgebiets jedoch direkt nur mit einem
groRen, jede Deutung ausschlieBenden MeRfehler zu quantifizieren.
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Die Abbildungen 6.6 und 6.7 zeigen die vont = 3 — 9 gemittelten, normierten Stuk-
turfunktionen bis einschlieBlich zur Ordnung p = 8. Im Intervall 7 =10— 100 ist ein
selbstéhnliches Skalierungsverhalten der S| zu erkennen, das allerdings fiir zunehmen-
des p undeutlicher wird, da die Strukturfunktionen immer empfindlicher auf statistische
Schwankungen der Inkremente dz* (¢) reagieren. Das anhand der Strukturfunktionen
erkennbare Inertialgebiet, welches in etwa dem Inertialgebiet der eindimensionalen
Energiespektren entspricht, ist kleiner als das der winkelintegrierten Energiespektren.
Dies ist darauf zurtickzufihren, daB sich die winkelintegrierten Energiespektren aus
Integralen (ber Schalen jeweils ausschlieflich einer Wellenzahl k zusammensetzen,
wahrend bei der Bildung der eindimensionalen Spektren E| (k1) (Abschnitt 3.2.3) fur
jedes kq alle Fourier-Moden mit dieser Wellenvektor-Komponente beitragen.

Theoretisch besonders interessant sind die Strukturfunktionen dritter und vierter
Ordnung (Abbildung 6.6). Wie den Basisskalierungen des K41- (3.2) und des IK-
Modells (3.8) zu entnehmen ist, gilt im K41-Bild {J = p/3, wahrend im 1K-Bild

g = p/4 ist, d.h. insbesondere gilt exakt, gemaR (3.3), z; =1 (K41) bzw. mit ei-
ner fiir die IK-Phanomenologie angenommenen, ahnlichen exakten Relation {; =1
(IK). Anhand der Sattelpunkte der logarithmischen Ableitungen der Strukturfunktio-
nen lassen sich wahrscheinlichste Werte fur die beiden entscheidenden Skalierungsex-
ponenten angeben: {3 ~ 0.95 und {; ~ 1.15.

Damit ist ein weiteres Indiz fir das K41-Modell und gegen die Gultigkeit der IK-
Phédnomenologie gefunden. Zusatzlich kann die Beobachtung 3 ~ 1, die durch eine
theoretische Betrachtung (Siehe (3.11)) untermauert wird, furr die Berechnung der rest-
lichen Skalierungsexponenten mit Hilfe der erweiterten Selbstéahnlichkeit der Struktur-
funktionen genutzt werden (Siehe folgenden Abschnitt.)

6.2.2 Die erweiterte Selbstahnlichkeit

Eine bis heute nicht vollstdndig verstandene Eigenschaft der Strukturfunktionen tur-
bulenter Systeme ist ihre erweiterte Selbstahnlichkeit (ESS) [2]. Durch das Auftragen
zweier Strukturfunktionen verschiedener Ordnungen p; = r und p2 = s gegeneinander
erhélt man aufgrund der ESS eine Funktion mit dem relativen Skalierungsexponen-
ten & = {r /s, deren Skalierungsbereich, verglichen mit dem der Strukturfunktionen
selbst, signifikant erweitert ist. Falls der Wert von (s bekannt ist, wie im vorhergehen-
den Abschnitt fir s = 3 und s = 4, kénnen mit Hilfe der ESS Skalierungsexponenten
flr Strukturfunktionen hoher Ordnung sehr einfach bestimmt werden.

Die Abbildungen 6.8 und 6.9 zeigen die im vorigen Abschnitt dargestellten Struk-
turfunktionen, diesmal jedoch aufgetragen gegen §§. Unter der Annahme, daB {3 =1
exakt gilt, 186t sich aus der Steigung der entstehenden Geraden der jeweilige Skalie-
rungsexponent der zugehdérigen Strukturfunktion direkt ablesen.

Die relativen Skalierungsexponenten E%’Jr sind im Rahmen der Mel3genauigkeit von
der verwendeten Dissipativitat unabhéngig (Abbildung 6.10). In Abschnitt 6.5 wird
dariiberhinaus gezeigt, daf sie auch von Anderungen der Reynoldszahlen und dem
Unterschied zwischen zerfallender und getriebener Turbulenz nicht beeinflul3t werden.

Der libereinstimmende Wert ~ 0.7 der relativen Exponenten zweiter Ordnung flr
v =1undv =2 (Abbildung 6.10) steht in direkter Beziehung zu der gefundenen K41-
Skalierung der Energiespektren (im hyperdissipativen Fall: des eindimensionalen Ener-
giespektrums ohne Bottleneck-Effekt, im normaldissipativen Fall: des winkelintegrier-
ten Energiespektrums), da fur die Inertialgebiets-Skalierung 3 (Abschnitt 6.1.1) der



56 KAPITEL 6. STATISTISCHE EIGENSCHAFTEN

1 10 100 1 10 100
/ /

001+

10 100
14

Abbildung 6.6: Die normierten Strukturfunktionen gemittelt tiber die Zustdnde t =3 —
9 eines hyperdissipativen Simulationslaufs mit Ko = 0, Hgp = 0.7Hmax und kmax = 256.
Dargestellt sind die Ordnungen p = 1 — 4 zusammen mit den logarithmischen Ablei-
tungen, Uber deren Sattelpunkte sich die Skalierungsexponenten ablesen lassen. Es gilt
speziell {3 ~ 0.95 und ; ~ 1.15 (gestrichelte Linien).
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Abbildung 6.7: Ergdnzende Serie der Strukturfunktionen zu Abbildung 6.6. Die zuneh-
menden Stérungen des Skalierungsbereiches durch statistische Schwankungen sind fir
p > 5 deutlich zu erkennen.
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Abbildung 6.8: Die Strukturfunktionen aus Abbildung 6.6, aufgetragen gegen §§. Die
ESS fiihrt zu einer beeindruckenden Selbstahnlichkeit der resultierenden Funktionen.
Deren Skalierungsexponenten werden Uiber eine angelegte Gerade (gestrichelt, Metho-
de der kleinsten Fehlerquadrate) ermittelt und sind zusammen mit dem aus der Zeit-
mittelung folgenden Fehler angegeben.
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Abbildung 6.9: Analoge Folge zu Abbildung 6.7. Auch die ESS-Technik kann die sta-
tistischen Stérungen fiir p > 5 nicht vollstédndig eliminieren.

Ordnungp | &7 (v=2) [ Al10F [ & (v=1) | A[107 |
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Abbildung 6.10: Die Unabhéngigkeit der ESS-Skalierungsexponenten Efﬁ = ng von
der Dissipativitidt v im Rahmen des jeweiligen absoluten Fehlers A wird anhand dieser
Gegenuberstellung demonstriert.
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Energiespektren gilt: B =1+3.

Im hyperdissipativen Fall gelingt durch die Betrachtung der Strukturfunktions-Ska-
lierung Eg* = {3 der direkte Nachweis, daB die beobachtete, scheinbare Abflachung
des Energiespektrums E (k) eine Folge des Bottleneck-Effekts ist. Im normaldissi-
pativen Fall dagegen kann umgekehrt von der Skalierung des Energiespektrums auf
(; ~ 0.7 geschlossen werden. Wegen der Gleichheit der relativen Skalierungsexpo-
nenten fir v =1 und v = 2 folgt Zg ~ 1 auch fiir v = 1. Somit legt die Invarianz der
relativen Skalierungsexponenten bei Anderung der Dissipativitdt zusammen mit den
beobachteten Skalierungen der Energiespektren die weitgehende Unabh&ngigkeit der
absoluten Skalierungsexponenten der Strukturfunktionen von der Dissipativitat nahe.

Anhand der in Abbildung 6.10 zuammengestellten Skalierungswerte ist erkennbar,
daf eine deutliche Abweichung von der Gerade ng = p/3 vorliegt. Fir p < 3 liegen
die Exponenten Uber der theoretischen Vorhersage, fiir p > 3 darunter. Diese nichtli-
neare Variation der Skalierungsexponenten der Strukturfunktionen ist fir alle turbulen-
ten Systeme zu beobachten. Sie hat ihren Ursprung in der rdumlichen Verteilung der
dissipativen Turbulenzelemente und deren Struktur.

Die K41-Phéanomenologie und auch ihre IK-Erweiterung nehmen implizit an, dal}
die Dissipation rdumlich homogen stattfindet. Stattdessen beobachtet man eine unregel-
méRige raumliche Verteilung der dissipativen Strukturen, die sogenannte Intermittenz.
Es wurden mehrere Modelle entwickelt, um eine Intermittenzkorrektur in das K41-Bild
einzuflechten, eines sogar von Kolmogoroff selbst (Siehe [4], S. 217 ff., [16], S. 120
ff. fir eine Ubersicht.). Jedes dieser Modelle weist jedoch freie Parameter auf, die in
Abstimmung mit den experimentellen Ergebnissen gewahlt werden missen.

Vor kurzem haben She und Lévéque ein Intermittenz-Modell fiir Navier-Stokes-
Turbulenz vorgeschlagen, das eine sehr gute Ubereinstimmung mit den Experimenten
erzielt und dessen zwei freie Parameter aus physikalischen Uberlegungen abgeleitet
werden kénnen. Die Anwendung und der Erfolg dieser Theorie bei der hier betrachte-
ten dreidimensionalen MHD-Turbulenz ist in Abschnitt 6.3 dargestellt.

6.2.3 Die raumliche Turbulenzstruktur

Abbildung 6.11 zeigt eine AuRenansicht des Rechengebiets flir kmax = 256 mit dem
farbkodierten Betrag der Wirbelstarke w im hyperdissipativen Fall.

Das Bild vermittelt den Eindruck eines homogen-turbulenten Systems. Bei néherer
Betrachtung wird deutlich, daB das fast ausschlie3liche Auftreten langlicher Strukturen
nur mit der Existenz zweidimensionaler Wirbelschichten zu erkl&ren ist. Diese Wirbel-
schichten bilden sich auf beiden Seiten von Sweet-Parker Stromschichten, die in der
inkompressiblen MHD-Turbulenz zwangslaufig durch das GegeneinanderflieBen von
Flussigkeitsteilchen mit entgegengesetzt orientierten Magnetfeld-Komponenten enste-
hen ([4], S.128 ff.). Eine Bestétigung erfahrt diese Deutung durch das h&ufige Auftreten
von Doppel-Wirbelschichten, die eine in dieser Darstellung unsichtbare Stromschicht
einschlieRen.

Abbildung 6.12 zeigt flr den gleichen Zustand wie in Abbildung 6.11 die Bereiche
des Rechengebiets, in denen der Betrag der elektrische Stromdichte auf 5% des Ma-
ximalwerts abféllt. Die zweidimensionalen Stromschichtstrukturen sind klar zu erken-
nen. Sie stellen, zusammen mit den sie umschlieRenden Wirbelschichten, die kleinsten,
dissipativen Strukturen des turbulenten MHD-Systems dar.

Im Gegensatz dazu beobachtet man in direkten numerischen Simulationen von
Navier-Stokes-Turbulenz quasi-eindimensionale Vortex-Filamente [42]. Dieser Unter-
schied in den Raumdimensionen der kleinsten, dissipativen Strukturen ist ein wichtiger
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Aspekt bei der theoretischen Behandlung des Intermittenz-Phdnomens im Rahmen der
She-Lévéque Theorie (Abschnitt 6.3).

Die Ausfransungen kleiner Schichten bzw. der R&nder gréRerer Schichten sind ein
numerischer Effekt, die mit dem Gibbs-Phdnomen zusammenhéngen, das auftritt, wenn
Funktionen mit groRen Gradienten aus dem Realraum in einen endlichen, diskreten
Fourier-Raum transformiert werden. Es wird mit zunehmender Gitterauflésung schwa-
cher.
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Abbildung 6.11: Betrag der Wirbelstérke fur den hyperdissipativen Simulationslauf mit
Kmax = 256 bei t = 6. Auf einer Skala von 0 bis 255 geben dunkle Blauténe niedrige,
helle Blau- bis Gelbt6ne hohe Werte von |w]| an.
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Abbildung 6.12: Volumina, in denen der Betrag der elektrischen Stromdichte j auf
5% des Maximalwertes abfallt, fir den gleichen Zustand wie in Abbildung 6.11. Die
zweidimensionalen Mikro-Stromschichten sind deutlich zu erkennen.
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Abbildung 6.13: Betrag der elektrischen Stromdichte in einem Schnitt durch das Re-
chengebiet (Dunkel:Niedrige Werte, hell:Hohe Werte) des Simulationslaufs mit Ko =0,

Die Abbildungen 6.13 und 6.14 zeigen zweidimensionale Schnitte durch das Re-
chengebiet fir die beiden Simulationslaufe mit kymax = 256 und v = 1 bzw. v = 2.
Dargestellt ist der Betrag der elektrischen Stromdichte.

Der Einflu einer hoheren Dissipativitat in Form der Ausbildung kleinskaligerer
Turbulenzstrukturen ist deutlich erkennbar. Die gleiche Wirkung ist auch im hier nicht
gezeigten Wirbelstarkefeld zu beobachten.

6.3 Ein Intermittenz-Modell fir MHD-Turbulenz

Zur korrekten theoretischen Beschreibung der beobachteten anomalen Skalierung der
Strukturfunktionen aufgrund der Intermittenz der Energiedissipation bietet sich das ge-
neralisierte She-Lévéque-Modell (SL-Modell) (3.12) an.

Die beiden Modellparameter, g, der Nenner des Exponenten der Basisskalierung
des verwendeten Turbulenz-Bildes (g = 3 fiir K41 (3.2), g = 4 fur IK (3.8)), und Cy,
die Kodimension der kleinsten, dissipativen Strukturen (Co = 2 im dreidimensionalen
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Abbildung 6.14: Betrag der elektrischen Stromdichte in einem Schnitt durch das Re-
chengebiet (Dunkel:Niedrige Werte, hell:Hohe Werte) des Simulationslaufs mit Ko =0,
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Abbildung 6.15: Die beobachteten Skalierungsexponenten Z;; der Strukturfunktionen
der Ordnung p (Dreidimensionale MHD, diese Arbeit: Diamanten. Zweidimensiona-
le MHD, [30]: Dreiecke.). Die durchgezogene Linie entspricht dem SL-Modell fir
Navier-Stokes-Turbulenz, die gepunktete Linie dem IK-Modell (6.4), die gestrichelte
Linie dem vorgeschlagenen MHD-Modell (6.5).

Navier-Stokes-Fall, Co = 1 im dreidimensionalen MHD-Fall), ermdglichen eine einfa-
che Anpassung des Modells auf die bereits beschriebenen Beobachtungen.

Neben dem urspriinglichen SL-Modell fur Navier-Stokes-Turbulenz (g =3, Co =2,
siehe (3.13)) ist versucht worden, das generalisierte SL-Modell (3.12) auf die dreidi-
mensionale MHD-Turbulenz anzupassen [31], [20]. Dabei wurde ebenfalls von dissipa-
tiven Schichtstrukturen ausgegangen, d.h. Co = 1, und die Iroschnikoff-Kraichnan Ba-
sisskalierung zugrundegelegt, also g = 4. Damit erhalt man das SL'-Intermittenzmodell
fiir die Skalierungsexponenten der MHD-Strukturfunktionen

K_ P 1\ P/
Z _§+1—(§> . (6.4)

Da das in den durchgefuhrten Simulationslaufen beobachtete Skalierungsverhal-
ten jedoch fur die K41-Theorie spricht, wird eine alternative Modifikation von (3.12)
vergeschlagen: Co = 1, den beobachteten Schichtstrukturen entsprechend, sowie g =3
wegen der Gultigkeit des K41-Modells.

Dies fihrt zu

1 p/3
g"HD:EH—(—) . (6.5)

Abbildung 6.15 zeigt einen Vergleich zwischen den verschiedenen Intermittenz-Modellen
und den MelRwerten der ng aus der vorliegenden Arbeit (Diamanten) und direkten nu-
merischen Simulationen zweidimensionaler MHD-Turbulenz (Dreiecke). Man erkennt,
daR weder das SL-Modell fiir Navier-Stokes-Turbulenz noch das 1K-Modell eine Uber-
einstimmung mit den Beobachtungen zeigen. Das geméR K41-Theorie modifizierte
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Abbildung 6.16: Die auf eins normierte Wahrscheinlichkeitsverteilung P der &z fir
eine Inkrementdistanz im Makroskalenbereich (Normaldissipativer Lauf mit kmax =
256). Die gestrichelte Kurve entspricht einer GauRverteilung.

SL-Modell dagegen gibt die aus den dreidimensionalen Simulationen erhaltenen Ska-
lierungsexponenten im Rahmen des MeRfehlers hervorragend wieder [29].

Dies ist der Uberzeugendste Beweis fir die Glltigkeit der K41-Phdnomenologie
in dreidimensionaler MHD-Turbulenz. Weiterhin sieht man, daR die IK-Theorie fir
das simulierte System nicht anwendbar ist, obwohl Alfvén-Effekt-Aktivitét bei kleinen
rdumlichen Skalen nachgewiesen wurde.

Am Vergleich mit den MeRwerten aus den zweidimensionalen Simulationen [30]
ist erkennbar, daB in zweidimensionaler MHD-Turbulenz ein anderes Skalierungsver-
halten der Strukturfunktionen vorliegt, das auf eine hdhere Intermittenz hinweist.

6.4 Die Wahrscheinlichkeitsverteilung

Die Strukturfunktionen sind die Momente der Wahrscheinlichkeitsverteilung P der
Feld-Inkremente &z (¢). Die Ubliche statistische Annahme in der Turbulenz-Theorie
besteht darin, die Komponenten der turbulenten Felder als normalverteilte Zufallsva-
riable zu betrachten. Daraus folgt, daR die Inkremente 82" (¢) ebenfalls gauBverteilt
sind, wenn die Inkrementdistanz ¢ sehr grof? wird, d.h. im Makroskalenbereich liegt.
Unter dieser Bedingung sind die an der Inkrementbildung beteiligten Funktionen in
guter Naherung statistisch unabhangig und die resultierende Wahrscheinlichkeitsver-
teilung hat ann&hernd gauBRsche Form (Abbildung 6.16).

Verringert sich die Inkrementdistanz bis auf Skalen in der GréRenordnung des Dis-
sipationsbereichs, so weicht die zugehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung zunehmend
von der Gaul3-Form ab. Die Wahrscheinlichkeit kleiner Inkrementbetrdge nimmt ab,
wahrend sie fir groRe |8z" | ansteigt (Abbildung 6.17). D.h., daR P von groRen, raum-
lich dunn verteilten Schwankungen dominiert wird, eine andere Formulierung fir die
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Abbildung 6.17: Die auf eins normierte Wahrscheinlichkeitsverteilung P der &z firr ei-
ne Inkrementdistanz im Dissipationsbereich (Normaldissipativer Lauf mit kmax = 256).
Die gestrichelte Kurve entspricht einer GauBverteilung gleicher Varianz.

bereits beschriebene Intermittenz der kleinsten, dissipativen Strukturen.*

Mit Hilfe der Strukturfunktionen zweiter bis vierter Ordnung koénnen zwei Ei-
genschaften der Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion bestimmt werden (Siehe z.B.
[40], Kapitel 6). Die Schiefe (,,Skewness”) S := S /(S5)%? ist ein MaR fir die Asym-
metrie der Verteilung®. Fiir eine GauR-Verteilung ist S = 0. Abbildung 6.18 zeigt S in
Abhéngigkeit der Inkrementdistanz ¢ fur verschiedene Zeiten des normaldissipativen
(kmax = 256)-Laufs. Fir ¢ = 11, den grofiten Abstand, den zwei Punkte in dem 21+
periodischen System einnehmen kdnnen, ist P in guter Naherung gauf3sch, also sym-
metrisch mit verschwindendem S. Fir kleinere ¢ nimmt die Asymmetrie zu, liegt je-
doch im Betrag weit unter dem in [42] flir Navier-Stokes Turbulenz angegebenen Wert
von S = —0.5.

Eine weitere wichtige statistische Eigenschaft ist die Flachheit (,,Flatness”) der Ver-
teilung, definiert als F := S /(S3)2. Sie ist ein MaR fiir die Breite der Verteilungsflu-
gel relativ zur Ausdehnung des beispielsweise durch die Varianz definierten Kerns der
Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Fur eine GauBverteilung gilt F = 3. Wie Abbildung 6.19 zeigt, liegt F fur £ =1t
erwartungsgemal bei diesem Wert und nimmt bei Annédherung der Inkrementdistanz
¢ an die Dissipationsskale /ny, auf zeitabhangige Werte im Bereich S = 9 — 13 zu.
Die Zeitabhéngigkeit ist auf die Reynoldszahlzunahme wéhrend des Turbulenzzerfalls
zuriickzufiihren, wéhrend der Anstieg von F fiir £ — {yyp seine Ursache in der Inter-
mittenz der Turbulenz bei kleinen radumlichen Skalen hat und in Abbildung 6.17 gut zu
erkennen ist.

Der hyperdissipative Simulationslauf mit kmax = 256 zeigt keine qualitativen Unter-
schiede zur normaldissipativen Simulation. S weist fiir £ — 1y, eine gréRere Streuung

“Die Inkremente der turbulenten Felder und der Dissipation kénnen iiber die von Kolmogoroff stammen-
de verfeinerte Selbstédhnlichkeits-Hypothese ([16], S.164 ff.) miteinander verknupft werden.

5Die zur Bildung von S verwendete Strukturfunktion dritter Ordnung muR ohne die bisher iibliche Be-
tragsbildung der &z* berechnet werden, d.h. S§ = ((8z")3).
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Abbildung 6.18: Die Schiefe der Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion P fur den
gleichen Simulationslauf wie in Abbildung 6.17. Die verschiedenen Kurven entspre-
chent = 3,5,7 (von unten nach oben).
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Abbildung 6.19: Die Flachheit der Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion P fur den
gleichen Simulationslauf wie in Abbildung 6.17. Die verschiedenen Kurven entspre-
chent = 3,5,7 (von unten nach oben).
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~ 0.3 auf, wéhrend die mit Abbildung 6.19 vergleichbaren F-Kurven im Dissipations-
bereich in einem engeren Intervall ~ 7.5 — 9 enden.

6.5 Vergleich mit getriebener MHD-Turbulenz

Um mdgliche Einflisse des Turbulenzzerfalls auf die gewonnenen Ergebnisse zu er-
kennen, wurden normal- und hyperdissipative Simulationsldufe mit kmax = 128 und den
gleichen Anfangsbedingungen wie bei den bisher beschriebenen L&ufen mit ki = 256
durchgefihrt, in denen das turbulente System {iber 50 Zeiteinheiten hinweg angeregt
wurde, um einen mdglichst stationdren Turbulenzzustand zu erzeugen.

Das Treiben der Turbulenz imitiert einen physikalischen Prozel wie z.B. eine durch
hohe Gradienten hervorgerufene Stromungsinstabilitdt, der das System kontinuierlich
im Makroskalenbereich mit Energie versorgt. In dem hier verwendeten 21t-periodischen
Warfel 18Rt sich diese Situation nur behelfsméafig realisieren, da die Turbulenz weitge-
hend homogen und isotrop bleiben soll.

Dariiberhinaus tritt in getriebener MHD-Turbulenz die Erzeugung grof3skaliger Ma-
gnetfeldstrukturen Gber den mit der inversen H-Kaskade verknupften, turbulenten Dynamo-
Effekt auf sowie ein die Turbulenz ddmpfendes Zunehmen der Ausrichtung p.

Um solche, hier unerwiinschten Nebeneffekte zu vermeiden, werden in einem be-
reits in den Zustand voll entwickelter Turbulenz relaxierten, zerfallenden System die
Fourier-Moden im Rechengitter in einer Kugel mit Radius k, = 2 festgehalten. Die
Turbulenz wird so durch einen zeitlich eingefrorenen Makroskalenbereich angetrie-
ben. Dabei wird kinetische und magnetische Energie Uber die Nichtlinearititen der
diskretisierten MHD-Gleichungen (4.1) und (4.2) an die kleineren rdumlichen Skalen
weitergegeben.

Als Konsequenz nimmt die Energie im Gesamtsystem zu, bis ein stationdrer Zu-
stand ab ungefdhr t = 21 erreicht wird. Wegen der héheren Gesamtenergie der Tur-
bulenz sind entsprechend grolere Viskositaten bzw. magnetische Diffusivitaten (v = 1
mity=n=2.5-10"3,v=2mitpu=n = 8.5-10) als im vergleichbaren zerfallenden
System notwendig, um ein ausreichendes Abfallen des Energiespektrums vor dem Er-
reichen der rdumlichem Auflésungsgrenze sicherzustellen (Vergleiche Abbildung 5.2).

Die Abbildungen 6.20 und 6.21 zeigen die Verldaufe der kinetischen und magneti-
schen Anteile der Energie und der Dissipationsrate fir den normaldissipativen Fall, der
im folgenden beschrieben wird. Kinetischer und magnetischer Energieanteil verlaufen
in guter Naherung konstant bei einem festen Verhaltnis ' = EX /EM ~ 0.66.

Bei t ~ 36 ist eine zeitweilige Erhdhung von EM zu beobachten, die mit der Aus-
bildung einer kohdrenten magnetischen Struktur im Makroskalenbereich zu erklaren
ist und schnell wieder abklingt. Ihr Einflu auf die Inertialgebietsstatistik ist als klein
anzunehmen.

Die kinetische und magnetische Energiedissipationsrate zeigen ebenfalls eine gute
zeitliche Konstanz bei einem festen Verhaltnis y = €X /eM (Abbildung 6.21), wobei die
Dissipationsraten dem Verlauf der zugeordneten Energien folgen. Die magnetische He-
lizitat schwankt um maximal 4% ihres Wertes von 0.7Hma, die Kreuzhelizitat bewegt
sich oszillierend in einem Streifen der Breite 5-10~2 um Null.

Abbildung 6.22 zeigt die gemittelten und normierten Gesamtenergiespektren (Ab-
schnitt 6.1) wahrend t = 40 — 50. Ein ausgeprégter Skalierungsbereich ist aufgrund der
vergleichsweise geringen rdumlichen Gitterauflosung nur im Ansatz zu erkennen. Der
Spektralbereich, in dem die Fourier-Moden und somit die Energie konstant gehalten



72 KAPITEL 6. STATISTISCHE EIGENSCHAFTEN

1.4

1.2

T T T AT

1.0

0.8

0.6

0.4

EX, EM (gepunktet)

0.2

O . O L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
25 30 35 40 45

al
o

Abbildung 6.20: Zeitlicher Verlauf der kinetischen (EX) und magnetischen (EM) Ener-
gie im stationdren Bereich t = 21 — 50.
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Abbildung 6.21: Kinetische (¢K) und magnetische (€M) Dissipationsrate mit dem Ver-
haltnis y = X /eM im zeitlichen Verlauf wihrend der stationéren Phase.
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Abbildung 6.22: Die zeitgemittelten und normierten Gesamtenergiespektren fir t =
40 — 50, kmax = 128, Hp = 0.7Hmax, Ko =0 und v=1 (\ergleiche Abbildung 6.1). Der
eingefrorene Spektralbereich erstreckt sich tber k = 0 —0.03.

werden, erstreckt sich von k = 0 bis k ~ 0.03 und ist in den Spektren deutlich auszu-
machen.

Die Skalierungsexponenten der Strukturfunktionen (Abschnitt 6.2) sind wegen des
bereits bei den Energiespektren nur angedeuteten Inertialgebiets ausschlieBlich tiber
die ESS-Technik zu erhalten (Abbildung 6.23). Im Rahmen des Melfehlers ist eine
Ubereinstimmung zwischen den relativen Skalierungsexponenten E%’Jr des normal- und
hyperdissipativen Falls erkennbar (Abbildung 6.23).

Die Ubereinstimmung mit den aus der zerfallenden Turbulenz gewonnenen Werten
(Abbildung 6.10) ist fur den normaldissipativen Fall bis zur Ordnung p = 7 (firv =2
bis p = 5) gegeben. An dieser Stelle wirkt sich der Verlust an rdumlicher Auflésung
gegenuber den Laufen mit kmax = 256 aus, wie an den fur hohe Ordnungen stark zuneh-
menden absoluten Fehlern der MeBwerte zu erkennen ist. Man kann jedoch erkennen,
dal die anhand zerfallender Turbulenz gemachten Skalierungs-Beobachtungen nicht
signifikant von den Exponenten in getriebener MHD-Turbulenz abweichen, wenn man
die Auswirkungen des Auflésungsunterschieds in Betracht zieht.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion der Elsésser-Inkremente P (Abschnitt
6.4) unterscheidet sich von zerfallender zu getriebener MHD-Turbulenz ebenfalls nicht
signifikant. Abbildung 6.24 zeigt die Flachheit F (¢) in Abhéngigkeit der Inkrementdi-
stanz ¢ (Abschnitt 6.4). F ist im Makroskalenbereich anndhernd gleich 3, wie es fur
groBe Inkrementdistanzen erwartet wird. Bei Verringerung der Inkrementdistanz zeigt
sich das bereits in zerfallender Turbulenz beobachtete Verhalten (Abbildung 6.19) mit
einer aufgrund der Stationaritat der Turbulenz Kleineren Streuung im Dissipationsge-
biet (F ~ 8.5 —9.5), fur Hyperdissipation analog zu zerfallenden Turbulenz mit etwas
niedrigeren Werten F = 6.5 — 7.5. Die Schiefe S ~ 0 der Verteilung zeigt im normal-
und hyperdissipativen Fall keine Unterschiede zu zerfallender Turbulenz.

6Die Gitterauflssung muBte fiir die getriebenen Simulationslaufe aus Rechenzeitgriinden reduziert wer-
den.
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Ordnungp || &7 (v=2) [ Al103 [ &7 (v=1) | A[107 |

1 0.38 0.89 0.39 0.33
2 0.71 0.85 0.72 0.28
3 1.00 - 1.00 -

4 1.25 15 1.24 0.61
5 1.47 3.6 1.45 1.6
6 1.68 6.0 1.65 3.1
7 1.88 8.5 1.84 4.9
8 2.08 11.0 2.04 7.0

Abbildung 6.23: Die ESS-Skalierungsexponenten E%’Jr fiir normal- und hyperdissipati-
ve, getriebene Turbulenz mit dem jeweiligen absoluten Fehler A.
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Abbildung 6.24: Die Flachheit der Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion P fur den
gleichen getriebenen Lauf wie in Abbildung 6.22 fur die Zeiten t = 30, 35,45, 50.
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Somitist anhand eines Vergleichs zwischen niedrigerauflésenden Simulationslaufen
getriebener MHD-Turbulenz und den Laufen mit kmax = 256 kein Indiz gefunden wor-
den, daB auf einen signifikanten Unterschied zwischen den statistischen Eigenschaften
zerfallender und getriebener MHD-Turbulenz hinweisen wirde.
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Kapitel 7
Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird versucht mittels direkter numerischer Simulationen ein Verstand-
nis der grundlegenden makroskopischen und statistischen Eigenschaften dreidimensio-
naler magnetohydrodynamischer Turbulenz zu erlangen.

Dazu werden die Differentialgleichungen der dreidimensionalen Magnetohydrody-
namik (MHD) in einem rdumlich-periodischen System fir physikalisch relevante An-
fangsbedingungen numerisch gel6st. Dies ist aufgrund der am Max-Planck-Institut fur
Plasmaphysik (IPP) vorhandenen, hohen Kapazitat massiv-paralleler Rechenleistung
mit bisher unerreicht hoher Genauigkeit méglich, d.h. mit einer Rechengitterauflésung
von 5122 raumlichen Fourier-Moden entsprechend einer kinetischen und magnetischen
Reynoldszahl Re = Rm ~ 3000.

Die direkte numerische Simulation dreidimensionaler MHD-Turbulenz ist ein wich-
tiges Instrument zur Beobachtung dieses Strémungsph&nomens in einem Plasma unter
kontrollierten Bedingungen und mit umfassenden Moglichkeiten der Diagnostik. Bei
den wenigen vergleichbaren Experimenten auf der Erde im Rahmen der Fusionsfor-
schung mit magnetischem Plasma-Einschluf? ist eine ausreichend genaue Beobachtung
auftretender MHD-Turbulenz bisher kaum zu realisieren, wahrend bei Raumsonden-
messungen in der Heliosphére keine Kontrolle tber das turbulente System mdglich ist.

In dieser Arbeit wird erstmalig numerisch simulierte Plasmaturbulenz im Rahmen
des MHD-Modells beobachtet, die ausreichend hohe Reynoldszahlen aufweist, um
grundlegende Eigenschaften des dreidimensionalen turbulenten Systems beobachtbar
zu machen.

Bezlglich der makroskopischen Charakteristika zerfallender MHD-Turbulenz wird
die gegenseitige Wechselwirkung und das zeitliche Verhalten der drei idealen, quadra-
tischen Invarianten der MHD — Energie, magnetischer Helizitat und Kreuzhelizitat —
untersucht.

Der in der Zeit selbstahnliche Verlauf der Gesamtenergie wird in seinem Skalie-
rungsverhalten entscheidend von den Betrdgen der Helizitaten beeinflult, wobei die
Kreuzhelizitat ddmpfend auf die gesamte Dynamik wirkt, wéhrend der Austausch zwi-
schen magnetischer und kinetischer Energie maRgeblich von der magnetischen Helizi-
tat abhangt.

In der vorliegenden Arbeit ist erstmalig der EinfluR der magnetischen Helizitét bei
der Entwicklung eines phanomenologischen Modells des Energiezerfalls beriicksich-
tigt worden. Das vorgeschlagene Modell beschreibt den Energiezerfall dreidimensiona-
ler MHD-Turbulenz endlicher magnetischer Helizitat und kleiner Kreuzhelizitat im Ge-
gensatz zu alternativen Theorien in Ubereinstimmung mit den Beobachtungen. Auch

7
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aus dem Modell abgeleitete, asymptotische Aussagen werden mit den durchgefiihrten
Simulationslaufen bestétigt.

Die Ergebnisse bezlglich der statistischen Eigenschaften dreidimensionaler MHD-
Turbulenz, das Skalierungsverhalten der Energiespektren und der Strukturfunktionen
(unter Ausnutzung ihrer erweiterten Selbstahnlichkeit bis zur achten Ordnung), wider-
legen die bisher fir MHD-Turbulenz favorisierte Iroschnikoff-Kraichnan-Theorie.

Obwohl anhand der Energiespektren der Alfvén-Effekt, die Grundlage der IK-
Theorie, nachgewiesen wird, stitzen alle beobachteten Skalierungen die bereits fir
Navier-Stokes-Turbulenz erfolgreiche Kolmogoroff-Theorie in Ubereinstimmung mit
experimentellen Messungen aus dem Sonnenwind und theoretischen Vorhersagen.

Untersuchungen der Auswirkungen der Intermittenz kleinster turbulenter Eddies
auf die Skalierungseigenschaften der Strukturfunktionen filhren zu einem neuen In-
termittenzmodell, das auf einer den Beobachtungen entsprechend modifizierten She-
Lévéque-Theorie beruht. Dieses neue Intermittenzmodell gibt das Skalierungsverhal-
ten der Strukturfunktionen in hervorragender Ubereinstimmung mit den Simulations-
messungen wieder.

Betrachtungen der Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion, deren Momente die Struk-
turfunktionen sind, sowie der Strukturfunktionen selbst bestatigen im Vergleich mit
durchgeflhrten Simulationslaufen getriebener MHD-Turbulenz die Gultigkeit der an-
hand zerfallender Turbulenz gewonnenen Ergebnisse auch flr den getriebenen Fall.

Da es bis heute keine umfassende, auf First-principles basierende Theorie turbulen-
ter Systeme gibt und experimentelle Daten (iber dreidimensionale MHD-Turbulenz rar
sind, ist es notwendig, turbulente MHD-Systeme auch in Zukunft in hochauflésenden
direkten numerischen Simulationen zu studieren, um einen tieferen Einblick in die Dy-
namik dieses fundamentalen Plasma-Stromungszustands zu gewinnen. Neben der rei-
nen Notwendigkeit turbulente Plasmen besser zu verstehen, kann die vordergriindige
Verkomplizierung des Problems durch die Einflihrung der im Navier-Stokes-Fall nicht
vorhandenen, elektrischen bzw. magnetischen GréRen ein Vorteil fiir das Verstéandnis
der grundlegenden Eigenschaften turbulenter Systeme sein, da zusatzliche Wege in die
noch nicht vollstandig verstandene, nichtlineare Dynamik er6ffnet werden.
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