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1 Einleitung

Seit jeher ist es oberstes Ziel der Fusionsforschung, aus der Kernfusion von Deuterium und

Tritium eine neue Energiequelle für die Menschheit zu entwickeln. Dazu ist es zunächst

nötig, die als Coulombbarriere bezeichnete Abstoßung der positiv geladenen Atomkerne

zu überwinden, wofür Energien von typischerweise 104 keV nötig sind. Zur Bereitstellung

dieser Energie scheiden Teilchenbeschleuniger aus, weil der Wirkungsquerschnitt für Stöße,

die tatsächlich zu einer Teilchenfusion führen, um Größenordnungen kleiner ist als der

Wirkungsquerschnitt für elastische Stöße. Man benötigt also ein Konzept, in dem die

Teilchen, die einen elastischen Stoß durchgeführt haben, nicht verloren gehen, sondern

im System bleiben – man benötigt einen Einschluss der Teilchen in einem thermischen

Ensemble. Die erforderlichen Teilchenenergien entsprechen dann Temperaturen von über

100 Millionen Grad – ein materieller Einschluss kommt also nicht in Frage.

Neben dem Trägheitseinschluss ist der magnetische Einschluss der aktuell vielverspre-

chendste und am weitesten erforschte Ansatz. Dabei macht man sich zunutze, dass bei

diesen hohen Temperaturen alle leichten Elemente vollständig ionisiert sind – es entsteht

also ein Plasma aus Elektronen und Ionen. Das Plasma ist zwar insgesamt neutral, je-

des einzelne Teilchen spürt jedoch in einem Magnetfeld ~B eine Lorentzkraft, die es dazu

zwingt, um die Magnetfeldlinie zu gyrieren (kreisen). Man kann deshalb Magnetfelder

benutzen, um das Plasma in der Schwebe zu halten.

Das Prinzip des Tokamaks

Die am weitesten entwickelte Anordnung für den magnetischen Einschluss ist der Toka-

mak, dessen prinzipieller Aufbau in Abbildung 1.1 dargestellt ist. Um Endverluste, wie

sie in linearen Anordnungen auftreten, zu vermeiden, benutzt man einen torusförmigen

Behälter. In toroidaler Richtung wird durch Ringspulen ein starkes Magnetfeld erzeugt.

Damit der magnetische Einschluß funktioniert, wird zusätzlich ein poloidales Magnetfeld

benötigt. Dieses wird durch den Plasmastrom erzeugt, der in toroidaler Richtung fließt

und durch eine Transformatorspule in der Torusmitte in das Plasma induziert wird. Da-

durch ergeben sich verdrillte Feldlinien, die in zwiebelschalenartig angeordneten Flächen

verlaufen, den sog. magnetischen Flächen oder Flussflächen. Um die Stärke dieser Ver-

drillung innerhalb einer Flussfläche zu charakterisieren, führt man den Sicherheitsfaktor

q ein. Er ist definiert als das Verhältnis zwischen der Anzahl toroidaler Umläufe M und

der Anzahl der poloidalen Umläufe N einer Feldlinie:

q = lim
M→∞

M

N
(1.1)
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Kapitel 1 Einleitung

Magnetfeldlinien

Magnetische Flächen

Abbildung 1.2: Magnetfeldliniengeometrie bei toroidalem Einschluss. [Mil02]

Transformator Primärspule
(Sekundärspule ist das Plasma)

Toroidalfeld-Spule

Magnetische Fläche Feldlinie

Vertikalfeld-Spule (für Plasmaform)

Plasmastrom

Bt

Bp

Bv

Abbildung 1.3: Prinzip eines Tokamaks. Aus [Mer04].
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Abbildung 1.1: Prinzipieller Aufbau eines Tokamaks. Dargestellt sind die typischen Orien-
tierungen von Plasmastrom sowie Poloidalfeld Bp und Toroidalfeld Bt an ASDEX Upgrade.
Die gelbe und blaue Fläche stellen zwei magnetische Flächen dar, die allgemein zwiebelscha-
lenartig angeordnet sind. [1]

q kann deshalb auch als inverse Steigung der Feldlinien bezüglich der toroidalen Rich-

tung aufgefasst werden: q =∞ entspräche beispielsweise einem reinen Toroidalfeld, q = 0

entsprechend einem reinen Poloidalfeld. In konventionellen Betriebsszenarien ist der Si-

cherheitsfaktor q im Plasmazentrum kleiner als 1 und nach außen hin monoton ansteigend

bis auf Werte, die deutlich größer als 1 sind.

Plasmainstabilitäten

Der Wert dieses Sicherheitsfaktors ist insbesondere für die Stabilitätsanalyse des ma-

gnetischen Einschlusses relevant. Auf Flussflächen, auf denen er rationale Werte q = m
n

annimmt (wobei m und n kleine natürliche Zahlen sind), schließen sich die Feldlinien nach

m toroidalen und n poloidalen Umläufen. Dadurch können Störungen leicht angeregt wer-

den und Instabilitäten anwachsen, die auch Plasmamoden genannt werden. Diese Flächen

werden daher auch rationale Flächen oder resonante Flächen genannt. Die Plasmamoden

entsprechen dabei Veränderungen der magnetischen Flussflächen aus der Gleichgewichts-

lage, durch die die Gesamtenergie abgesenkt werden kann.

Diese Instabilitäten spielen eine Schlüsselrolle bei der Entwicklung hin zu einem Fusi-

onsreaktor. Kann ihr Auftreten kontrolliert werden, können sie als Steuerelement nützlich

sein, um beispielsweise Verunreinigungen aus dem Plasma zu entfernen. Andererseits li-
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mitieren sie das Parameterregime, in dem ein Tokamak stabil betrieben werden kann [2].

Ein wichtiger Parameter, der durch Instabilitäten begrenzt wird, ist beispielsweise das

Verhältnis der thermischen Plasmaenergie zur Magnetfeldenergie β. Da die Erzeugung

starker Magnetfelder sehr kostspielig ist, sollte β möglichst maximiert werden – wofür

ein gutes Verständnis der Plasmainstabilitäten von erheblicher Bedeutung ist. Zusätzlich

können Plasmainstabilitäten zu plötzlichen Abbrüchen des Plasmastromes, den sogenann-

ten Disruptionen, führen. Der schnelle Stromabfall induziert starke Kräfte in das Torus-

gefäß – gleichzeitig können auch innerhalb des Behälters durch das plötzliche Zusammen-

brechen des magnetischen Einschlusses Schäden an Gefäßbauteilen entstehen. Disruptio-

nen müssen also – gerade im Hinblick auf neue, größere Tokamaks wie ITER – unbedingt

vermieden werden, wofür das Verständnis der vorangehenden Plasmainstabilitäten erfor-

derlich ist.

Weiche Röntgenstrahlung

Eine weit verbreitete Methode zur Untersuchung der Plasmamoden stellt die Messung der

aus dem Plasma emittierten weichen Röntgenstrahlung (engl. Soft-X-Ray, kurz: SXR) dar.

Sie basiert auf der Annahme, dass die emittierte Röntgenstrahlung auf einer Flussfläche

konstant ist. Die Isokonturlinien der Strahlung entsprechen dann den Flussflächen, wo-

durch sich Verschiebungen dieser Flussflächen durch Moden messen lassen können. Für

reine Wasserstoffplasmen und solche, die nur durch leichte Elemente verunreinigt sind, ist

diese Annahme sehr gut erfüllt: Der wesentliche Teil der Röntgenstrahlung entsteht hier

durch Bremsstrahlung und die dafür wichtigen Größen sind auf den Flussflächen konstant:

Die Elektronentemperatur Te und -dichte ne, sowie die Ionendichte ni.

Schwere Verunreinigungen können jedoch Strahlungsasymmetrien innerhalb einer Fluss-

fläche verursachen und dadurch die Interpretation der Messergebnisse erschweren [3]. Dies

liegt an der starken Rotation der Fusionsplasmen, die hauptsächlich durch die Heizung

mittels Einschuss schneller Neutralteilchen verursacht wird und typische Rotationsfre-

quenzen von 10 kHz aufweist. Aufgrund der höheren Masse ist die dadurch entstehende

Zentrifugalkraft für schwere Verunreinigungen – im Gegensatz zu den leichten Ionen und

Elektronen – nicht mehr zu vernachlässigen. Die Dichteverteilung für schwere Teilchen

ist daher innerhalb einer Flussfläche nicht mehr konstant, sondern weist eine Asymmetrie

auf.

Dies ist für die Messung der Röntgenstrahlung relevant, weil schwere Verunreinigungen

selbst in sehr kleinen Konzentrationen (typischerweise < 10−4) einen erheblichen Beitrag

zur Röntgenstrahlung leisten oder diese sogar dominieren können. Das liegt vor allem

daran, dass schwere Elemente auch bei den vorherrschenden Temperaturen von über 100

Millionen Grad nicht vollständig ionisiert sind und deshalb Linienstrahlung emittieren

können.

Die aktuell wichtigste schwere Verunreinigung am Garchinger Tokamakexperiment

ASDEX Upgrade, an dem die vorliegende Arbeit durchgeführt wurde, ist Wolfram (mW =

184 u). Wolfram hat den höchsten Schmelzpunkt aller Elemente und kommt daher ne-

ben den leichten Elementen Kohlenstoff und Beryllium als Material für die Beschichtung
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der ersten Wand im Plasmagefäß in Frage. Die Erprobung von Wolfram wurde dabei

an ASDEX Upgrade massiv vorangetrieben, so dass dessen innere Wand mittlerweile

vollständig mit wolframbeschichteten Kacheln ausgestattet ist. Die dabei erzielten Erfol-

ge haben dazu geführt, dass inzwischen auch für ITER die Verwendung von Wolfram

geplant ist. Wie bei jedem anderen Wandmaterial auch, können Wolframatome aus der

Wand ausgeschlagen werden und in das Plasma als Verunreinigung eindringen. Werden sie

dort ionisiert, sind sie ebenso gut eingeschlossen wie der Rest des Plasmas. Typischerweise

entstehen so die oben genannten Wolframkonzentrationen bis zu 10−4 [4].

Zur Messung der weichen Röntgenstrahlung werden Lochkameras benutzt, die die Plas-

mastrahlung entlang mehrerer Sichtlinien näherungsweise linienintegriert messen. So ver-

fügt die Soft-X-Ray-Diagnostik an ASDEX Upgrade über acht Kameras mit insgesamt

208 Sichtlinien. Um daraus die räumliche Struktur der Plasmastrahlung und damit der

Plasmamoden zu ermitteln, wurden Tomographie-Verfahren entwickelt. Die damit erziel-

te räumliche Auflösung ist allerdings relativ gering. Dies liegt natürlich an den wenigen

zur Verfügung stehenden Sichtlinien – in den vergleichbaren medizinischen Anwendun-

gen der Tomographie stehen zum Beispiel oftmals einige 100 000 verschiedene Sichtlinien

zur Verfügung. Eine alternative Datenauswertung ist die FFT-Analyse der Signale. Ins-

besondere aus den Amplituden und relativen Phasen verschiedener Sichtlinien kann man

Informationen über die Modenstrukturen gewinnen, durch die Strahlungsasymmetrien

sind aber auch diese oftmals schwer zu interpretieren.

Ziel der Arbeit

Deshalb soll in dieser Arbeit eine Vorwärts-Modellierung der Plasmamoden und der dar-

aus entstehenden weichen Röntgenstrahlung unter Berücksichtigung rotationsbedingter

Strahlungsasymmetrien erfolgen. Mittels einer virtuellen Simulation der Soft-X-Ray Dia-

gnostik, die in einer vorhergehenden Arbeit [5] bereits implementiert wurde, können dann

die aus den Annahmen entstehenden Signale berechnet werden.

In dieser Arbeit interessieren wir uns im Speziellen für Plasmamoden auf der q = 1-

Fläche. Dort schließt sich eine Feldlinie bereits nach m = 1 toroidalen und n = 1 polo-

idalen Umläufen, weswegen Instabilitäten hier stärker anwachsen können als auf anderen

rationalen Flächen. Die dort auftretenden Moden sind meist sogenannte Kinkmoden. Hier-

bei unterscheidet man zwischen idealen Kinkmoden, bei denen die Flussflächen lediglich

verschoben werden, die Feldlinientopologie aber erhalten bleibt, und resistiven Kinkmo-

den, bei denen sich durch Rekonnektion von Feldlinien deren Topologie verändert und

sogenannte magnetische Inseln entstehen können. Eine wichtige Fragestellung dieser Ar-

beit wird dann sein, ob und wie man diese beiden Fälle mit der Soft-X-Ray Diagnostik

unterscheiden kann.

Die zweite wichtige Fragestellung dieser Arbeit ist die Auswirkung poloidal (und toro-

idal) asymmetrischer Röntgenstrahlung durch Wolfram auf die Soft-X-Ray Signale. Dazu

wird ein Modell zur quantitativen Dichteverteilung der Wolframionen auf einer Flussfläche

entwickelt. Zur Verifizierung der benutzten Modelle wird abschließend ein Vergleich mit

experimentellen Daten durchgeführt.
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Leitfaden

Die vorliegende Arbeit ist daher wie folgt aufgeteilt: In Kapitel 2 wird ein Überblick über

die benötigten plasmaphysikalischen Grundlagen sowie die Theorie der Plasmainstabi-

litäten gegeben. In Kapitel 3 wird dann die konkrete Modellierung der idealen und resisti-

ven Kinkmoden, die im Rahmen dieser Arbeit durchgeführt wurde, beschrieben. Kapitel

4 enthält eine kurze Zusammenfassung der Soft-X-Ray Diagnostik an ASDEX Upgrade,

sowie deren virtueller Simulation. Zusätzlich werden hier die Entstehungsmechanismen

der weichen Röntgenstrahlung sowie die Datenauswertung der SXR-Signale ausführlicher

erläutert. In Kapitel 5 wollen wir die physikalischen Grundlagen, sowie die konkrete Imple-

mentierung der Dichteverteilung schwerer Verunreinigungen diskutieren und auf Wolfram

anwenden. In Kapitel 6 betrachten wir dann die Simulation der SXR-Signale unter der

Annahme, dass die Emissivität konstant auf den Flussflächen ist. Dabei soll ein Vergleich

zwischen dem idealen und resistiven Kink stattfinden und Unterscheidungsmöglichkeiten

in den SXR-Signalen aufgezeigt werden. Anschließend wird die Erweiterung des Simu-

lationscodes auf die ECE-Diagnostik demonstriert. In Kapitel 7 werden schließlich die

rotationsbedingten Strahlungsasymmetrien und deren Einfluss auf die SXR-Signale un-

tersucht, und es findet ein Vergleich mit experimentellen Daten statt.





2 Physikalische Grundlagen

2.1 Magnetohydrodynamik

Ein magnetisch eingeschlossenes Plasma lässt sich gut als leitfähige Flüssigkeit beschrei-

ben, die mit dem Magnetfeld wechselwirkt [6]. Sie besteht zwar aus geladenen Teilchen

(Elektronen und Ionen), ist aber insgesamt elektrisch neutral (quasineutral). Die aus die-

sen Annahmen ableitbare Theorie heißt Magnetohydrodynamik (MHD). Sie ist damit eine

Kombination aus Hydrodynamik und den Maxwellgleichungen, wobei der Verschiebungs-

strom für nichtrelativistische Geschwindigkeiten vernachlässigt werden kann. Die daraus

resultierenden Grundgleichungen der resistiven MHD lauten wie folgt [7, 8]:

dρ

dt
= −ρ~∇ ·~v (Kontinuitätsgleichung) (2.1)

ρ
d~v

dt
= ~j × ~B − ~∇p (Bewegungsgleichung) (2.2)

µ0
~j = ~∇× ~B (Ampèresches Gesetz) (2.3)

∂ ~B

∂t
= −~∇× ~E (Faradaysches Gesetz) (2.4)

~E + ~v × ~B = η~j (Ohmsches Gesetz) (2.5)

~∇ · ~B = 0 (Nichtexistenz magnetischer Monopole) (2.6)

dp

dt
= −γp~∇ ·~v (Adiabatengleichung) (2.7)

Sie liefern eine Beschreibung für alle wichtigen Parameter: die Massendichte ρ, die Ge-

schwindigkeit ~v, den Druck p, die im Plasma auftretenden Ströme ~j sowie die beteiligten

elektrischen und magnetischen Felder ~E und ~B. Die Elektronenmasse und damit auch

deren Impuls werden dabei vernachlässigt, ρ und ~v bezeichnen also jeweils die Ionendich-

te und -geschwindigkeit. Als Konstanten gehen ein: der Adiabatenkoeffizient γ und die

Resistivität η des Plasmas. Da Plasmen extrem gute Leiter sind, wird letztere oftmals

vernachlässigt. Diese Näherung (η = 0) wird als ideale MHD bezeichnet. Gleichung 2.4

und 2.5 können dann kombiniert werden, um das elektrische Feld ~E aus dem Gleichungs-

system zu eliminieren - entsprechend reduziert sich das Gleichungssystem dann auf sechs

Grundgleichungen. Die Näherung der idealen MHD reicht für viele Zwecke, wie beispiels-

weise die Bestimmung des Plasmagleichgewichts aus. Einige Phänomene, wie die Bildung

magnetischer Inseln, lassen sich jedoch nur mit der resistiven MHD erklären.
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2.2 Plasmagleichgewicht

Zur Bestimmung des Plasmagleichgewichts lassen sich die Gleichungen der idealen MHD

weiter vereinfachen, da im Gleichgewicht alle zeitlichen Ableitungen verschwinden. Nimmt

man zusätzlich an, dass keinerlei Massenflüsse auftreten, vereinfacht sich das Gleichungs-

system (2.1)-(2.7) zu:

~∇p = ~j × ~B (2.8)

~∇× ~B = µ0
~j (2.9)

~∇ · ~B = 0 (2.10)

Multiplikation von Gleichung 2.8 mit ~B bzw. ~j liefert:

~B · ~∇p = 0 = ~j · ~∇p (2.11)

Der Druckgradient verschwindet also in Richtung des Stromes sowie in Richtung des

Magnetfeldes. Die Magnetfeldlinien verlaufen also in den Flächen konstanten Druckes.

Wir wollen nun das Plasmagleichgewichts eines Tokamaks betrachten. Die geometrische

Anordnung und die verwendeten Koordinaten zeigt Abbildung 2.1.

R0

a

z=z0

Hochfeldseite Niederfeldseite

Abbildung 2.1: Geometrische Koordinatensysteme an ASDEX Upgrade: Wegen der Axi-
alsymmetrie bietet sich ein Zylinderkoordinatensystem (R,ϕ, z) an. Dabei wird R als großer
Radius bezeichnet, ϕ ist die Winkelkoordinate in toroidaler Richtung. Das Plasmazentrum
befindet sich bei (R=R0, z = z0). Mit dem kleinen Radius r und dem poloidalen Winkel
θ lässt sich ein rechtshändiges Toruskoordinatensystem (r, ϕ, θ) definieren. Das Verhältnis
zwischen dem (horizontalen) kleinen Plasmaradius a und dem großen Radius R0 wird als
inverses Aspektverhältnis ε = a/R0 bezeichnet. Durch die Toruskrümmung zeigt das Toro-
idalfeld einen 1

R -Verlauf. Die Innenseite des Torus wird deshalb als Hochfeldseite (HFS), die
Außenseite als Niederfeldseite (NFS) bezeichnet. [9]
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Im Tokamak lässt sich das Magnetfeld dann in eine poloidale und eine toroidale Kom-

ponente zerlegen:

~B = Bθêθ +Bϕêϕ = ~∇Ψ× ~∇ϕ+ I ~∇ϕ (2.12)

êθ und êϕ bezeichnen dabei die Einheitsvektoren in poloidaler bzw. toroidaler Richtung. Im

zweiten Schritt wurde das Poloidalfeld durch die poloidale Flussfunktion Ψ ausgedrückt:

Bθêθ = ~∇Ψ× ~∇ϕ wobei: ∇ϕ =
êϕ
R

(2.13)

Die Beschreibung durch eine Flussfunktion garantiert automatisch die Divergenzfreiheit.

Für das Toroidalfeld wird die poloidale Stromfunktion I = RBϕ eingeführt:

Bϕêϕ = RBϕ
~∇ϕ ≡ I ~∇ϕ (2.14)

Einsetzen von 2.9 und 2.12 in Gleichung 2.8 liefert dann eine einzige Gleichung zur Be-

schreibung eines axialsymmetrischen Plasmagleichgewichts, die Grad-Schlüter-Shafranov-

Gleichung [10]:

∆∗Ψ = −
(
R
∂

∂R

1

R

∂

∂R
+

∂2

∂z2

)
Ψ = R2µ0

dp

dΨ
+ I

dI

dΨ
(2.15)

Es gilt nun, diese Differentialgleichung für Ψ zu lösen. Dies kann durch den CLISTE-

Code [11] für die realistische Geometrie an ASDEX Upgrade erfolgen1. Als Lösung erhält

man dann das Plasmagleichgewicht. Die Flächen, auf denen Ψ konstant ist, werden als

Flussflächen bezeichnet. Sie bilden im poloidalen Querschnitt innerhalb der Separatrix

ineinander geschachtelte Flächen, die Separatrix bezeichnet dementsprechend die letzte

geschlossene Flussfläche. Die innerste Flussfläche, die gleichzeitig das Minimum von Ψ ist,

entartet zu einer Linie und wird als magnetische Achse bezeichnet. Sie stellt gleichzeitig

das Plasmazentrum dar (vgl. auch Abbildung 2.2).

2.3 Natürliche Koordinatensysteme

2.3.1 Das Koordinatensystem (ρ, ϕ, θ)

Viele wichtige Größen, wie beispielsweise der Druck, die Temperatur oder auch die Elek-

tronen- und Ionendichten sind konstant auf einer Flussfläche. Daher bietet es sich an,

ein Toruskoordinatensystem einzuführen, in dem die radiale Koordinate eine Funktion

1CLISTE verwendet jedoch eine andere Definition des poloidalen Flusses Ψ und der poloidalen Stom-
funktion I, die sich von der hier vorgestellten um den Faktor 1

2π bzw. µ0

2π unterscheidet. Dies gilt es
in den entsprechenden Formeln zu berücksichtigen.
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von Ψ ist. In dieser Arbeit wollen wir dazu den normierten poloidalen Flussradius ρpol

verwenden, der wie folgt definiert ist:

ρpol =

√
Ψ−Ψa

Ψs −Ψa

(2.16)

Ψa und Ψs bezeichnen dabei den poloidalen Fluss auf der magnetischen Achse bzw. auf

der Separatrix. ρpol ist damit so definiert, dass es vom Wert 0 auf der magnetischen Achse

monoton ansteigt, bis es den Wert 1 auf der Separatrix annimmt. Da in dieser Arbeit

ausschließlich der poloidale Flussradius verwendet wird, können wir den Index weglassen

und schreiben vereinfacht ρ.

Zusammen mit den geometrischen Winkeln ϕ und θ entsteht ein krummliniges, nicht-

orthogonales, aber rechtshändiges Toruskoordinatensystem (ρ, ϕ, θ). Abbildung 2.2 zeigt

dieses Koordinatensystem im poloidalen Querschnitt, d.h. bei konstantem ϕ. Um Integra-

tionen und andere Berechnungen in diesem Koordinatensystem durchführen zu können,

benötigt man dessen Jacobi-Determinante. Sie soll im nächsten Abschnitt hergeleitet wer-

den.
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Abbildung 2.2: Das (ρ, ϕ, θ)-Koordinatensystem im poloidalen Querschnitt (ϕ = const).
Das Plasmazentrum wird durch ρ = 0, die Separatrix durch ρ = 1 beschrieben.
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Berechnung der Jacobi-Determinante

Die hier vorgestellte Berechnung der Jacobi-Determinante für die Transformation (x, y, z)→
(ρ, ϕ, θ) orientiert sich an [12, 13]. Dazu wird zunächst die zweidimensionale Transforma-

tion (Ψ, θ)→ (R, z) betrachtet.

J(Ψ,θ)→(R,z) =

∣∣∣∣∣
∂Ψ
∂R

∂Ψ
∂z

∂θ
∂R

∂θ
∂z

∣∣∣∣∣ =
∂Ψ

∂R

∂θ

∂z
− ∂θ

∂R

∂Ψ

∂z
(2.17)

Mit θ = arctan( z−z0
R−R0

) und der Definition des magnetischen Flusses (Gl. 2.13) folgt

daraus:

J(Ψ,θ)→(R,z) = − 1

1 + ( z−z0
R−R0

)
·
(
RBz

1

R−R0

−RBR
z − z0

(R−R0)2

)
=

= −RBz(R−R0)−RBR(z − z0)

(R−R0)2 + (z − z0)2

(2.18)

Um nun die Jacobi-Determinante für (ρ, θ)→ (R, z) zu erhalten, benötigt man lediglich

den Faktor ∂ρ
∂Ψ

. Dieser lässt sich aus der Definition von ρ (Gl. 2.16) berechnen:

∂ρ

∂Ψ
=

1

2ρ
· 1

Ψs −Ψa

(2.19)

Die Jacobi-Determinante für die zweidimensionale Transformation (ρ, θ) → (R, z) lautet

dann:

J(ρ,θ)→(R,z) =
∂ρ

∂R

∂θ

∂z
− ∂θ

∂R

∂ρ

∂z
= J(Ψ,θ)→(R,z) ·

∂ρ

∂Ψ
=

J(Ψ,θ)→(R,z)

2ρ(Ψs −Ψa)
(2.20)

Die Jacobi-Determinante für die Transformation (R, z) → (ρ, θ) entspricht dann dem

Inversen der oben berechneten Determinante:

J2D ≡ J(R,z)→(ρ,θ) =
2ρ · (Ψs −Ψa)

J(Ψ,θ)→(R,z)

=

= − (R−R0)2 + (z − z0)2

RBz(R−R0)−RBR(z − z0)
· 2ρ · (Ψs −Ψa)

(2.21)

Um daraus nun die gesuchte Jacobi-Determinante J3D für die dreidimensionale Trans-

formation (x, y, z)→ (ρ, ϕ, θ) zu erhalten, muss noch die Transformation von (x, y, z)→
(R,ϕ, z) betrachtet werden. Bei dieser Transformation bleibt die z-Koordinate invariant.

Der Wechsel von (x, y) nach (R,ϕ) entspricht dann dem Wechsel von kartesischen in

Polar-Koordinaten. Die Jacobi-Determinante dafür ist bekannt:

J(x,y,z)→(R,ϕ,z) = R (2.22)
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Insgesamt erhalten wir also:

J3D ≡ J(x,y,z)→(ρ,ϕ,θ) = J(x,y,z)→(R,ϕ,z) · J(R,ϕ,z)→(ρ,ϕ,θ) = −R · J2D =

=
(R−R0)2 + (z − z0)2

Bz(R−R0)−BR(z − z0)
· 2ρ · (Ψs −Ψa)

(2.23)

Das zusätzliche Minuszeichen im vorletzten Schritt tritt auf, weil θ gegenüber J2D die

Position wechselt.

2.3.2 Das Koordinatensystem (ρ, ϕ, θ∗)

Im vorherigen Abschnitt haben wir die radiale Koordinate ρ eingeführt, die als Funktion

von Ψ die magnetischen Gleichgewichtsflussflächen beschreibt. Die dazugehörigen geome-

trischen Winkel ϕ und θ besitzen jedoch keinerlei physikalische Aussagekraft. Wir wollen

das nun ändern, und den Winkel θ durch eine neue Winkelkoordinate θ∗ derart erset-

zen, dass dieses neue Koordinatensystem auch die helikale Verschraubung der Feldlinien

innerhalb einer Flussfläche wiedergibt.

Anders ausgedrückt soll θ∗ so definiert werden, dass die Feldlinien im ϕ − θ∗-System

Geraden sind, wobei die Steigung durch den Wert des Sicherheitsfaktors q gegeben sein

soll. θ∗ wird deshalb als straight field line angle [14] bezeichnet.

Mathematisch lässt sich obige Bedingung auf einer Flussfläche ρ0 folgendermaßen for-

mulieren:

~B · ~∇θ∗
~B · ~∇ϕ

∣∣∣∣∣
ρ=ρ0

=
1

q(ρ0)
= const . (2.24)

Daraus lässt sich nun θ∗(θ), also der straight field line angle als Funktion der alten Koor-

dinate θ, herleiten. Dazu ersetzt man ~B durch 2.12 und erhält:

~∇Ψ× ~∇ϕ · ~∇θ∗

I · (~∇ϕ)2
= const . (2.25)

Das Spatprodukt im Zähler kann man dabei als Jacobi-Determinante für den Übergang

(Ψ, ϕ, θ∗) → (x, y, z) auffassen. Es lässt sich deshalb durch die bereits bekannte Jacobi-

Determinante J3D, die man ebenfalls als (inverses) Spatprodukt auffassen kann, aus-

drücken:

~∇Ψ× ~∇ϕ · ~∇θ∗ = ~∇ρ× ~∇ϕ · ~∇θ︸ ︷︷ ︸
=J−1

3D

· ∂Ψ

∂ρ︸︷︷︸
=const .

· ∂θ
∗

∂θ
= J−1

3D ·
∂θ∗

∂θ
· const . (2.26)

Dabei wurde zusätzlich benutzt, dass ∂Ψ
∂ρ

innerhalb einer Flussfläche konstant ist.
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Dies muss nun in Gleichung 2.25 eingesetzt werden. Zusätzlich kann man (~∇ϕ)2 = R−2

und die Tatsache, dass I = I(Ψ) ebenfalls eine Flussflächenkonstante ist, verwenden.

Zusammenfassen der Konstanten und Umstellen nach ∂θ∗

∂θ
liefert dann:

∂θ∗

∂θ
=
J3D

R2
· const . (2.27)

Damit ist der gesuchte Zusammenhang zwischen θ∗ und θ gefunden. Dieser muss nur

noch ausintegriert und derart normiert werden, dass sich wieder eine Winkelkoordinate

(θ∗ ∈ [0, 2π]) ergibt:

θ∗(θ) = 2π

∫ θ
0

dθ J3D
R2∫ 2π

0
dθ J3D

R2

(2.28)

Durch diese Gleichung ist θ∗ im gesamten Bereich innerhalb der Separatrix eindeutig

definiert. Gleichung 2.28 wird für diese Arbeit numerisch integriert, der dafür notwendige

Code wurde bereits in [5] implementiert.

Zusammen mit dem bereits eingeführten ρ und dem geometrischen Winkel ϕ entsteht

so ein natürliches Koordinatensystem (ρ, ϕ, θ∗), welches in Abbildung 2.3 im poloidalen

Querschnitt dargestellt ist.
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Abbildung 2.3: Das (ρ, ϕ, θ∗)-
Koordinatensystem im poloidalen
Querschnitt.
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Wir wollen nun die Vorzüge dieses Koordinatensystems etwas genauer betrachten. Der

Verlauf einer Feldlinie auf der Flussfläche ρ0 lässt sich nun leicht parametrisieren:
ρ = ρ0

ϕ = −q · t
θ∗ = −t

wobei: t ∈ R und q = q(ρ0) = const . (2.29)

Man kann einfach erkennen, dass eine Feldlinie für irrationales q nicht geschlossen ist.

Geschlossene Feldlinien ergeben sich nur, wenn q rational ist und sich damit darstellen

lässt durch:

q =
m

n
mit: m,n ∈ N. (2.30)

Eine solche Feldlinie schließt sich dann nach n toroidalen und m poloidalen Umläufen.

Dies wird später in der Stabilitätsanalyse noch eine große Rolle spielen, da sich in solchen

Flussflächen Störungen leicht anregen lassen, besonders wenn m und n kleine ganze Zahlen

sind. Flussflächen mit rationalem q heißen deshalb auch resonante Flächen.

Wenn man den Parameter t aus Gleichung 2.29 eliminiert, erhält man die implizite

Darstellung einer Feldlinie. Mit q = m
n

wird die helikale Verschraubung einer Feldlinie

also beschrieben durch:

mθ∗ − nϕ = const . (2.31)

2.4 Ideale Plasmainstabilitäten

Das durch die Grad-Schlüter-Shafranov-Gleichung (2.15) definierte Plasmagleichgewicht

muss nicht zwingend stabil sein. Es können Plasmainstabilitäten (auch Moden genannt)

auftreten, die die Gesamtenergie des Plasmas absenken und deshalb mit der Zeit anwach-

sen können. Diese Tatsache soll nun mittels des Energieprinzips innerhalb der idealen

MHD untersucht werden. Die dazu nötigen Herleitungen sollen hier nur skizziert wer-

den. Ausführliche Behandlungen dieses Themas finden sich in der Standardliteratur, wie

beispielsweise in [6, 15].

2.4.1 Das Energieprinzip

Um die Stabilität des Gleichgewichts quantitativ untersuchen zu können, wird eine infi-

nitesimale Verschiebung ~ξ aus der Gleichgewichtslage eingeführt. Sie beschreibt die Aus-

lenkung eines Flüssigkeitselementes mit der Geschwindigkeit

~v1 =
d~ξ

dt
, (2.32)
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wobei das Element aus der Gleichgewichtslage ~r0 an den Ort

~r = ~r0 + ~ξ (2.33)

verschoben wird. Zusätzlich werden alle weiteren Größen linearisiert:

p = p0 + p1; ~B = ~B0 + ~B1; usw... (2.34)

Der Index 0 bezeichnet dabei stets die Gleichgewichtslage, während Index 1 die Störung

gegenüber dieser in erster Ordnung angibt. Dadurch lässt sich das Gleichungssystem der

idealen MHD (2.1-2.7 mit η = 0) linearisieren. Die linearisierte Bewegungsgleichung (2.2)

für die Störgrößen lautet dann:

ρ0
∂2~ξ

∂t2
= ~j0 × ~B1 +~j1 × ~B0 − ~∇p1 (2.35)

Die Störgrößen auf der rechten Seite der Gleichungen lassen sich mit den restlichen li-

nearisierten MHD-Gleichungen durch die Gleichgewichtsgrößen und ~ξ ausdrücken. Die

Bewegungsgleichung lässt sich dann als Differentialgleichung für ~ξ darstellen: [16]

ρ0
∂2~ξ

∂t2
=

1

µ0

(~∇× ~B0)× ~B1 +
1

µ0

(~∇× ~B1)× ~B0 + ~∇(p0γ~∇ · ~ξ + ~ξ · ~∇p0) (2.36)

Hierbei wurde die Gleichung für das Störmagnetfeld ~B1 aus Gründen der Übersichtlichkeit

nicht eingesetzt, sie lautet:

~B1 = ~∇× (~ξ × ~B0) (2.37)

Somit lässt sich die rechte Seite von Gleichung 2.36 vollständig als Funktion von ~ξ dar-

stellen:

ρ0
∂2~ξ

∂t2
= ~F (~ξ) (2.38)

~F (~ξ) gibt dabei die Kraft an, die durch die Verschiebung aus der Gleichgewichtslage wirkt.

Die daraus resultierende Energieänderung ergibt sich dann durch das Integral:

δW = −1

2

∫
~ξ · ~FdV (2.39)

Das Vorzeichen von δW gibt dann an, ob das Plasma gegenüber der Verschiebung ~ξ stabil

ist oder nicht:

instabil: δW < 0; stabil: δW > 0 (2.40)
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Die Integration in Gleichung 2.39 kann man in den Bereich des Plasmas und des Vaku-

ums aufteilen:

δW = δWp + δWv (2.41)

δWp =
1

2

∫
Plasma

[
~B2

1

µ0

+ (~j0× ~ξ) · ~∇× ~B1 + (~ξ · ~∇p0)~∇~ξ +
5

3
p0(~∇~ξ)2

]
dV (2.42)

δWv =
1

2

∫
Vakuum

~B2
1

µ0

dV (2.43)

Dabei können nur die beiden unterstrichenen Terme einen negativen Beitrag leisten. Ent-

sprechend kann man zwischen zwei verschiedenen Arten von Instabilitäten unterscheiden:

Solche, bei denen der Term proportional zu ~∇p0 den dominanten Beitrag liefert, und

solche, bei denen der Term proportional zu ~j0 dominiert. Erstere werden dann als druck-

getriebene Moden, letztere als stromgetriebene Moden bezeichnet.

Der Verschiebungsvektor ~ξ kann in den periodischen Koordinaten als Fourierreihe ent-

wickelt werden:

~ξ =
∑
m,n

~ξm,n(ρ) · e−i(mθ∗−nϕ) mit m,n ∈ N (2.44)

Plasmainstabilitäten lassen sich also nach ihrer räumlichen Periodizität (m,n) klassifizie-

ren, wobei m als poloidale Modenzahl und n als toroidale Modenzahl bezeichnet wird.

2.4.2 Stromgetriebe Moden

In dieser Arbeit sollen interne Kinkmoden untersucht werden. Da Kinkinstabilitäten

stromgetrieben sind, wollen wir uns nun auf diesen Fall beschränken. Um das Energie-

funktional (2.42) analytisch darstellen zu können, müssen einige Näherungen getroffen

werden: Der Plasmaquerschnitt wird als kreisförmig angenommen, und es wird eine Ent-

wicklung nach dem inversen Aspektverhältnis ε = a/R0 durchgeführt. Die Änderung der

potenziellen Energie durch eine interne, stromgetriebene Mode lässt sich dann in zweiter

Ordnung von ε berechnen als: [17, 18, 19]

δW (ξρ) = const ·
∫ 1

0

(
n

m
− 1

q

)2
[
ρ2

(
∂ξρ
∂ρ

)2

+ (m2 − 1)ξ2
ρ)

]
ρ dρ (2.45)

Dabei wurde nur die radiale Komponente der Verschiebung ξρ betrachtet. Eine Bedin-

gung für die poloidale Komponente ξθ werden wir in Abschnitt 3.1 betrachten. Es fällt

sofort auf, dass δW bei q = m
n

eine Nullstelle besitzt. Solche Flussflächen mit rationalem

Sicherheitsfaktor q haben wir weiter oben schon als resonante Flächen eingeführt. Auf

ihnen sind die Magnetfeldlinien geschlossen - es können sich also stehende Wellen mit

den Modenzahlen (m,n) bilden. Zusätzlich werden Störungen mit diesen Modenzahlen

aufgrund der Nullstelle in δW nicht gedämpft und können daher leicht angeregt werden.
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Instabilitäten treten also vor allem auf den resonanten Flächen auf, bei denen der Wert

des Sicherheitsfaktors q genau dem Verhältnis der Modenzahlen m
n

entspricht.

2.4.3 Der ideale (1,1)-Kink

Da in dieser Arbeit primär der (1, 1)-Kink untersucht werden soll, wollen wir obige

Überlegungen nun auf diesen Fall anwenden. Aus den Modenzahlen m = n = 1 ergibt

sich, dass die resonante Fläche die q = 1-Fläche ist. Die meisten Plasmaentladungen an

ASDEX Upgrade haben im Zentrum einen q-Wert kleiner 1 und ein nach außen mono-

ton ansteigendes q-Profil. Dann gibt es eine q = 1-Fläche und die Kink-Instabilität kann

auftreten.

Um das Energiefunktional zu minimieren, muss δW = 0 gelten. Gleichung 2.45 lautet

für m = n = 1:

δW (ξρ) = const ·
∫ 1

0

(
1− 1

q

)2

ρ3

(
∂ξρ
∂ρ

)2

dρ
!

= 0 (2.46)

Auf der q = 1-Fläche ist δW = 0 automatisch erfüllt. Im Rest des Plasmas lässt sich diese

Bedingung durch ∂ξρ
∂ρ

= 0 erfüllen, die Verschiebung muss hier also konstant sein. Da wir

einen internen Kink betrachten wollen, muss für den Bereich außerhalb der q = 1-Fläche

die Verschiebung verschwinden. Dies lässt sich durch eine Stufenfunktion erreichen, die

genau an der resonanten Fläche ihren Sprung hat:

ξρ =

{
ξc = const . ρ < ρq=1

0 ρ > ρq=1

(2.47)

2.5 Resistive Plasmainstabilitäten

In den bisherigen Überlegungen haben wir die endliche Resistivität des Plasmas ver-

nachlässigt (η = 0). In diesem Bild der idealen MHD fanden wir Plasmainstabilitäten

wie den (1, 1)-Kink, die eine Verschiebung bestimmter Flussflächen zur Folge hatten. Die

Topologie der Feldlinien blieb dabei gleich - sie waren weiterhin zwiebelschalenartig an-

geordnet.

Nun wollen wir die Effekte untersuchen, die sich durch Berücksichtigung von η 6= 0

ergeben. Da diese Phänomene analytisch schwerer darstellbar sind als die idealen MHD-

Instabilitäten, wollen wir uns größtenteils auf eine qualitative Beschreibung beschränken.

Der zentrale Effekt, der durch die Berücksichtung des Plasmawiderstands auftritt, ist

der, dass magnetische Feldlinien aufgebrochen und neu verbunden werden können. Die-

sen Vorgang nennt man Rekonnektion. Er kann insbesondere in Bereichen, in denen das

Magnetfeld seine Richtung wechselt, auftreten; wie beispielsweise in Abbildung 2.4 dar-

gestellt. Durch ihn können entlang der ~B = 0-Linie topologisch abgetrennte Bereiche,

sogenannte magnetische Inseln entstehen. Somit kann sich in der resistiven MHD die Feld-

linientopologie ändern, was ein fundamentaler Unterschied zur idealen MHD ist. Die letzte
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64 KAPITEL 5. RESISTIVE MHD-STABILITÄT

Berücksichtigung resistiver Instabilit¨aten nicht notwendig. Es gibt jedoch eine Klasse von re-
sistiven MHD-Instabilitäten, bei denen sich das Plasma im wesentlichen ideal verh¨alt, an der
resonanten Fl¨ache jedoch auf Grund der endlichen Leitf¨ahigkeit Fluß erzeugt oder vernichtet.
Solche Instabilit¨aten sind in der idealen MHD nicht enthalten. Hier ist die resistive Zeitskala
durch die Breite der stromf¨uhrenden Schicht an der resonanten Fl¨ache gegeben. Diese kann
z.B. 1 cm breit sein; dann ergibt sichτR= 5 ms. Auf dieser Zeitskala k¨onnen die sogenannten
Tearing-Moden, welche das resistive Analogon zum idealen internen Kink sind, anwachsen.
Oftmals findet man jedoch, dass resistive Instabilit¨aten noch schneller anwachsen, als durch
diese Zeitskala bestimmt (in der Astrophysik ist dies sogar der Normalfall). Zur Erkl¨arung sol-
cher Rekonnektionsph¨anomene muss man die detaillierten Vorg¨ange in der Schicht betrachten.
Man findet, dass die Rekonnektionsrate deutlich erh¨oht sein kann. Dies wollen wir im folgen-
den untersuchen.

5.1 Rekonnektion von Flussschichten

Zunächst betrachten wir eine Schicht, in der das Magnetfeld sein Vorzeichen wechselt, d.h. Be-
reiche mit entgegengesetzter Orientierung des Magnetfeldes nebeneinander liegen. In solchen
Bereichen kann die innere Energie durch Rekonnektion, d.h. Aufbrechen und Wiederverbin-
den von Feldlinien, abgesenkt werden. Die damit verbundene Instabilit¨at heisst deshalb Tea-
ring Mode (’Zerreissen von Magnetfeldlinien’). Es entstehen sogenannte magnetische Inseln,
topologisch separate Bereiche entlang derB= 0 Linie (näheres zu den magnetischen Inseln in
Kap. 5.3). In diese str¨omt das Plasma durch den sogenannten X-Punkt ein. Dieser Vorgang ist
schematisch in Fig. 5.1 dargestellt.
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Abbildung 5.1: Rekonnektion von Flusschichten mit unterschiedlichem Vorzeichen des Ma-
gnetfelds (Tearing-Instabilit¨at). Es bilden sich magnetische Inseln aus, in die das Plasma
durch den X-Punkt einfliesst.

Dabei nehmen wir an, dass das System inx-Richtung die AusdehnungL hat und iny-Richtung
durch die Wellenl¨ange der St¨orung (Wellenzahlvektork = 2π/λ) charakterisiert sei. Das Ma-

Abbildung 2.4: Rekonnektion von Flussschichten mit unterschiedlichem Vorzeichen des
Magnetfeldes. Es bilden sich magnetische Inseln, die einen thermischen Kurzschluss bedeu-
ten. [20]

geschlossene Magnetfeldlinie der Insel wird als Inselseparatrix bezeichnet. Der Punkt an

dem sich deren Feldlinien kreuzen wird als X-Punkt bezeichnet, das Zentrum der Insel

heißt O-Punkt. Durch den X-Punkt kann das Plasma in die Insel einströmen und ist dann

dort gut eingeschlossen. Es können sich deshalb bestimmte Teilchensorten (z.B. Verunrei-

nigungen) in den Inseln akkumulieren. Gleichzeitig wirken die Inseln wie ein thermischer

Kurzschluss, da sich auf der Separatrix Temperaturunterschiede zwischen dem oberen und

unteren Rand der Insel sofort ausgleichen können.

Nun stellt sich die Frage, ob und wo magnetische Inseln in Tokamakplasmen auftreten

können. Zunächst scheint es so, als gäbe es hier keinen Bereich, in dem das Magnetfeld

seine Richtung ändert: An ASDEX Upgrade zeigt beispielsweise das Toroidalfeld typi-

scherweise überall in negative ϕ-Richtung und das Poloidalfeld in negative θ∗-Richtung.

Durch die Verscherung der Feldlinien von einer Flussfläche zur nächsten, die dadurch ent-

steht, dass der Sicherheitsfaktor q = q(ρ) nicht konstant ist sondern monoton ansteigt,

ergibt sich allerdings eine ähnliche Situation: Betrachtet man eine beliebige resonante

Fläche ρres mit dem Sicherheitsfaktor qres = m
n

, so sind die Feldlinien außerhalb davon

(ρ > ρres) flacher2 geneigt und innerhalb davon steiler als auf der resonanten Flussfläche

selbst.

Um diese Tatsache besser untersuchen zu können, führt man eine helikale Koordinate

η ein, die den Feldlinien auf der resonanten Flussfläche folgt (siehe Abbildung 2.5):

η = mθ∗ − nϕ (2.48)

2bzgl. der toroidalen Richtung
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B ρ

η

µ

Abbildung 2.5: Definition des helikalen Koordinatensystems. Es folgt den Feldlinien der
resonanten Fläche. Der helikale Fluss Ψ∗ ergibt sich aus dem Integral von ~B über die ge-
strichelte Fläche. [20]

Den Anteil ~B∗ des Magnetfeldes, der senkrecht auf dieser Koordinate steht, bezeichnet

man dann als helikales Magnetfeld. Er lässt sich berechnen, in dem man vom Gesamtma-

gnetfeld den zu η parallelen Anteil abzieht:

~B∗ = ~B − ( ~B · êη) êη (2.49)

Das helikale Magnetfeld ~B∗ gibt dann gerade die Differenz der Magnetfeldsteigungen

bezüglich der resonanten Fläche wieder. Entsprechend besitzt ~B∗ dort eine Nullstelle mit

Vorzeichenwechsel - hier können also magnetische Inseln durch Rekonnektion entstehen.

Analog zum poloidalen Fluss Ψ lässt sich auch für das helikale Magnetfeld der helikale

Fluss Ψ∗ definieren. Er entspricht dem Fluss durch die gestrichelte Fläche A in Abbildung

2.5:

Ψ∗ =

∫
A

~B · d ~A (2.50)

Für die Beschreibung der Struktur einer magnetischen Insel im Tokamak ist Ψ∗ dann die

geeignete Größe.

Wir haben nun die nötigen Grundlagen über die magnetische Struktur von idealen als

auch resistiven Plasmamoden zusammengetragen. Bevor wir die konkrete Modellierung in

Kapitel 3 beginnen können, müssen wir noch das Thema der Plasmarotation untersuchen.

2.6 Plasma- und Modenrotation

Das Plasma in ASDEX Upgrade liegt nicht starr im Torus, sondern rotiert mit typischen

Rotationsfrequenzen im Bereich um 10 kHz in toroidaler Richtung. Die Rotation in polo-
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idaler Richtung ist dagegen um mindestens eine Größenordnung geringer und kann daher

vernachlässigt werden.

Die dominante Ursache für die toroidale Rotation ist die Heizmethode durch Neutralteil-

cheninjektion (NBI): Die Einschussrichtung der NBI ist in positiver ϕ-Richtung orientiert,

wodurch in dieser Richtung Drehimpuls ins Plasma übertragen wird. Es ergibt sich so-

mit in NBI-geheizten Entladungen eine Rotation ~ω ∝ +êz mit den eingangs erwähnten

typischen Frequenzen f = ω
2π

.

Die Frequenz der Ionenrotation wollen wir dabei mit frot bezeichnen, sie lässt sich

beispielsweise durch Ladungsaustauschspektroskopie messen [21]. frot kann auf den Fluss-

flächen als konstant angenommen werden, in radialer Richtung kann sie aber durchaus

variieren und damit eine Funktion von ρ sein.

Nun stellt sich die Frage, wie sich diese Plasmarotation auf magnetische Moden aus-

wirkt. Dazu kann man das Prinzip des eingefrorenen Flusses benutzen: Es besagt, dass

der magnetische Fluss im Elektronengas eingefroren ist und sich mit den Elektronen mit-

bewegen muss. Dadurch rotieren also auch die Moden in vorwiegend toroidaler Richtung.

Diese Rotation erleichtert die Diagnostizierung der Plasmamoden: Es entstehen im La-

borsystem Oszillationen und damit Schwingungen in den Messsignalen, deren Frequenz

wir als Modenfrequenz fm bezeichnen wollen. Dieses Prinzip macht auch die Soft-X-Ray

Diagnostik sehr nützlich zur Untersuchung magnetischer Moden (vgl. Kapitel 4). Die

Messung der Plasmastrahlung wird dabei in der poloidalen Schnittebene an einer festen

toroidalen Position durchgeführt. Wir wollen deshalb nun die Projektion der toroidalen

Modenrotation in diese Ebene untersuchen: Durch die helikale Struktur der Moden ent-

steht durch die toroidale Rotation eine scheinbare Rotation in der poloidalen Ebene. Aus

der Definition von θ∗ folgt, dass eine zeitlich konstante toroidale Rotation

dφ

dt
= const (2.51)

in der poloidalen Schnittebene wie eine gleichförmige Rotation in θ∗ erscheint. Es gilt also:

dθ∗

dt
=

dθ∗

dφ

dφ

dt
=

1

q

dφ

dt
= const . (2.52)

θ∗ ist somit auch zur Beschreibung der Modenrotation ideal geeignet.

Der Zusammenhang zwischen toroidaler Ionenrotations- und Modenfrequenz lässt sich

für eine Mode mit toroidaler Modenzahl n abschätzen als:

ωm ≈ n ·ωrot (2.53)

Aus den Messungen ergeben sich hier aber oftmals deutliche Abweichungen, deren Ursa-

chen unter anderem in [22] diskutiert werden.
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Im letzten Kapitel wurden alle relevanten theoretischen Grundlagen über die Plasmainsta-

bilitäten zusammengetragen. Im Folgenden soll nun die konkrete Modellierung des idealen

und resistiven (1,1)-Kinks beschrieben werden, die im Rahmen dieser Arbeit durchgeführt

wurde.

3.1 Idealer (1,1)-Kink

3.1.1 Ideale MHD-Moden

Zunächst soll ein Modell für die Flußflächengeometrie in Anwesenheit von idealen MHD-

Moden entwickelt werden, das wir dann später auf den (1, 1)-Kink anwenden. Als Aus-

gangspunkt dient dazu das Plasmagleichgewicht. Durch die Instabilität entsteht eine Ver-

schiebung aus der Gleichgewichtslage, die wir in Abschnitt 2.4 durch einen infinitesimalen

Verschiebungsvektor ~ξ beschrieben haben. Dort haben wir bereits einige Vorüberlegungen

für die radiale Komponente ξρ getroffen, nun soll eine Bedingung für die poloidale Kom-

ponente aus dem Energiefunktional δW (Gleichung 2.41) ermittelt werden.

Dazu soll angesetzt werden, dass die Verschiebung ~ξ keine Arbeit gegen das Toroidalfeld
~Bϕ verrichtet, da dies sonst zu einem großen stabilisierenden Beitrag in δW führen würde.

~Bϕ = const · ~∇ϕ wobei: ~∇ϕ =
êϕ
R

(3.1)

Die Terme in δW , die vom Magnetfeld abhängen, sind alle proportional zum Störmagnetfeld
~B1 = ~∇ × (~ξ × ~B0). Setzt man hier für ~B0 das Toroidalfeld ein (Gleichung 3.1), erhält

man daraus folgende Bedingung für ~ξ:

~∇× (~ξ × ~∇ϕ) = 0 (3.2)

Diese Bedingung wird auch slip motion condition [25, 26] genannt, weil das Plasma durch

das Toroidalfeld ‘hindurchschlüpfen’ kann ohne Arbeit dagegen zu verrichten.
~ξ stellt dabei jedoch nur eine infinitesimale Verschiebung dar. Will man große Verschie-

bungen modellieren, benötigt man die Verschiebungsgeschwindigkeit:

~v =
d~ξ

dt
(3.3)
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Zeitliches Ableiten von Gleichung 3.2 liefert dann die slip motion condition für ~v:

~∇× (~v × ~∇ϕ) = 0 (3.4)

Sie kann erfüllt werden, indem man eine skalare Strömungsfunktion η einführt:

~v =
~∇ϕ× ~∇η∣∣~∇ϕ∣∣2 (3.5)

Für η wird folgender heuristischer Ansatz gewählt, der die helikale Struktur der Mode

intrinsisch enthält:

η =
1

m
ρ · ξ0(ρ) · sin(mθ∗ − nϕ+ Φ0 + ωmt) ·

1

T 0
(3.6)

Damit ist die Strömungsfunktion der Mode durch folgende Größen bestimmt:

• m: poloidale Modenzahl

• n: toroidale Modenzahl

• Φ0: globale Phase

• T0: Berechnungszeit. Sie kann beliebig gewählt werden, da sie sich am Ende wieder

herauskürzt.

• ξ0(ρ): Eigenfunktion der Mode, sie gibt das radiale Profil der Verschiebung an. Wir

wollen die Verschiebung des Plasmas in Einheiten von ρ modellieren, damit ist ξ0

dimensionslos.

• ωm: poloidale Winkelgeschwindigkeit der Mode. ωmt gibt damit die Rotation der

Mode an, das Vorzeichen von ωm bestimmt die Rotationsrichtung. ωm > 0 entspricht

einer Rotation in der (R, z)-Ebene im Uhrzeigersinn (vgl. Abb. 3.2) - das ist die

typische Rotationsrichtung für Entladungen an ASDEX Upgrade, in denen mit der

Neutralteilcheninjektion (NBI) geheizt wird.

Wir wollen nun zeigen, dass dieser Ansatz die slip motion condition erfüllt. Dazu setzen

wir (3.5) in die linke Seite von (3.4) ein:

~∇×

(
~∇ϕ× ~∇η∣∣~∇ϕ∣∣2 × ~∇ϕ

)
= −~∇×

(~∇ϕ · ~∇η︸ ︷︷ ︸
≈0

)
~∇ϕ∣∣~∇ϕ∣∣2 − ~∇η

 ≈ 0 (3.7)

Die dabei gemachte Näherung ~∇ϕ · ~∇η ≈ 0 ist exakt, wenn η nicht von ϕ abhängt. Das

in Gleichung 3.6 definierte η zeigt jedoch eine schwache ϕ-Abhängigkeit, die sich mit dem

inversen Aspektverhältnis ε = a/R0 abschätzen lässt:

~∇ϕ · ~∇η ∝ nρa

mR
=
ρa

qR
≈ ρ

q
ε→ 0 für ε→ 0 (3.8)
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Wir wollen uns daher im Folgenden mit der Näherung für großes Aspektverhältnis be-

gnügen. In dieser Näherung gilt außerdem: ~∇ϕ = êϕ, d.h. die Krümmung des Torus und

damit der 1
R

-Faktor wird vernachlässigt.

Setzt man dies in Gleichung 3.5 ein, ergibt sich:

~v = êϕ × ~∇η (3.9)

Durch diesen Ansatz ist gleichzeitig auch die Forderung, dass das Plasma inkompressibel

ist (~∇~ξ = 0) erfüllt [5]. Mit dem Nabla Operator ~∇ in Toruskoordinaten ergibt sich dann:

~v =

 vρ
vϕ
vθ∗

 =

 ξ0(ρ) · cos(mθ∗ − nϕ+ Φ0 + ωmt)

0

− 1
m

(ξ0(ρ) + ρξ′0(ρ)) · sin(mθ∗ − nϕ+ Φ0 + ωmt)

 · 1

T 0
(3.10)

3.1.2 Anwendung auf einen idealen (1,1)-Kink

Wir wollen nun die vorhergehenden allgemeinen Betrachtungen auf den (1, 1)-Kink an-

wenden. Für die Modenzahlen gilt entsprechend m = n = 1. Für das Verschiebungsprofil

ξ0(ρ) erwartet man aus der MHD-Stabilitätsanalyse (Abschnitt 2.4) eine Stufenfunktion

mit konstanter Verschiebung innerhalb der q = 1-Fläche und verschwindender Verschie-

bung außerhalb davon. Dies hängt damit zusammen, dass wir in der Herleitung den Kink

als rein stromgetrieben idealisiert haben und den Druckterm in δWp dabei komplett ver-

nachlässigt haben. In der Realität treten deshalb ‘weichere’ Verschiebungsprofile auf, bei

denen der Sprung durch eine glatte Funktion beschrieben werden kann. In unserem Modell

sollte ξ0(ρ) stetig differenzierbar sein, da der Term für ~v die erste Ableitung ξ′0(ρ) enthält.

Dazu wurde ξ0(ρ) abschnittsweise definiert und der Sprung durch eine Cosinus-Halbwelle

ersetzt:

ξ0(ρ) =


ξc ρ ∈ [0, ρ1[

ξc cos2
(
π
2
ρ−ρ1
ρ2−ρ1

)
ρ ∈ [ρ1, ρ2]

0 ρ ∈ ]ρ2, 1]

(3.11)

Damit erhalten wir drei freie Parameter ξc, ρ1 und ρ2. Die resonante Fläche liegt dabei

bei ρres = 1
2
(ρ1 + ρ2).

Für ein erstes Beispiel wählen wir nun [ξc, ρ1, ρ2] = [0.12, 0.26, 0.5]. Abbildung 3.1 zeigt

das daraus resultierende Verschiebungsprofil ξ0(ρ) und die Strömungsfunktion η. Die Äqui-

potentialflächen von η entsprechen den Strömungslinien der Verschiebung, die Dichte der

Strömungslinien ist proportional zur Strömungsgeschwindigkeit. Man erkennt deutlich

zwei Strömungszellen. Im Plasmazentrum (ρ < ρ1) erfolgt eine konstante Strömung nach

rechts, während im Bereich des Verschiebungsgradienten (ρ1 < ρ < ρ2) das Plasma polo-

idal wieder zurückfließt.
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Abbildung 3.1: Links: Verschiebungsprofil ξ0(ρ). Rechts: Konturplot der daraus berechne-
ten Strömungsfunktion η des Geschwindigkeitsfeldes ~v. Die Geschwindigkeit ist proportional
zur Dichte der Strömungslinien.

3.1.3 Berechnung der verschobenen Flussflächen

Als nächstes müssen die verschobenen Flussflächen berechnet werden. Die Verschiebung

wird durch das Strömungsfeld ~v beschrieben, das für die Dauer T0 wirkt.

Die Verschiebung eines beliebigen Punktes ~r0 lässt sich dann iterativ berechnen, indem

man die Gesamtverschiebung in N Schritte der Dauer ∆t = T0
N

unterteilt.

~ri+1 = ~ri + ~v(~ri) ·∆t, wobei i = 0, . . . , N − 1 (3.12)

Nach N Schritten erhält man den Punkt ~rN ; der den Endpunkt der Verschiebung darstellt.

Dabei ist ~v(~ri) lokal ein Tangentialvektor der Strömungslinie, was man auch als Tay-

lornäherung der Linie in der 1. Ordnung auffassen kann. Die numerische Effizienz lässt

sich erheblich steigern, wenn man zusätzlich dazu noch die 2. Ordnung mitnimmt:

~ri+1 = ~ri + ~v(~ri) ·∆t+
1

2
~̇v(~ri) ·∆t2 (3.13)

Die Ableitung ~̇v wird dabei durch den Differenzenquotienten approximiert:

~̇v(~ri) ≈
~v(~ri+1)− ~v(~ri)

∆t
≈ ~v(~ri + ~v(~ri)∆t)− ~v(~ri)

∆t
(3.14)

Auf diese Weise erreicht man bereits mit N = 20 Schritten eine gute Genauigkeit, während

man ohne Berücksichtigung der zweiten Ordnung etwa N & 100 Schritte für die gleiche

Genauigkeit benötigt.

Das Endergebnis dieser Berechnung zeigt Abbildung 3.2. Hier sind die Flussflächen des

verschobenen Plasmas in Flusskoordinaten gezeigt.
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Abbildung 3.2: Links: Verschiebungsprofil ξ(ρ). Rechts: Daraus berechnete verschobene
Flussflächen im Plasma
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Abbildung 3.3: Durch Halbierung der Breite der resonanten Zone bei gleicher Verschie-
bungsstärke im Zentrum (→ doppelte Steigung gegenüber Abb. 3.2) entstehen hakenförmige
Feldlinien.

Dieses Resultat entspricht den Erwartungen: Das Plasmazentrum wurde um den Betrag

ξc nach rechts verschoben, im äußeren Bereich ist das Plasma ungestört.

Abbildung 3.3 zeigt das Ergebnis der gleichen Berechnung für eine Verschiebungsfunk-

tion mit den Parametern [ξc, ρ1, ρ2] = [0.12, 0.38, 0.5], also der doppelten Steigung. Hier

entstehen bei den verschobenen Flussflächen ‘Haken’ im Bereich des Verschiebungsgradi-

enten. Die Haken sind unphysikalisch, da man normalerweise erwartet, dass die magneti-

schen Feldlinien sich aufgrund der Feldlinienspannung soweit verkürzen wie möglich. Hier
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verlassen wir also offensichtlich den Bereich, in dem unser Modell gültig ist. Das lässt sich

dadurch verstehen, dass wir nur eine nicht-resistive Verschiebung des Plamas zulassen.

Im Bereich der starken Steigung des Verschiebungsprofils wird das Plasma aber derart

stark zusammengedrückt, dass in der Realität Rekonnektion auftreten könnte. Dies ist in

unserem Modell aber a priori nicht enthalten. Bei den beiden hier gezeigten Beispielen

ist die Steigung im ersten Fall −0.78, im zweiten Fall −1.56. Somit ist unser Modell nur

dann gültig, wenn die maximale Steigung des Verschiebungsprofiles nicht zu groß wird,

insbesondere sollte der Betrag nicht größer als 1 werden:

max

∣∣∣∣dξ0(ρ)

dρ

∣∣∣∣ . 1 (3.15)

Ein weiterer Aspekt, der diese Einschränkung der Gültigkeit unseres Modells erklärt,

ist die Tatsache, dass wir für die Störungsgeschwindigkeit ~v einen Ansatz gewählt ha-

ben, der der linearen Stabilitätstheorie entspricht. Da diese Geschwindigkeit dann zeitlich

konstant bleibt und nicht durch die anwachsende Störung beeinflusst wird, setzen wir

die Gültigkeit der linearen Stabilitätstheorie für die gesamte Verschiebung voraus. In [27]

wurde jedoch gezeigt, dass der ideale m = 1–Kink die Gültigkeit des linearen Ansatzes

auch bei relativ kleinen Störungsamplituden bereits verlassen kann, so dass unser An-

satz für die starke Verschiebung in θ∗-Richtung im zweiten Fall, die durch den starken

Verschiebungsgradienten bedingt ist, nicht mehr gültig ist.

Die Berechnungen bis jetzt wurden in Flusskoordinaten ausgeführt. Um die realistische

Geometrie an ASDEX Upgrade zu berücksichtigen, muss nun noch eine Koordinatentrans-

formation in das (R,ϕ, z)-System erfolgen. Dazu werden die mit CLISTE berechneten

Plasmagleichgewichte benutzt. Abbildung 3.4 zeigt das Ergebnis dieses Mappings. Um

die verschobenen Flussflächen mathematisch gut beschreiben zu können, wird eine neue

Koordinate ρmod eingeführt. Der ρmod-Wert einer Flussfläche entspricht dabei dem ρ-Wert

der Flussfläche im unverschobenen Zustand.
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Abbildung 3.4: Modellierte Flussflächen für den idealen (1,1)-Kink in realistischer Geome-
trie für die in Abbildung 3.2 eingeführte Verschiebung. Zur Beschreibung der verschobenen
Flussflächen wird eine neue Koordinate ρmod eingeführt.

3.2 Resistiver (1,1)-Kink

Im Folgenden soll nun ein einfaches Modell für den resistiven Kink beschrieben werden.

Die restistive MHD unterscheidet sich von der idealen MHD dadurch, dass der elektrische

Widerstand des Plasmas nicht vernachlässigt wird. Dadurch können Feldlinien aufgebro-

chen und neu verbunden werden. Dieser Vorgang wird als Rekonnektion bezeichnet. Dabei

wird die Topologie der Feldlinien verändert - es können sogenannte magnetische Inseln

entstehen. Zur Beschreibung dieser resistiven Phänomene eignet sich der helikale Fluss

Ψ∗, den wir in Abschnitt 2.5 bereits eingeführt haben. Im Folgenden soll nun also direkt

der helikale Fluss modelliert werden.

Dazu orientieren wir uns an einem Modell von Porcelli [28, 29], das auf dem Sägezahn-

modell von Kadomtsev [30] basiert. Hierbei wird der poloidale Plasmaquerschnitt in drei

Bereiche eingeteilt, die in Abbildung 3.5 in Flusskoordinaten (ρ, ϕ, θ∗) dargestellt sind.
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ρ1

ρ2

Abbildung 3.5: Geometrische Anordnung des Modells für den resistiven Kink. [28]

• Bereich I ist das ehemalige Zentrum des Plasmas. Es wird (wie beim idealen Kink)

durch eine konstante Verschiebung ξ gegenüber der Ruhelage ausgelenkt. In Fluss-

flächenkoordinaten sind die Flussflächen also konzentrische Kreise um einen um ξ

verschobenen Mittelpunkt; der maximale Radius beträgt ρ1.

• Bereich II stellt das äußere, unverschobene Plasma dar. Die Flussflächen bilden hier

konzentrische Kreise mit einem minimalen Radius ρ2. Es gilt: ρ1 = ρ2 − ξ

• Bereich III schließlich beschreibt den Bereich, in dem Rekonnektion stattfindet und

sich eine magnetische Insel ausbildet. Die bananenförmigen Flussflächen in diesem

Bereich werden mithilfe einer Hamiltonfunktion H beschrieben. Der helikale Fluss

Ψ∗ ist dann eine Funktion Ψ∗(H). Die Hamiltonfunktion H ist durch folgenden

Ansatz definiert:

H =
(ρ2 + ξ2 − 2ξρ cos(α)− ρ2

1)(ρ2
2 − ρ2)

ρ2 + ξ2 − 2ρξ cos(α)
(3.16)

wobei: α = θ∗ − ϕ+ ωmt+ Φ0 (3.17)

In Gleichung 3.17 wurde schon m = n = 1 eingesetzt, weil das Porcellimodell

aufgrund der per Definition konstanten Verschiebung nur für m = 1-Moden geeignet

ist. Die Modenrotation ist wieder durch ωmt gegeben und Φ0 ist die globale Phase.

H = 0 beschreibt die Inselseparatrix, H > 0 den inneren Bereich der Insel und das

Maximum von H den O-Punkt.

Für unsere Simulation haben wir also zwei freie Parameter: ξ und ρ2. Die Inselbreite

ist dann gegeben durch: W = 2ξ.
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Die Koordinatentransformation in das (R,ϕ, z)-System und damit in die realistische

Geometrie erfolgt analog zur Vorgehensweise beim idealen Kink. Abbildung 3.6 zeigt

einen resistiven Kink mit ρ2 = 0.5 und ξ = 0.12.

Abschließend wird - ebenfalls analog zum idealen Kink - wieder eine neue Koordinate

ρmod zur Beschreibung der Modenflussflächen eingeführt. Die Tatsache, dass in der Insel

geschlossene Feldlinien und damit eine Topologieänderung auftritt, erfordert allerdings

eine kompliziertere Definition für ρmod. Wir haben folgende Konvention gewählt: In Be-

reich II (ungestörte Flussflächen) behalten alle Flussflächen ihren ρ-Wert. In Bereich I

(altes Zentrum) behalten ebenfalls alle Flussflächen ihren ursprünglichen ρ-Wert aus dem

unverschobenen Plasmagleichgewicht. Dadurch bleibt eine Lücke von [ρ1, ρ2] frei, die wir

den Flussflächen der Insel zuordnen. Letztere sind als Isokonturlinien von H beschrieben,

weshalb wir innerhalb der Insel ρmod als lineare Funktion von H definieren, die so normiert

ist, dass ρmod = ρ1 der Inselseparatrix und ρmod = ρ2 dem O-Punkt der Insel entspricht.

Zusammengefasst ergibt sich:

ρmod :=


√

(ρ · cosα− ξ)2 + (ρ · sinα)2 für Bereich I (ρmod ∈ [0; ρ1])

ρ1 + H
max(H)

· (ρ2 − ρ1) für Bereich III (ρmod ∈ [ρ1; ρ2])

ρ für Bereich II (ρmod ∈ [ρ2; 1])

(3.18)

Abbildung 3.6 zeigt die Isokonturlinien von ρmod.
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Abbildung 3.6: Modellierte Flussflächen für den resistiven (1,1)-Kink in realistischer Geo-
metrie mit den Parametern ρ2 = 0.5 und ξ = 0.12. Zur Beschreibung der verschobenen
Flussflächen wird eine neue Koordinate ρmod eingeführt.



4 Messung der weichen Röntgenstrahlung

Im nun folgenden Kapitel soll die Soft-X-Ray Diagnostik an ASDEX Upgrade [31] und

ihre virtuelle Modellierung durch [5] vorgestellt werden. Vorher wollen wir aber klären,

durch welche Mechanismen im Plasma Röntgenstrahlung entsteht.

4.1 Entstehungsmechanismen der weichen

Röntgenstrahlung

Elektromagnetische Strahlung im Energiebereich zwischen 1 und 20 keV wird als weiche

Röntgenstrahlung (engl. Soft X-Radiation) bezeichnet. Sie entsteht durch drei verschiede-

ne Entstehungsmechanismen, die sich durch den Anfangs- und Endzustand des beteiligten

Elektrons (frei oder gebunden) unterscheiden lassen.

• Bremsstrahlung (frei-frei): Sie entsteht durch Streuung der Elektronen an den Ionen,

da beschleunigte Ladungen elektromagnetische Strahlung emittieren. Das Spektrum

ist kontinuierlich: Für ein wasserstoffähnliches Plasma mit Maxwellscher Geschwin-

digkeitsverteilung ist die Strahlungsleistungsdichte dP
dV

im Energieinterval dE pro-

portional zu: [32]

dP (E)

dV dE
∝ n2

e Zeff gff(Te, E)
exp

(
− E
Te

)
√
Te

(4.1)

Dabei sind ne und Te die Elektronendichte und -temperatur und Zeff ist die effektive

Ionenladung. Sie ist definiert durch:

Zeff =

∑
k nkZ

2
k∑

k nkZk
=
∑
k

nkZ
2
k

ne

(4.2)

Dabei bezeichnet k die Summe über alle Ionensorten, im zweiten Schritt wurde

die Quasineutralität verwendet. gff schließlich ist der Gaunt Faktor. Er gibt die

Abweichungen durch relativistische Effekte an, und liegt deshalb für typische Plas-

maentladungen nahe bei 1.

• Rekombinationsstrahlung (frei-gebunden): Sie entsteht, wenn ein Elektron und ein

Ion (kurzzeitig) rekombinieren. Da das Elektron im Anfangszustand nicht gebunden

ist, ist das entstehende Spektrum wieder kontinuierlich. Zu niedrigen Frequenzen

hin ist es aber durch Kanten beschränkt, die den Ionisationsenergien entsprechen.
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• Linienstrahlung (gebunden-gebunden): Linienstrahlung entsteht, wenn ein Ion von

einem angeregten Zustand in einen anderen Zustand mit niedrigerer Energie über-

geht. Somit entsteht hier ein diskretes Spektrum. Linienstrahlung kann in Verbin-

dung mit der Rekombination entstehen (wenn sich das Ion nach der Rekombination

in einem angeregten Zustand befindet). Der dominante Beitrag kommt aber von

schweren Verunreinigungen, die nicht vollständig ionisiert sind, und daher perma-

nent Linienstrahlung emittieren. Aufgrund der wolframbeschichteten Gefäßwand ist

Wolfram (Z = 74) an ASDEX Upgrade die häufigste schwere Verunreinigung. Bei

den typischen Plasmatemperaturen von bis zu 5 keV sind die Wolframionen weit da-

von entfernt vollständig ionisiert zu sein (typische Ladungszustände im Plasmazen-

trum sind W35+-W45+). Die zugehörige Strahlungsleistungsdichte ist proportional

zu:

dPW(E)

dV dE
∝ nenWf(Te, E) (4.3)

Wir wollen nun kurz die Eigenschaften sowie die typischen Intensitätsverhältnisse dieser

drei Strahlungsarten diskutieren. Für Strahlung, die durch Interaktion zwischen Elektro-

nen und leichten Ionen entsteht, ist die Bremsstrahlung der entscheidende Faktor. Lini-

enstrahlung tritt kaum auf, da die Ionen vollständig ionisiert sind, und die Rekombinati-

onsstrahlung spielt nur eine untergeordnete Rolle. Hinzu kommt, dass die Linienstrahlung

leichter Verunreinigungen im optischen oder ultravioletten Spektralbereich liegt und da-

mit für die SXR-Diagnostik nicht relevant ist.

Die Größen in Gleichung 4.1 sind alle konstant auf den Flussflächen. Damit entsprechen

die Isokonturflächen der Röntgenstrahlung den Flussflächen, weshalb die Messung der

weichen Röntgenstrahlung sehr gut dazu geeignet ist, magnetische Strukturen, wie die in

Kapitel 2 eingeführten Moden, zu diagnostizieren.

Anders sieht die Situation bei der Strahlung schwerer Verunreinigungen wie Wolfram

aus. Die typischen Wolframkonzentrationen in ASDEX Upgrade sind sehr klein und liegen

im Bereich von nW . 10−4ne [4]. Entsprechend hat Wolfram so gut wie keinen Einfluss auf

die effektive Ionenladungszahl Zeff und die von Wolfram verursachte Bremsstrahlung ist

sehr niedrig. Dafür ist die Rekombinations- und vor allem Linienstrahlung der Wolframio-

nen sehr stark, wie weiter oben schon erwähnt. So gibt es Entladungen, in denen die durch

Wolfram verursachte Strahlung bis zu 80% der gesamten Röntgenstrahlung beisteuert und

damit die anderen Entstehungsmechanismen dominiert [33].

Aufgrund der hohen Masse der Wolframionen (mW ≈ 184 u) spielt hier die durch die

Plasmarotation entstehende Zentrifugalkraft eine zunehmende Rolle: Die Wolframionen

werden dadurch auf die Niederfeldseite gedrückt, und da die von Wolfram verursach-

te Röntgenstrahlung proportional zu nW ist, ist diese auf einer Flussfläche nicht mehr

konstant. Es entstehen also poloidale Strahlungsasymmetrien, die proportional sind zur

Umverteilung der Wolframdichte. Dieser Effekt wird in Kapitel 5 quantitativ untersucht.

Zusammenfassend lässt sich die weiche Röntgenstrahlung an ASDEX Upgrade also in

zwei Kategorien einteilen: Einerseits die Strahlung, die durch Interaktion zwischen Elek-
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tronen und leichten Ionen entsteht und deshalb konstant auf den Flußflächen ist. Und

andererseits die Strahlung, die durch Interaktion zwischen Elektronen und schweren Ver-

unreinigungen entsteht und daher nicht konstant auf den Flussflächen ist. Zu den leichten

Ionen zählen an ASDEX Upgrade neben Wasserstoff und Deuterium leichte Verunreini-

gungen bis hin zu Sauerstoff (mO = 16 u). Als schwere Verunreinigung wird hier nur

Wolfram betrachtet - was für die meisten Entladungen in ASDEX Upgrade zutrifft. In

dieser Arbeit werden dann beide Beiträge getrennt modelliert, die Gesamtstrahlung ergibt

sich dann aus deren Summe.

4.2 Die Soft-X-Ray Diagnostik an ASDEX Upgrade

4.2.1 Experimenteller Aufbau

sepChip mit mehreren Dioden Dx

Px
Beryllium Folie

VOS

Mittelpunkt der Lochblende

Breite der Lochblende Px = 0.3 mm 
Länge der Lochblende Py = 5.0  mm 
Breite der Diode Dx = 0.96 mm 
Länge der Diode Dy = 4.6 mm 
Diodenabstand sep = 0.03 mm 
Brennweite Δ = 14 mm 
Dicke der Be-Folie dBe = 0.075 mm

LOS

Dy

Δ

Py

dBe

Abbildung 4.1: Geometrischer Aufbau der Kameraköpfe für die Soft-X-Ray-Diagnostik an
ASDEX Upgrade. [5]

Wie im vorherigen Abschnitt motiviert, eignet sich die aus den Fusionsplasmen emit-

tierte Röntgenstrahlung sehr gut zu deren Diagnostizierung. In diesem Abschnitt soll nun

der experimentelle Aufbau vorgestellt werden, mit dem die weichen Röntgenstrahlen an

ASDEX Upgrade gemessen werden können. Dazu werden Lochblenden-Kameraköpfe ver-

wendet, deren schematischer Aufbau in Abbildung 4.1 dargestellt ist. Um die niederener-

getischen Photonen unterhalb des Röntgenspektrums herauszufiltern, befindet sich hinter

der Blende eine 75 µm dicke, gebogene Beryllium-Folie. Sie absorbiert alle Photonen, deren

Energie unter ≈1 keV liegt. Zur Detektion wird ein Chip mit einer planaren Anordnung

von 35 Silizium-Einzeldioden verwendet. Pro Chip werden 15-22 Dioden benutzt. Durch
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(a)

JJ

II

HH
(b)

Abbildung 4.2: (a) Projektion aller 208 Soft-X-Ray Sichtlinien in der poloidalen Schnitt-
ebene. Der Richtungsanteil der Sichtstrahlen senkrecht zu dieser Ebene ist sehr gering.
Die beiden Divertorkameras F und G haben die selbe poloidale, aber eine unterschiedliche
toroidale Position. (b) Foto der I, J und H Kamera aus dem Torus, die jeweils mit drei ne-
beneinander angeordneten Kameraköpfen ausgestattet sind. Dies kann man an den jeweils
drei Ebenen der Lochblenden erkennen, die alle unterschiedlich geneigt sind. [31]

den Rand der Diodenfläche und das Loch in der Blende wird ein pyramidenförmiges Sicht-

volumen1 aufgespannt, welches genau den Bereich des Plasmas angibt, dessen Strahlung

zum Signal auf der Diode beiträgt. Die Verbindungslinie zwischen Diodenmittelpunkt und

Lochblendenmittelpunkt bezeichnet man dann entsprechend als Sichtlinie2. Durch diesen

Aufbau erhält man pro Kamerakopf also bis zu 22 Sichtlinien.

Insgesamt sind an ASDEX Upgrade acht Kameras mit jeweils ein bis drei identisch auf-

gebauten Kameraköpfen installiert, die alle in (beinahe) radialer Richtung in das Plasma

blicken. Die Kameras werden mit Buchstaben von F bis M bezeichnet, die einzelnen Di-

oden durchnummeriert. Insgesamt ergeben sich 208 Sichtstrahlen, deren Projektion in die

poloidale Schnittebene sowie die poloidale Anordnung der Kameras Abbildung 4.2 zeigt.

1engl. volume of sight (VOS)
2engl. line of sight (LOS)
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Kamera F liegt in Sektor 11, während die restlichen Kameras alle in Sektor 5 positioniert

sind.

4.2.2 Die Messgröße Emissivität

Wir wollen nun den Spektralbereich untersuchen, der von der Soft-X-Ray Diagnostik

gemessen werden kann. Nach unten hin wird er wie eingangs bereits erwähnt durch die

Beryllium-Folie bei ca. 1 keV begrenzt, nach oben hin ist er durch die aktive Schichtdicke

der Dioden begrenzt. Die effektive aktive Schichtdicke hängt dabei vom Einstrahlwinkel

ab, der insbesondere auf den äußeren Rändern der Diodenchips größer wird (vgl. Abb.

4.1 bzw. 4.5). Abbildung 4.3 zeigt die spektrale Detektionswahrscheinlichkeit fsum(E) für

das gesamte Kamerasystem (Diode und Be-Filter) für mehrere effektive Schichtdicken.

Das Maximum befindet sich bei ca. 7 keV, die Unterschiede in den effektiven aktiven

Schichtdicken spielen erst bei Energien jenseits davon eine Rolle. Photonen solcher Energie

kommen jedoch selten vor, da die typische zentrale Temperatur bei 3-4 keV liegt.

Abbildung 4.3: Spektrale Detektionswahrscheinlichkeit fsum(E) der Dioden mit 75 µm
Beryllium-Filtern für unterschiedliche aktive Schichtdicken. [31]
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Die Messgröße ε, welche die SXR-Diagnostik misst, entspricht dann einer Verfaltung der

tatsächlich im Plasma (am Ort ~x) vorhandenen Strahlungsleistungsdichte (pro Raumwin-

kelelement3 dΩ) dP (E)
dV dΩdE

mit der Detektionswahrscheinlichkeit fsum(E):

ε(~x) =

∫ ∞
0

dP

dV dΩdE
(E, ~x)fsum(E)dE mit der Einheit: [Wm−3sr−1] (4.4)

Sie wird als Emissivität ε bezeichnet. In dieser Arbeit soll sie direkt modelliert werden,

die genaue Zusammensetzung aus den Plasmaparametern (wie z.B. Te, ne) soll hier nicht

betrachtet werden.

4.2.3 Geometrische Kalibrierung

Das Signal, das eine Diode misst, entspricht einer Volumenintegration der Emissivität

über ihr Sichtvolumen. Analytisch ausgedrückt gilt dann:

IDiode =

∫
~x∈VOS

ε(~x) Ω(~x) dV Einheit: [W] (4.5)

Dabei gibt Ω(~x) den Raumwinkel an, unter dem der Punkt ~x die Detektorfläche sieht.

In ihn fließt zum einen die Entfernung von der Diode ein, als auch Abschattungseffekte,

wenn die Diode teilweise von der Lochblende verdeckt wird.

Das pyramidenförmige Sichtvolumen (vgl. 4.1) ist nicht für alle Dioden gleich: Für sol-

che am Rand des Chips ist der Sichtstrahl stark gegen die Flächennormale des Chips

verkippt, wodurch sich die effektive Lochblendengröße und Diodengröße verkleinern. Da-

mit die einzelnen Signale aber miteinander vergleichbar sind, muss dieser Störeffekt, der

nur durch den geometrischen Aufbau der Kamera entsteht und keinerlei physikalische

Relevanz hat, wieder herausgerechnet werden. Dies geschieht durch den geometrischen

Kalibrationsfaktor: [34, 35]

G =
PxPyDxDy cos4 α

4π∆2
·

·

[
1− 1

6

D2
y + P 2

y

∆2
cos2 α +

D2
x + P 2

x

∆2

(
sin2 α− 1

6

)
+O

(
Px, Py, Dx, Dy

∆

)4
]

(4.6)

In ihn fließen die Abmessungen der Diode (Dx, Dy) und der Lochblende (Px, Py), die

Brennweite ∆ (vgl. Abbildung 4.1) und der Winkel α (vgl. Abbildung 4.5) zwischen

Kameranormale und Sichtstrahl ein. Bei den Kameras L,M,G,F kommt ein zusätzlicher

Faktor hinzu, da diese Kameras in ihrer toroidalen Blickrichtung durch andere Torusbau-

teile eingeschränkt sind: L und M sind hinter Hitzeschutzmodulen und F und G unterhalb

des Divertors montiert, und schauen durch Lücken in diesen Bauteilen.

3Die Strahlung ist isotrop, also bedeutet die Angabe pro Raumwinkel lediglich einen konstanten Faktor
1
4π
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Alle Signale werden also mit G−1 multipliziert, wodurch die Signale die Einheit [W/m2]

erhalten. Diese Einheit spiegelt die Tatsache wieder, dass die geometrischen Effekte durch

unterschiedlich breite Sichtvolumina und Raumwinkel herausgerechnet wurden und ent-

spricht der Einheit, die bei bloßer Linienintegration ( W
m3 ·m) entstehen würde.

Zuweisung eines ρ-Wertes für jede Sichtlinie

ρ < 0

ρ > 0

ρ = -0.68

ρ = +0.44

z [m]

R [m]

Abbildung 4.4: Sichtlinien der I-
Kamera. Jeder Sichtlinie wird wie
im Text beschrieben ein ρ-Wert zu-
geordnet, wie hier exemplarisch für
I 043 und I 061 gezeigt. [5]

Um die Signale der einzelnen Sichtlinien besser miteinander vergleichen zu können, wird

jedem Sichtstrahl ein ρ-Wert zugeordnet. Abbildung 4.4 illustriert dies exemplarisch für

die I-Kamera: Jedem Signal wird der kleinste ρ-Wert entlang seiner Sichtlinie zugeordnet.

Dies kann dadurch motiviert werden, dass die Sichtlinie tangential zu der zugehörigen

Flussfläche steht, und diese somit am stärksten zum Signal beiträgt. Um die beiden Seiten

der Kamera bezüglich der magnetischen Achse unterscheiden zu können, wird zusätzlich

eine Vorzeichenkonvention getroffen: Die Sichtstrahlen, die in der (R, z)-Ebene rechts an

der magnetischen Achse vorbeischauen, erhalten negative ρ-Werte und umgekehrt.
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4.3 Virtuelle Simulation der Soft-X-Ray Diagnostik

Im nun folgenden Abschnitt sollen die verwendeten Methoden zur Simulation der SXR-

Diagnostik vorgestellt werden. Um das Signal einer Diode zu berechnen, muss dafür Glei-

chung 4.5 numerisch ausgewertet werden. Dies kann durch eine vollständige Implementa-

tion des Volumenintegrals geschehen oder vereinfachend durch ein Linienintegral entlang

der Sichtline.

4.3.1 Linienintegration

Be-Filter

Detektor

Lochblende

Sichtlinie

α

Winkel zwischen 
Kameraachse 
und Sichtlinie α

dl

dl

Abbildung 4.5: Sichtliniengeometrie einer Diode (nicht maßstabsgetreu). dV1 und dV2

liefern den gleichen Beitrag zum Signal, weil sie die gleiche Länge dl besitzen. (nach [9])

Abbildung 4.5 zeigt die geometrische Anordnung einer Linienintegraton entlang der

Sichtlinie. Dabei nutzt man die Tatsache aus, dass zwei verschiedene Volumenelemente

dV1 und dV2, die die gleiche Länge dl haben, gleich viel zum Gesamtsignal beitragen. Das

liegt daran, dass einerseits das Volumen quadratisch mit dem Abstand zur Lochblende

zunimmt, der Raumwinkel Ω, unter dem das betrachtete Volumenelement die Diode sieht,

aber in gleichem Maße abnimmt.

Ein weiterer Faktor, der diesen Ansatz so einfach macht, ist, dass man durch die Lini-

enintegration automatisch die geometrisch kalibrierten Signale erhält (Einheit [W/m2]),

ohne den geometrischen Kalibrationsfaktor G benutzen zu müssen.

Das (geometrisch kalibrierte) Signal einer Diode (vgl. Gleichung 4.5) lässt sich also

approximieren durch:

IDiode,kalibriert = G−1 · IDiode ≈
∫

LOS

4πε(~x) dl Einheit: [W/m2] (4.7)
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Die dadurch gemachte Näherung ist um so besser, je weniger ε(~x) innerhalb des Quer-

schnitts des eigentlichen Sichtvolumens variert.

4.3.2 Volumenintegration

Um diese Einschränkung aufzuheben, wurde von [5] ein Code entwickelt, der vollständige

Volumenintegration in Gleichung 4.5 durchführt. Dadurch können die geometrisch un-

kalibrierten Rohsignale der einzelnen Dioden berechnet werden. Für den Vergleich mit

experimentellen Daten müssen dann jedoch auch die simulierten Signale kalibriert wer-

den.

(a)

Ω

(b)

Abbildung 4.6: (a) Geometrische Anordnung des Integrationsgitters für die Volumen-
integration. (b) Für jeden Punkt im Integrationsgitter muss der Raumwinkel Ω ermittelt
werden, unter dem der Punkt die Detektoroberfläche sieht. Sie kann teilweise durch die
Lochblende verdeckt sein. Der Sichtkegel wird durch eine schiefe Pyramide definiert, die von
den Vektoren ~a, ~b, ~c und ~d aufgespannt wird. (nach [5])

Das dort benutzte Integrationsgitter zeigt Abbildung 4.6a. Es besteht aus Netzebenen,

die parallel zur Diodenfläche und damit unter dem Winkel α gegen die Sichtlinie verkippt

sind. Die Gitterpunkte innerhalb einer Netzebene sind gleichmäßig verteilt; im Rahmen

dieser Arbeit wurden sie gemäß der Mittelpunktsregel angeordnet. Eine Netzebene besteht

aus 10x10 Punkten, der Netzebenenabstand wurde auf 1 cm gesetzt. Damit erhält man

pro Signal etwa 10000 Punkte für das Integrationsgitter, was sich als guter Kompromiss

zwischen Genauigkeit und Rechenzeit herausgestellt hat.

Um die Integration in Gleichung 4.5 durchführen zu können, benötigt man nun den

Raumwinkel Ω(~x) für jeden Punkt ~x auf dem Rechengitter, unter dem der Punkt die

Diodenfläche sieht. Abbildung 4.6b illustriert diese Problemstellung: Der gesuchte Raum-

winkel ist durch eine Pyramide definiert, deren rechteckige Grundfläche die (eventuell

teilweise durch die Lochblende verdeckte) Diode ist. Diese Pyramide ist im allgemeinen

schief - die in [5] verwendete Gleichung für Ω (3.1) gilt jedoch nur für gerade Pyramiden.
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Daraus entsteht ein Fehler in den Absolutwerten der Signale, je größer der Einstrahlwinkel

α für die Sichtlinie ist (in Extremfällen bis zu 15%).

Eine Möglichkeit, den Raumwinkel Ω korrekt zu berechnen, wäre es, die Pyramide in

zwei Tetraeder aufzuteilen. Die Raumwinkel davon ließen sich dann mittels [36] berechnen,

man bräuchte dafür die vier Vektoren, die die Pyramide aufspannen.

Da die oben erwähnte Ungenauigkeit im Rahmen dieser Arbeit entdeckt wurde, und

erst in der Schlussphase der Arbeit lokalisiert werden konnte, konnte eine exakte Imple-

mentierung der oben genannten Lösung nicht mehr durchgeführt werden.

Für die H,I,J,K Kameras konnte allerdings ein Korrekturfaktor gefunden werden. Da-

zu wurde der geometrische Kalibrationsfaktor für die virtuelle Simulation mit folgender

Formel separat berechnet:

G =
1

4π

∫
A⊥LOS

Ω dA (4.8)

Obige Formel erhält man durch einen Vergleich von Gl. 4.7 mit Gl. 4.5. Die Integration

findet dabei über eine Querschnittsfläche A des Sichtvolumens statt, die senkrecht zur

Sichtlinie steht.

Aus dem Vergleich zwischen dem Ergebnis dieser Berechnung mit dem korrekten Kali-

brationsfaktor (Gl. 4.6) konnte der Korrekturfaktor bestimmt werden zu:

cosα

[
1− 1

6

D2
y + P 2

y

∆2
cos2 α +

D2
x + P 2

x

∆2

(
sin2 α− 1

6

)]
(4.9)

Abbildung 4.7 zeigt exemplarisch das Ergebnis dieser Korrektur anhand der J-Kamera.

Die Abweichungen in den Absolutwerten der Signale werden behoben, und sind in guter

Übereinstimmung mit dem Ergebnis der Linienintegration. Für die F,G,L,M Kameras ist

die Behebung der Ungenauigkeiten nicht so einfach, da die Geometrie des Sichtvolumens

aufgrund der Einschränkung durch Torusbauteile dort komplizierter ist.

Für diese Arbeit wurde daher folgender Kompromiss getroffen: Die Kameras H,I,J,K

werden mit Volumenintegration und obigem Korrekturfaktor berechnet. Für die Kamera

L lassen sich die Abweichungen in guter Näherung durch diesen Faktor beheben, für die

qualitativen Berechnungen in Kapitel 6 kann daher auch die Volumenintegration benutzt

werden. Für alle weiteren Berechnungen in Kapitel 7 wurde für die Kameras F,G,L,M

dann auf Linienintegration zurückgegriffen, wodurch die Korrektheit aller durchgeführten

Berechnungen sichergestellt ist.
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Abbildung 4.7: Korrektur der Volumenintegration mittels des Faktors (4.9). Gezeigt sind
die simulierten zeitgemittelten Signale für ein gaußförmiges Emissivitätsprofil. Als Vergleich
ist das Ergebnis der Linienintegration eingezeichnet.

4.4 Datenauswertungen

Wir wollen nun noch kurz die in dieser Arbeit verwendeten Methoden zur Auswertung der

SXR-Signale vorstellen. Dazu soll zunächst kurz auf die zeitliche Auflösung der Signale

eingegangen werden. Die Abtastraten liegen für den ‘langsamen’ Teil der SXR-Diagnostik

(80 Kanäle) bei 500 kHz, für den ‘schnellen’ Teil (128 Kanäle) bei 2 MHz. Zusätzlich

durchlaufen die Signale einen Tiefpassfilter, der Frequenzen über 80 kHz bzw. 500 kHz

herausfiltert. Die zeitliche Auflösung ist dennoch bestens geeignet, um Modenaktivitäten

zu messen (die typische Modengrundfrequenz einer (1, 1)-Mode liegt bei etwa 10 kHz).

4.4.1 FFT-Analyse

Durch die im Plasma vorhandenen Moden und deren Rotation entstehen oszillierende

SXR-Signale. Abbildung 4.8a zeigt dazu ein Beispiel, in dem eine klare (1, 1)-Mode vor-

liegt. Um diese Daten weiter auszuwerten, bietet sich eine Fourierzerlegung mittels FFT

(Fast Fourier Transformation) an. Dabei muss darauf geachtet werden, dass man das

Zeitfenster so wählt, dass das Signal darin periodisch ist - das Zeitfenster sollte also ein

ganzzahliges Vielfaches der Periodendauer der Modenschwingung sein.

Abbildung 4.8b zeigt das Amplitudenspektrum exemplarisch für die Sichtlinie I 057.

Den höchsten Wert hat dabei f = 0, was dem zeitlichen Mittelwert des Signals entspricht.

Abgesehen davon zeigt sich ein deutlicher Peak bei f ≈ 5.95 kHz, dies ist die Grundfre-

quenz oder erste Harmonische der Mode (fm). Im weiteren Verlauf des Spektrums können

sich noch weitere, kleinere Peaks bei ganzzahligen Vielfachen der Grundfrequenz zeigen
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Abbildung 4.8: (a) Soft-X-Ray Signale für Entladung #26355 und die zentralen Sichtlinien
der I-Kamera. (b) Fourieranalyse des Signals I 057. Die Skalierung der y-Achse wurde dabei
auf den Peak bei der Grundfrequenz der Mode abgestimmt - der Peak bei f = 0, der dem
zeitlichen Mittelwert des Signals entspricht, übersteigt diese Skalierung um ein Vielfaches.

- sie werden auch als höhere Harmonische bezeichnet. Im gewählten Beispiel handelt es

sich um eine relativ klare (1,1)-Mode und man erkennt nur einen kleinen Peak bei der

zweiten Harmonischen.

Die SXR-Signale sind also im Allgemeinen keine reinen Sinus-Schwingungen, sondern

haben meist auch einen anharmonischen Anteil. Das hat verschiedene Gründe: Beispiels-

weise spielt die konkrete Form der (1,1)-Mode eine Rolle für den Anteil der höheren

Harmonischen, dies wird in Abschnitt 6.1.3 näher betrachtet.

Wir wollen nun die weitere Analyse bei der Grundfrequenz f = fm betrachten. Dazu

kann man die FFT-Analyse für alle Signale einer Kamera durchführen und die Amplitude

bei f = fm als Profil über ρ auftragen. Zusätzliche Informationen liefert die relative

Phasenlage der einzelnen Signale einer Kamera zueinander. Diese lässt sich ebenfalls mit

der FFT-Routine berechnen und kann als ρ-Profil aufgetragen werden. Diese Amplituden-

und Phasenprofile sowie deren konkrete Form werden in Kapitel 6 genauer betrachtet.
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4.4.2 Tomographie

Ein weiterer Ansatz für die Datenauswertung ist die tomographische Rekonstruktion des

(zeitlich veränderlichen) poloidalen Querschnitts der Emissivität ε(R, z) aus den verfügbaren

geometrisch kalibrierten Signalen. An ASDEX Upgrade stehen dafür die insgesamt 188

Sichtlinien der Kameras G-M zur Verfügung. Die F-Kamera kann aufgrund ihrer un-

terschiedlichen toroidalen Position und der damit verbundenen anderen Phasenlage der

Signale nicht verwendet werden.

Im Rahmen dieser Arbeit wird der von A. Flaws in [37] entwickelte Tomographie-Code

benutzt. Dort werden die Signale als linienintegrierte Emissivität betrachtet, die Tomo-

graphie entspricht also einer Inversion von Gleichung 4.7 für alle Sichtlinien. Das dadurch

definierte Gleichungssystem ist aufgrund der relativ geringen Anzahl verfügbarer Sicht-

linien schlecht konditioniert. Um dennoch eine sinnvolle Lösung zu erhalten, wird eine

Regularisierung mittels Maximum-Entropie-Methode durchgeführt.

Die hier beschriebenen Datenauswertungen wurden so implementiert, dass sie gleicher-

maßen auf die experimentellen und auf die simulierten Signale angewendet werden können,

wodurch ein realistischer Vergleich zwischen beiden möglich ist.

Für die Simulation der SXR-Signale fehlt nun noch die Modellierung der Emissivität ε.

Wie bereits oben motiviert, lässt sie sich in einen Anteil ε0 zerlegen, der konstant auf den

Flussflächen ist, sowie einen Anteil εW, der durch Wolfram verursacht, und damit propor-

tional zu dessen Dichteverteilung nW ist. ε0 lässt sich deshalb ganz einfach als Funktion

der bereits eingeführten Modenkoordinate ρmod modellieren. Für die Wolframemissivität

εW benötigen wir allerdings noch eine quantitative Beschreibung der Dichteverteilung

nW(R, ρmod), die im nächsten Kapitel vorgestellt werden soll.





5 Dichteverteilung schwerer Verunreinigungen
in rotierenden Plasmen

Schwere Verunreinigungen wie Wolfram (mW = 184 u) spüren eine starke Zentrifugalkraft

durch die toroidale Rotation des Plasmas. Durch die Zentrifugalkraft werden die Wolf-

ramionen zunehmend auf die Niederfeldseite gedrückt - und damit auch die Wolframemis-

sivität, die proportional zur Wolframdichte nW ist. Diese Tatsache soll im Folgenden quan-

titativ untersucht werden. Dabei wird Wolfram (Index W) als Spurenverunreinigung in

einem ansonsten reinen Plasma mit wasserstoffähnlichen Ionen (Index i) betrachtet:

nWZW

ni

� 1 (5.1)

Die dabei hergeleiteten Formeln gelten nicht nur für Wolfram, sondern lassen sich durch

Anpassen der entsprechenden Werte (ZW,mW) auch auf andere Verunreinigungen übertragen.

5.1 Poloidale Umverteilung im Plasmagleichgewicht

Zunächst wollen wir die Wolframverteilung auf einer Flussfläche im Plasmagleichgewicht

- also ohne Moden - untersuchen. Dieses Problem ist analytisch leicht lösbar, weil dazu

lediglich die Kräftebilanz parallel zum Magnetfeld betrachtet werden muss: Der Zentrifu-

galkraft entgegen wirkt der sich aufbauende Druckgradient, der linear von der Temperatur

abhängt; sowie das elektrische Feld, das sich durch die Verschiebung der Ionen relativ zu

den leichten Elektronen aufbaut, für die die Zentrifugalkraft vernachlässigt werden kann

(siehe Abb. 5.1).

Das sich daraus ergebende Gleichgewicht wurde in [38] hergeleitet. Unter Benutzung der

Annahme, dass Wolfram nur eine Spurenverunreinigung ist, ergibt sich die Wolframdichte

auf einer Flussfläche durch folgende Funktion von R:

nW = nW0 · e
−Erot+EE-Feld

TW = nW0 · exp

[(
1− Te

Ti + Te

ZW
mi

mW

)
mWω

2
rot(R

2 −R2
0)

2TW

]
≡ nW0 · eλ(R2−R2

0)

(5.2)

Wie im ersten Schritt angedeutet, entspricht dies einem Boltzmannfaktor mit der be-

teiligten Rotationsenergie Erot und der potentiellen Energie durch das elektrische Feld

EE-Feld. nW0 ist dabei die Wolframdichte bei einem frei wählbaren Referenzpunkt R = R0.

Eine mögliche Wahl ist R0 = Rout, wobei Rout den Punkt der Flussfläche mit dem größten

R-Wert bezeichnet. nW0 gibt dann das Maximum der Wolframverteilung an.
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(a)

Ionen Elektronen

(b)

Abbildung 5.1: (a): Geometrie für die Berechung der Dichteverteilung auf einer Fluss-
fläche. (b): Im Bezugssystem des Plasmas verursacht die toroidale Rotation eine Zentri-
fugalkraft auf die Ionen. Diese Kraft wird ausgeglichen durch die Druckgradientenkraft
dpi
ds = Ti

dni
ds und das elektrische Feld Es. Letzteres überträgt die Druckgradientenkraft der

Elektronen auf die Ionen. [38]

Der hier definierte Vorfaktor λ ist eine Flussflächenkonstante und gibt ein Maß dafür

an, wie stark das Wolfram in den äußeren Bereich der Flussfläche gedrückt wird. In ihn

fließen folgende Größen ein, die ebenfalls alle konstant auf einer Flussfläche sind:

• Die Temperaturprofile Te, Ti und TW. Im Rahmen dieser Arbeit wird TW = Ti =

Te = Te(ρ) angenommen. Te(ρ) kann entweder künstlich vorgegeben werden oder

aus experimentellen Daten - falls vorhanden - ermittelt werden. Dazu eignet sich

am besten eine Kombination verschiedener Messungen mittels Bayesscher Statistik

(Integrated Data Analysis [39]).

• Der mittlere Wolframladungszustand ZW auf einer Flussfläche. Er wird nach [4] als

Funktion von Te berechnet.

• Die Massen der Deuterium- und Wolframionen: mi = 2 u und mW = 184 u.

• Die Kreisfrequenz ωrot der toroidalen Rotation des Plasmas. Sie kann prinzipiell eine

Funktion von ρ sein, wird aber im Rahmen dieser Arbeit als konstant angenommen,

da dies für den zentralen Bereich des Plasmas, in dem die hier betrachteten (1,1)-

Moden auftreten, eine gute Näherung ist.

Es gilt: λ ∝ ω2
rot

Te
. Das bedeutet, dass das Wolfram auf den äußeren, kälteren Flussflächen

stärker in Richtung NFS gedrückt wird als in der Nähe der magnetischen Achse. Das

lässt sich auch anschaulich leicht verstehen, denn auf den kälteren Flussflächen ist der

thermische Druck kleiner, der dem Zusammendrücken des Wolframs entgegen wirkt.

5.1.1 Berechung des Normierungsfaktors nW0

Als Eingangsparameter für die Simulation eignet sich die flussflächengemittelte Wolfram-

dichte 〈nW 〉 (ρ). Für ωrot = 0 entspricht sie dem Dichteprofil nW (ρ) und für ωrot 6= 0
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wird das Wolfram dann so umverteilt, dass 〈nW〉 (ρ) konstant bleibt, bzw. äquivalent da-

zu die Wolframmenge auf jeder einzelnen Flussfläche erhalten ist. Daraus muss nun der

Vorfaktor nW0 für jede Flussfläche bestimmt werden:

〈nW〉 (ρ) = nW0(ρ) ·
〈
eλ(ρ) · (R2−R2

0(ρ))
〉
⇒ nW0(ρ) =

〈nW〉 (ρ)〈
eλ(ρ) · (R2−R2

0(ρ))
〉 (5.3)

Die Problemstellung ist nun also die Berechnung des Mittelwerts des Exponentialterms

auf einer Flussfläche, also unter der Nebenbedingung ρ = const . Da wir uns vorerst nur

für die Wolframverteilung im Plasmagleichgewicht interessieren, kann die Integration ana-

lytisch im (ρ, ϕ, θ) Koordinatensystem angesetzt werden. Dazu benötigt man die Jacobi-

Determinante J3D für die Koordinatentransformation (x, y, z)→ (ρ, ϕ, θ) (vgl. Abschnitt

2.3.1):

〈
exp

[
λ(R2 −R2

0)
]〉∣∣∣

ρ=const
=

∫ 2π

0

∫ 2π

0
J3D · exp [λ(R2 −R2

0)] dθdϕ dρ∫ 2π

0

∫ 2π

0
J3D dθdϕ dρ

(5.4)

Die ϕ-Integration ist trivial und ergibt im Zähler und Nenner jeweils 2π. Die θ-Abhängig-

keit des Integranden steckt implizit in R = R(θ). Eine Integration über ρ findet nicht

statt (schließlich soll ja die Teilchendichte auf einer Flussfläche mit konstantem ρ berech-

net werden). Der geometrische Faktor, der von dρ stammt und in J3D berücksichtigt ist,

muss aber in die Rechnung einfließen. Dieser Faktor kommt daher, da die Breite eines

Flussschlauchs mit ρ = ρ0 ± ∆ρ um die Flussfläche ρ0 in der poloidalen Schnittebene

variiert (siehe Abb. 5.2). Der Code zur numerischen Auswertung obiger Formel wurde im

Rahmen dieser Arbeit entwickelt. Für die Integration wurde ein [ρ, θ]-Gitter mit [200, 720]

äquidistanten1 Gitterpunkten benutzt.

1bzgl. ρ respektive θ
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Abbildung 5.2: Blaue Linie: Flussfläche mit ρ0 = 0.8. Schwarze Linien: Flussschlauch mit
ρ = 0.8±∆ρ. Man erkennt deutlich, dass die Breite dieses Flussschlauches variiert: Auf der
NFS ist er am dünnsten, auf der Unterseite am breitesten. Die magnetische Achse ist durch
das Kreuz gekennzeichnet.

5.1.2 Numerisches Beispiel

Wir wollen nun ein numerisches Beispiel für die Verteilung der Wolframdichte betrachten.

Dazu nehmen wir ein realistisches Temperaturprofil aus Entladung #26299 zum Zeit-

punkt t = 3.68 s, das wie oben beschrieben aus der Kombination mehrerer Temperatur-

messmethoden ermittelt wurde. Abbildung 5.3 zeigt dieses, sowie den daraus berechneten

mittleren Wolframladungszustand 〈ZW〉 als Profil.
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Abbildung 5.3: Links: Temperaturprofil und daraus errechneter mittlerer Wolframladungs-
zustand 〈ZW〉. Rechts: Daraus berechnetes Dichteverhältnis nHFS/nNFS für drei verschiedene
Rotationsfrequenzen.

Wir interessieren uns nun für die Stärke der Umverteilung. Dazu betrachten wir drei

verschiedene Rotationsfrequenzen frot = [5, 10, 15] kHz, die den typischen Wertebereich
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für NI-geheizte Plasmen an ASDEX Upgrade abdecken. Die Stärke der Umverteilung

kann charakterisiert werden durch das Dichteverhältnis nHFS

nNFS
zwischen dem innersten, der

Hochfeldseite zugewandten Punkt und dem äußersten Punkt einer Flussfläche. Es lässt

sich berechnen durch:

nHFS

nNFS

= exp
(
λ(R2

HFS −R2
NFS)

)
(5.5)

Abbildung 5.3 zeigt dieses Verhältnis als Funktion von ρ für die drei oben definierten Fre-

quenzen. Auf der magnetischen Achse ist es per Definition 1, da dort RHFS = RNFS gilt.

Nach außen hin nimmt das Verhältnis zwischen HFS und NFS ab: Dies gilt einerseits, weil

λ ∝ ω2
rot

Te
und andererseits weil dort die Differenz RNFS−RHFS zunehmend größer wird. Bei

10 und 15 kHz schließlich befindet sich auf den äußeren Flussflächen überhaupt kein Wolf-

ram mehr auf der Hochfeldseite. In der Realität wird dieser Effekt jedoch abgeschwächt,

weil die Rotationsfrequenz nach außen hin (d.h. bei großen ρ-Werten) abfällt.

Nun wollen wir betrachten, wie sich eine Wolframverteilung im poloidalen Querschnitt

verändert. Dazu wählen wir zwei verschiedene Profile für die mittlere Wolframdichte 〈nW〉:
ein zugespitztes Profil und ein hohles.

Zugespitztes Wolframdichteprofil

Das zugespitzte Profil wird mit einer Gaußkurve in willkürlichen Einheiten modelliert

(siehe auch Abbildung 5.5a):

〈nW〉 (ρ) = nW,a ·
e−( ρ

b
)2 − e−( 1

b
)2

1− e−( 1
b
)2

mit: nW,a = 1 und b = 0.5 (5.6)

Abbildung 5.4 zeigt den so entstehenden Konturplot der Wolframdichte für die drei ein-

gangs definierten Rotationsfrequenzen. Als Vergleich sind die Gleichgewichtsflussflächen

in weiß eingezeichnet. Da als Eingangsprofil die mittlere Wolframdichte vorgegeben wur-

de, ändert sich in den drei Fällen nur die Verteilung, nicht aber die Gesamtmenge des

Wolframs.

Bei f = 5 kHz sind die Isokonturlinien der Wolframdichte noch relativ ähnlich zu den

Gleichgewichtsflussflächen. Bei den beiden höheren Frequenzen sammelt sich das Wolf-

ram hingegen zunehmend in einer
”
Wolke“ rechts der magnetischen Achse. Die Höhe des

Maximums steigt dabei, weil sich die Teilchen auf einen kleineren Bereich verdichten.

Die Position des Maximums befindet sich dann trotz des zugespitzten 〈nW〉 nicht mehr

auf der magnetischen Achse, sondern verschiebt sich zunehmend in Richtung NFS. Bei

f = 10 kHz sind dies ca. 8 cm, bei f = 15 kHz bereits ≈ 14 cm. In Kapitel 4 haben

wir bereits angesprochen, dass die emittierte Röntgenstrahlung des Wolframs proportio-

nal ist zu dessen Dichte. In Entladungen, in denen Wolframstrahlung dominiert, kann

sich also auch das Maximum der SXR-Strahlung deutlich von der magnetischen Achse

weg verschieben. Dies ist insbesondere relevant, da die SXR-Diagnostik zur Bestimmung

des Plasmazentrums benutzt werden kann. Dabei wird das Maximum der Strahlung als
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Abbildung 5.4: Wolframdichteverteilung für ein zugespitztes Dichteprofil im poloidalen
Querschnitt für drei verschiedene toroidale Rotationsfrequenzen. Als Vergleich sind die
Gleichgewichtsflussflächen weiß eingezeichnet.
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(a) Zugespitzes Profil.
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(b) Hohles Profil.

Abbildung 5.5: Eingangsprofile für die mittlere Wolframdichte 〈nW〉 (ρ). Das hohle Profil
(b) wurde mittels eines Splines mit äquidistanten Stützstellen und den Ordinaten [0.3, 0.6,
1.0, 0.62, 0.20, 0.06, 0] parametrisiert. Als zusätzliche Randbedingungen wurde bei ρ = 0
die Ableitung auf 0 gesetzt.
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Plasmazentrum interpretiert, durch Rotationseffekte ist hier also eine Verfälschung des

Messergebnisses möglich.

Hohles Wolframdichteprofil

Im zweiten Beispiel wollen wir die Wolframverteilung für ein hohles Eingangsprofil be-

rechnen. Profile werden als hohl bezeichnet, wenn sich das Maximum im Gegensatz zu

zugespitzten Profilen nicht im Plasmazentrum befindet, sondern weiter außen bei ρ > 0.

Im Experiment werden oftmals hohle SXR-Strahlungsprofile beobachtet, die man auf hoh-

le Wolframdichteprofile zurückführt [40].
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Abbildung 5.6: Wolframdichteverteilung für ein zugespitztes Dichteprofil im poloidalen
Querschnitt für drei verschiedene toroidale Rotationsfrequenzen. Als Vergleich sind die
Gleichgewichtsflussflächen weiß eingezeichnet.

Wir wollen nun ein solches Dichteprofil mittels eines Splines modellieren (siehe Abbil-

dung 5.5). Die Parameter des Splines sind der Bildunterschrift zu entnehmen. Die daraus

resultierende Dichteverteilung im poloidalen Querschnitt zeigt Abbildung 5.6. Dabei zeigt

sich wieder die gleiche Tendenz wie im vorherigen Fall: Je größer die Rotationsfrequenz,

desto stärker wird das Wolfram komprimiert und in eine Wolke rechts der magnetischen

Achse gedrückt. Besonders auffällig ist hier, dass durch den Rotationseffekt für f = 5 kHz

hörnchenförmige Konturflächen entstehen, die an die Form einer magnetischen Insel erin-

nern (vgl. Abschnitt 3.2) – allerdings ist diese Struktur toroidal symmetrisch.
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Überprüfung der Genauigkeit der Normierung

Die beiden oben eingeführten Beispiele lassen sich auch leicht dazu benutzen, um die Kor-

rektheit und Genauigkeit der in Abschnitt 5.1.1 erläuterten Normierung zu überprüfen.

Dafür kann man mit einer davon unabhängigen Integrationsmethode überprüfen, ob die

Gesamtwolframmenge in den obigen Fällen wirklich unabhängig von der Rotationsfre-

quenz ist. Hier bietet sich eine Integration auf einem kartesischen Gitter in der (R, z)-

Ebene an, für die man die oben benutzte Jacobi-Determinate nicht benötigt:

NW,ges =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ 2π

0

nW(R, z)R dR dz dϕ
!

= const für alle frot (5.7)

Hierbei konnte gezeigt werden, dass die Gesamtwolframmenge Nges,W für die oben ein-

geführten Rotationsfrequenzen konstant blieb, bis auf kleine Abweichungen im Promil-

lebereich. Dadurch konnte gezeigt werden, dass die Normierung korrekt implementiert

wurde und die Genauigkeit der verwendeten numerischen Methoden für unsere Zwecke

absolut ausreichend ist.

5.2 Räumliche Umverteilung in Plasmamoden

Nachdem wir im vorherigen Abschnitt die Wolframverteilung im Plasmagleichgewicht be-

trachtet haben, wollen wir uns nun der Wolframverteilung in gesättigten Plasmamoden

widmen. Dazu betrachten wir die Moden als zeitlich stationär, das Wolfram kann sich

also innerhalb der Modenstruktur so umverteilen, wie es der Kräftebilanz in Abschnitt

5.1 entspricht. Im Gegensatz zum Plasmagleichgewicht ist die Modenstruktur nicht mehr

axisymmetrisch, sondern entlang des Torus helikal verschraubt. Damit ergeben sich auf

einer Modenflussfläche nicht nur Kräfte in poloidaler Richtung, sondern auch in toro-

idaler Richtung. Entsprechend kann sich das Wolfram nun auch in toroidaler Richtung

umverteilen - hin zu Bereichen, in denen der Kink auf der Niederfeldseite (große R-Werte)

liegt.

Wenn man zusätzlich annimmt, dass es keine Differenz zwischen der Rotation der Mo-

denstruktur und des Plasmas gibt (fm = frot), lässt sich das entstehende Gleichgewicht

wieder durch Gleichung 5.2 ausdrücken.

In der Realität ist diese Annahme leider nicht immer exakt gegeben. Die toroidale

Plasmarotationsfrequenz frot lässt sich beispielsweise mit Ladungsaustauschdiagnostiken

messen, die den Schluss zulassen, dass sie sich im Plasmazentrum um mehrere kHz von

der Modenfrequenz fm unterscheiden kann. Die Effekte der daraus resultierenden Rota-

tionsdifferenz auf die Dichteverteilung sind aber quantitativ schwierig zu modellieren. Es

wäre beispielsweise denkbar, dass die Rotationseffekte dadurch ingesamt abgeschwächt

werden oder dass das Wolfram der Modenstruktur mit einer Phasenverzögerung folgt.

Für diese Arbeit wurde folgender Kompromiss getroffen: Plasmarotationsfrequenz und

Modenfrequenz dürfen unterschiedliche Werte annehmen (fm 6= frot), die Effekte der

Rotationsdifferenz werden aber vernachlässigt und Gleichung 5.2 behält weiterhin ihre
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Gültigkeit. Damit kann man den Simulationsparameter frot auch als effektives Maß für die

Stärke des Rotationseffektes betrachten. Das ist auch deshalb sinnvoll, weil in [38] gezeigt

wurde, dass leichte Verunreinigungen, die wir in unseren Überlegungen vernachlässigen,

die Umverteilung von Wolfram abschwächen können.

Gleichung 5.2 soll nun also auf die Modenflussflächen angewendet werden. Dazu muss

die radiale Koordinate ρ, die die Gleichgewichtsflussflächen beschreibt durch die in Kapitel

3 eingeführte ρmod-Koordinate ersetzt werden, die die Modenflussflächen beschreibt. Durch

die Verwendung von ρmod kann eine einheitliche Beschreibung für den idealen und resis-

tiven Kink stattfinden. Abbildung 5.7 zeigt exemplarisch die Umverteilung des Wolframs

auf einer Inselflussfläche entlang des Torus. Man kann gut erkennen, dass das Wolfram die

Phasenlage, in der die Insel auf der Hochfeldseite liegt, meidet und sich in der Phasenlage

auf der Niederfeldseite ansammelt. Durch unser Modell ergibt sich also eine Wolfram-

verteilung, die auch in toroidaler Richtung - und damit in allen drei Raumrichtungen -

asymmetrisch ist.
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Abbildung 5.7: 3D-Visualisierung der simulierten Wolframdichteverteilung auf einer Insel-
flussfläche ρmod = 0.45 bei einer toroidalen Rotationsfrequenz frot = 8 kHz. Die Parameter
für den hierfür modellierten resistiven Kink lauten: ξ = 0.12, ρ2 = 0.5. Die mittlere Wolf-
ramdichte auf dieser Flussfläche wurde auf 〈nW〉 = 1 gesetzt.

Berechnung des Normierungsfaktors nW0

Analog zur Berechnung im Plasmagleichgewicht muss nun wieder der Vorfaktor nW0 aus

einem Eingangsprofil 〈nW 〉 (ρmod) bestimmt werden. 〈nW 〉 (ρmod) gibt dabei die mittlere

Wolframdichte auf der helikal verschraubten Modenflussfläche, die durch ρmod = const

definiert ist, an. Da es für die ρmod-Koordinate keine analytisch darstellbare Jacobi-
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Determinante gibt, muss die Integration nun numerisch durchgeführt werden. Aus den

Integralen werden dann Summen:

〈
eλ(R2−R2

0)
〉 ∣∣∣∣

ρmod=const

=

∑
ϕ

∑
(R,z) e

λ(R2−R2
0) ·∆V∑

ϕ

∑
(R,z) ∆V

(5.8)

Die beiden Summen entsprechen den Integrationen in toroidaler und poloidaler (d.h.

in der (R, z)-Ebene) Richtung. Zur Berechnung der Integrationsvolumenelemente ∆V

orientieren wir uns an der analytischen Lösung für das Plasmagleichgewicht: Dort waren

die Volumenelemente durch die Jacobi-Determinante J3D gegeben. Sie lässt sich auch als

inverses Spatprodukt von ~∇ρ, ~∇ϕ und ~∇θ darstellen:

J3D =
(
~∇θ × ~∇ρ · ~∇ϕ

)−1

=
(∣∣~∇ρ∣∣ · ∣∣~∇ϕ∣∣ · ∣∣~∇θ∣∣ · sin](~∇ρ, ~∇θ)

)−1

=

=
∣∣~∇⊥ρ∣∣−1 ·

∣∣~∇ϕ∣∣−1 ·
∣∣~∇θ∣∣−1

(5.9)

Im zweiten Schritt wurde bereits benutzt, dass ~∇ρ und ~∇θ jeweils in der (R, z)-Ebene

liegen und deshalb paarweise senkrecht auf ~∇ϕ stehen. Zueinander stehen beide aber im

Allgemeinen nicht senkrecht. Im dritten Schritt führen wir deshalb den senkrechten Anteil

von ~∇ρ bezüglich ~∇θ ein:
∣∣~∇⊥ρ∣∣ ≡ ∣∣~∇ρ∣∣ · sin](~∇ρ, ~∇θ).

Zusammenfassend lässt sich ein Volumenelement im analytischen Fall also schreiben

als:

dV =
∣∣~∇⊥ρ∣∣−1

dρ ·
∣∣~∇ϕ∣∣−1

dϕ ·
∣∣~∇θ∣∣−1

dθ (5.10)

Das lässt sich nun auf unseren Fall übertragen. Betrachten wir zunächst die numerische

Integration in einer poloidalen (R, z)-Schnittebene. Hier wird zunächst die betreffende

Flussfläche (mittels der contour-Funktion von IDL) als (R, z)-Punktemenge parametri-

siert. Abbildung 5.8 zeigt die geometrische Anordnung.

Das Volumenelement ∆Vi für den Punkt ~ri ergibt sich dann insgesamt durch:

∆Vi =
2
∣∣∆~x∣∣

ρmod(~ri + ∆~x)− ρmod(~ri −∆~x)
∆ρmod · R∆ϕ · ∆L (5.11)

Die einzelnen Faktoren erhält man durch folgende Herleitung:

•
∣∣~∇θ∣∣−1

dθ wurde durch die Länge
∣∣∆~L∣∣ der halben Verbindungsvektoren zu den

Nachbarpunkten ersetzt, wobei gilt:

∆~L =
~ri+1 − ~ri−1

2
(5.12)

• Für
∣∣~∇⊥ρ∣∣ wurde der Gradient

∣∣~∇⊥ρmod

∣∣ eingesetzt und numerisch mittels eines

Differenzenquotients berechnet. Da die Ableitung senkrecht zu ∆~L gesucht ist, muss

für ∆~x gelten: ∆~x ∝ ∆~L× êϕ.
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Abbildung 5.8: Geometrische Anordnung
zur numerischen Integration auf einer Moden-
flussfläche, die durch ρmod = const definiert
ist.

•
∣∣~∇ϕ∣∣ lässt sich nach wie vor analytisch berechnen und es gilt:

∣∣~∇ϕ∣∣−1
= R

Die Volumenelemente können nun für jeden Punkt auf der Flussfläche berechnet werden

- und damit kann die Integration in 5.8 durchgeführt werden. Die Genauigkeit und Rich-

tigkeit der dadurch erfolgten Normierung wurde - wie im Gleichgewichtsfall beschrieben -

wieder mit Gleichung 5.7 geprüft und liegt auch hier im Rahmen der numerischen Fehler.





6 Untersuchung konstanter Emissivitäten auf
Flussflächen

Im Folgenden wollen wir nun die SXR-Emissivitäten in den zuvor beschriebenen Insta-

bilitäten modellieren - und die daraus entstehenden Soft-X-Ray Signale untersuchen. In

einem ersten Schritt begnügen wir uns mit der Annahme, dass die Emissivität konstant auf

den (verschobenen) Flussflächen ist. Diese Annahme ist insbesondere für die Bremsstrah-

lung zwischen Elektronen und leichten Ionen richtig (vgl. Abschnitt 4.1). Die Emissivität

ε lässt sich dann darstellen als:

ε = ε(ρmod) [W m−3 sr−1] (6.1)

6.1 Vergleich zwischen idealem und resistivem Kink

Dabei interessiert uns zunächst der Vergleich zwischen den beiden vorgestellten Modellen

für den idealen Kink und resistiven Kink (nach Porcelli). Diesen Vergleich wollen wir für ei-

nen Standardfall mit zugespitztem Emissivitätsprofil anstellen. Die zentrale Fragestellung

ist dabei, wie und ob man beide Modelle anhand der Soft-X-Ray Signale unterscheiden

bzw. das Vorhandensein einer magnetischen Insel feststellen kann.

6.1.1 Idealer Kink

Als erstes Beispiel wollen wir einen idealen Kink mit zugespitztem Emissivitätsprofil be-

trachten. Dazu wählen wir für die Emissivität ein Gauß-förmiges Profil (analog zu Glei-

chung 5.6) der Form:

ε(ρmod) = εc ·
e−(

ρmod
b

)2 − e−( 1
b
)2

1− e−( 1
b
)2

mit: εc = 1 Wm−3sr−1; b = 0.6 (6.2)

Für die Parameter der in Gleichung 3.11 definierten Verschiebungsfunktion wählen wir:

[ξc, ρ1, ρ2] = [0.12, 0.26, 0.5]. Abbildung 6.1 zeigt die beiden Eingangs-Funktionen, sowie

die daraus resultierende Emissivität in der poloidalen Schnittebene.

Anschließend werden daraus die Soft-X-Ray Signale der L-Kamera (siehe Anhang) mit

der virtuellen SXR-Diagnostik berechnet. Abbildung 6.1 zeigt die FFT-Analyse dieser

Signale, aufgetragen als ρ-Profil (siehe Abschnitt 4.4). Um die Ortsauflösung für diese

allgemeine Studie zu verbessern, wurden zwischen zwei reellen Sichtlinien jeweils drei

virtuelle Sichtlinien in gleichmäßigem Abstand eingefügt.
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Gleichgewicht aus Entladung #27152, t = 2.0400 s. fm = 11.611 kHz

(a) Oben: Eingangsparameter (Emissivität und Ver-
schiebungsprofil) für die Simulation. Mitte/Unten:
Amplituden- und Phasenprofile aus der FFT-Analyse der
simulierten SXR-Signale. Die Farben der Pfeile entspre-
chen den Farben der Sichtlinien in Abbildung 6.2.
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(b) Konturplot der Emissivität
in der poloidalen Schnittebene.
(Φ ≡ 0◦)

Abbildung 6.1: Idealer Kink.
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Abbildung 6.2: Konturplot der simulierten Emissivität mit dem idealen Kink-Modell in
drei verschiedenen Phasenlagen Φ. Zusätzlich sind die Sichtlinien L 017, L 019 und L 021
eingezeichnet. Die Konvention für die Phasenlagen ist so gewählt, dass bei Φ = 0◦ der
Kink genau auf der Niederfeldseite liegt. Die Modenflussflächen sind mit weißen Linien, die
verschobene magnetische Achse durch ein weißes Kreuz gekennzeichnet.
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Das Ergebnis entspricht den Erwartungen: Bei den Sichtstrahlen, die nur den äußeren,

ungestörten Bereich des Plasmas sehen (|ρ| < 0.5), verschwindet die Amplitude der FFT-

Analyse. Dazwischen zeigt der Amplitudenverlauf zwei Peaks und in der Mitte liegt eine

Nullstelle, die gekoppelt ist mit einem Phasensprung um π.

Dieses Amplituden- und Phasenprofil lässt sich folgendermaßen verstehen: Man be-

trachte Abbildung 6.2, in der der Kink in drei verschiedenen Phasenlagen dargestellt ist.

Ferner sind dort drei charakteristische Sichtstrahlen eingezeichnet: Zwei Sichtstrahlen,

die im Maximum der FFT-Amplitude liegen (L 017 und L 021), sowie L 019, bei dem

die Amplitude fast 0 wird. Es ist sofort ersichtlich, dass L 017 und L 021 oszillierende

Signale messen. Dabei fällt ein großes Signal für L 021 mit einem kleinen Signal für L 017

zusammen (Phasenlage (a)) bzw. umgekehrt (Phasenlage (c)). Die Oszillationen sind al-

so gegenphasig, das erklärt den Phasensprung um π. L 019 hingegen sieht in allen drei

abgebildeten Phasen wegen der Linienintegration immer in etwa gleich viel Emissivität.

Deswegen befindet sich hier das Minimum der FFT-Amplitude.

Entsprechende Überlegungen motivieren die Profile auch für höhere poloidale Moden-

zahlen m. Hierbei lässt sich allgemein zeigen , dass bei zugespitzten Emissivitätsprofilen

genau m Amplitudenminima auftreten, die jeweils mit einem Phasensprung um π verbun-

den sind [9].

6.1.2 Resistiver Kink

Als Nächstes wollen wir die gleiche Berechnung für einen resistiven Kink vergleichbarer

Größe durchführen, um zu sehen, ob sich Amplituden- und Phasenverlauf unterscheiden.

Dazu benutzen wir unser Modell, das in Abschnitt 3.2 eingeführt wurde und wählen

ξ = 0.12 und ρ2 = 0.5. Für die Emissivität wird wieder ein Gaußprofil f (wie in Gl. 6.2)

angesetzt, das im verschobenen Zentrum gestaucht wird:

ε(ρmod) =


f(ρmod · ρ2ρ1 ) für Bereich I (ρmod ∈ [0; ρ1])

f(ρ2) + α · ρmod−ρ1
ρ2−ρ1 für Bereich III (ρmod ∈ [ρ1; ρ2])

f(ρmod) für Bereich II (ρmod ∈ [ρ2; 1])

(6.3)

Im Bereich der Insel (III) wählen wir hier für die Emissivität eine lineare Funktion von

ρmod mit dem Proportionalitätsfaktor α. Das Vorzeichen von α gibt dabei an, ob die

Emissivität innerhalb der Insel größer ist als auf der Inselseparatrix (helle Insel, α > 0)

oder kleiner (dunkle Insel, α < 0). Zusammen mit α = 0 ergeben sich also drei Fälle, die

wir nun miteinander vergleichen wollen.

Flache Insel (α = 0)

Wird α = 0 gesetzt, so erhält man eine Insel mit flachem Emissivitätsprofil. Das kann

in der Realität deshalb auftreten, weil die Insel thermisch kurzgeschlossen ist und sich

so (ohne Zusatzheizung) ein flaches Temperaturprofil einstellen kann. Da auch der Teil-

chentransport kurzgeschlossen ist, wird auch das Dichteprofil innerhalb der Insel flach
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und es ergibt sich dann ein flaches Emissivitätsprofil. Das Ergebnis der Simulation für die

L-Kamera zeigt Abbildung 6.3. Wie sich zeigt, hat sowohl das Amplituden- als auch das

Emissivität in der Mittelebene [W sr−1m−3]
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Gleichgewicht aus Entladung #27152, t = 2.0400 s.    fm = 11.611 kHz

(a) Oben: Emissivität in der Mittelebene (in der Phasen-
lage Φ = 0◦). Mitte/Unten: Amplituden- und Phasenpro-
file aus der FFT-Analyse der simulierten SXR-Signale.
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(b) Konturplot der Emissivität
in der poloidalen Schnittebene
(Phasenlage Φ = 0◦).

Abbildung 6.3: Resistiver Kink mit flachem Emissivitätsprofil innerhalb der magnetischen
Insel.

Phasenprofil qualitativ den gleichen Verlauf wie für den idealen Kink. Die Absolutwerte

der Amplitude unterscheiden sich zwar, ohne genaue Kenntnisse über die Modenstruktur

(ξ etc.) lässt sich aber daraus nichts ableiten. Einen resistiven Kink mit flacher Insel, der

unserem Modell entspricht, kann man also mit der SXR-Diagnostik mit dieser Methode

nicht von einem idealen Kink unterscheiden.

An dieser Tatsache ändert sich auch nichts, wenn man die Inselbreite vergrößert. Abbil-

dung 6.4 illustriert diese Tatsache: Hier wurde die Inselbreite W = ξ
2

in mehreren Schritten

variiert. Die Absolutwerte der FFT-Amplitude ändern sich zwar, am qualitativen Verlauf

des Amplitudenprofils ändert sich aber nichts - sogar für den Fall, dass die Insel bereits

breiter ist als das alte Plasmazentrum (W = 0.6). Gleiches gilt in strengerem Maße für

den Phasenverlauf: Dieser ändert sich bei den betrachteten Parametern gar nicht.
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Emissivität in der Mittelebene [W sr−1m−3]
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Gleichgewicht aus Entladung #27152, t = 2.0400 s.    fm = 11.611 kHz

Abbildung 6.4: Simulierte Amplituden- und Phasenprofile unter Variation der Inselbreite
W = [0.01, 0.1, 0.3, 0.5, 0.6]

Dunkle Insel (α < 0)

Als nächstes wollen wir den Fall α < 0 betrachten. Dies bedeutet, dass die Emissi-

vität innerhalb der Insel geringer ist als auf der Inselseperatrix, weswegen wir diesen

Fall als dunkle Insel bezeichnen. Abbildung 6.5 zeigt auf der rechten Seite den Kon-

turplot der Emissivität in der (R, z)-Ebene für α = −0.22 Wm−3sr−1. Auf der linken

Seite sind die daraus resultierenden SXR-Profile für insgesamt drei Werte von α gezeigt:

α = [−0.066,−0.22,−0.396] Wm−3sr−1. Wie man deutlich erkennt, ergibt sich wieder nur

ein Amplitudenminimum, verbunden mit einem Phasensprung. Das Phasenprofil hat wie-

der die gleiche Form wie bei der flachen Insel und beim idealen Kink - durch Betrachtung

des Phasenprofils ist eine dunkle Insel also von ersteren nicht zu unterscheiden.

Im Amplitudenspektrum zeigen sich jedoch leichte Unterschiede: Zunächst erhöht sich

die Amplitude global, je dunkler das Innere der Insel ist. Dies lässt sich leicht verstehen,

weil sich dadurch die poloidale Variation der Emissivität erhöht. Zusätzlich werden die

Amplitudenpeaks dabei immer asymmetrischer und die Position des Amplitudenmaxi-

mums wandert mit zunehmender Dunkelheit der Insel weiter nach außen. Die Position

des Maximums relativ zur Breite des Peaks ließe sich also prinzipiell dazu verwenden, den

Grad der Dunkelheit und damit den Emissivitätsverlauf innerhalb der Insel zu messen.
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Emissivität in der Mittelebene [W sr−1m−3]
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Gleichgewicht aus Entladung #27152, t = 2.0400 s.    fm = 11.611 kHz

(a) Oben: Emissivität in der Mittelebene. Mitte/Unten:
Amplituden- und Phasenprofile aus der FFT-Analyse der
simulierten SXR-Signale.
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(b) Konturplot der im lin-
ken Bild blau gekennzeichne-
ten Emissivität in der poloidalen
Schnittebene. (Φ = 0◦)

Abbildung 6.5: Resistiver Kink mit dunkler Insel.

Es ist allerdings fraglich, ob die Ortsauflösung der SXR-Diagnostik ausreichend ist, um

hier auch bei kleineren Inseln sinnvolle Messungen durchführen zu können.
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Helle Insel (α > 0)

Emissivität in der Mittelebene [W sr−1m−3]
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Gleichgewicht aus Entladung #27152, t = 2.0400 s.    fm = 11.611 kHz

(a) Oben: Emissivität in der Mittelebene. Mitte/Unten:
Amplituden- und Phasenprofile aus der FFT-Analyse der
simulierten SXR-Signale.
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(b) Konturplot der im lin-
ken Bild blau gekennzeichne-
ten Emissivität in der poloidalen
Schnittebene. (Φ = 0◦)

Abbildung 6.6: Resistiver Kink mit heller Insel.

Als letzten Fall wollen wir eine helle Insel betrachten (α > 0). Helle Inseln können zum

Beispiel dann auftreten, wenn die Insel geheizt wird, beispielsweise durch lokale Elektron-

zyklotronresonanzheizung (ECRH) in der Umgebung der Insel. Dadurch erhöht sich die

Intensität der Bremsstrahlung, die proportional zur Temperatur ist. Eine andere Möglich-

keit ist auch die Akkumulation von schweren Verunreinigungen in der Insel - die wegen

der Linienstrahlung eine hohe Strahlungsintensität haben. Um den Effekt einer hellen

Insel auf die SXR-Signale zu untersuchen, wurden wieder drei Werte für α angesetzt:

α = [0.06, 0.28, 0.55] Wm−3sr−1. Abbildung 6.6 stellt die Ergebnisse der Berechnung dar.

Hier zeigt sich nun ein deutlicher Unterschied zu den vorangegangenen Ergebnissen: So-

wohl für α = 0.55 Wm−3sr−1 (hier ist der O-Punkt der Insel in etwa genauso hell wie

das Plasmazentrum) als auch für α = 0.28 Wm−3sr−1 ergibt sich ein zusätzlicher Pha-

sensprung auf jeder Seite. Entsprechend zeigt auch das Amplitudenprofil nun zwei Peaks

auf jeder Seite - das zusätzliche Minimum befindet sich an der gleichen Stelle wie der

Phasensprung. Die Position des Phasensprungs wandert dabei mit zunehmenden α nach

innen.
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Lediglich im Fall α = 0.06 Wm−3sr−1 ist die Insel nicht hell genug, um einen zusätzli-

chen Phasensprung zu erzeugen.

Zusammenfassend lässt sich also feststellen: Eine ausreichend helle Insel zeigt sich in

den Soft-X-Ray-Signalen durch einen zusätzlichen Phasensprung gekoppelt mit einem

Amplitudenminimum. Damit ist ein resistiver Kink mit heller Insel unterscheidbar von

einem idealen Kink. Ein resistiver Kink mit flacher Insel ergibt hingegen in der FFT-

Analyse der Grundfrequenz den gleichen Amplituden- und Phasenverlauf wie ein idealer

Kink - und ist damit von diesem nicht zu unterscheiden, unabhängig von der Größe der

Insel. Ein möglicher Ausweg aus diesem Dilemma ist jedoch die Untersuchung der höheren

Harmonischen aus der FFT-Analyse, welche wir im folgenden Kapitel betrachten wollen.

6.1.3 Höhere Harmonische der FFT-Analyse

Bis jetzt haben wir Amplituden- und Phasenprofile der Grundschwingung aus der FFT-

Analyse betrachtet. Hierbei hat sich ergeben, dass idealer und resistiver Kink (mit flacher

Insel) nicht zu unterscheiden sind. Wir wollen nun deshalb auch die zweite und dritte

Harmonische aus der FFT-Analyse betrachten, um zu sehen, ob sich hieraus eine Unter-

scheidungsmöglichkeit ergibt.

Abbildung 6.7 zeigt die gleichen Berechnungen wie in Abschnitt 6.1.1 und 6.1.2, nur

dass zusätzlich die höheren Harmonischen dargestellt sind. Dabei zeigt sich beim resis-

tiven Kink, dass die zweite Harmonische die typische Signalstruktur einer m = 2-Mode

hat: Zwei Phasensprünge links und rechts des Plasmazentrums, und ein Amplitudenma-

ximum im Zentrum. Analog dazu zeigt die dritte Harmonische drei Phasensprünge mit

entsprechenden Amplitudenminima, was dem zu erwartenden Signal für eine m = 3-Mode

entspricht.

Beim idealen Kink lässt sich bei der zweiten Harmonischen anhand des Phasenverlaufs

ebenfalls eine m = 2 Struktur erkennen. Im Amplitudenprofil sieht man jedoch kaum

noch etwas von den höheren Harmonischen. Damit ergibt sich hier ein Unterschied in

der relativen Stärke der höheren Harmonischen im Verhältnis zur Grundschwingung: Der

resistive Kink zeigt hier einen deutlich höheren Anteil. Im zentralen Kanal L 019 dominiert

dort sogar die zweite Harmonische, das bedeutet dass hier eine Frequenzverdopplung im

Signal auftritt. Das Verhältnis zwischen Grundschwingung und höheren Harmonischen

könnte man also als Messgröße benutzen, um zwischen idealem und resistivem Kink zu

unterscheiden.



6.1 Vergleich zwischen idealem und resistivem Kink 65

Emissivität ε0(ρmod) [W sr−1m−3]

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
ρmod

0.0
0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2
Emissivität ε0(ρmod) [W sr−1m−3]

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
ρmod

0.0
0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2
Verschiebungsprofil ξ(ρ)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
ρpol

0.00

0.05

0.10

0.15

FFT−Analyse bei f = fm

       
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

A
m

pl
itu

de
 [W

 m
−

2 ]

   
L_

01
3

         
L_

01
4

         
L_

01
5

  
  

  
   

L_
01

6
  

  
     

L_
01

7
    

  
   

L_
01

8
  

  
  

   
L_

01
9

  
  

  
   

L_
02

0
  

  
     

L_
02

1
      

   
L_

02
2

  
  

  
   

L_
02

3
  

       
L_

02
4

         
L_

02
5

1. Harmonische
2. Harmonische
3. Harmonische

−0.6 −0.4 −0.2 0.0 0.2 0.4 0.6
ρpol

0

 

π

 

2π

 

P
ha

se

   L
_0

15
     L

_0
16

     L
_0

17
     L

_0
18

   
  L

_0
19

     L
_0

20
     L

_0
21

     L
_0

22
     L

_0
23

     L
_0

24

Gleichgewicht aus Entladung #27152, t = 2.0400 s.    fm = 11.611 kHz

Emissivität in der Mittelebene [W sr−1m−3]

−0.6 −0.4 −0.2 0.0 0.2 0.4 0.6
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

 

Emissivität in der Mittelebene [W sr−1m−3]

−0.6 −0.4 −0.2 0.0 0.2 0.4 0.6
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

 

III III II

FFT−Analyse bei f = fm

       
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

A
m

pl
itu

de
 [W

 m
−

2 ]

   
L_

01
3

         
L_

01
4

         
L_

01
5

  
  

  
   

L_
01

6
  

  
     

L_
01

7
    

  
   

L_
01

8
  

  
  

   
L_

01
9

  
  

  
   

L_
02

0
  

       
L_

02
1

    
  

   
L_

02
2

  
  

  
   

L_
02

3
         
L_

02
4

         
L_

02
5

1. Harmonische
2. Harmonische
3. Harmonische

−0.6 −0.4 −0.2 0.0 0.2 0.4 0.6
ρpol

0

 

π

 

2π

 

P
ha

se

   L
_0

15
     L

_0
16

     L
_0

17
     L

_0
18

   
  L

_0
19

     L
_0

20
     L

_0
21

     L
_0

22
     L

_0
23

     L
_0

24

Gleichgewicht aus Entladung #27152, t = 2.0400 s.    fm = 11.611 kHz

Abbildung 6.7: Höhere Harmonische der FFT-Analyse im Vergleich. Oben: Idealer Kink.
Unten: Resistiver Kink mit flachem Emissivitätsprofil innerhalb der Insel.
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6.2 Simulation der ECE-Diagnostik

Der in dieser Arbeit vorgestellte Code lässt sich auch leicht auf andere Diagnostiken

erweitern. Dies soll in diesem Abschnitt anhand der ECE-Diagnostik [41] demonstriert

werden, um zu untersuchen, ob sich hier ein zusätzlicher Phasensprung ergibt, mit dem

sich eine magnetische Insel nachweisen liese.

Die ECE-Diagnostik misst die Elektronzyklotronstrahlung aus dem Plasma entlang

einer Sichtlinie. Die Frequenz dieser Strahlung ist durch

ωECE =
eB

me

(6.4)

gegeben. Da sie vom Betrag des Magnetfeldes B abhängt, welches entlang des Sicht-

strahles variiert, lässt sich durch seperate Messung bei verschiedenen Frequenzen eine

stark lokalisierte, beinahe punktförmige Messung der Elektronzyklotronstrahlung (ECE1)

durchführen. Letztere entspricht in der zweiten Harmonischen einer Schwarzkörperstrahlung,

aus deren Intensität man dann mittels des Planckschen Strahlungsgesetzes die Elektro-

nentemperatur Te bestimmen kann. Für typische Fusionsplasmen gilt dabei die Näherung

durch das Rayleigh-Jeans-Gesetz, womit sich ein besonders einfacher Zusammenhang zwi-

schen gemessener Intensität I und der gesuchten Größe Te ergibt:

I =
ω2

ECE

4π2c3
Te (6.5)

Vereinfacht gesagt, kann man die ECE-Diagnostik also als punktförmige Messung der

Temperatur Te betrachten und modellieren. Die genaue Position der Messpunkte ist da-

bei natürlich vom Magnetfeld abhängig. Abbildung 6.8a zeigt die Messpunkte für die

Entladung #26299 zum Zeitpunkt t = 2.15 s.

Wir wollen nun die blau gekennzeichneten Messpunkte simulieren und untersuchen, ob

sich bei der ECE ein zusätzlicher Phasensprung bei der Insel des resistiven Kinks er-

gibt. Dazu benutzen wir wieder das Porcellimodell für den resistiven Kink und wählen als

Parameter ξ = 0.1 und ρ2 = 0.4. Anstelle der SXR-Emissivität muss nun die Elektronen-

temperatur Te verwendet werden. Da die Temperatur auf den Flussflächen konstant ist,

lässt sie sich wieder als Funktion von ρmod modellieren.

Für diese Entladung liegen experimentelle Daten für Te(ρ) aus der IDA-Diagnostik vor,

die zur Modellierung verwendet werden können, jedoch für den resistiven Kink angepasst

werden müssen. Dazu wird das Profil wieder im Zentrum gestaucht (analog zu Gleichung

6.3). Für den Temperaturverlauf innerhalb der Insel wählen wir drei verschiedene Insel-

faktoren α = [−500, 0, 500] eV, die einer kalten, flachen und heißen Insel entsprechen. Den

Konturplot der so modellierten Elektronentemperatur zeigt Abbildung 6.8b für den Fall

α = 500 eV.

1electron cyclotron emission
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Abbildung 6.8: (a) Position aller Messpunkte der ECE-Diagnostik an ASDEX Upgrade
für Entladung #26299 zum Zeitpunkt t = 2.15 s. (b) Konturplot der simulierten Elektro-
nentemperatur Te für einen resistiven Kink mit ξ = 0.1 und ρ2 = 0.4. Die weißen Quadrate
stellen die betrachteten Messpunkte der ECE-Diagnostik dar. Die weiß gestrichelte Linie
entspricht der ρ-Fläche, bei der der Phasensprung in der FFT-Analyse (vgl. Abb. 6.9) ge-
funden wurde.

Daraus lassen sich nun die ECE-Signale, also die Temperatur an den in Abb. 6.8a

blau gekennzeichneten Punkten, als Funktion der Zeit berechnen und wieder Fourier-

analysieren. Abbildung 6.9 zeigt das Ergebnis dieser Berechnung. Wie man deutlich er-

kennen kann, ergibt sich auch hier wieder nur ein Phasensprung für den Fall der heißen

Insel, also wenn die Messgröße innerhalb der Insel ein lokales Maximum hat. Dies hängt

eng zusammen mit der Eigenschaft des Porcelli-Modells, dass das Plasma außerhalb von

ρ2 völlig ungestört ist, weil sich die Insel nach außen hin nicht
”
ausbeult“. Wäre dies

(in einem hinreichend großem Ausmaß) der Fall, so würde sich auch bei einem flachen

Temperaturprofil in der Insel ein Phasensprung ergeben: Die Ausbeulung der Insel nach

außen würde dort eine lokale Temperaturerhöhung erzeugen, da das kältere Randplasma

von der Insel nach außen gedrückt wird, während die Ausbeulung nach innen eine Tempe-



68 6 Untersuchung konstanter Emissivitäten auf Flussflächen
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Abbildung 6.9: Oben: Die Te (Eingangsparameter für die Simulation) in der Mittelebene.
Unten: FFT-Amplitude und -Phase der simulierten ECE-Signale für die in Abb. 6.8a blau
gekennzeichneten Messpunkte.

raturabsenkung darstellt, weil ja die Insel dort das zentrale, heißere Plasma verdrängt. Die

Trennlinie zwischen den beiden Bereichen wäre hierbei durch den (rotierenden) X-Punkt

der Insel gegeben. Entsprechend wären die Messpunkte, die sich radial weiter außen als

der X-Punkt befinden, gegenphasig zu den Messpunkten innerhalb davon.

Mit dem Porcelli-Modell lässt sich eine solche Situation nicht simulieren, weil die Ver-

schiebung ξ im Zentrum (Bereich I) konstant definiert ist und außerhalb (Bereich II) ver-

schwindet. Für den resistiven (1,1)-Kink ist dies eine relativ gute Annahme. Bei anderen

Inseln, wie sie beispielsweise in (3,2) oder (2,1) neoklassischen Tearingmoden auftreten, ist

dies jedoch nicht der Fall. Dort wird das Plasma durch die Insel auch nach außen hin deut-

lich ausgebeult, und man benötigt entsprechend andere Ansätze zu deren Modellierung

[42].



7 Untersuchung rotationsbedingter
Strahlungsasymmetrien

7.1 Modellierung der Wolframemissivität

In Kapitel 5.2 haben wir betrachtet, wie sich die Wolframdichte nW durch die Zentrifugal-

kraft innerhalb einer Mode umverteilt. Die vom Wolfram ausgesandte Röntgenstrahlung

setzt sich aus Brems-, Rekombinations- und Linienstrahlung zusammen, wobei alle drei

Beiträge proportional zu nW sind. Daher muss sich die Wolframemissivität εW genauso

umverteilen, wie wir es für nW in Formel 5.2 gefunden haben:

εW(ρmod, R) = 〈εW〉 (ρmod) ·
exp

[(
1− ZWmi

2mW

)
mWω2

rot(R
2−R2

0)

2Te

]
〈exp [. . . ]〉

(7.1)

Die Wolframemissivität stellt sich also als Funktion von ρmod und R dar.

Die gesamte SXR-Emissivität setzt sich dann aus zwei Bestandteilen zusammen: Einem

Anteil ε0(ρmod), der konstant auf den Flussflächen ist und damit die Emissivität der Elek-

tronen und leichten Ionen beschreibt, für die die Zentrifugalkraft vernachlässigbar klein

ist, und dem Anteil εW(ρmod, R), der durch die Wolframionen entsteht und damit durch

die Zentrifugalkraft beinflusst ist. Insgesamt erhält man also:

ε(ρmod, R) = ε0(ρmod) + εW(ρmod, R) (7.2)

7.2 Einfluss der Rotationsstärke auf die SXR-Signale

Im folgenden Abschnitt wollen wir nun die Wolframemissivität in einer Mode modellieren.

Dabei ist zunächst interessant, wie sich die Umverteilung der Strahlung durch die Rotation

auf die SXR-Signale auswirkt. Diese Frage soll an einem Standardszenario geklärt werden:

Einem idealen Kink mit zugespitzem Emissivitätsprofil. Der Einfluss der Rotation wird

dann ermittelt, indem die Rotationsfrequenz in vier Schritten frot = [0, 6, 10, 12] kHz

variiert wird. Um den maximalen Effekt zu sehen setzen wir für dieses Beispiel an, dass die

Emissivität zu 100% vom Wolfram stammt, d.h. ε0(ρmod) = 0. Für die Wolframemissivität

〈εW〉 und die Temperatur Te wird als Profil jeweils ein Gaußpeak gewählt. Die genauen

Parameter sowie das angesetzte Verschiebungsprofil für den idealen Kink zeigt Abbildung

7.1. Die Halbwertsbreite der Wolframemissivität ist so gewählt, dass sich der Großteil der

Emissivität innerhalb des Kinks (also der q = 1-Fläche) befindet.
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Abbildung 7.1: Eingangsprofile für die Simulation. Das Verschiebungsprofil wurde nach
Gleichung 3.11 mit den Parametern [ξc, ρ1, ρ2] = [0.12, 0.26, 0.5] modelliert. Die Wolf-
ramemissivität ist ein Gaußprofil 〈εW〉 nach Gl. 6.2 mit den Parametern εc = 1 Wm−3sr−1

und b = 0.25. Für das Temperaturprofil Te wurde ein Gaußprofil mit b = 0.6 angesetzt, wo-
bei die Temperatur im Plasmazentrum auf 2 keV und auf der Separatrix auf 200 eV gesetzt
wurde.
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(a) Φ = 0◦
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Abbildung 7.2: Konturplot der Emissivität in der poloidalen Schnittebene für zwei ver-
schiede Rotationsfrequenzen. Obere Reihe: frot = 6 kHz. Untere Reihe: frot = 12 kHz. Ge-
zeigt sind jeweils drei Phasenlagen Φ. Als Vergleich sind die (verschobenen) Flussflächen der
Kinkmode in weiß eingezeichnet.
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Betrachten wir zuerst, wie dieses Emissivitätsmodell in der poloidalen Schnittebene

aussieht. Abbildung 7.2 zeigt dazu einen Konturplot für schwache (frot = 6 kHz) und

starke (frot = 12 kHz) Rotation in drei verschiedenen Phasenlagen. Bei frot = 12 kHz

erkennt man deutlich die Effekte der Rotation. In der Phasenlage Φ = 180◦, in welcher

der Kink auf der Hochfeldseite liegt, befindet sich insgesamt viel weniger Emissivität als

in der Phasenlage Φ = 0◦. Das Wolfram hat sich also entsprechend des Modellansatzes

in toroidaler Richtung umverteilt - in Richtung der Phasenlage, die am weitesten auf

der NFS liegt. Zusätzlich sieht man den Rotationseffekt aber auch in jeder Phase für

sich genommen: Dazu wurden zum Vergleich die magnetischen Flächen des Kinks in weiß

eingezeichnet. Man erkennt deutlich, dass das Strahlungsmaximum nicht mehr auf der

verschobenen magnetischen Achse liegt, sondern gegenüber dieser nach rechts verschoben

ist.

Bei frot = 6 kHz sind diese beiden Effekte auch zu beobachten, sind aber jeweils we-

sentlich schwächer ausgeprägt (man beachte auch die unterschiedliche Skalierung). Dies

ist nicht weiter verwunderlich, da die Rotationskreisfrequenz ωrot quadratisch in Formel

7.1 eingeht.

Als Nächstes wollen wir nun die daraus resultierenden Soft-X-Ray Signale für die I-

Kamera untersuchen. Abbildung 7.3 zeigt die Ergebnisse der Berechnung für die vier

Rotationsfrequenzen frot = [0, 6, 10, 12] kHz. Hier sind zunächst die zeitlich gemittelten

SXR-Signale, dann die Amplitude und die Phase der FFT-Analyse dargestellt. Dabei kann

man folgende Beobachtungen machen:

• Die zeitgemittelten Signale ändern sich kaum. Das liegt in erster Linie daran, dass

die I-Kamera in etwa auf Höhe der Mittelebene auf der NFS positioniert ist und des-

halb aufgrund der Linienintegration die Verschiebungen in radialer Richtung nicht

auflösen kann.

• Die Amplitude hingegen steigt im zentralen Bereich deutlich mit zunehmender Fre-

quenz. Dadurch gibt es bei starker Rotation kein klares Minimum mehr. Dies erklärt

sich durch die toroidale Umverteilung des Wolframs, denn dadurch sieht auch ein

Sichtstrahl durchs Zentrum eine permanente Oszillation der Emissivität (vgl. Abbil-

dung 7.2). Die Anhebung des Amplitudenminimums ist also ein Maß für die Stärke

der toroidalen Umverteilung und die I-Kamera ist aufgrund ihrer Position in der

Mittelebene ideal dafür geeignet, dieses Phänomen aufzulösen.

• Den entscheidensten Effekt gibt es aber im Phasenverlauf: Mit zunehmender Rota-

tion ändert der Phasensprung seine Richtung und wird generell ausgeschmiert. Das

ist insbesondere deshalb interessant, weil sich der Verlauf eines Phasensprungs unter

den meisten Parametervariationen kaum verändert. Dies wurde in [5] bereits gezeigt

- und auch in dieser Arbeit haben wir beim Vergleich von idealem und resistivem

Kink festgestellt, dass sich der quantitative Phasenverlauf ohne die Berücksichtung

von Strahlungsasymmetrien nicht verändert hat.
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Abbildung 7.3: Simulierte SXR-Signale der I-Kamera für vier verschiedene Rotations-
frequenzen frot = [0, 6, 10, 12] kHz. Oben: Zeitlicher Mittelwert der Signale. Mitte/unten:
Amplituden- und Phasenprofil der FFT-Analyse. Der Phasenverlauf ist 2π-periodisch ein-
gezeichnet (mod 2π).

Nun soll eine Kamera betrachtet werden, die in vertikaler Richtung auf das Plasmazen-

trum blickt. Wir wählen dafür die G-Kamera (vgl. Anhang) deren berechnete Signale in

Abbildung 7.4 dargestellt sind.

• In den zeitgemittelten Signalen zeigt sich hier nun ein deutlicher Effekt: Entspre-

chend der Erwartung wird es mit zunehmender Rotationsfrequenz immer asymme-

trischer.

• Ein ähnlicher Effekt zeigt sich auch im Amplitudenprofil. Im Gegensatz zur I-

Kamera wächst hier die Amplitude nicht global, sondern nur auf der Niederfeldseite.

Die Amplitude auf der Hochfeldseite sinkt dagegen mit zunehmender Rotation, was

der poloidalen Umverteilung des Wolframs entspricht. Die Anhebung des zentralen

Minimums lässt sich dageben bei der G-Kamera fast gar nicht beobachten.
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Abbildung 7.4: Simulierte SXR-Signale der G-Kamera für vier verschiedene Rotations-
frequenzen frot = [0, 6, 10, 12] kHz. Oben: Zeitlicher Mittelwert der Signale. Mitte/unten:
Amplituden- und Phasenprofil der FFT-Analyse. Der Phasenverlauf ist 2π-periodisch ein-
gezeichnet (mod 2π).

• Der Phasensprung zeigt dabei wieder ein ähliches Verhalten wie bei der I-Kamera:

Die Richtung des Phasensprungs kehrt sich mit zunehmender Rotation um, und

der Phasensprung wird insgesamt wieder etwas ausgeschmiert. Die Auswirkung der

Rotationsstärke auf den Phasenverlauf ist aber insgesamt schwächer als bei der I-

Kamera.
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7.3 Vergleich mit experimentellen Daten

Im Folgenden wollen wir nun einen Vergleich zwischen den hier vorgestellten Simulatio-

nen und den experimentellen Daten aus ASDEX Upgrade durchführen. Verglichen wer-

den sollen zum einen die zeitgemittelten Signale der weichen Röntgenstrahlung, sowie

Amplituden- und Phasenverlauf der FFT-Analyse der Signale. Zusätzlich wollen wir nun

aber auch die Tomographie vergleichen, die in Abschnitt 4.4.2 bereits eingeführt wurde.

Sie lässt sich sowohl aus den experimentellen Daten als auch aus den virtuell berechneten

Signalen auf die gleiche Weise erstellen.

Wir wollen nun Entladung #26299 im Zeitintervall t = [3.648, 3.649]s betrachten. Hier

tritt eine klare (1, 1)-Mode mit der Frequenz 10.23 kHz auf - außerdem ist in diesem

Zeitintervall das Emissivitätsprofil stark hohl. Da hingegen die gemessenen Profile der

Elektronentemperatur (siehe Abb. 7.6) und -dichte nicht hohl sondern zugespitzt sind,

kann das hohle Strahlungsprofil nicht durch Elektronenbremsstrahlung erklärt werden. Es

muss also durch Wolfram verursacht werden, das sich in einem Bereich um die resonante

Fläche ansammelt.

Die Ursachen für das Auftreten solcher hohlen Wolframdichteprofile sind noch nicht

komplett verstanden [40, 33]. Ein möglicher Erklärungsansatz ist die Akkumulation von

stark strahlendem Wolfram innerhalb einer magnetischen Insel. Gerade deswegen ist hier

die Frage interessant, ob es sich um eine resistive oder ideale (1,1)-Mode handelt.

(a) Φ ≈ 0◦ (b) Φ ≈ 90◦ (c) Φ ≈ 180◦

Abbildung 7.5: Tomographie der experimentellen Soft-X-Ray-Daten aus Entladung
#26299 zum Zeitpunkt t = 3.648 s in drei verschiedenen Phasenlagen Φ.

Abbildung 7.5 zeigt die Tomographie, die aus den experimentellen Daten aller verfüg-

barer Soft-X-Ray Sichtstrahlen gewonnen wurde, in drei Phasenlagen. Man erkennt die

Struktur des (1, 1)-Kinks und das hohle Strahlungsprofil: Das Zentrum des Plasmas, das

durch den Kink rotiert, ist als dunkler Kreis zu sehen - während sich das Strahlungsma-

ximum weiter außen befindet.

In Phasenlage (c) hat die Strahlungsverteilung ihr globales Maximum und zeigt die

Form eines Halbmondes, welche stark an die Form einer hellen magnetischen Insel erinnert,
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deren O-Punkt auf der Niederfeldseite liegt. In der gegenüberliegenden Phasenlage (a)

wäre im Fall einer Insel dann der X-Punkt auf der NFS. Tatsächlich findet sich dort ein

Strahlungsminimum (bzw. ein Sattelpunkt). Eine Halbmondform einer Insel, die in Phase

(a) auf der HFS liegen sollte, ist hingegen nicht zu erkennen. Dies könnte dann durch die

toroidale Umverteilung von Wolfram in Richtung der Phasenlage, in der die Insel auf der

NFS liegt, erklärt werden.

Um zu prüfen, ob es sich bei dieser Mode tatsächlich um einen resistiven Kink handelt,

sollen die experimentellen Ergebnisse mit der Simulation verglichen werden. Dazu wollen

wir mit der Simulation versuchen, die SXR-Signale und die Tomographie zu reproduzieren

– zunächst als resistiver, danach als idealer Kink.

7.3.1 Resistiver Kink
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Abbildung 7.6: Eingangsparameter für die Simulation mit dem resistiven Kink (ξ = 0.09,
ρ2 = 0.35). Die Moden- und Rotationsfrequenz beträgt fm = 10.23 kHz bzw. frot = 8 kHz.
Te und fm wurden aus experimentellen Daten gewonnen, die restlichen Parameter durch
Anpassung an die experimentellen Daten (siehe Text). Die Profile sind als Funktion von
ρmod gezeigt (vgl. Definition 3.18 und Abbildung 3.6). Bereich III stellt das Innere der Insel
dar, wobei ρmod = 0.26 die Inselseparatrix und ρmod = 0.35 den O-Punkt repräsentiert. Die
Stetigkeit der Emissivität ist gegeben, da der rechtsseitige Wert (von Bereich II kommend)
bei ρmod = 0.35 gleich dem Wert bei ρmod = 0.26 ist.

Abbildung 7.6 zeigt die Eingangsparameter für die Simulation. Die Elektronentempe-

ratur wurde aus experimentellen Daten gewonnen und für die Modellierung des resistiven

Kinks angepasst. Dazu wurde analog zu Gleichung 6.3 das Profil im Zentrum gestaucht

und innerhalb der Insel ein flaches Temperaturprofil gewählt (α = 0), was man aufgrund

des thermischen Kurzschlusses der Insel erwarten kann. Das sich daraus berechnende

Profil des mittleren Wolframladungszustandes 〈ZW〉 ist ebenfalls eingezeichnet. Die Mo-

denfrequenz ergibt sich aus den experimentellen Daten zu fm = 10.23 kHz. Alle weite-

ren Parameter für die Modenstruktur (ξ, ρ2), die Emissivitätsprofile (ε0, 〈εW 〉) sowie die

Plasmarotationsfrequenz frot wurden nun manuell nach Augenmaß angepasst, und zwar

derart, dass sie die experimentellen Daten der I-Kamera bestmöglichst reproduzieren. Die

I-Kamera wurde deshalb für den Fit gewählt, weil hier der Phasenverlauf am stärksten

durch die Rotation beinflusst wird, wie im vorherigen Abschnitt gezeigt.
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Für die Wolframstrahlung wurde ein starkes Maximum innerhalb der Insel (Bereich

III) gewählt, das jedoch nach außen (in Bereich II) flach abfällt. Auf der magnetischen

Achse wurde die Wolframstrahlung auf 0 gesetzt. Die Elektronenbremsstrahlung e0 wurde

entsprechend den vorherigen Überlegungen sehr klein modelliert. Innerhalb der Insel ergibt

sich etwa ein Verhältnis von ca. 150 : 1000 zur Wolframstrahlung. Die genauen Parameter

sind jeweils Abbildung 7.6 zu entnehmen. Die Plasmarotationsfrequenz wurde als frot =

8 kHz angesetzt - und damit ca. 2 kHz kleiner als die Modenfrequenz.
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Entladung #26299,   t = [3.6480; 3.6485]s,    fm = 10.230 kHz,     frot = 8.000 kHz

Abbildung 7.7: Vergleich zwischen experimentellen und simulierten Profilen, die mit dem
Modell für den resistiven Kink berechnet wurden. Zum Vergleich sind gestrichelt auch die
Signale eingezeichnet, die sich ohne Berücksichtigung der Rotationseffekte ergeben würden
(frot = 0 kHz).

Abbildung 7.7 zeigt das Ergebnis des Fits. Die experimentellen Daten sind rot gekenn-

zeichnet, die simulierten Daten schwarz. Man erkennt deutlich eine gute Übereinstimmung

zwischen Experiment und Simulation. Insbesondere der Phasensprung zeigt im zentralen

Bereich eine sehr gute Übereinstimmung. Letztere wäre ohne Berücksichtigung der Rota-

tionseffekte nicht möglich: Zum Vergleich wurde als schwarz gestrichelte Linie auch das

Ergebnis der Simulation mit gleicher Modenfrequenz fm, aber frot = 0 kHz, also ohne

Umverteilung durch Rotationseffekte, eingezeichnet. Hier erkennt man deutlich, dass der
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Phasenverlauf im zentralen Bereich in die falsche Richtung springt. Das Phasenprofil lässt

sich also nur durch die Rotationseffekte erklären. Zusätzlich zeigt sich auch bei der Anhe-

bung des zentralen Amplitudenminimums (Signal I 054) eine gute Übereinstimmung, was

eine Bestätigung für den Ansatz der toroidalen Umverteilung darstellt (vgl. Abschnitt

7.2).

Die I-Kamera kann aufgrund ihrer Position im Bereich der Mittelebene in erster Li-

nie Effekte der toroidalen Wolframverteilung auflösen (wie in Abschnitt 7.2 diskutiert).

Im Folgenden wollen wir nun auch die Signale der anderen Kameras betrachten, die sich

außerhalb der Mittelebene befinden und daher die poloidale Umverteilung gut auflösen

können. Abbildung 7.8 zeigt die experimentellen Daten (rot) und die simulierten Daten

(schwarz) für die J und K Kamera, wobei die simulierten Daten mit den gleichen Eingangs-

parametern berechnet wurden. Obwohl diese nur durch eine Anpassung an die Signale der

I-Kamera gewonnen wurden, zeigt sich auch hier eine sehr gute Übereinstimmung zwi-

schen Simulation und Experiment.

Nun wollen wir untersuchen, ob die im Fit gefundenen Parameter auch zur Tomogra-

phie aus den experimentellen Daten passen. Dazu wollen wir zunächst die Visualisierung

des Emissivitätsmodells durch einen Konturplot betrachten. Sie ist in Abbildung 7.9 in

den gleichen Phasenlagen wie bei der Tomographie dargestellt. In Phase (c) ergibt sich

eine qualitative Übereinstimmung mit dem Tomogramm der experimentellen Daten: Die

Strahlung hat hier wiederum ihr globales Maximum und besitzt die charakteristische

Halbmondform. In Phase (a) ist wieder keine Halbmondform auf der HFS zu erkennen,

was auf die toroidale Umverteilung des Wolframs in die Phasenlage (c), in der die Insel auf

der NFS liegt, zurückzuführen ist. Allerdings ist in Phase (a) kein Strahlungseinschnitt

auf der NFS am Insel-X-Punkt zu erkennen – im Gegensatz zur Tomographie aus den

experimentellen Daten.

Um einen wirklichen Vergleich durchführen zu können, soll jetzt aus den simulierten

Signalen eine Tomographie erstellt werden. Gleichzeitig kann man daraus Informationen

über die Genauigkeit der Tomographie erhalten. Dazu werden die Signale auf einer vor-

gegebenen Zeitbasis für alle Kameras berechnet und im SSX-Datenformat abgespeichert.

Dadurch kann für sie - ganz analog zu den experimentellen Daten - eine Tomographie er-

stellt werden. Abbildung 7.10 zeigt dieses Ergebnis in den gewohnten Phasenlagen. Man

erkennt, dass die Tomographie das hineingesteckte Emissivitätsmodell relativ gut wie-

dergibt. Der deutlichste Unterschied zu den Emissivitätsplots ist in Phase (a) zu sehen.

Hier ist auf der NFS (beim X-Punkt der Insel) ein Strahlungseinschnitt, genau wie in den

experimentellen Daten beobachtet, zu sehen.

Zusammenfassend können wir also feststellen: Die Tomographien aus simulierten Daten

für einen resistiven Kink und echten Daten stimmen sehr gut überein und die Tomographie

gibt die tatsächliche Emissivitätskontur relativ gut wieder.
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Abbildung 7.8: Experimentelle und simulierte Profile für die J und K Kamera unter
Benutzung des Fits für die I-Kamera (d.h. mit den Parametern aus Abbildung 7.6, die
durch den Fit in Abbildung 7.7 gewonnen wurden).
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Abbildung 7.9: Konturplot der simulierten Emissivität mit dem resistiven Kink-Modell in
drei verschiedenen Phasenlagen Φ.

(a) Φ ≈ 0◦ (b) Φ ≈ 90◦ (c) Φ ≈ 180◦

Abbildung 7.10: Tomographie der simulierten SXR-Signale, die mit dem resistiven Kink-
Modell berechnet wurden. Gezeigt sind drei verschiedene Phasenlagen Φ.
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7.3.2 Idealer Kink

Als Nächstes wollen wir nun versuchen, den Fit mit unserem Modell für den idealen

Kink durchzuführen und zu untersuchen, ob eine Übereinstimmung in ähnlicher Qua-

lität gelingen kann. Abbildung 7.11 zeigt wieder die Eingangsprofile der Simulation. Die
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Abbildung 7.11: Eingangsparameter für die Simulation mit dem idealen Kink. Die Moden-
und Rotationsfrequenz beträgt wieder fm = 10.23 kHz bzw. frot = 8 kHz.

Elektronentemperatur wurde analog zum Vorherigen aus den experimentellen Daten ge-

wonnen und kann direkt als Funktion von ρmod verwendet werden. Die Emissivitätsprofile

(e0, 〈eW 〉) und das Verschiebungsprofil ξ(ρ) wurden dann wieder nach Augenmaß gefit-

tet, wobei das Verschiebungsprofil die auch schon zuvor verwandte Parametrisierung hat

(siehe Gleichung 3.11). Modenfrequenz und Plasmarotationsfrequenz erhalten jeweils die

gleichen Werte wie zuvor der resistive Kink (fm = 10.23 kHz, frot = 8 kHz).

Abbildung 7.12 zeigt das Ergebnis des Fits für die Signale der I-Kamera. Wie deutlich

zu erkennen ist, gelang wieder eine gute Übereinstimmung in den zeitgemittelten Signalen.

Sie sind ein deutliches Indiz dafür, dass die gewählten Emissivitätsprofile e0 und 〈eW 〉 gut

getroffen sind. Bei den FFT-Profilen zeigt sich aber eine Diskrepanz: Es tritt auf beiden

Seiten der Simulationsprofile jeweils ein zusätzlicher Phasensprung verbunden mit einem

Amplitudenminimum auf. Insgesamt haben die simulierten Signale drei Phasensprünge

und Amplitudenminima, die FFT-Analyse der experimentellen Daten liefert aber jeweils

nur einen. Unter Beibehaltung der Form der Verschiebungsfunktion nach Gleichung 3.11

war es nicht möglich, den Fit zu verbessern bzw. die überschüssigen Phasensprünge zu

eliminieren. Unser Modell für den idealen Kink ist also - im Gegensatz zum Modell für den

resistiven Kink - nicht gut geeignet, um die experimentellen Daten zu reproduzieren. Dies

ist ein Indiz dafür, dass es sich in diesem Fall wirklich um einen resistiven Kink handelt.

Als nächste Frage stellt sich nun, wie gut die Übereinstimmung mit der Experiment-

Tomographie ist. Dazu wollen wir wieder zunächst die Visualisierung der Emissivität

betrachten. Abbildung 7.13 zeigt den Konturplot in den drei gewohnten Phasenlagen.

Die Ähnlichkeiten zu den Emissivitätsverteilungen für die Modellierung des resistiven

Kinks sind groß: In Phase (c) zeigt sich wieder eine halbmondförmige Struktur, die hier

durch das lokale Maximum der Wolframemissivität und den Rotationseffekt entsteht.

In Phase (a) ist wieder kein Strahlungseinschnitt auf der NFS zu sehen – was für den

idealen Kink auch nicht erwartet werden kann. Vielmehr befindet sich hier sogar das
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Abbildung 7.12: Vergleich zwischen experimentellen und simulierten Profilen, die mit
dem Modell für den idealen Kink berechnet wurden. Zum Vergleich sind gestrichelt auch die
Signale eingezeichnet, die sich ohne Berücksichtigung der Rotationseffekte ergeben würden
(frot = 0 kHz).

globale Emissivitätsmaximum, was leicht verstanden werden kann: Die Strahlung ist in

diesem Bereich stark überhöht, da die Flussflächen hier komprimiert und in Richtung NFS

verschoben sind. Somit ergibt sich hier eine höhere Emissivität als in den anderen beiden

Phasenlagen – gleichzeitig ist diese überhöhte Emissivität aber auf einen sehr kleinen

Bereich beschränkt.

Interessant ist deshalb nun, was die Tomographie aus diesem Emissivitätsmodell macht

und ob sie die feine Struktur in Phase (a) überhaupt auflösen kann. Abbildung 7.14 zeigt

die Tomographie der simulierten Signale, sie wurde genauso wie beim resistiven Kink er-

stellt. Sofort erkennt man, dass diese sich in Phasenlage (a) stark von der tatsächlichen

Emissivität unterscheidet. Anstatt eines Maximums sieht es in der Tomographie wieder

danach aus, als ob die Strahlungsstruktur auf der NFS vom Kink zerschnitten würde.

Damit ist klar, dass die Ortsauflösung zu gering ist, um feine Strukturen wie das stark

lokalisierte Maximum korrekt wiedergeben zu können. Andererseits entsteht so aber wie-



82 7 Untersuchung rotationsbedingter Strahlungsasymmetrien

1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0
R [m]

−0.2

−0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

z 
[m

]

Entladung #26299    t =  3.64799s

1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0
R [m]

−0.2

−0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

z 
[m

]

Entladung #26299    t =  3.64799s

(a) Φ = 0◦

1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0
R [m]

−0.2

−0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4
Entladung #26299    t =  3.64802s

1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0
R [m]

−0.2

−0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4
Entladung #26299    t =  3.64802s

(b) Φ = 90◦

1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0
R [m]

−0.2

−0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4
Entladung #26299    t =  3.64804s

1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0
R [m]

−0.2

−0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4
Entladung #26299    t =  3.64804s

0

500

1000

1500

E
m

is
si

vi
tä

t [
W

 s
r−

1 m
−

3 ]

(c) Φ = 180◦

Abbildung 7.13: Konturplot der simulierten Emissivität mit dem idealen Kink-Modell in
drei verschiedenen Phasenlagen Φ.

(a) Φ ≈ 0◦ (b) Φ ≈ 90◦ (c) Φ ≈ 180◦

Abbildung 7.14: Tomographie der simulierten SXR-Signale, die mit dem idealen Kink-
Modell berechnet wurden. Gezeigt sind drei verschiedene Phasenlagen.

der ein Tomogramm, das sehr gut mit der Tomographie aus den experimentellen Daten

übereinstimmt.

Rein tomographisch betrachtet lässt sich hier, vermutlich aufgrund der wenigen zur

Verfügung stehenden Sichtlinien, keine Unterscheidung zwischen idealem und resistivem

Kink treffen. Wie vorhin gezeigt lässt der Vergleich der Amplituden- und Phasenverläufe

hingegen aufgrund der sehr guten Übereinstimmung mit der Simulation des resistiven

Kinks den Schluss zu, dass der hier beobachtete Kink tatsächlich resistiv ist, was sich

auch mit unabhängigen Beobachtungen mit der ECE-Diagnostik deckt [43].



8 Fazit und Ausblick

Ziel dieser Arbeit war eine Simulation der Soft-X-Ray Diagnostik am Tokamakexperiment

ASDEX Upgrade in der Anwesenheit von (1,1)-Kinkmoden in rotierenden Plasmen, um

ein besseres Verständnis für die Interpretation der Signale zu erhalten. Dazu wurden zwei

separate Modelle für die Beschreibung der magnetischen Struktur des idealen und des

resistiven Kinks implementiert.

Der ideale Kink wird mit einer Verschiebungsströmung beschrieben, durch welche die

Flussflächen aus ihrer Gleichgewichtslage ausgelenkt werden. Der Ansatz für die Strö-

mungsgeschwindigkeit entspricht dabei der linearen Stabilitätstheorie der idealen MHD.

Für den resistiven Kink wurde eine Modellierung des helikalen Flusses Ψ∗ nach [28]

gewählt.

Im nächsten Schritt wurde die Emissivität der weichen Röntgenstrahlen auf diesen

Modenflussflächen modelliert. Die Emissivität bezeichnet dabei den Anteil der weichen

Röntgenstrahlung, der von der Soft-X-Ray Diagnostik gemessen wird. Sie wurde im Rah-

men dieser Arbeit direkt modelliert und auf zwei Anteile aufgeteilt. Der erste Anteil ent-

spricht dabei der Röntgenstrahlung, die durch die leichten Ionen entsteht und konstant

auf den (Moden-)Flussflächen ist. Als zweiter Anteil wurde dann der Beitrag der durch

Wolfram verursachten Röntgenstrahlen betrachtet. Dazu musste die Umverteilung der

schweren Wolframionen durch die Zentrifugalkraft untersucht werden. Im axisymmetri-

schen Gleichgewicht ergibt sich nach [38] eine poloidale Umverteilung, die in dieser Arbeit

so modelliert wurde, dass sich die Gesamtwolframmenge auf einer Flussfläche durch die

Rotation nicht ändert.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde dieses Modell auch auf Plasmamoden übertragen. Dazu

wurden die Moden als zeitlich stationär angenommen, so dass sich das Wolfram innerhalb

der Modenflussflächen frei verteilen kann – d.h. auch in toroidaler Richtung. Auf diese

Weise entsteht eine räumliche Umverteilung der Wolframdichte – und damit auch der

Wolframemissivität.

Anschließend wurde eine virtuelle Simulation der Soft-X-Ray Diagnostik (nach [5]) be-

nutzt, um die SXR-Signale aus den so eingeführten Emissivitätsmodellen zu berechnen.

Damit wurde zuerst ein Vergleich zwischen dem resistiven und idealen Kink unter

den Standardbedingungen eines zugespitzten Strahlungsprofils mit konstanter Emissi-

vität auf den Flussflächen durchgeführt. Hierbei ergab sich, dass die beiden Fälle aus den

FFT-Amplituden- und Phasenprofilen der Signale im Allgemeinen nicht zu unterschei-

den sind. Lediglich im Falle eines zusätzlichen lokalen Strahlungsmaximums innerhalb

der Insel ergab sich ein weiterer Phasensprung im Phasenprofil – und damit eine Unter-

scheidungsmöglichkeit. Allerdings konnte auch ein möglicher Ausweg aufgezeigt werden,

in dem man die höheren Harmonischen der FFT-Analyse betrachtet. Dabei zeigte sich,
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dass diese beim resistiven Kink einen deutlich stärkeren Anteil am Signal haben, als bei

idealen Kinks.

In einem weiteren Schritt wurde demonstriert, wie sich der hier entwickelte Code

auch auf andere Diagnostiken anwenden lässt. Dazu wurde die ECE-Diagnostik, die als

punktförmige Messung der Elektronentemperatur betrachtet werden kann, modelliert. Die

Berechnung der Signal- und FFT-Profile zeigte dabei für den resistiven Kink ein ähnliches

Bild: Ein zusätzlicher Phasensprung – und damit ein Erkennungsmerkmal der Insel – er-

gab sich hier nur für eine heiße Insel, also eine Insel mit einem lokalen Maximum in der

Elektronentemperatur.

Als Nächstes wurden schließlich die Auswirkungen der Strahlungsasymmetrien in Plas-

mamoden auf die SXR-Signale untersucht. Dazu wurde ein zugespitztes Wolframemissi-

vitätsprofil isoliert betrachtet, wobei die Stärke der Rotation und damit auch die Stärke

der Strahlungsasymmetrie variiert wurde. Hierbei ergab sich ein entscheidender Effekt auf

den Phasenverlauf: Mit zunehmender Rotation kehrt sich die Richtung des Phasensprungs

um und wird dabei zusätzlich
”
verschmiert“. Dies ist insbesondere relevant, da sich der

Phasenverlauf als sehr robust gegenüber anderen Parametervariationen gezeigt hat.

Um die Richtigkeit der durchgeführten Modellierungen und deren zugrunde liegenden

Annahmen zu überprüfen, wurde abschließend ein Vergleich mit experimentellen Daten

durchgeführt. Dazu wurde eine Entladung an ASDEX Upgrade betrachtet, in der ei-

ne stark rotierende (1,1)-Mode mit einem dominanten, hohlen Wolframstrahlungsprofil

auftritt. Anschließend wurde versucht, die gemessenen Signale durch Anpassung der Si-

mulationsparameter zu reproduzieren, und zwar sowohl mit dem Modell für den resistiven

als auch für den idealen Kink.

Hierbei ergab sich bei Verwendung des Modells für den resistiven Kink eine sehr gute

Übereinstimmung. Insbesondere der Phasenverlauf konnte gut reproduziert werden – und

dabei gleichzeitig gezeigt werden, dass ohne die Berücksichtigung der Rotationseffekte der

simulierte Phasensprung genau entgegengesetzt zum experimentellen Phasensprung ver-

laufen würde. Bei Verwendung des Modells für den idealen Kink ergab sich hingegen eine

schlechte Übereinstimmung im Amplituden- und Phasenprofil, weil dort in der Simulation

ein zusätzlicher Phasensprung auftritt, der in den experimentellen Daten nicht vorhanden

ist.

Zusätzlich wurde für die simulierten Signale in beiden Fällen eine Tomographie erstellt

und mit der Tomographie der experimentellen Daten verglichen. Hier ergab sich jedoch

in beiden Fällen eine Übereinstimmung – die Ortsauflösung der Tomographie ist hier also

zu schlecht, um beide Fälle unterscheiden zu können. Aus dem Vergleich der Amplituden-

und Phasenprofile, der nur eine gute Übereinstimmung mit dem resistiven Kinkmodell

zeigte, lässt sich jedoch dennoch folgern, dass es sich in diesem Fall tatsächlich um einen

resistiven Kink handelt. Insbesondere konnten durch diese gute Übereinstimmung die

benutzten Annahmen und Modelle verifiziert werden – namentlich auch die toroidale

Umverteilung des Wolframs in den Moden.

Für zukünftige Arbeiten verbleibt eine Vielzahl interessanter Fragestellungen. So könnte

man den vorhandenen Code auf andere Instabilitäten verallgemeinern, wie beispielswei-
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se Tearing- oder Alfénmoden. Ferner kann das in dieser Arbeit vorgestellte Modell zur

Umverteilung der Wolframionen weiter verfeinert werden. Hierbei wäre insbesondere die

Berücksichtigung von Rotationsprofilen relevant, wenn man Plasmamoden untersuchen

möchte, die weniger zentral als die hier betrachteten (1,1)-Moden liegen. Ferner wäre die

Untersuchung der Effekte, die durch eine Differenz der Rotation zwischen Plasma und

Modenstruktur entstehen können, von Bedeutung. Schließlich wäre eine direkte Modellie-

rung der Emissivität aus den relevanten Plasmaparametern, also aus den Temperaturen

und Dichten der Elektronen und der verschiedenen Ionensorten, interessant. Bei stark

strahlenden Verunreinigungen, wie Wolfram, ließen sich daraus direkt Schlüsse auf deren

Dichteverteilungen ziehen. Gleichzeitig wäre so auch eine konsistente Miteinbeziehung an-

derer Diagnostiken möglich. Dies wurde für die ECE-Diagnostik bereits vorbereitet und

könnte beispielsweise auch auf bolometrische Messungen erweitert werden.





Anhang: Sichtlinien der SXR Diagnostik an ASDEX Upgrade
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