Einsteins Ziiricher Notizbuch

Die Entdeckung der Feldgleichungen der Gravitation im J éhre 1912

J. Renn und T. Sauer

Acht Jahre lang, von 1907 bis 1915,
arbeitete Einstein daran, die Spezielle
Relativitiitstheorie auf beschleunigte Be-
zugssysteme zu erweitern und eine rela-
tivistische Theorie der Gravitation zu
entwickeln. Obwohl die Feldgleichungen
der Allgemeinen Relativititstheorie Ein-
stein schlieBlich als weitgehende Verwirk-
lichung seiner bereits friih formulierten
heuristischen Annahmen erschienen, ver-
lief der historische Entwicklungsgang
keineswegs gradlinig. — Wie die Analyse
eines in der Wissenschaftsgeschichte bis-
lang nur in Ausziigen beriicksichtigten
Forschungsmanuskripts Einsteins zeigt,
fithrten ihn dieselben heuristischen An-
nahmen bereits 1912 fast bis zu den
Gleichungen von 1915, verhinderten aber
gleichzeitig deren sinnvolle physikalische
Interpretation. Die Rekonstruktion der in
diesem Manuskript niedergeschriebenen
Uberlegungen Einsteins erlaubt ein
besseres Verstiindnis der Entdeckungsge-
schichte der Allgemeinen Relativitiits-
theorie und insbesondere Einsichten in die
begrifflichen Schwierigkeiten, die Ein-
stein zu iiberwinden hatte.

Prof. Dr. Jiirgen Renn, Dr. Tilman Sauer,
Max-Planck-Institut  fiir Wissenschaftsge-
schichte, Wilhelmstrafe 44, D-10117 Berlin

1. Einleitung

Am 25. November 1915 legte Einstein der
Berliner Akademie der Wissenschaften eine
Note mit dem Titel ,Die Feldgleichungen
der Gravitation“ vor [1], in welcher er die
noch heute giiltigen Gravitationsgleichungen
der Allgemeinen Relativitiitstheorie,
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die spiter sogenannten Einstein-Gleichun-
gen, publizierte. In der hier verwendeten mo-
dernen Notation bezeichnet
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den Ricci-Tensor (I, sind die Christoffel-
schen Symbole zweiter Art), R=RY% dessen
Spur, T,,, den felderzeugenden Energie-Im-
puls-Tensor und k eine Proportionalitétskon-
stante. Der Spurterm in Gl. (1) erweitert den
Ricci-Tensor zum heute sogenannten Ein-
stein-Tensor, dessen kovariante Divergenz
identisch verschwindet und deshalb das Ver-
schwinden der Divergenz des Energie-Im-
puls-Tensors als Integrabilititsbedingung
impliziert. Einstein kommentierte die Gravi-
tationsgleichungen wie folgt:

Damit ist endlich die Relativitdtstheorie als
logisches Gebdude abgeschlossen. Das Re-
lativitdtspostular in  seiner allgemeinsten
Fassung, welches die Raumzeitkoordinaten
zu physikalisch bedeutungslosen Parame-
tern macht, fiihrt mit zwingender Notwendig-
keit zu einer ganz bestimmten Theorie der
Gravitation, welche die Perihelbewegung
des Merkur erkliirt [1, S. 847].

Einsteins Publikation der Feldgieichungen
(1) gilt mit Recht als Geburtsstunde der All-
gemeinen Relativititstheorie. Anders aber
als Einsteins abschlieBende Bemerkung ver-
muten 148t, war er zu diesen Feldgleichun-
gen allerdings keineswegs gradlinig und ,,mit
zwingender Notwendigkeit, sondemn nur

auf langen Umwegen und nach einer jahre-
langen intensiven Arbeit an dem Problem der
Gravitation gekommen [2-7]. Einstein selbst
charakterisierte diesen Proze im Riickblick
folgendermaBen:

Im Lichte bereits erlangter Erkenntnis er-
scheint das gliicklich Erreichte fast wie
selbstverstéindlich, und jeder intelligente
Student erfafit es ohne zu grofle Miihe. Aber
das ahnungsvolle, Jahre wihrende Suchen -
im Dunkeln mit seiner gespannten Sehn-
sucht, seiner Abwechslung von Zuversicht
und Ermattung und seinem endlichen Durch-
brechen zur Wahrheit, das kennt nur, wer es
selber erlebt hat [8, S. 138].

Gliicklicherweise ist nun aber fiir eine histo-
rische Aufkldrung des von Einstein riick-
blickend als dunkel empfundenen Ent-
deckungsprozesses der Bestand an iiberlie-
ferten historischen Dokumenten recht gut.
Die Herausforderung einer- Rekonstruktion
dieser Entdeckungsgeschichte ist. deshalb
bereits friih von Historikern angenommen
worden [2]. Wesentliche Fortschritte im Ver-
standnis wurden vor allem durch die bahn-
brechenden Arbeiten von John Stachel
erzielt [3]. Bei der Rekonstruktion der: Ent-
stehungsgeschichte der Allgemeinen Relati-
vitdtstheorie kommt neben den verdffent-
lichten Schriften und der Korrespondenz
Einsteins dem sogenannten , Ziiricher Notiz-
buch®“ eine entscheidende Bedeutung zu,
dessen Bedeutung schon friih von John Sta-
chel bei der Vorbereitung der Herausgabe
der Einsteinschen Schriften erkannt wurde.
Bereits 1984 hat dann John Norton eine um-
fassende und tiberzeugende Rekonstruktion
der Entdeckungsgeschichte der Allgemeinen
Relativitdtstheorie vorgelegt, in der es ihm
unter anderem gelungen ist, durch die Ent-
schliisselung von entscheidenden Seiten des
Notizbuchs hartnickige Vorurteile der Se-
kundirliteratur zu korrigieren [4]. Auch nach
dieser Pionierleistung blieben allerdings
weite Teile des Notizbuchs unverstanden. Im
Rahmen der vom Berliner Senat geforderten
und von Peter Damerow und Jiirgen Renn
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geleiteten Arbeitsstelle Albert Einstein am
Berliner Max-Planck-Institut fiir Bildungs-
forschung konnte nun in den letzten Jahren
das gesamte Manuskript durch Werner Hein-
rich, Michel Janssen, John Norton und John
Stachel sowie den Autoren umfassend analy-
siert werden. Es hat sich herausgestellt, daf3
es dieses einzigartige Forschungstagebuch
gestattet, Einstein in einer kritischen Phase
seiner Suche nach einer neuen Gravitations-
theorie direkt iiber die Schulter zu blicken.
Zu den iiberraschenden neuen Einsichten
gehort dabei, daBl Einstein bereits 1912 oder
spitestens im Frithjahr 1913 nicht nur, wie
schon seit langem bekannt, die quellenfreien
Feldgleichungen ohne den problematischen
Spurterm, sondern sogar auch die korrekten
vollen Gleichungen in linearisierter Nihe-
rung in Betracht gezogen, dann aber wieder
verworfen hat. Vielleicht noch wichtiger al-
lerdings sind die neuen Einblicke in die Heu-
ristik und Struktur von Theoriebildungspro-
zessen, die dieses Dokument erlaubt und die
die Entdeckung der Allgemeinen Relati-
vitdtstheorie als Ergebnis einer mathema-
tisch-physikalischen Doppelstrategie verste-
hen lassen.

2. Vorlaufer der Einstein-Gleichungen

Unmittelbar vor der Aufstellung der Ein-
stein-Gleichung im November 1915 hatte
Einstein noch verschiedene andere Feldglei-
chungen erwogen. So hatte er am 11. No-
vember nur den reinen Ricci-Tensor selbst
als Differentialoperator der Feldgleichung
vorgeschlagen [9], bevor er dann entdeckte,
daB der Divergenzbedingung fiir 7*¥ durch
Subtraktion des im Einstein-Tensor auftre-
tenden Spurterms automatisch Geniige gelei-
stet werden konnte. Und nur eine Woche
vorher, am 4. November 1915, hatte er als
Differentialoperator sogar nur einen Teil des
Ricci-Tensors angenommen [10], ndmlich
die ersten beiden Terme in Gl. (2), die sich
nur unter gewissen eingeschriinkten, soge-
nannten unimodularen Koordinatentransfor-
mationen wie ein Tensor transformieren. Wir
nennen diesen Ausdruck im folgenden den
,.Novembertensor*.

Die erste der drei im November 1915 publi-
zierten Feldgleichungen ist also nicht einmal
allgemein kovariant. Doch ist allen diesen
Feldgleichungen gemein, da8 sie aus dem
Ricci-Tensor konstruiert sind, und daB Ein-
stein jedesmal glaubte, die endgiiltige Lo-
sung bereits gefunden zu haben, Schon in der
ersten dieser Novemberarbeiten behauptete
er kiihn:

Dem Zauber dieser Theorie wird sich kaum
Jjemand entziehen kénnen, der sie wirklich
erfaft hat; sie bedeutet einen wahren Tri-
umph der durch Gauss, Riemann, Ricci und
Levi-Civiter begriindeten Methode des allge-
meinen Differentialkalkiils {10, S. 779].

Diese Bemerkung hiitte aus spiterer Per-
spektive vielleicht besser in die letzte der
Novemberarbeiten gepalt. Sie wird jedoch
verstindlich, wenn man bedenkt, dal Ein-
stein vor der Hinwendung zum Ricci-Tensor
im November 1915 fiir etwa zweieinhalb
Jahre an Feldgleichungen festgehalten hatte,
die nicht einmal unter Verwendung von ma-
thematisch wohldefinierten Tensoren formu-
liert waren und sich jedenfalls manifest nicht
allgemein kovariant transformieren. Hier
stand auf der linken Seite einer Feldglei-
chung der Form (1) statt des Einstein-Ten-
sors der folgende Ausdruck
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Die Feldgleichungen mit dem aus heutiger
Sicht obskur anmutenden Differentialaus-
druck (3) wurden von Einstein im Friihjahr
1913 zusammen mit seinem Studienfreund,
dem Mathematiker Marcel Grossmann, in
einem ,,.Entwurf einer verallgemeinerten Re-
lativititstheorie und einer Theorie der Gravi-

tation” [11] publiziert und werden deshalb
als ,.Entwurf-Gleichungen bezeichnet.

Ebenfalls schon nach der Publikation des
~Entwurfs® zeigte sich Einstein zuversicht-
lich, daBB er nun ,das Richtige getroffen®
habe, wie er im Juli 1913 an seinen Kollegen
Jakob Laub schreibt. ,Die entsprechende
Verallgemeinerung der Relativitiitstheorie ist
gelungen, heifit es in dem Brief lapidar [12,
S. 538].

Tatséichlich enthilt der ,,Entwurf* von 1913
schon die wesentlichen begrifflichen und
mathematischen Elemente der vollendeten
Allgemeinen Relativitiitstheorie. Hierzu
gehoren vor allem die entscheidende Ein-
sicht, daf ein metrischer Tensor fiir die vier-
dimensionale Raumzeit die Rolle ecines ver-
allgemeinerten Gravitationspotentials spie-
len wiirde. Insbesondere hatte er mit Hilfe
des metrischen Tensors allgemein-kovarian-
te Bewegungsgleichungen fiir den materiel-
len Punkt aufstellen konnen. Weiterhin war
ihm eine allgemein-kovariante Formulierung
des Energie-Impuls-Satzes fiir Materie im
Gravitationsfeld gelungen, die in moderner
Ausdrucksweise durch das Verschwinden
der kovarianten Divergenz des Energie-Im-
puls-Tensors der Materie gegeben ist und bei
Einstein in der fiir symmetrische Tensoren
giiltigen Form

)
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erscheint. Den fiir die Formulierung der spii-
teren Allgemeinen Relativititstheorie néti-
gen Tensorkalkiil hatten sich Einstein und
Grossmann zu diesem Zeitpunkt ebenfalls
bereits in Form des ,,absoluten Differential-
kalkiils* von Ricci und Levi-Civita angeeig-

net, und in der Tat war ihnen — wahrschein-
lich schon 1912 — auch der Nachweis der all-
gemeinen Kovarianz von Gl. (4) mit diesen
mathematischen Mitteln gelungen.

Im Rahmen desselben mathematischen Kal-
kiils bot sich mit dem Riemann-Tensor auch
ein idealer Ausgangspunkt fiir die Suche
nach einer Feldgleichung an. Im ,.Entwurf*
selbst wird bereits der Ricci-Tensor als mog-
licher Kandidat der linken Seite der Feldglei-
chung diskutiert. Aus dem Ziiricher Notiz-
buch geht hervor, daB Einstein und Gross-
mann damals nicht nur den vollen Ricci-Ten-

aBagtpE‘) (3)

sor, sondern auch schon den oben erwihnten
.Novembertensor als linke Seite der Feld-
gleichung erwogen hatten [4]. Wie sich nun
im Rahmen der Arbeit unserer Gruppe an
diesem Manuskript herausgestellt hat, hatte
Einstein dariiberhinaus auch schon die ent-
scheidende Erweiterung des (linearisierten)
Ricci-Tensors um den Spurterm in Betracht
gezogen [16]. Damit ist klar, da sdmtliche
der im November 1915 publizierten Feld-
gleichungen Einstein bereits drei Jahre vor
ihrer Publikation vor Augen gestanden
haben. Zu diesem Zeitpunkt erschien Ein-
stein allerdings der Weg, den wir heute als
den Konigsweg zur aligemeinen Relativitiit
ansehen, als Sackgasse, und er schlug statt-
dessen mit dem ,Entwurf“-Operator (3)
einen Holzweg ein, von dem er erst Jahre
spiter wieder abwich. Vom Standpunkt einer
historischen Rekonstruktion wirft die Publi-
kation des ,,Entwurfs* daher die Frage auf,
was die Feldgleichungen dieser Theorie fiir
Einstein so plausibel machte.

Bereits John Norton konnte mit Hilfe des
Notizbuchs zeigen, dafl die zunéchst in der
Literatur geduBerten Vermutungen [2], z. B.
daf} Einsteins Abkehr vom Ricci-Tensor mit
dem problematischen Begriff des Energie-
Impuls-Tensors der Gravitation oder einfach
mit der Unkenntnis von Koordinatenbedin-
gungen zusammenhing, nicht haltbar sind
[4]. John Stachel hatte in diesem Zusammen-
hang schon friih darauf hingewiesen, daB die
Gravitationstheorie des ,,Entwurfs* an friihe-
re Arbeiten Einsteins zum Problem der Gra-
vitation ankniipfte, die seine Erwartungen an
die Eigenschaften einer neuen Gravitations-
theorie entscheidend gepriigt hatten [3]. So
hatte Einstein im Frithjahr 1912 eine Theorie
statischer Gravitationsfelder entwickelt [13,
14], indem er zunichst die Spezielle Relati-
vititstheorie auf den Spezialfall gradlinig
gleichférmig beschleunigter Bezugssysteme
verallgemeinert und die auftretenden Inerti-
alkriifte im Sinne seiner Aquivalenzhypothe-
se als ein homogenes statisches Gravitations-
feld interpretiert hatte. In dieser Theorie
wurde die Lichtgeschwindigkeit zu einer
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rdumlich variablen Funktion, die zudem in
solcher Weise in die Bewegungsgleichungen
eingeht, daB} sie die Rolle des Gravitations-
potentials spielen konnte. Fiir die entspre-
chende, ¢ bestimmende Potentialgleichung
hatte Einstein eine nichtlineare Verallgemei-
nerung,

cAc—%(gradc)2 = ko, &)
der skalaren, klassischen Poisson-Gleichung
aufgestellt [14]. Hier bezeichnet o die skala-

re, felderzeugende Materiedichte und k eine
Proportionalitiitskonstante.

Uberlegungen aus der kritischen Ubergangs--

phase von dieser frilhen Theorie statischer
Gravitationsfelder zur Theorie des ,.Ent-
wurfs* sind im Ziricher Notizbuch doku-
mentiert. Erst eine umfassende Rekonstrukiti-
on dieser Uberlegungen lieB daher eine fun-
dierte Antwort auf die Frage erwarten,
warum Einstein und Grossmann die korrek-
ten Feldgleichungen der Gravitation bereits
1912 erwogen und dann wieder verworfen
haben.

3. Das ,,Ziiricher Notizbuch**

Nach einem anderthalbjihrigen Aufenthalt
in Prag wechselte Einstein im August 1912
als Professor zur Eidgendssischen Techni-
schen Hochschule in Ziirich, wo er bis zum
Friihjahr 1914 blieb. In dieser Zeit hatte er
die Moglichkeit, mit seinem ehemaligen Stu-
dienfreund Grossmann zusammenzuarbei-
ten, der inzwischen eine Professur fiir Ma-
thematik an der ETH innehatte und der ihm
bei der Rezeption der relevanten mathemati-
schen Literatur half. Es sind vor allem die in
dieser Zusammenarbeit gewonnen Einsich-
ten, die ihren Niederschlag im ,,Ziiricher No-
tizbuch“ Einsteins gefunden haben.

Bei diesem Manuskript handelt es sich um
ein urspriinglich 96 Seiten starkes Notiz-
buch, dessen Deckblatt von Einstein mit dem
Titel Relativitit versehen wurde. Bei dem
heute vorhandenen Notizbuch ist ein Blatt
herausgerissen, ein weiteres sauber heraus-
getrennt. 84 Seiten der verbleibenden Blitter
sind beschrieben, und zwar fast ausschlief3-
lich mit Rechnungen und Stichworten oder
kurzen Bemerkungen zu Problemen aus ver-
schiedenen Gebieten der Physik, hauptsich-
lich aber zur Gravitationstheorie.”

Die Datierung der Eintragungen auf den
Zeitraum zwischen Sommer 1912 und Friih-

D Eine Transkription von Teilen des Manuskripts
ist im Band 4 der Collected Papers of Albert Ein-
stein [15] publiziert, in dem auch die Referenzen
[11, 13, 14] wiederabgedruckt sind.

jahr 1913 sowie die Identifizierung ihrer
zeitlichen Abfolge stiitzt sich dabei auf die
Analyse der von Einstein verwendeten ma-
thematischen Notation sowie auf eine ge-
naue inhaltliche Rekonstruktion [4, 15, 16].
Erschwert wurde die Rekonstruktion durch
die Tatsache, daf3 Einstein das Buch sowohl
von der Vorderseite als auch von der Riick-
seite benutzte, so daf} sich die Notizen ge-
geneinander auf dem Kopf stehend an einer
Stelle des Notizbuchs treffen.

Der Rekonstruktion zufolge endet das Notiz-
buch mit einer knappen Ableitung der 1913
im ,,Entwurf” publizierten Feldgleichungen
sowie einigen Uberlegungen, die sich auf die
Formulierung der Elektrodynamik im Rah-
men der ,Entwurf“-Theorie beziehen und

- ebenfalls in der von Einstein und Grossmann

gemeinsam verSffentlichten Arbeit wieder-
zufinden sind. Auf der anderen Seite enthilt
das Notizbuch aber auch Rechnungen, die
unverkennbar aus einer sehr frithen Phase
der Beschiftigung Einsteins mit dem Pro-
blem einer tensoriellen Gravitationstheorie
stammen, in der ihm offensichtlich weder
der mathematische Begriffsapparat des abso-
luten Differentialkalkiils noch weiterreichen-
de Einsichten in die unmittelbaren Konse-
quenzen einer metrischen Theorie der Gravi-
tation zur Verfiigung standen.

4.Einsteins Ausgangspunkt im Sommer
1912

Die Elemente, aus denen Einstein eine neue
Gravitationstheorie entwickeln wollte, sind
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Abb. 1: Eine der friihen der Seiten des Ziiricher Notizbuchs (39L, {15, S. 201]). Hier stellt Einstein
die Elemente zusammen, mit denen er eine neue Gravitationstheorie aufstellen will: den metri-
schen Tensor, die vierdimensionale Formulierung der Speziellen Relativititstheorie von Minkows-
ki und seine Theorie statischer Gravitationsfelder vom Friihjahr 1912. (Abdruck mit freundlicher
Genehmigung des Albert-Einstein-Archivs, Hebriische Universitiit von Jerusalem, Israel)
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auf einer der friihesten Seiten (39L, {15, S.
2011) des Notizbuchs, auf denen er sich mit
dem Problem der Gravitation beschiftigte,
iibersichtlich zusammengestellt (vgl. Abb.1):
a) Das auf dieser Seite erstmals zu findende
allgemeine Linienelement,

ds’ = Y grudx’ds, 6)

verweist auf die vierdimensional verallge-
meinerte GauB3sche Fldchentheorie und die
Einsicht in die Rolle des metrischen Tensors
als zentrales Objekt einer relativistischen
Theorie der Gravitation.

Einsteins anfingliche Verwendung der
Majuskel G fiir den metrischen Tensor (vgl.
Abb. 1, im gesamten iibrigen Manuskript
verwendet er das heute gebriuchliche kleine
g) und der elementare Charakter der
Rechnungen, in der er sich durch explizite
Koordinatentransformationen noch des Ten-
sorcharakters und der Transformations-
eigenschaften der Metrik vergewissert, deu-
ten dabei darauf hin, daB es sich bei dieser
Seite in der Tat um den zeitlich friihesten
Teil der Notizen zum Gravitationsproblem
handelt.

b) Die spezielle Form einer diagonalen Me-
trik,

1000

0100

0010 |’ &)
000c”

in der die g4-Komponente durch das Qua-
drat der Lichtgeschwindigkeit gegeben ist,
verweist auf die vierdimensionale Minkows-
ki-Formulierung der Speziellen Relativitits-
theorie mit imagindrer Zeitkoordinate als
Spezialfall der newen Gravitationstheorie,
auf den sich ihre allgemeine Formulierung
bei Abwesenheit von Gravitationsfeldern
spezialisieren lassen miifite. Da in Einsteins
1912 entwickelter Theorie statischer Gravi-
tation die Lichtgeschwindigkeit das Gravita-
tionspotential darstellt, lieB sich dariiberhin-
aus diese Theorie ebenfalls mit Hilfe dieser
speziellen Form der Metrik als ein Spezial-
fall in die allgemeine tensorielle Theorie ein-
betten.

¢) Der auf dem unteren Drittel der Seite er-
kennbare Differentialausdruck verweist auf
die nichtlineare Differentialgleichung (5) fiir
die Lichtgeschwindigkeit als Gravitationspo-
tential, wie Einstein sie im Mérz 1912 aufge-
stellt hatte [14].

Das Ziel der auf dem unteren Teil der abge-
bildeten Seite erkennbaren Variablentrans-
formation c*/2 =+ war es offensichtlich, die
Differentialgleichung der statischen Theorie
als Komponente einer tensoriellen Feldglei-
chung fiir den vollen metrischen Tensor in-
terpretieren zu konnen, auf den sich diese fiir

den speziellen Fall statischer Gravitationsfel-
der und bei bestimmter Wahl des Koordina-
tensystems reduziert. Diese Rechnung be-
trifft daher unmittelbar die zentrale Frage,
die samtliche Rechnungen des Ziiricher No-
tizbuchs, soweit sie sich iiberhaupt auf das
Gravitationsproblem beziehen, beherrscht:
Wie lautet der aus dem metrischen Tensor
und seinen ersten und zweiten Ableitungen
gebildete Differentialausdruck T, einer
Feldgleichung,

Fuv = KTLW’ (8)

auf deren rechter Seite der Energie-Impuls-
Tensor der Materie als felderzeugende Quel-
le fungiert?

5. Die heuristischen Anforderungen

Die Losung dieser Aufgabe hatte zwei unter-
schiedliche Aspekte. Zum einen mufiten ge-
eignete Kandidaten fiir den gesuchten, auf
die Metrik wirkenden Differentialoperator
gefunden werden. Zum anderen mufite fiir
einen gegebenen Kandidaten eines solchen
Operators geklirt werden, ob er allen heuri-
stischen Anforderungen geniigte.

Die Rekonstruktion der im Notizbuch nie-
dergeschriebenen Uberlegungen zusammen
mit der Analyse der Publikationen und der
zeitgenossischen Korrespondenz Einsteins
erlauben dabei die Identifikation von vier
heuristischen Anforderungen, denen die ge-
suchte Feldgleichung fiir Einstein vor allem
zu geniigen hatte:

a) Zunichst sollte ein verallgemeinertes Re-
lativitdtsprinzip in dem Sinne gelten, daB die
Kovarianzgruppe der Theorie grofler ist als
die Gruppe der Lorentz-Transformationen
der Speziellen Relativitiitstheorie. Im opti-
malen Fall war, aus Einsteins Sicht, diese
Anforderung durch die mathematische Ei-
genschaft der allgemeinen Koordinatenko-
varianz erfiillt, wobei fiir ihn mit einem Ko-
ordinatensystem jeweils auch (mindestens
lokal) ein Bezugssystem gegeben war. Ein-
steins wohl entscheidende Motivation fiir die
Einfithrung dieses Relativititsprinzips war
seine (unberechtigte) Hoffnung, daf dieses
Prinzip zugleich auch eine Erkldrung der
Trigheit im Sinne Machs liefern wiirde.

b) Das Aquivalenzprinzip sollte insoweit er-
fiilllt sein, als daB unter den Koordinaten-
transformationen der Kovarianzgruppe spe-
ziell diejenigen enthalten sein sollten, die der
gradlinig gleichformigen Beschleunigung
sowie der gleichformigen Rotation einer
Minkowski-Raumzeit entsprechen. Damit
wollte Einstein erreichen, daf3 die Inertial-
krifte in einem beschleunigten ,,Fahrstuhl“
sowie in einem rotierenden Bezugssystem
als Gravitationsfelder interpretiert werden
koénnen.

¢) Im Sinne der Erfiillung eines Korrespon-
denzprinzips sollte eine veraligemeinerte
Theorie in bestimmter Weise die herkommli-
che Newtonsche Mechanik enthalten. Dieser
~Newtonsche Limes* sollte allerdings nach
Einsteins Verstindnis iiber den Spezialfall
einer Metrik der Form (7) realisiert werden,
so daB eine rdumlich variable g,,-Kompo-
nente den AnschluBl an seine frithe skalare
Theorie statischer Gravitationsfelder ge-
wihrleisten wiirde [3].

d) Das Erhaltungsprinzip der Energie sollte
in der spezifischen Weise erfiillt sein, daf die
Existenz eines Ausdrucks gefordert wurde,
der sich als (nicht notwendigerweise allge-
mein kovarianter) Energie-Impuls-Span-
nungs-,,Tensor* des Gravitationsfeldes inter-
pretieren lieB. Die Erhaltung von Gesamt-
energie und Gesamtimpuls im Gravitations-
feld wire dann durch das Verschwinden der
(gewohnlichen) Divergenz der Summe der
Energie-Impuls-Tensoren von Materie und
Feld ausgedriickt.

In der Tat lassen sich Einsteins Uberlegun-
gen im Ziiricher Notizbuch als Versuche ver-
stehen, mogliche Kandidaten fiir die Feld-
gleichungen gemdf diesen heuristischen
Anforderungen aufzustellen und dann zu
tiberpriifen, inwieweit eine in Erwédgung ge-
zogene Feldgleichung allen heuristischen
Kriterien geniigen konnte. Das Problem be-
stand fiir Einstein dabei lange Zeit darin, daB
es ihm nicht gelang, eine Feldgleichung zu
finden, die allen genannten heuristischen
Anforderungen gleichermallen geniigte, so
daB er sich gezwungen sah, diese Kriterien
selbst einzuschriinken oder zu modifizieren.

_ Auch aus der Perspektive der heutigen All-

gemeinen Relativitiitstheorie enthalten diese
Kriterien offensichtlich sowohl verwirklich-
te als auch problematische Forderungen (z.
B. der in c¢) geforderte AnschluB} an die stati-
sche Theorie) und muf3ten deshalb notwendi-
gerweise im Verlauf von Einsteins For-
schungen immer wieder revidiert werden.

6. Einsteins Doppelstrategie

Fiir die Konstruktion von geeigneten Kandi-
daten fiir den Differentialoperator der ge-
suchten Feldgleichung kristallisierten sich
im Laufe der Beschiftigung Einsteins mit
dem Gravitationsproblem zwei gewisser-
maBen komplementire Strategien heraus, die
im ,,Ziiricher Notizbuch* besonders deutlich
zutage treten und bei denen die genannten
heuristischen Kriterien in unterschiedlicher
Weise entweder als Ausgangspunkt oder als
Priifstein eingingen.

Eine ,mathematische” Strategie bestand
darin, das verallgemeinerte Relativititsprin-
zip an den Anfang zu stellen und in der ma-
thematischen Literatur nach geeigneten Aus-
driicken zu suchen, deren Kovarianzgruppe

868

Phys. Bl. 52 (1996) Nr. 9



bekannt war. In der Tat lassen die Eintragun-
gen im Ziiricher Notizbuch eine wachsende
Vertrautheit Einsteins mit der relevanten ma-
thematischen Literatur der Invariantentheo-
rie und dann des Riemann-Kalkiils erkennen.
Fiir solche Kandidaten muf3te dann natiirlich
gekldrt werden, ob die Feldgleichungen das
Energieerhaltungsprinzip erfiillten und sich
der Newtonsche Limes in' der erwarteten
Weise realisieren lieBe.

Die komplementire ,,physikalische Strate-
gie bestand darin, den physikalisch wohlbe-
kannten Grenzfall der Speziellen Relati-
vititstheorie und die scheinbar ebenfalls ge-
sicherte spezielle Theorie statischer Gravita-
tion an den Anfang zu stellen, d. h. vom
Limes schwacher statischer Felder auszuge-
hen und nach physikalisch plausiblen Verall-
gemeinerungen zu suchen, deren Spezialisie-
rung auf den Newtonschen Grenzfall evident
war. Auch hier stellte die Energieerhaltung
natiirlich eine weitere heuristische Anforde-
rung dar. Vor allem aber mufte hier der Grad
der mathematischen Kovarianz geklirt wer-
den, d. h. der Grad, bis zu dem das Prinzip
der Relativitit tatsiichlich verallgemeinert
wurde.

Die Identifizierung dieser zwei komple-
mentiren Strategien erweist sich als Schliis-
sel fiir das Verstiindnis vieler Uberlegungen
und Rechnungen des Ziiricher Notizbuchs
sowie auch weiterer Uberlegungen Einsteins
aus der Zeit zwischen 1913 und 1915 [16].
Bei der Rekonstruktion der Entstehungsge-
schichte der Allgemeinen Relativitiitstheorie
erlaubt diese Identifizierung insbesondere
ein detailliertes Verstiindnis des komplizier-
ten wechselseitigen Anpassungsprozesses
von mathematischem Kalkiil und physikali-
scher Begriffsbildung.

Im folgenden soll dieser WechselprozeB bei-
spielhaft an einer Episode aus dem Notiz-
buch illustriert werden. Im Notizbuch geht
Einstein zundchst von der physikalischen
Strategie aus, wird aber dann unterbrochen
durch Grossmanns Hinweis auf den Rie-
mann-Tensor. Dieser Hinweis fiihrt ihn zur
»mathematischen” Strategie, die ihn schlie8-
lich bereits drei Jahre vor ihrer Veroffent-
lichung bis an die korrekten Einstein-Glei-
chungen in linearisierter Form heranfiihrt.

7. Der Kernoperator

Der ,,physikalischen* Strategie folgend, be-
steht eine naheliegende Verallgemeinerung
des Laplace-Operators der klassischen Pois-
son-Gleichung der Newtonschen Gravitati-
onstheorie in einer unmittelbaren Anwen-
dung des Laplace-Beltrami-Operators auf
die Komponenten der Metrik,
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Abb. 2: Seite 14L [15, S. 233] des Ziiricher Notizbuchs. Durch Grossmann lernt Einstein den ,,Ten-
sor vierter Mannigfaltigkeit‘, d. h. den Riemann-Tensor, kennen. Die Kontraktion zum Ricci-Ten-
sor in der vierten Zeile fiihrt hier aber nicht zum erwiinschten Ergebnis, sondern liefert Terme
zweiter Ableitung, die ,,verschwinden‘ sollten. Die kontravariante Metrik wird i Ziiricher No-
tizbuch statt durch hochgestellte Indizes durch das griechische y gekennzeichnet. (Abdruck mit
freundlicher Genehmigung des Albert-Einstein-Archivs, Hebriische Universitit von Jerusalem,

Israel)

Diesen Operator nennen wir, da er in Ein-
steins Uberlegungen immer wieder den Kern
und Ausgangspunkt bildet, den ,,Kernopera-
tor* (genau genommen ist der Operator hier
bereits angewandt auf die Metrik). Er hat of-
fensichtlich die Eigenschaft, daB er sich fiir
schwache Felder auf den d’ Alembert-Opera-
tor reduziert und fiir die spezielle Form der
statischen Metrik auf den Laplace-Operator,
daB er also Bedingung c), den geforderten
Newtonschen  Grenzfall, erwartungsgemif
erfiillt. Auf einer frithen Seite des Notiz-
buchs begann Einstein mit einer Untersu-
chung dieses Kernoperators, indem er zu-
néchst tiberpriifte, wie sich dieser Ausdruck
mit der Bedingung d) der Energieerhaltung
vertrigt, gewann aber hier nach einigem Pro-
bieren offenbar den Eindruck, daB} der Kern-
operator an dieser Bedingung scheitert.

8. Der Ricci-Tensor

Eine weitere Uberpriifung des Kemnopera-
tors wurde im Notizbuch auf der Seite 14L

[15, S. 233] jedenfalls wahrscheinlich da-
durch unterbrochen, daB Marcel Grossmann
Einstein auf den Riemann-Tensor als geeig-
neten Ausgangspunkt fiir die Konstruktion
allgemein kovarianter Differentialausdriicke
hinwies (vgl. Abb. 2). Wie ein Brief Ein-
steins an Sommerfeld vom Oktober 1912 na-
helegt, geschah dies vermutlich im Herbst
1912 [12, S. 505). Damit erschien fiir die L6-
sung von Einsteins Problem die mathemati-
sche Strategie nun wieder besonders aus-
sichtsreich, da mit allgemein kovarianten
Ausdriicken die heuristische Bedingung a)
des verallgemeinerten Relativititsprinzips
automatisch erfiillt wire. In der Tat kontra-
hierte Einstein auf dieser Seite den Rie-
mann-Tensor zum Ricci-Tensor, der als
Tensor zweiten Ranges natiirlich ein geeig-
neter Kandidat fiir die gesuchte Feldglei-
chung ist. Eine kurze Uberlegung zeigte ihm
jedoch, daB dieser Tensor fiir den Fall
schwacher statischer Felder sich nicht wie
gewiinscht unmittelbar auf den Newton-
schen Limes reduziert und damit die heuri-
stische Anforderung c) verletzt. Diejenigen
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Terme, die zweite Ableitungen der Metrik
enthalten, bestehen nimlich zum einen aus
dem Kernoperator (9), der den gewiinschten
Grenzfall erméglichen wiirde, zum anderen
aber aus drei weiteren Termen zweiter Ab-
leitung, die einem problemlosen Ubergang
zum Newtonschen Grenzfall zunidchst im
Wege stehen. Einstein kommentierte diese
Terme mit den Worten: ,,Sollte verschwin-
den.*

Auf den folgenden Seiten des Notizbuchs
versuchte Einstein zunichst, aus dem Rie-
mann-Tensor auf andere Art und Weise
einen geeigneten Tensor zweiten Ranges zu
konstruieren, bevor er schlieBlich auf Seite
19L [15, S. 246} zum Ricci-Tensor zuriick-
kehrte. Offensichtlich war Einstein nun ndm-
lich klar geworden, da3 er die beim Uber-
gang zum Newtonschen Limes stérenden
Terme durch die Forderung der sogenannten
»harmonischen* Koordinatenbedingung,
welche die nitige Spezialisierung des Koor-
dinatensystems beim Ubergang zur nicht
mehr allgemein-kovarianten Newtonschen
Theorie darstellt, beseitigen kann [4].

Da der Ricci-Tensor sich nur unter Verwen-
dung harmonischer Koordinaten auf den
Kemnoperator plus Terme erster Ableitung
reduziert, muBte Einstein nun priifen, ob
diese zusitzliche Koordinatenbedingung
noch mit seinen heuristischen Kriterien ver-
triglich ist. Zu diesem Zweck betrachtete er
den Fall schwacher Felder, g, = m,,+ f,,,
wobei hier die Minkowski-Metrik Dbei
imagindrer ~ Zeitkoordinate mit  m,,=
diag(l, 1, 1, 1) gegeben ist. In diesem Fall re-
duziert sich der Ricci-Tensor auf den Kern-
operator (9), der sich seinerseits zum
d’ Alembert-Operator vereinfacht. In lineari-
sierter Nidherung ergibt sich damit folgende
Feldgleichung mit dem Energie-Impuls-Ten-
sor poutu” fiir eine inkohérente Massenstro-
mung (,,Staub*) als Quelle

2

Jdh
52— o,

x 0x

10)

Einstein iberzeugte sich nun zunichst
davon, daf} diese Gleichung dem Erhaltungs-
prinzip d) insofern geniigt, als in der betrach-
teten Naherung die Existenz eines Energie-
Impuls-Tensors des Gravitationsfeldes ab-
leitbar war. Allerdings tauchte dennoch fiir
ihn sofort ein Problem auf. In linearisierter
Niherung ist die Energie-Erhaltung néimlich
durch das Verschwinden der blofen Koordi-
natendivergenz des Energie-Impuls-Tensors
der Materie gegeben, und diese Bedingung
fiihrt wegen der linearisierten Feldgleichung
(10) zu folgender Bedingung an die Koordi-
naten

Z%" =0,
" (n

Die Uberpriifung seiner heuristischen Krite-
rien fiihrte fiir Einstein an dieser Stelle also

Abb. 3: Seite 20L [15, S. 247f] des Ziiricher Notizbuchs. Die aus dem linearisierten Ricci-Tensor
unter Verwendung harmonischer Koordinaten abgeleitete Feldgleichung wird hier um einen
Spurterm erweitert. Bereits 1912 hat Einstein damit (in linearisierter Niherung) die Feldglei-
chungen der Allgemeinen Relativitiitstheorie von 1915 vor Augen. (Abdruck mit freundlicher Ge-
nehmigung des Albert-Einstein-Archivs, Hebriische Universitiit von Jerusalem, Israel)

zu zwei zusitzlichen, die Koordinatenwahl
einschrinkenden Bedingungen. Ein Ver-
gleich von Bedingung (11) mit der harmoni-
schen Koordinatenbedingung in linearisier-
ter Niherung,

Z(?_h_'il_l%'j =0,

clox 294

zeigt, daB das gleichzeitige Bestehen dieser
beiden Bedingungen eine weitere Bedin-

gung,
oh
_‘;:“ =0,
x 0X

impliziert. Letztere Bedingung hat nun aber
zwei fiir Einstein fatale Konsequenzen.
Zunichst impliziert sie zusammen mit der
(linearisierten) Feldgleichung (10) das Ver-

(12)

(13)

schwinden der Spur des Energie-Impuls-
Tensors, eine Schlufolgerung, die aber min-
destens fiir den einfachen Fall des Staubes
ganz offensichtlich nicht stimmt. Zweitens
folgt aus Gl. (13), daB in der betrachteten
Niherung schwacher Felder sich die tensori-
elle Feldgleichung nicht auf eine einfache
Gleichung fiir die g,,-Komponente reduziert,
sondern daf in derselben Niherung auch die
rdaumlichen Komponenten noch von der
Minkowski-Metrik abweichen. Dies bedeu-
tet aber, dafl der Newtonsche Grenzfall nicht
{iber den Limes schwacher und statischer
Felder in der von Einstein erwarteten Weise
gemil Anforderung c) realisiert werden
kann (vgl. hierzu auch [3]).

Das Dilemma, dem Einstein sich gegeniiber-
sah, hatte sich nun also folgenderma3en zu-
gespitzt. Fiir eine konsistente physikalische
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Interpretation des Ricci-Tensors im Sinne
seiner heuristischen Kriterien als linke Seite
einer allgemein-kovarianten Feldgleichung
mufiten im linearisierten Fall sowohl die Be-
dingung (11) als auch die Bedingung (12)
gestellt werden. Beide zusammen fiihren
aber zur unhaltbaren Bedingung (13).

9. Der Einstein-Tensor

In dieser Situation entschlof sich Einstein
auf der Seite 20L [15, S. 247f] zu einer Mo-
difikation des Ricci-Tensors, die ihn aus heu-
tiger Sicht direkt zu den korrekten Einstein-
Gleichungen gefiihrt hiitte (vgl. Abb. 3).-Auf
der Ebene der linearisierten Feldgleichungen
erwog er namlich die Moglichkeit, die bei-
den Bedingungen (11) und (12) dadurch mit-
einander in Einklang zu bringen, da die
Feldgleichung (10) um einen zusitzlichen
Spurterm Zh,, =U modifiziert wird. Diese
Modifikation fiihrt dazu, da nun auch aus
der Forderung nach Energieerhaltung die
Bedingung (12) folgt und damit die erste der
genannten fatalen Konsequenzen vermieden
ist.

Im Notizbuch brachte Einstein diesen Spur-
term sogleich. von der linken auf die rechte
Seite der ,,Gravitationsgleichungen (wobei
er iibrigens einen algebraischen Rechenfeh-
ler beging, der aber keinerlei Konsequenzen
hatte). Er stellte dann zunéchst fest, daB auch
mit diesem zusitzlichen Spurterm ein Span-
nungs-Energie-Tensor gemif der Forderung
d) konstruierbar ist. Einstein kommentierte
diese Einsicht mit der Bemerkung: ,,Darstell-
bar in der verlfangten] Form.*

Auf der Ebene der linearisierten Feldglei-
chung verblieb damit fiir Einstein allerdings
das Problem des Newtonschen Grenzfalls.
Die Einfiihrung des Spurterms fiihrt ndmlich
nach wie vor zu der Konsequenz, daf3 sich
die tensorielle Feldgleichung im Limes
schwacher Felder nicht auf eine skalare Pois-
son-Gleichung fiir die g,-Komponente re-
duziert, sondern in derselben Niherung wei-
tere Komponenten der Metrik beriicksichtigt
werden miissen.

Da die physikalische Strategie Einstein nun
aber unabhiingige Argumente fiir die Spezi-
fizierung des Newtonschen Grenzfalls ge-
miB c) lieferte, wandte er sich von der kor-
rekten Feldgleichung der Allgemeinen Rela-
tivitétstheorie ab und einem neuen Kandida-
ten fiir die linke Seite der Feldgleichung zu.
Dieser Vorgang illustriert die komplizierte
Wechselwirkung zwischen den zur Vollen-
dung der Allgemeinen Relativititstheorie
noch erforderlichen Veridnderungen des phy-
sikalischen Verstindnisses' und der Auslo-
tung der impliziten Konsequenzen seines
mathematischen Formalismus. Da diese
Auslotung fiir Einstein 1912 noch nicht weit
genug fortgeschritten war, gab er zu dieser

Zeit die Hoffnung auf eine vollstindige Ein-
15sung seiner urspriinglichen und mit der
spiteren Theorie konfligierenden heuristi-
schen Erwartungen noch nicht auf.

In der Tat ging Einstein im Notizbuch zum
nidchsten Kandidaten fiir einen Differentia-
loperator der Feldgleichung iiber, folgte
dabei aber zundchst noch der Strategie, einen
solchen Operator auf der Basis des Rieman-
Tensors zu konstruieren. Er untersuchte nun
denjenigen Teil des Ricci-Tensors, den er
dann spiter in der ersten der im November
1915 veroffentlichten Arbeiten wiederauf-
nehmen wiirde, den ,Novembertensor*.
Aber auch hier stie} er zur Zeit des Ziiricher
Notizbuchs noch auf uniiberwindliche Inter-
pretationsprobleme.

10. Der Entwurfoperator

Nachdem alle Versuche gescheitert waren,
Feldgleichungen auf der Basis des Ricci-
Tensors zu konstruieren und konsistent phy-
sikalisch zu interpretieren, kehrte Einstein
am Ende des Notizbuchs zu seiner ,,physika-
lischen* Strategie zurtick und leitete die Gra-
vitationsgleichungen des ,Entwurfs“ her.
Seine Strategie bestand nun insbesondere
darin, vom Kernoperator (9) auszugehen, der
sich im Grenzfall schwacher statischer Fel-
der jedenfalls ohne zusiitzliche Bedingungen
auf den Laplace-Operator reduziert, und
Terme hoéherer Ordnung zu bestimmen,
indem die Divergenzgleichung (4) konstruk-
tiv eingesetzt wurde, um die Energieerhal-
tung gemiB d) zu erfiillen. Das Verfahren
lieferte fiir die linke Seite der Feldgleichung
(8) den in Gl. (3) angegebenen Ausdruck.
Diesen Operator publizierte Einstein wenig
spiter zusammen mit Grossmann in dem
~Entwurf einer verallgemeinerten Relati-
vitiitstheorie und einer Theorie der Gravitati-
on*. Es sollte mehr als zwei Jahre dauern, bis
Einstein zum Ricci-Tensor und damit zur
Forderung nach allgemeiner Koordinatenko-
varianz zuriickkehrte. i

Schlutbemerkung

Der ,,Entwurf* enthilt die erstaunliche Fest-
stellung Einsteins, daf} es

sich als unmdglich erweist, unter dieser Vor-
aussetzung [daf} die Feldgleichungen zwei-
ter Ordnung sein sollen] einen Differential-
ausdruck T, zu finden, der eine Verallge-
meinerung von Ad ist, und sich beliebigen
Transformationen gegeniiber als Tensor er-
weist [11, S.11].

Die Analyse des Ziiricher Notizbuchs gestat-
tet nun ein besseres Verstindnis der Schwie-
rigkeiten, denen Einstein sich bei der Suche
nach einer relativistischen Gravitationstheo-
rie gegeniibersah. Weder bestanden die

Griinde in trivialen Fehlern Einsteins, noch
fithrte ihn seine Heuristik notwendig in eine
bestimmte Richtung, sei es nun die richtige
oder falsche. Die heuristischen Annahmen,
die Einstein auf der Basis seines in der klas-
sischen Physik wurzelnden physikalischen
Problemverstindnisses formulierte, legten
ihm némlich zwar schon friih die von heute
aus betrachtet korrekten Gleichungen nah,
verhinderten aber zur gleichen Zeit deren
konsistente physikalische Interpretation. Die
komplizierte und weitreichende begriffliche
Entwicklung, die beim Ubergang von der -
klassischen Mechanik zur allgemein-relativi-
stischen Gravitationstheorie erforderlich
war, vollzog sich, wie wir hier nur andeuten
konnten, in einem wechselseitigen Anpas-
sungsprozef} zwischen mathematisch-forma-
ler Représentation und physikalisch-begriff-
licher Interpretation. Wie die dargelegte
Episode illustriert, 1aft sich dieser fiir ein er-
kenntnistheoretisches Verstiindnis des wis-
senschaftlichen Denkens zentrale Anpas-
sungsprozeB nur auf der Grundlage detail-
lierter historischer Rekonstruktionen erhel-
len.
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-Teilnehmer zu senden. Dabei werden zum Teil bei *

den Versendern horrende Gebiitiren in Form von
Telefonkosten kassiert. Aus dem Web geht-es
meist sogar viel einfacher und kostenlos. Hier ej--
nige Adressen (ohne Gewihr auf. Vollstandig-
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Dt und D2: http:/www2.vector.de/, e-Plus: Eine -
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e-mail senden an: 00000@egate artcom.de,’

. wobei die ;,00000“ durch die entsprechende Teil--

nehmemummer (also - Rufnummer” ohne “die:

'0177) ersetzt wird.-

Auch ‘zum’ traditionellen- Papier. glbt es ' eine
Schnitistelle im Web: Eine ganze :Reihe -von
Diensten bieten die Moghchkelt, Bucher dlrekt
tibers - Web -zu. bestellen, " http, .
bzelefeId.de/netahthvlb_/vlb shiml
www.buchhandel.de/ benutzen dab
zeichnis lieferbarer Biicher* als Dat
hingegen’ “der - ABC-Bucherdlenst
telebuch.de/ iiber eine elgene Datenbasxs verﬁigt'

- die teilweise merklich vom VLB- abweicht. Die

,,Onlme-Buchladen“ geben zwar nicht:die Mog-'
lichkeit zum schmékern, ersparen aber: marichen
zeltaufwendxgen Gang ins Buchgeschaft: .
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