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Das Ziel dieser Arbeit ist, aus der Boltzmanngleichung
fiir ein Zwei-Komponenten-Plasma das zugehSrige System der
Momentengleichungen herzuleiten, und zwar unter Verwendung
der Fokker-Planck-Niherung flir das Stossintegral. Diese
Ndherung ist gliltig unter der Voraussetzung, daB sich inner-
halb einer Debye-Kugel sehr viele Teilchen befinden, was in

praktisch interessierenden Fdllen meistens zutrifft.

Die Theorie der Momentengleichungen ist zuerst von H. Grad
behandelt worden, jedoch ohne Einbeziehung geladener Teil-

chen.

In vorliegender Arbeit werden die Momentengleichungen
fiir das Plasma abgeleitet, wobei die Diffusionsgeschwindig-
keit (d.h. die Differenz der mittleren Geschwindigkeiten der
einzélnen Komponenten) und die Druckanisotropie beliebig sein
sollen. Letztere Verallgemeinerung bedingt eine Entwicklung
der Verteilungsfunktion f@w} nach Ortheogonalpolynomen uber
einer Gewichtsfunktion vom Typ g(we)= exp (- o — o, = Oy 'x&;'],
wobel o, O, o pesitive, voneinander unabhdngige Konstanten

sind (Abschnitt 3).

Die Stossintegrale lassen sich dann durch die Losungen
der Potentialgleichungen Lkg%(Mo)== - 4w g (mo ) und
DA @, (mo) = — &7 8 (40 ) ausdriicken. In Anhang III wird
gezeigt, wie sich diese Losungen durch bestimmte, einfache
Integrale darstellen lassen. Es wird hier die von Grad dis-
kutierte 1%-Momenten-Niherung benutzt, in welcher jede Gas-
komponente beschrieben wird durch die Dichte 9 , die mittlere
Geschwindigkeit der Komponente 7%, , den Drucktenscr P“F

und den Wiarmestrom s, . Eine wesentliche Einschrinkung ist
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dabei die Voraussetzung, daR die auftretenden Warme-
strome s, klein sind, &.h. Is,]« :;-'-'PVW . Wenn die
mittleren Geschwindigkeiten der einzelnen Komponenten
beliebig sein sollen, darf man nicht die iibliche Defi-
nition der thérmischen Energie einer Komponente (bezogen

"
1

suf die Massengeschwindigkeit des Gesamtsystems) benutzen,
sondern mufl die mittlere Geschwindigkeit dieser Komponente

als Referenzgeschwindigkeit nehmen.

Filr kleine Diffusionsgeschwindigkeit und Druckaniso-
tropie gehen die hier abgeléiteten Momentengleichungen iliber
in die von I. Kolodner behandelte lineare Ndherung. In
Abschnitt 6 wird gezeigt, daB fiir die aus dieser Ndherung
folgenden Transportkoeffizienten die Onsager-Relationen

gelﬁen.

Schliesslich wird noch das zeitliche Verhalten eines
homogenen Plasmas unter dem Einfluf eines konstanten Feldes
pbetrachtet (Abschnitt 7). Die Momentengleichungen redu-
zieren sich in diesem Fall auf ein gewchnliches Differen-
tialgleichungssystem mit der Zeit als unabhéngiger
Variablen. Fir einen speziellen Wert der elektrischen
Feldstirke existiert eine von Dreicer berechnete numerische
Ldsung der Fokker-Planck-Gleichung (partielles Differential-
gleichungssystem mit der Zeit und zwei Geschwindigkeitskom-
ponenten als unabhingigen Variablen), mit der die LOsungen

der Momentengleichungen verglichen werden.
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1. Die Momentengleichungen.

In diesem Abschnitt soll die Herleitung der Momenten-
1)

gleichungen kurz skizziert werden

Die Boltzmann-Gleichung fiir ein aus geladenen Teilchen
der Scorten r bestehendes Gas lautet (mit Bernutzung der

Summationskonvention

W W ) ) a3 fT /f;,pv)
ol SN + [el (g, t) + Wiy (9,t) %y B -K-_S—-Si 1

Es bedeuten hier: t die Zeit, 4¢ den Ortsvektor mit den

- JL(?)

p dle Geschwindlgkeitskomponenten

Komponenten X s
l'r)

('{: = .m_m E (41?; )
die durch ein elektrisches Feld Eﬁéyyﬁ) auf ein Teilchen

(r) . (r)

und der Ladung e

eines Teilchens der Sorte r im Laborsystem, &

der Sorte r mit der Masse m ausge-
iibte Beschleunigung und (u;?@fﬁ)==eVﬁBFUQ%+),/mJ”c die
Gyrofreguenz fiir die Teilchensorte r. E;ﬁ und Q)Lﬂ
konnen, wie angedeutet, von Ort und Zeit abhidngen.
f(ﬂ(&5”,f?)%) ist die Verteilungsfunktion der Teilchen-
sorte r. Der Term auf der rechten Seite von G1.(1),
(?g%ﬁf)sf , beschreibt die zeitliche Knderuﬁg der Ver-
teilungsfunktion durch Stdsse.

E,u(’\(_’,{:) und B‘w (¢,t) enthalten ausser den
jusseren Feldern auch noch "innere", welche durch Ladungs-
trennung und elektrische Strme innerhalb des Gases her-

vorgerufen werden. Die Frage der Berechnung dleser inneren

Felder soll in dieser Arbeit nicht angeschnitten werden.

l)Vgl.z.B. Chapman-Cowling, Mathematical Theory of Non-Uniform
Gases, S8.3%22 ff., Cambridge 1953
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Es seien also Er_@%}%) und E%N b%)t) die am Ort 4p
zur Zeit t herrschenden Felder, wie auch immer sie zustande
gekommen sein mogen.

i)

_ )
Man definiert die Momente der Funktion jﬁr(4¢ ¢, t)

wie folgt :

e

) . [amr
" 'U"H (‘\f,‘*:} == juf"‘ j’

3 ‘ . ) () {r) -
pup 1) = et [l e £ ot "

o

(v} ) ) 89 v iv)
qm{sr(’f)ﬂ = Jq&s VW Wy dav

- ir) (¥ () te) L)
qa.,et,_.ho(”(‘f,’c) = qu: Wy, - o Wy, f d e

B r) (v} )]
wobel 18" = ug = v (p,t) -

Diese Momente haben folgende physikalische Bedeutung:
(e, t) ist die Teilchendichte der Gaskomponente r

im Ortsraum und '&iﬂ @f,t) ist die mittlere Geschwin-

digkeit der Teilchensorte r. Das Moment zweiter Ordnung P:;

()
“p

der Drucktransporttensor der Teilchensorte r. Kontrazhiert

ist der Drucktensor, das Moment dritter Ordnung q

man den Drucktransporttensor, so erhilt man die Vektorkom-

- {r}
ponenten des Wirmestroms B = 3 qet pope

hoheren Momente lassen sich keine anschaulichen Interpreta-

Flir die

tionen angeben. Die Momente sind offenbar (in allen Indices)
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symmetrische Tenscren.

Die Momentengleichungen erhilt man nun, indem man

o el wt'f-) w_(v)

Gl.(1) mit den Funktionen 41, wu, ! poyee

multipliziert
und iber den Geschwindigkeitsraum integriert. Setzt man

(146) ) voraus, dafl die Integration

fiber die Funktion & (w
liber den Geschwindigkeitsraum vertauschbar ist mit den
Differentiationen nach Ort und Zeit und da8 f&v) hinreichend
schnell verschwindet flir |4 | — o , sc folgt durch Inte-
gration von Gl.(l) die Kontinuit#itsgleichung

ant

oNn” )
ol (ﬁm v, ) = O .

Das Integral liber den StoBterm verschwindet, wenn bei Stdssen
die Teilchenzahl erhalten bleibt. Dies soll vorausgesetzt

werden, d.h. Ionisationsprozesse u.d. werden nicht betrachtet.

Multipliziert man Gl.(1) mit uY’ und integriert dann,

so erhdlt man die Bewegungsgleichung

=) e}
W L vy’ FIC] S N I m _ ijw(‘a m) o
m 2t

?t 'l-l rax'“ ?lr) 'a )(F\. o «r. s

Das Integral ilber den StoBterm liefert hiler einen Beitrag,
ndmlich den Impulsaustausch der Komponente r mit den anderen
Komponenten. Der Anteil, der von den Stdssen mit gleich-
artigen Teilchen herrihrt, muB natiirlich verschwinden.

Auch bei den Momenten hdherer Ordnung verschwinden die

at
"StoBmoment" definiert werden durch die Gleichung

) Cr) )
Integrale Uber ( "i-—)t nicht. Es soll deshalb das
3
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Damit ergibt sich dann fir die Momentengleibhungen

zweliter und dritter Ordnung:
821

(r} r) 8 -
.J&m +.1#f)2££9 % “ﬂ_&ﬁ % .__t; P" 3
e
'A.

(n

+ {[21;“‘ p;'; <1~) P’;;‘: [u}f& vevfausckf}} = E‘u(s

und
{r) () * () (v} )
_ﬂ_ﬁt 99«py + 9Guppp , 9V { s
+’U'ﬁ CEN x4 ® Bxﬁ q"‘P’!" L4 'axﬁ ﬂHPr +

e
(r) ()

o g+ BE(R - )] ¢ [ r] [ pl} -7

0%

)

4 e : {r) *
q:ﬁrsist das Moment vierter Ordnung, ¢ = m wﬁ’pf,t).

Lp; «,1] bezeichnet den Ausdruck, der aus der ersten eckigen

Klammer durch Permutation der Indices entsteht; = und §

treten symmetrisch auf.

Flir die allgemeine Momentengleichung N-ter Ordnung er-

h&dlt man
v} ) -~ Nt N
29« * Wpge . jtzﬁ « o+
2t ? Xp P Xu 2 Xpm

(N=4) (2)
=} Oy oo Al q Ry g Xy, _(TM) ?P“k& )] = Tw}
9 i 9x "

P . ) o) ) ¥ o)
1 :.--"’fw(f)i:) = m J('m'nt,‘ 13’,(2_---1-3',5 (_'S-'E_-)d% .

(3)

(%)

(5)

(6)




Der Teilchensorten~Index ist in dieser Gleichung weggelassen.
Das Moment N-ter Crdnung ist durch qz” abgekliirzt. Der obere,
eingeklammerte Index bezeichnet die Ordnung des Momentes,
wihrend « fir die N verschiednen Indices 2y s dg,...,uN
steht., Diese Indices sind bei der Summation lber k als ver-
schieden zu betrachten, auch wemnn sie zuféllig numerisch
3

gleich sind. So ist z.B. (fir N = 3) :&;‘u «kqfx‘ = W Gppp +
prqarﬁg+(dr‘r‘1rsdﬁ' Ist x= p = ¥y =1, so erhdlt man 3w,‘1 Quan -

Das Auftreten von 'F:ﬂ und p:j in dieser Gleichung,
in der sonst nur die Momente der Ordnung (N-1), N und (N+1)

vorkommen, rihrt her von der Substitution der Bewegungs-

gleichung in dieser Gleichung.

Man erhilt ein abziZhlbar unendliches System von Momenten-
gleichungen, welches an die Stelle der Boltzmann-Gleichung
tritt. In der Praxis muBl man dieses System irgendwie ab-

brechen. Diese Frage wird in Abschnitt 3 diskutiert.

In dieser Arbeit wird im folgenden ein Zwei-Komponenten-
System mit einfach geladenen Ibnen und Elektronen untersucht
werden. Um die Teilchensorten-Indices 1 und e nach Moglich-
keit zu eliminieren, sollen folgende Abkiirzungen benutzt

werden:

.9 = Se § = ? T

%(E) — %h) = N
te) L35 S

T o= Wy v, = V,
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e) ) 8

Qupp = Qoapr Qupyp @oifsr
[e} aze - 13 %e _—
o = - €« = wm o tx T B
k 3
(e} o (4 e
tﬂﬂ'«v = wﬂ\) (AJ“": =3 q—“—-wqg".—‘:@“v

Anstelle der Geschwindigkeiten %, und V, kann man

die neuen Geschwindigkeiten d, und U, einfihren:

aﬁ e Wy & Wy (Diffusionsgeschwindigkeit)
U = MeVet m; Vy (Massengeschwindigkeit)

Wenn n = N, ist die Diffusionsgeschwindigkeit 4, proportional
zum elektrischen Strom j, . Sonst gilt bei einfach geladenen
Ionen

iu = e“du L (N"“)[Ux +du'm'e /(’W't{"'m-e)]

Substituiert man v, und V, in den Bewegungsgleichungen durch

d, und U, , so erhdlt man fiir die Bewegungs- und die Diffu-

sionsgleichung:
Uy Uy m:me , 9dy Me 9 Pup m: R m
Cr el e ' R~ =
2t I‘*‘,;;}xﬂL % df‘ ’a;-(l,,L m, Qe ‘ax‘, ™, 9: DXP ™ wowdu 0O
(7)
de ?dd_ ’()Ud - wm; - Mg 'ady, &L_E U ;
3F tUnam, t AT T T ok T o (BT v)
é
G A —.'W‘e 0 d + _4_ 'apu!,_a. _ _"1_ BPUP _ Mo T(E)
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Hierbel ist mo = me + mi.

Setzt man in diesen Gleichungen fir die Drucke p., = p-d
b’“p p °(!5

und P_, =P-d und in der Diffusionsgleichung die

P *p
rechte Seite gleich - d, /Ty » WO ‘1/ Tex die StoB-

frequenz der Elektronen bedeutet, so erhdlt man die von

2)

Schliiter aufgestellten Plasmagleichungen.

2)A.Schlﬁter, Z.f.Naturforschung 5a, 72 (1950)




2. Allgemeine Form der Stofmomente.

Die Aufgabe dieses Abschnittes ist es, die alligemeine
Form der StoBmomente Tir das Zweikomponenten-Plasma zu
finden. Es wird dabei der von Rosenbluth, McDonald und

5 S, F"
Judd”’ abgeleitete Ausdruck fur \Bt li zugrunde gelegt.
Diese Autoren betrachten den Fall eines Plasmas, bel dem
innerhalb des Debyeschen Abschirmradius viele Tellchen
vorhanden sind. Unter der Annahme, daB eine Testpartikel
nur Zweierstdsse mit Teilchen innerhalb der Debye-Kugel
erleidet, wobei sie dann im Mittel nur sehr kleine Ablen-
kungen erfihrt, kann man die in -der Fokker-Planck-Gleichung
auftretenden Ausdriicke {(Au,) und { AU, Aup ) , d.h.
die mittlere zeitliche Anderung der Geschwindigkeit und

des dyadischen Produktes der Geschwindigkeit, berechnen

und erhidlt die Gleichung

Fov ot kt gur gugi ) 23ur3u?{f gu;:?uvm

o e _
wobel die Funktionen ¥ () und YV°@'™) durch die Integrale

wtr)(@) _ Z mtrn+m(s) 5\;(;)(*‘;’,)&'11’ (2)
S "t Lon = 9l

und

Yy = 1w T
S

definiert sind. Ferner ist

3)Rosenbluth, McDonald und Judd, Phys.Rev. 107, 1 (1957)
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r-l == “zfr E‘? gﬂ A = rﬂ(ﬁ -
- ("‘b‘nh) } z Cm(ﬂ-)t (3}

wobei @ N B 1 angenommen wird.

' i} :
A= b/p, = A4.24x%40" f'r3/h) ist das Verhdltnis von Debye-
Radius # = (kT 4rme ) 6.3r(ﬁ/nfzzum SteBparameter
P, = e“/3kT fir (m/2)-Ablenkung. Numerische Werte finden

Ji
sich z.B. bei Spitzer

Da dieser Debye- -Radius & nur gilt, wenn keinAMagnetfeld
vorhanden ist,., muB man fiir die GUltigkeit dieser Fokker-
Planck-Gleichung bel Anwesenheit von Magnetfeldern anneh-
men, daB A& Ty s WO Tyyve den Gyrations—Rédius
der Elektronen bedeutet. Man erhdlt mitb wby_==?ngwkcfhl4,

F ey .
wenn man v, = [2kT/m, setzt,

L H s e

——ate— XT0 _

T 4,
Toyro ¢ {8xmm )™ m'

Da hier nur der Spezialfall eines Zwei-Komponenten-
Systems mit Ionen und Elektronen betrachtet wird, treten
< ~ ’r\} : T (“) ‘-" iy
in G1.{2) nur zwei Verteilungsfunktionen, ¥ P, t)

‘Q) U (el

und ¥ y s t) uf. (Die Abh#ngigkeit von Ort

und Zeit wird nicht immer explizit angegeben.) Wir

schreiben
5«_(:) (&[{};Y)t) = F"(m},‘e)t)

Jc(e}(\.(e) f’) f(eﬂ-o)’l{)f)

L)L.Spitzer, Physics of Fully Ionized Gases, Interscience,

New York, 1956. S.73

(%)
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wobei fiir die Pekuliargeschwindigkeiten 40 und W0 die

Glelichungen

W = A~ (g, t)

¢ )
mo = A4 - 40 {4, t)

gelten. Diese Darstellung der Verteilungsfunktion gilt
ohne Einschrinkung der Allgemeinheit. Sie ist hier vor-
teilhaft, da die Momente und StofBmomente durch die Peku-
liargeschwindigkeiten susgedriickt werden. Anstelle der
Punktionen V%) und ’QFO(JJ kann man folgende Funk-

tionen einfiihren:

J ol - A%

tav — an’ | (6)
g w) = [lan -4 | f (4~ a0) dait |
Gy = [ 14 - | F@a'-w0)da’
Damit folgt flir das StoBglied der Elektronenkompcnente
_r%(g_{_)sta N 2'5%}"63[32&)(%“)) ?%_%;2] -+ | (7)
1 o>

T w
2 2u@uP Iule guld

e ¢ €}, wie P! H(&(e))
..._(4,+ ;{:)mﬁ][}t (%())—m——] +
rh [ftea v, 9 G (#®) ]

4
N T o (4
2u® U I ul
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Eine entsprechende Formel gilt fiUr die Icnen, die man aus
dleser erhidlt, werm man den Index e durch den Index 1 er-
gsetzt und die klein geschriebenen Funktionen durch die grof
geschriebenen ersetzt und umgekehrt, also 2 durch H, H durech

£, usw.

Die StoBmomente erh#lt man aus G1.(7), wenn man sie
mit meWy, e We Wy yeos multipliziert und Uber a0 inte-
griert. Es ist deshaldb zweckméssig, G1.(7) auf Pekuliar-
geschwindigkeiten zu transformieren. Die Ableitungen nach

11ﬁ4 in G1.{7) kann man, auf Grund der Definitionsglel-
chungen (5), durch Ableitungen nach W, ersetzen; das - ent-

sprechende gilt {lr 1,:.;;:’ .

Die vier Funktionen &(a),..., G#) kommen in den StoBglie-

P . * o e e v (i) =
dern an den beiden Stellen w= 4 und e = 4% vor. Man

erhdlt
-E,(_zf&,wl) = ‘R.(M) = M;._ !
[0~ m0’|
und
; : £ (m0) dmo’
L (el — -

Der Nenner |4'''~#4®| ist mit Hilfe von AF =10 -40 auf

folgende Weise umgeformt: it -4} = |(d7-10)+ (W0-40) ~ (4" - 20)]

Ferner wird

F(a0)dno
o ~ A —N0|

H(a®) = H(wo-¥) =

F(no') d 0o’
| 00 - 00

H@#®) = H((w)
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g(,{;}‘“) _ g (wo0) . = Eti@‘ ~mo’) £ o’y dao’

gy = g (M0+4) = im0+ a0l fruoyduo
G = Guo-8) = [iwo -4 - w0 |F@0)1dn0
G = G(wo) = [imo- w0 Femo'ydwo!

Damit folgt flr das Stofiglied der Elektronen-Xomponente

A N T P Y ) LR
H(E*} ?“'a‘w ¥} '&"a.‘},g*[ * Liawﬂ'a'w‘,[ﬁ ‘Bwh?w }+ (8)
, T 3G =) '
+ (1+ s g 'aw [f)——— 24, ] * Z3u0, B“‘” 3d, 2d,
Flir die Ionen-XKomponente erhilt man
SE aH(m) .Y 96 (o).
r‘('&t) [F(W)) ] £ Z 3w, oW, [F( J'aw ?Wv]+ -
9
2 amm) . i(___.m”&’
-—(’Hmlw [P0 =57—] + aaw M, [F(m0) dp I

Die Ableitungen nach 1, bzw. ‘M# der Funktionen, die von
MQ—A} bzw. B0 +A abhingen, sind in diesen beiden Gleichungen
durch Ableitungen nach (!,.,L ersetzt worden. Man kann dies
tun, wenn die di +# 0 sind. B8ind eines oder mehrere der di = q,
so mufll man erst die Ableitungen bilden und darf{ erst dann

diese di = O setzen. Es bedeutet dies also keine Einschrinkung

der Allgemeinheit.

Es sollen jetzt die StoBmomente berechnet werden. Da
in den StoBtermen alle Gr&ssen Ableitungen nach den Geschwin-
digkeiten sind, folgt unmittelbar, daB das StoBmoment nullter

Ordnung verschwindet. Beim StoBmoment erster Ordnung mufl die
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Summe aller Terme, welche von Stdssen zZwischen gleich-
artigen Teilchen herriihren, RNull ergeben. Es 13sst sich
leicht nachprifen, daB dies def Fall ist. Das StoBmoment
erster Ordnung enthilt alsc nur Terme, die die Weéhselwir—
kung mit der anderen Komponente beschreiben. Flr die Elek-

tronenkomponente erhdlt man

4 ? AH (mo - &)
FeSwd(i‘E)ﬁdW = (4+ J qm [ o) ———— (M ldno +
2°6G (m—m (10)
R R T L

Man kann voraussetzen, daf rfuw) fir |mo|— o mindestens
exponentiell verschwindet. Durch partielle Integration

folgt dann

"Fejm(%g)“dw= - (1+ 3%) Hw) - H (o - 4) dao

(1)

I

me 2 ¢ F(m0)dno
- {44 5= = o w0
( ’“»)H‘“")ad“fm Ty
(Das zweite Integral in G1.(10) verschwindet nach zweimaliger
partieller Integration,) Die Ableitung nach d, kann man mit
der Integration iilber mo vertauschen, so dafl man flir das
StoBmoment erster Ordnung der Elektronenkomponente den

Ausdruck

© 4 . an 9 im0y F(00)
T; - —"r‘o'(‘mi-}"\"‘e) ?dﬂ_{[]m_m-,ﬂldw 470 (12)

erhdlt. Im Gesamtsystem Elektronen plus'Ionen darf sich
der mittlere Teilchenimpuls durch St8sse nicht &@ndern.

Es muB also die Beziehung




= D

,r(t) + T“ - 0

ol

gelten. Das ist auch der Fall, wie man leicht nachprifen

kann.

Das StoRmoment zweiter Ordnung enthdlt auch Terme,
welche die Wechselwirkung zwischen gleichartigen Teilchen
beschreiben. Nach dhnlichen Umformungen wie bei der Be-

(e}
rechnung von T; erhdlt man flr diesen Antell

(60 Ty ([ F0) Fme') (Wa = Wi ) (0p — 1p) '
Ty = e S [0 - 40| [ g -3 |40 —mo' I Jdwo duo

Flr die Ionen erhilt man eine entsprechende Formel. Die

le,e)

Spur T

ok dieses Tensors, welche die AEnderung der

mittleren thermischen Energie %jhe(mo‘) der Elektronen
durch Stosse untereinander beschreibt, verschwindet, wie
dies auch sein muB. Der Anteil 1lzﬁ) des StoBmomentes
zweiter Ordnung der Elektronen, welcher von den Stdssen

mit den Ionen herriihrt, ist

{e,1)
Yo =-T-

op v (%+;—.)[§%x5%pf(m)H(M~f3)dm+

13

+—%—ijfw) Hmwo - &) dao ] +

e @ -
+;"-;me(4«0)6(®0 ’S)C]'ﬂ-o-

Das Ionen-Elektronen-StoBmoment zweiter Ordnung wird

(i,€) Mr ? :
T = [ﬁ: ( W, F(no) & (n0+ ) dno +§%;§wa(2&0)9\(210+49)&%0]+

r. 9
+ —e
™ 9d,3d,

§ F(n0) g (M0+)dng
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Flir die StoBmomente dritter Ordnung findet man nach etwas

lingerer Rechnung

(e,@) [ (mo) F(mo' .
Uy = a‘.ﬁf;ﬁﬁl) (98 + 5 0y + W Sups Jdwo dao” +

. SS F(mo) 5 (40)

! i )
Me |40 - mo'| (5. (8- 9309 = Wy) + . Jduodao’

und eine entsprechende Formel fiir die Ionen. (Die Punkte

stehen fiir die beiden anderen Permutationen.) Ferner ist

Ta;::) = - PD'(% + w%‘-)[%,g'wpwr JC(‘W)H(’W"&) dand +‘”]+
™ "
+ [adg'ad,. S%‘*&(M) Gno-4) dmo + ]

und

(v,e)

Taar = Nor(mm v i) o [Wew, Flu) 2. (w0 8)dmo + . ]+

Cop_9
. E[erwﬂr(w)g(mmdm U

Es ist zweckmidssig, fir die in den StoBmomenten auf-

tretenden Integrale folgende Hilfsfunktionen zu definieren

.o Fuo) Femo
Pup... = ngdwﬁ o< ] duo dmo' (13)

i /
U (49, -13" ) (Ws -195) , ,
9,(‘3___ - JVJ"-&,L"-S’P.._ r 1:0—449'13 f(w)f(m)dmdm
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und entsprechend fir die Ionenkomponente

. re - ‘
@d(&... ung @dp..- ' (14)

Ferner

ibeo _ fimo) F(00)
X“P__.(#) = ffwdw‘,,... Wr,W; mdwdm (15)

i
l\b:p... = Jj%ﬂ&p Wrwé"‘ I‘H»O-'h-o "l&l _‘f(“W) F(M) duo d DO (16)

Beachtet man, da8 H(m) Hw-d)duo = [F(00)R (W+H)dn)
und If(«o) G (mo-B)dup = jF(w)g(mf'&)dm , so erhilt

man fir die StoBmomente folgende Formeln:

I

e) 4 2
T, "P,'(%;*" ;:)ﬁdjx(s&)

W) ie)
Ty = =

]

© o o o
Top = e {gde - 30+ 8 - (e (e - 3]

@ e .
Yo = we{d 6 - 30"+ 57;39% - RS

() _ E"_ ' _ gr '32*0( ’axet
T‘Pr W'e{[?“gﬁr 36, + = i T 2d . ]+

_ +lpyur] + [ri«p] )
¥ A

_ Pr '3 Slfx m; ?xﬁr
“N‘ {[stm‘ 3@ Bd 3dr +(4+7,""e 2d, ]+

+ Il + Iryopl}.
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[P3 x,y] bezeichnet wieder den Ausdruck, den man erhilt,
wenn man in der ersten eckigen Klammer die Indices permu-

tiert, wobei statt p,y die Indices o, b symmetrisch

auftreten.
Bildet man die Spuren der beiden Tensoren Ti: und
3;;) s So folgt:
(e) % 'ali ey Xu }
To(“ — Me {Dda?dd = 2 ("1"“ —.ﬁl—i) gd“ (18)
und
) r, 1 9 e X
° Y
Yo = m; | 9d,2d, # R L) ddy } (19)
Wendet man den Laplaceoperator 'g’*/gd‘gd“ auf ’llv ()
an, so erhilt man 27X . Ferner 138t sich die Differenz
(gx“/gd“)' - (gx‘ /9d,) auf folgende Weise ausdriicken:
o _ ok
9 dy 2 d 2d [0 - mo+ | (20)

_ _ 99X
X d"‘ad“

Setzt man dies in die Summe der G1.(18) und (19) ein, so

folgt:

At A L

LTS+ 3T = 4T (21)
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Die linke Seite dieser Gleichung bedeutet die Anderung

der thermischen Energie beider Komponenten durch Stﬁsse.
'Eﬁf)ist die Impulsiibertragung von einer Komponente des
Plasmas zur anderen. Da A fiir n = N proportional zum
elektrischen Strom é ist, bedeutet in diesem Fall die

rechte Seite die dem Plasma durch Ohmsche Verluste zuge-
fihrte Wdrme. An spédterer Stelle diéser Arbeit wird ge-
zeigt, daB 'K:ﬂ(ﬁ) A A , fir kleine Diffusionsgeschwindig-
keitenrﬁi Die thermische Gesamfenergie des Systems &ndert
sich infolge von Stdssen also nur dann, wenn Strome

fliessen.

Anders ist die Situation jedoch, wenn man nach der
Kndérung der thermischen Energie nur einer Komponente,
etwa der Elektronen, fragt. Zunichst kann man in G1.(18)
die Funktion 9X_ /?¥d, mit Hilfe von Gl.(20) -eliminieren

und erhilt

1 (e) ‘I-.o' 7 DX i ?X* Me
2 luq =~ 55 (1% %)dﬂﬂ“"L[(“% 53:—'_"-“-&)(']] (22)

Die eckige Klammer hat die Grdssenordnung me/mi gegeniiber
dem ersten Term in der geschweiften Klammer. Bei (me/mi)
ist das offensichtlich, fir ka/%d“'wird dies an spiterer
Stelle gezeigt (Abschn. 5). Wenn A= 6 , erhdlt man
also eine um mi/me mal langsamere Energieilibertragung von
einer Komponente des Plasmas én die andere, als fiir den

Fall {}#=O oder im Vergleich zur Impulsiibertragung.
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In Fdllen, in denen StrOme im Plasma auftreten, wird man
die eckige Klammer in Gl1.(22) vernachlissigen ktnnen.
Das gilt Jjedoch nicht flir die Ionenkomponente, da beil
dieser auch das Stromglied von der Ordnung f:/#u: ist.
Es ist zweckméssig, die anderen Stossmomente 2. Ordnung

in eine zu G1.(22) analoge Form zu bringen. Man erhilt

)
¢ { S - MR 42X X
i g 30 w 'adﬁ =2 J“PX I Pody d“?dﬁ
s _ _ _m /19X ax"s
ma{?‘adﬂadp 260X - dy5y ~ a3y adp ‘me('aap )
und

T T fga, set e TE (B0, 20 o)

Es stellt sich nun die Frage, wie man die in den StoB-
momenten auftretenden Funktionen g, 9, @, ®, X und ‘Ya
durch 4 und die Momente Pug » depy » USW. ausdriicken kann.
Da die Verteilungsfunktionen fm) und F(¥) quadratisch
in den Integralen auftreten und die Geschwindigkeiten auch
im Nenner stehen, scheint es hoffnungslos zu sein, direkt
die Abhéngigkeit der Stofmomente von den Momenten angeben
zu k6nnen. Eine M8glichkeit jedoch ist der Umweg lber die
Reihenentwicklung der Verteilungsfunktion nach Hermiteschen
Polynomen. Die Theorie dieser Entwicklung ist filir ein

Ein-Komponenten-System ausfilhrlich von H. Grad diskutiert

5)H. Grad, Comm. Pure and Appl. Math., 2, 331 (1949)

« 032}
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%. Entwicklung der Verteilungsfunktion nach Hermiteschen

Polynomen.

Die Verteilungsfunktion f{m,'\f,{) soll durch folgende

Reihe dargestellt werden:

buu (1)

- ww . 4 2
Jmopp,t) X clptye  * * et + af et P ) + “:rrq?r;*)

€9 ;
pie ® @), N =0, 1, 2, ..., sind die iber der Gewichts-

funktion
. - Muvw‘h
j:o(m)'Y}{) = C(y,t) € '

aufgebauten Orthogonalpolynome der Ordnung N. wa und

kK . . i ;
aqntlﬁnv ... 8ind in allen Indices symmetrische Tensoren.

Die quadratische Form bﬁ‘1&v19ﬁ stellt Scharen von #hn-
lichen Ellipsoiden dar. Diese Verallgemeinerung der kugel-
symmetrischen Gewichtsfunktion ist schon von A. Schliiter

diskutiert worden. Die Parameter c und D sollen so

VR
bestimmt werden, daf die Gewichtsfunktion f, (o) die

gleichen Momente der Ordnung null, eins und zwel hat, wie

die Verteilungsfunktion f(g) selbst, also
J},d«o = m(y,t)
Jroufoduo = O

’MJW&“‘T—&P fo dﬁh.o - P“P

+..]

(1)
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Wegen der Symmetrie der bij kann man die quadratische
Form bvdmsvm&# durch eine Orthogonaltransformation

auf Diagonalform bringen. Es sei
3

Y = Z m-/m'. W
=1

diese Orthogonaltransformation, deren Koeffizientenmatrix
O'IP.;_ von Ort und Zeit abhingt. Da Det (m,,;_)ﬂl ist,
folgt dmo = dwd . Damit erhdlt man fiir die Gewichtsfunk-

tion
1L By
;,[c (w)dwo = c(yt) & d 4o (2)

-2 —2r =1

Hier sind bql bz) ba die drei Diagonalelemente des Tensors

b,, nach der Transformation. Es gilt

3 = IR
b«@ = Z (Roh'. (n{h. bi - ozaci m[h b'l.

is'! )
Aus den Bedingungen Gl.(1) folgt dann

— S

C (¢, t) = s b, b, by |
(3)

- n.. 0, 2

Pep = § Plai Uipi TE

Multipliziert man die zweite dieser Gleichungen mit bx*

und kontrahiert iiber «, so folgt

brxaPup = 9 i (%)

¥Die Summenzeichen bei Summation iiber die lateinischen Indices

werden wir weglassen. Es ist zu beachten, daB der Summations-
srndey alirh ABffer ale 7wei Mal aufitreten kann.
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bxa ist also das Reziproke des Tensors p“P’ multipliziert
mit -

Fllhrt man statt der Geschwindigkeit mo die dimensions-
lose Geschwindigkeit Y =1z, %, %} = [b., by%,, by W, |

ein, so erh#ilt man aus Gl.(2) fiir die Gewichtsfunktion

2 <
m (k) _—1T8

Jow)dwo = 2o e dy, (5)

Hier und im folgenden bedeute :H=::+K1+¢:; % bezeichne
also den Vektor und nicht dessen Betrag. Die zu dieser
Gewichtsfunktion gehdrenden Orthogonalfunktionen sind be-
kanntlich die Hermiteschen Polynome. (Uber deren Verall-
gemeinerung auf N Dimensionen vgl. H. Grad, "Note on
N-Dimensional Hermite Polynomials“6). Die in dieser Ar-
beit bendtigten Formeln sind iﬁ Anhang I zusammengestellt.

Fiir die Reihenentwicklung der Vertelilungsfunktion ergibt

sich

A

Foot)tno = 2B &7 o ap R tn) + gy 00 + 2 Rk 1
(w)

WO ?fﬁLj:)das Hermitesche Polynom vom Grade N ist. Die a,

ays v sind die von Ort und Zeit abhé@ngenden Fourier-

koeffizienten der Verteilungsfunktion §(m0,%y,t).

Der Koeffizient der Ordnung N ldsst sich durch eine Linear--

!
kombination von Momenten der Ordnungen N £ N darstellen.

©) H. Grad, Comm. on Pure and Appl. Math. 2, 325 (1949)
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Da die Gewichtsfunktion fo(mo)Af}f) die Gl.(1) erfiillt,
sind die Fourierkoeffizienten der drei niedrigsten Ord-

nungen, a, a

5 und aij’ eindeutig bestimmt. Man findet
a =1, a; = 0, aij = 0. Maﬁ erhdlt dann
w o -%E @
§mo, v, %) dmo & G © [1+ aj, Ry (8)+ ... 1dg (6)

Es ist schon friiher gesagt worden, dafl man das unend-
liche System von Momentengleichungen abbrechen mﬁB, wenn
man konkrete Fdlle 'behandeln will. Die konsequenteste Art
abzubrechen scheint zu sein, daB man in der Orthogonalent-
wicklung Gl.(6) die Entwickluhgskoeffizienten ab irgend
einer Ordnung N streicht. Man kann dann das in der N-ten
Momentengleichung vorkommende Moment der Ordnung N + 1
durch die N ersten Entwicklungskoeffizienten ausdriicken,
d.h. durch die N niedrigsten Mcmente.

Hier sollen die Entwicklungskoeffizienten 4. und hdherer
Ordnung gestrichen werden. Eine weltere Vereinfachung er-
h&dlt man, wenn man

Lo == %‘ (a; &jk + Q; 5.'1: + @ {;j) (7)
setzt. Man erhdlt damit die von H. Grad'eingefﬁhrte
"]13-Momenten-Niherung". In dieser Niherung wird der Druck-
transporttensor durch die drei Komponenten des Wadrmestroms

ausgedriickt. Im Hauptachsensystem sind diese proportional
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zu a;. Wenn man G1.(7) z.B. iber 3,k kontrahiert, so
folgt

& 2. wys
Qi = 3 @i

Dies gilt fir beliebige Veftauschungen der Indices. Die
a; werden so bestimmt, daB die Niherung Gl.(f) bei Kontrak-
tion dds gleiche Ergebnis liefert wie der volle Drucktrans-
porttensor.

Da dié Koeffizienten erster Ordnung immer null sind, k&nnen

die in G1.(7) auftretenden a, nicht mit diesen verwechselt

I
werden. Setzt man G1.(7) in Glf(6)'ein, so erhdlt man als
Ndherung der Verteilungsfunktion
3
Fmoyrp,t)dmo = — e“%[ (e* 8
) = Gupk 1+ a;%5;(¢% -F)Idt. (8)

Flir das Moment dritter Ordnung folgt dann unter Benutzung
von G1.(I.3) A
oy = M [ Wy fa0) dmo

@, 0 x 4
b; :J : (uf’*k‘ "k ["M Z (- 5)]‘#(9)

GePor + 9o Pap * GrPap

wobeil

by

Der Vektor q , hat die Dimension einer Geschwindigkeit.

G = Oy 2a; (10)

Sie gibt an, wie schnell thermische Energie durch Diffusion

transportiert wird. Durch Kontraktion von g liber zwel

«fy
Indices erhdlt man fir den Wdrmestromvektor

Se = B 9ap = FPGe T Pon In Y
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Hierbei ist Jp = ppp die Spur des Drucktensors.‘ In der
Momentengleichung N-ter Ordnung tritt auch noch das Moment
(N+1)-ter Ordnung auf. Da die Verteilungsfunktion hier

in dritter Ordnung approximiert wird, bendtigt man in der
Momentengleichung dritter Ordnung das Moment vierter Ord-
nung q**ﬁrf , welches sich durch dieVMomente zweiter

Ordnung ausdriicken ldsst. Man findet

B -
Qeprs = 5 (Pup Prs t Pup Pps *+ Pus Ppy) (12)

Durch den speziellen Ansatz G1.(8) ist iiber alle
Momente der Verteilungsfunktion verfiligt worden, jedoch
sind nur 13 Momente linear unabhingig. Es gibt offenbar
eine ganze Klasse von Funktionen, welche die Momente bi$
einschliesslich 4. Ordnung mit der Niherungsfunktion G1.(8)
gemeinsam haben, ndmlich alle Funktionen, die sich nur in
den hoheren Momenten von dieser NZherungsfunktion unter-
scheiden. Nach A. Schliiber kann man auch Gl.(12) postu-
lieren und auf diese Weise das System der Momentengleichungen
abbrechen; es muB dann aber das StoBglied (af/?f%t durch
die mitgefiihrten Momente allein (hier also bis 3. Ordnung)
ausdriickbar sein. Das ist z.B. ﬁaglich bei dem einfachen‘
Ansatz (Etlﬁ’u (Frowwen — F) - ©GL1.(12) wird auch von

at
KaeppelerT) benutzt.

<

7) Kaeppeler, Z.f.Naturforschung l4a, 1056 (1959)




- 28 -

Die Entwicklung der Verteilungsfunktion {iber einer

Gewichtsfunktion ven elliptischer Symmetrie hat den Vor-
teil, daB eine beliebig grosse Anisotropie im Druck schon
durch die Gewichtsfunktion selbst beschreibbar ist. Ein
weiterer Vorteil ist, daB in der'"lj-Momenten-Approximation"
bei elliptischer Gewichtsfunktion nur der eine Koeffizient
ay auftritt, um Abweichungen von der Geﬁichtsfunktion zZu
beschreiben. Erst wenn Wdrmestrdme auftreten, erhdlt man
Abweichungen von dieser Gewichtsfunktion. Ein Nachteil sind
die mathematischen Komplikationen, die auftreten kdnnen,
insbesondere dann, wenn die Lage der Hauptachsenrichtungen
des Drucktensors nicht unmittelbar ersichtlich ist, oder
wenn sich deren Lage rlir Ionen und Elektronen unterscheidet.
Jedenfalls ist die Berechnung der Stofmomente in diesem Fall
schwieriger als bei Entwicklung liber einer kugelsymmetrischen

Gewichtsfunktion.

Fﬁr'die Tonenverteilung erh#Zlt man #Zhnliche Formeln,

z.B.
1 k3
F yamo = N o TEE e
(00,%,%)d = o € [1+ A;Z;(2 -5)]dzZ (13)
wobei Z, = BW,, usw. Bfﬁf ist die quadratische Form B, W W,

im Hauptachsensystem, %Spi sei die Transformationsmatrix
fir die Ionen. In vielen Fillen wird (lyu; =¥, sein, insbe-
sondere wenn die Anisotropie im Druck durch elektro-magnetische
Felder hervorgerufen wird, die Ja in gleicher Welse auf Ionen

und Elektronen wirken.
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* 4 b 4
Z S = 3 =273
Setzt man “p 2 qdﬁpﬁ _?e(a P Pup. + P“‘/* PM"))
so erh&lt man fur die Momentengleichung dritter Ordnung in

kontrahierter Form, d.h. also flir die Warmestromgleichung:

9Sq 9 S« 95:;‘ ___&Qv- 2_0_;,_ L. . & = 3k 3_&
vy + Un 9)(” = PR %+ ?Xﬂ S, * axﬂ Sf‘ + W M 2 0, gxﬁ- 4
~ Bey 2B 90y e, 0 (14)
Pe 9x * ‘7“ 2 X, Brv T Poige 9o (ng T ax,.)_' :I«

e) e e ey
pi:':%—(,r() “3%%(J“2'E‘;§Tﬁ(1)

L g = 308" + 20u00 e + AP + (25)
— (14 B[ UK+ Xup ~ 35 %X - B9 X]]
Es bedeutet hier 9, = 9/3d, . Bei der Ableitung dieser

i

Gleichung ist die aus G1.(2.13) folgende Beziehung Qf'“ = 0.
benutzt worden. Eine entsprechende Gleichung gilt fir die

Ionen:

w T, o & M
4 = {8 -3 O 200y  + 00

+(1+ F) 32X+ 9 X T -2 LA - %9"‘){]}'
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L, Berechnung der Hilfsfunktionen @ und 8 (bzw. ® una ® 3.

In diesem Abschnitt sollen die durch Gl.(2.13) defi-
nierten Hilfsfunktionen berechnet, d.h. explizit durch die '

Momente ausgedriickt werden. In der l13-Momenten-Ndherung
<M
9#

auf. Die entsprechenden Funktionen fir die Ionen ergeben

treten die Funktionen @ @, Qqﬂ, 9:* und

sich sofort, wenn man die Momente der Elektronenkomponente
durch die der Ionenkomponente ersetzt. Es sollen zundchst
@ und @, Dberechnet werden. Man kann ?Q in symmetrischer
Form darstellen, indem man im Integral statt 1, den Aus-
druck ('wu+ w;)/a einsetzt. Transformiert man dann noch

in das Hauptachsensystem, so folgt

- Lt (G +5i) £(x) F(a)dg de’
Fu = Olq b: 2 [(ﬁd- :;)2_{_(:1::;)1*(&;—:5 "]‘Uz (1)
5 3 )
Es liegt nahe, die Substitution
7 7
_ &1 - 8 o _ B+ %
?I- ‘VE b ’Z‘ ‘Vi’
durchzufilihren. Flir das Volumenelement erhdlt man dann
dg dg' = dgdn . Das Integrationsgebiet ist wieder der
ganze Raum. & + '~ géht Uber in §*+ %* . Damit er-
hidlt man
f(:)f(q')c/ d r_ n* e‘%(?l""{) %+ £y "+ F)l.
gdg =75 [1+ a; B2 (REEL ~s))
Y- fs (=50 2)
« - £ -
[1+ a - 2 - S)dedwz

Vernachlidssigt man Glieder, die quadratisch in ay sind |
(diese Annahme darf man machen, da die "Warmestromappro-

ximation" nur dann gilt, wenn fir die Norm des Vektors a;
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gilt lla]l « 1), so folgt filr das Produkt der eckigen Klammern
a, 2 a; 2 , '
Q(f,'z)r—"]"l" ﬁ"li(’\z—s)-ﬁ '_f_a“'z;(ff.‘;)‘f‘ﬁa“fi $37J (5)

Es ergibt sich also aus G1.(1)

-z g:f- :
’nz 1( "Z)Q(f,})

4
Fo= 7 Bay 'fa’ﬂ‘ﬂ[p,f Prpufet pa 5]

didy (4)

wobei ﬁ 2 /b usw. Offenbar erhilt man @ , indem man
auf der rechten Seite von Gl.(4) statt %, wund Js /Vz b,
jeweils 1 einsetzt. Die Integration iiber Y 148t sich leicht

ausfithren (vgl. G1.(I.5)), und man erhdlt:

""'ifd
£
7= (?I‘)h f[fs NS * s Il
und
4 t
_ g e ! [*-5+2§i]e ¥1 ds
b =2 T e ) Tt p T

Die hier auftretenden integrale iiber f werden in Anhang ITI

berechnet. Man erhilt

el { (5)
und

2nt -3 “ (6)
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Bo= 5P +p+ps) o, =84, ..
D

= V(1475 ) 1+t )(1+ T5sT)

In den StoBmomenten treten weiterhin die Funktionen ﬁqp

und Q;# auf. Es ist

(40 ~ 402

“w 1 O =B e = B0 ) g Tyon poni
0% = Qi M Et-b_‘,-f Ff dad diw

z —-;:fl
n”" OZo(i 02{ Pi (2:)31:.[[ j{ = 2 df 2 23/
‘ : P"?_“ +szz+p3;.1] *
In dem letzten Ausdruck ist die Integration iiber % durch-
gefihrt; ferner ist berﬁcksichtigt, daB §; §; im Z&hler
ein §-Symbol ergibt. Das Integral iiber § wird ebenfalls

in Anhang II berechnet, (G1.(II.5). Man erhilt

9 - % [6,T - L] (7)

Schliesslich erhilt man

“W_oap A / [-’fﬁ(¢.+¢;)(:,—z,‘,')+....] b
0 = 30 £ [[tec-2)) =t Ff'dis di’

TS (8)

T
= ﬁ_; v -4_ - J‘ - + M
e O T G [B.67 + p.si + Bs52]™™ w5 Ps

[a(s°-5) + 2a, 5 5 ]df
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Nach der in Anhang II angegebenen Rechnung wird schliesslich

xpm 2nt ,
0, “%[‘$I7ﬂ+'§f*ﬂ?r] (9)
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5. Die Berechnung der Hilfsfunktionen X und ¥ .

In diesem Abschnitt werden die Hilfsfunkfionen berech-
net, die in den StoBmomenten bis einschliesslich dritter

Ordnung vorkommen. Zunichst ist

_ f () F ({00}
X ﬂlm-m-a[ duo d N (1)

Setzt man G1.(3.8) und G1.(3.13) ein, so erhilt man, unter
Berlicksichtigung von G1.(I.6)

2z

Z

$5° - ~3
- (21)3‘{ [1-' Qt a-‘-'“ Ak }e [1 132 AZ]E dqdz (2)

Iw—m-’al

Durch partlelle Integration lassen sich die Ableitungen
nach K; und 2% in solche nach di verwandeln und vor das

Integral ziehen. Insbesondere gilt

dc: a; 9 'e"%c;c |
a; 3’“ - B LA (N -
.J- o - N0 - 49, dzdt gt 2dy f’m-—m-ﬂ?’ (33—)
und
A faz‘ dZ . _£ A‘ i e*%ZdZ ) b)
wo-m0- 51 - T TP E, ) Tmeoy, - O

Mit Hilfe der Relationen G1.(3.3) und G1.(3.10) folgt dann

|%o - 20 - ,3]

X=ahli-te8 202l 20,5, % 9,0 )
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Die q sind von der Grdssenordnung ?" ~ (P/Pe)%'//aﬂ

f-l.
wihrend man fir (QjM erhilt ahn. (p/yi)‘h” All; Wep und PTAl
seien die Normen der Vektoren a; und A;. Unter der An-
nahme, daB8 faj~ JfAH und P~p, ist der Term mit 6?,M
von der Ordnung (me/mi)z’/2 gegen den Term mit 9p « Man
darf also unter noch weit schwidcheren Voraussetzungen iiber

die GrOssenordnungen von p, P, [af und |[Aff den Term mit

Gb‘ streichen.

Es bleibt jetzt noch dés Integral in G1.(4) zu berech-
nen. Zundchst soll gezeigt werden, daB man in der Ndherung,
in der man me/mi gegen 1 vernachlidssigen kann, die Ionen-
verteilungsfunktion als §-Funktion betrachten darf. Es sei
fir diesen Zweck angenommen, dafl beide Verteilungen kugel-
symmetrisch sind (das Ergebnis dieser Betrachtung gilt aber .
auch flir die Funktionen von ellipsoidischer Symmetrie). Dann
kann man fir den Exponenten der Exponentialfunktion schrei-
ben Z;z+21= b’ + B W® . Fihrt man W~ W, = &,
als neue Variable ein, so erhilt man b+ ﬁ‘wz=_l:->l‘§‘+ 2-E;1§W -l-(.t;l_-a-ﬁl)‘ﬂll
Hier ist offenbar bg/B2 von der Ordnung me/mi, so daB man
b2 in der Klammer vernachlidssigen darf. Eine weitere Um-
formung ergibt flr diesen Ausdruck _{?g'} B W+ %-; g]l - -:‘;-; Ez;".
Der letzte Term ist wieder von der Ordnung me/mi gegen den
ersten, wihrend die eckige Klammer, fiir jedes feste ? S
lediglich eine Verschiebung des Maximums der Gaussfunktion

exp |- ;ngg]

ergibt. Die Integration {iber W liefert also
(2w ). sSetzt man statt f, welches ja Integrationsvariable

ist, wieder 40 ein, so erhdlt man fiir das Integral in Gl.(4)
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x - 2N e t% dg
I3 R P

(5)

Flir die Funktion yi'erhélt man einen ganz #hnlichen Ausdruck’

wie G1.(4) und an Stelle von G1.(5) das Integral
] 1n1 -
VY 9) =k fhfm Sle g . (6)

Diese Integrale hidngen offenbar mit den LOsungen der
Potential- bﬁw. Bipotentialgleichung mit der Dichtefunktion
exp [ - ;'E;i%:] suseminen. In Anhang III wird gezeigt, wie
man diese Ldsungen durch ein den elliptischen Integralen

verwandtes Integral ausdriicken kann. Man erh#lt schliess-

lich fir die Funktionen 5((«‘)) und «F} (4)

-

S de dz ds
‘ InN 7 e’Tb'['f”«s‘*HTzﬂ* 4+r,s‘] {73
X@) = j : ds '
V=p Dy, s)
und
= -
£ dx 35 ds ]
T A L1+T,52 T 4+T,st 14T8T

1/}(49) 2'n.N J( 1) e (8)

Dlx,s)

Es ist zu beachten, daB die Funktionen if und }L explizit
von »5-, also den Komponenten der Diffusionsgeschwindigkeit
im Hauptachsensysﬁem des Elektronen-Druckteﬁsors abhangen
und nicht von A} . Wenn das Hauptachsensystem mit dem ge-
wdhlten Koordinatensystem nicht zusammenfdllt, muBl man die

Ableitungen nach d# mit Hilfe der Transformationsmatrix Cﬂﬁ

berechnen.
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Man kann den Ausdruck (puv/fe)dudy X noch verein-

fachen. Aus Gl.{(3a) folgt

o | —:?':C'i | z . '“1C1
P _mN (Are *7dg  mN ((z-3)e *
Se 9,‘ % X (aw)Pir [ug - 2] @) ) e - A3 dg
L C,1 _4 3
Man kann un %'e ° durch -2(3/2\)e ° darstellen,

wenn man nach der Differentiation den Grenzilbergang A\ — 4

macht. Man erhdlt also

._,1:",\
Pmog o v - - 3% — @ [2 N e ”
e 909, X 3% - 2 % (& [ 4
° . ‘:a_ .4_ o
""‘“3%"2&":9)\[";!('”:)]

F[ir‘\; kanﬁ.man agf gleiche Weise zeigen, daB

E_ggﬁgv"f: = ’5; - df'_ar"/;
Man erhdlt damit aus G1.(4)

X = [1+ gt 20 9,,9,{]92 (9)
und f#r die entsprechende Formel fir ﬁb

- (10)

Y= 11+ 240,99 ]y




= B

Um X; zu erhalten, muB man in Gl.(1l) den Integranden
mit 1y, multiplizieren; da man wieder F{mo) als J-Funk-

tion auffassen kann, ist

Xo= Gl du

Schreibt man 1y, = d, — (d,-1,), so erh#lt man

X, = deX ~ 2,9 Coan

of

Bei der Berechnung von jﬁ, kann man auf Zhnliche

Weise vorgehen. Mit Hilfe einer Hilfsfunktion

-~

Y = Nf imo ~ A1 L (uo) dao
A -
welche die Relation 9,. 91., fy) = 12+ erfilllt, folgt

Vo= dey - 3%V (12)

A
Eine explizite Berechnung der Hilfsfunktion s ist nicht
nétig, da 'Y% nur unter dem Differentiationszeichen vor-

kommt, so daB-sich 'Q‘ wieder auf Wk reduziert.

Fﬁr_?QP ergibt sich nach dhnlichen Umformungen

schliesslich

Xap = g X =Y = da %y - by t 3y

Flir die in ,q:q auftretenden Terme erhéit man damit:
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Wh Yo = 2 (dX = 2%Y)
% Kpppe = 2de X+ hudy UX =Y - 2du %Y

O Xep = 20X + d AW DX = Y - %Y

Es bleiben noch die Funktionen 4%“) X “  una ?{QP
Deren Berechnung ist etwas schwileriger als die der anderen
Funktionen, da die Funktion F(%0) hier nicht ohne weiteres
als J—Funktion betrachtet werden kann. Z.B. wdre dann
X“ = O + O(%‘{) X"  eprscheint aber im StoBmoment
2. Ordnung multipliziert mit mi/me, so daB es gerade auf

das Glied der Ordnung me/mi ankommt. Das gleiche trifft

B2 A «
r X im StoBmoment 3. Ordnung zu. Nur Wp kann

vernachldssigt werden.

Es wird also

YE ey L ﬁ‘ Z; F(Z)f(z) ¢ dz

Juo =00~ |

Nach G1.(I.7) erhilt man hieraus

g | -~ 55, F(2) ()
X" = ‘fsq;-—g-'—{ﬂ !«a:-?w-«?l dedz +

z

-32

Jc(f) 92 32;, }
d i dedZ
+ A Iw— '_/9, rdz + iAﬂ | 4“ qd-

Formt man d:e Integrale mit Hilfe der Relation Gl.(3b) um,

so folgt
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X" = 3{{—9,,% + f’i@q%argvi + %%—@va\,a,,x

Im ersten Term kann man, statt des Integrals G1.(1),
die Funktion X in abgekiirzter Form, d.h. mit Vernach-
ldssigung der Ionentemperatur, so wie sie in G1.(9) an-
gegeben ist, einsetzen. In den beiden anderen Termen

o

kann man X einsetzen, da Glieder, die quadratisch in

G%l und ?ﬁ sind, vernachlidssigt werden sollen,

Ferner ist

o g T ([ ZiZi F(2)dZ f@)de
X ﬁqugpjgiﬁjff ’MO‘M“&[

Setzt man G1.(I.8) in das Integral ein, so kann man mit
Hilfe der Formeln G1l.(3b) die Funktion :K“F auf folgende

Form bringen:

o qu P ° ? ¢ : 'Pd "
x P = ?f-x + @,‘——gf‘—i)ﬁ?( + @F—%Q,AX + “{‘E.'@paﬁx

13

Auch hier sind Glieder der Ordnung me/m:.L und @, 9p wegge-

lassen.

Setzt man alle berechneten Funktionen ;("_,WVK) USW.
in die G1.(2.17) und G1.(3.15) ein, so daB nur noch X
und NV auftreten, so erhdlt man flir die Stofmomente der

Elektronenkomponente

= 8 Me

7" Lo g%

(e) r’o o )
'L{s = == {EF S,(P - 3f P + 39,9V ~ 25,,9'X “ddgpx_‘d(sg.dx}
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e) T’, g '
1 = {9@.‘—39,." + 10V + 3 Y - 24X +

Me

_1 - 3L B

L dp X - dedy 9 X+ 20X + WX,
Ahnliche Formeln erhdlt man auch fir die Ionen, doch

wollen wir sie hier nicht explizit angeben, da sie im

Folgenden nicht mehr gebraucht werden.
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6. Lineare Niherung der StoBmomente und Transporterschel-

nungen.
Onsager-Relationen.

In diesem Abschnitt sollen solche‘Lﬁsungen der Momen-
tengleichungen untersucht werden, bei denen die durch
"Hussere Einfliisse" bewirkten dissipativen Prozesse nur
kleine Abweichungen vom thermodynamischen Gleichgewicht
zur Folge haben. Unter "Husseren Einfliissen" sind hier
elektrisches Feld und Temperaturgradient, welche durch ge-
eignete Randbedingungen aufrecht erhalten werden, zu ver-
stehen. Solche Strdmungen in der Nihe des Gleichgewichts
lassen sich bekanntlich durch die Navier-Stokes'schen
Differentialgleichungen beschreiben. Diese Niherung ist
dann gliltig, wenn sich der Stromungszustand, so wie er
durch die Momente beschrieben wird, auf einer freien Weg-
l&nge nur wenig dndert, bzw. wenn wihrend einer StoSzeit

die Anderungen der Momente klein sind.

Es ist zweckmissig, fiir die folgenden lberlegungen

die Entropie einzufiihren. Ausserdem bendtigt man die

Gleichung fir die Anderung der inneren Energie des Plasmas.

Man erh&lt sie durch Xontraktion der Gleichungen flr FQP
bzw. TLP » Setzt man e=3p/2 filir die thermische Energie
(je Volumeneinheit), so erhilt man die Gleichung

@ v,

)=-Semt -

=

e, 2 (9,e + s

41
5t ax, On J Bppe + 3T

?xF LEM P

(1)
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Hierbei ist Apu, = puy — pdus, . Die Glieder auf
der rechten Seite beschreiben die Anderung der inneren
Energie durch Kompression, innere Reibung und Reibung an
den Ionen. Eine entsprechende Gleichung gilt auch fiir

die Ionen.

Die Entropie (je Volumeneinheit) eines idealen Gases

ist gegeben durch

%(e,§)=%%9(€mc + tne - 3 onyg)

wobei e hier die innere Energie bedeutet.

Diese Formel gilt auch flir das Plasma, wenn die innere
Energie allein durch die thermische Energie 3p/2 gegeben
ist, d.h. wenn man die WechseIWirkungsenergie der Teilchen
vernachléssigen kann. Aus der Debye-Theorie folgt8), daB
sie von der Grdssenordnung ﬂ(ﬁ ist. Da die Fokker-Planck-

Gleichung (2.1) nur in der Niherung MmA»1 gilt, ist diese

Vernachldssigung erlaubt.

Durch partielle Differentiation von Y nach e und ¢

folgt
M 3 _ mk
5%' TR g% é; - p
M M 5 Rk
5%"@""5."}11

Damit erh#lt man fir die zeitliche Znderung der Entropie—‘

dichte

(2)

8)Landau—Liffschitz, Statistical Physics, Chap.VII, London 1958
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94 _ dm Qe 9w ¢

ot T Te @ T Tag ot
_ 4 oe m 5 &) 3¢
- o e — TRl B ()

wobei in der zweiten Zeile die Temperatur eingefilhrt
wurde durch die Reziehung F}=4LETT Es muB an dieser
Stelle betont werden, daB die G1l.(2) fiir die Entropie
nur im Falle thermodynamischen Gleichgewichts gilt, so
daB durch Gl.(3) nur solche instationdren Zustinde be-
schriebén werden, die hinreichend nahe am Gleichgewicht
sind. Allgemeiner hat man statt der Entropie die Boltz-
mannsche H-Funktion einzufilhren, welche im Gleichgewicht
(bis auf einen konstanten Faktor) in die Entropie lber-
gent. (Vgl. H. Grad®)). Setzt man in Gl.(3) die Kon-
tinuitdts- und die Energiegleichung ein, so folgt nach

einigen Umformungen filir die Elektronenkomponente

' ey
e , 9 (S )_, 9 (1), T AP 29,
a_ta—g,(,.(.r + VuNe | = Su ( )+ 2T T T I (4)

Die Klammer auf der linken Seite ist offenbar als Entropie-
sfrom zu interpretieren, mit einem Konvektionsanteil ﬁ%'ﬂe
und dem Warmestromanteil SF//T;. Auf der rechten Seite
stehen Terme, welche eine Entropieerzeugung beschreiben,
und zwar durch Widrmeleitung, durch Reibung an den Ionen
(also durch Ohm'sche Verluste) und durch innere Reibuﬁg.
Eine analoge Gleichung gilt fiir die Entropie ng:der Ionen-
komponente; man erhdlt die Gleichung flir die Gesamtentropie,

wenn man beide Gleichungen addiert.
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Meistens werden die in einem Plasma auftretenden
elektrischen Strome und Wirmestrome vorwiegend_durch die
Elektronen bestiﬁmt, insbesondere dann, wenn diese Strome.
klein sind. Es ist also sinnvell, die Ndherung zu betrach-
ten, in der die Ionen ruhen, und die StoBmomente nach

9)

kleinen Strémen zu entwickeln Formal haben die Momen-
tengieiohungen dann fir d, und s, stationdre LOsungen,
wdhrend sich Qp/at ~ dﬁdﬁ, ergibt. Wenn dile Strome hin-
reichend klein sind, wird sich p wiahrend einer StoBzeit
nur sehr wenig Sndern, so daf3 die-Gleichungen fiir 4, und
s, die Transportkoeffizienten fiUr den Grenzfall kleiner
Strome liefern.

Es soll jetzt gezeigt werden, dall diese Transport-
koeffizienten die Onsager-Relationen erfillen. Wir gehen
aus von den stationdren Losungen der Bewegungs-, Diffusions-
und Wérmeleitungsgleichung eines ruhenden Plasmas. Alle

2

2
Grossen der Ordnung @)Aq. und 6“”? werden vernachlédssigt,

also auch 'QF?F‘ Man erh&dlt:

4
R P+ P) Wepdp = 0 (51
1 9 4 (e
- €, +wq’\dr——-—§:?ﬁ—q =_-?—e’a’; (6)
5 9 N {e)
T W S ¥ ?Pm(%) = (7)

9)Vgl. Kolodner, Moment Description of Gas Mixtures,
AEC-Report NYO-7980
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Wir setzen voraus, daB p = P, was immer dann zutrifft,
wenn die durch Ohm'sche Verluste den Elektronen zugefiihrte
Energie klein isf gegen die in der gleichen Zeit an die
Ionen durch Stosse abgegebene Energie. Dann kann man in

Gl.(6) den Druckgradienten mit Hilfe von G1.(5) eliminieren

und erhilt
1 (e}
Pe € — T Qe Wupd, =T, (8)
A {e’ (e) 'me
Nach G1.(2.21) kann man 3 ¥,. = d,,fb'r. + O(T"i)
setzen, so daR mit G1l.(8) %.?};? = fedr»Eﬁ folgt. Damit

(%%)Erzeugung ) Sﬂgg‘(i). ! d’h %TE" . (9)

In der irreversiblen Thermodynamik fasst man die Fak-
toren von SP’ und dﬁ_ als Kr&afte auf, welche die irrever-
sible Zustands&nderung bewirken und macht fir die Strotme

s, und d, den Ansatz

(1) £ t12) Y 1
» Se Ep 2 L
d“ L K T * L o fu Bxﬁ ( i 3 )

- L(zl} Se Ep % L (22) 2_— (_.4_) (10)
<pm T sp IXu N T

Die Onsager-Relaticnen ferdern zwischen den Koeffiziénten

die Beziehungenlo)

1O)Vg,l. De Groot, Thermcdynamics of Irreversible Processes,
Chap. I und VIII, Amsterdam 1951




{11} (11)

La(rs (ﬁ) = L{Bx (")S')

(zv) (v

Lo(p(j}') = Lﬁx (ﬁf’)
(11)

(12) (21)

Y5 = Magnetfeld

Wie man leicht zeigen kann, miissen diese Relationen auch
fir die reziproke Matrix L* gelten, welche die Krifte als
Linearkombination der Strdme ausdrilickt. Um diese Matrix
L* zu finden, milissen wir zuerst die StoBmomente 'Z;u)
und '1:) nach d, und 8y entwickeln, wobei quadratische

Terme vernachlissight werden. Man erhilt nach entsprechen-

den Rechnungen:

e 3
Qn:) = A-(d, + Tp S“)
(12)
(& 5 2 13 S«
o = Afl-24 - 2w Q) 2]
wobei A = 4n*T,
3m, Vor B>
Setzt man dies in G1.(7) und G1.(8) ein, so folgt
Se Cu — _g_g_ : 3A
= = b + Hor w,(#) dy, TpT S (13)

G
3A

e
=

4 A 13 2 9 Wa
_— —— ey i - _,______&
:, d, + 25’p1T(V2. + )6, ST ]Sﬂ
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Da die W eine antisymmetrische Matrix darstellen,

a(rx
deren Elemente proporticnal zu den Magnetfeldkomponenten

sind, sind offenbar die Relationen G1.(11l) erfillt.

Durch Aufldsung dieses (Gleichungssystems nach den
Stromen d_, und s_ erhdlt man die lUbliche Form der Trans-
portkoeffizienten. Es sei hier noch bemerkt, daB man in
der Literatur hiufig fehlerhafte Angaben der Transportko-
effizienten bei Vorhandensein von Magnetfeldern findet.

Das riihrt daher, dafB der Druckgradient vernachléssigt wird.
Die Bewegungsgleichung fordert aber im stationiren Fall
den durch Gl.(5) gegebenen Zusammenhang zwischen Druck-

gradient und Lorentzkraft.

- Wenn Temperaturgradient und Magnetfeld Null sind, feolgt
aus G1.(13) als Zusammenhang zwischen elektrischem Strom J

und elektrischem Feld E die Beziehung
j = ¢ E

wobel
6 = 0.569 6,

3/,
2 (2kTe) ©

L = ‘71_-3/7- med/z ezen A

6, 1ist die Leitfdhigkeit des Lorentzgases. {Beim Lorentz-
gas werden die Ionen gleichfalls als ruhend angenommen, Zzu-
sdtzlich wird aber noch die Wechseiwirkung der Elektronen

untereinander vernachldssigt. Die Fokker-Planck-Gleichung




wird dann linear in der Verteilungsfunktion und ldsst sich

im entsprechenden stationdren Fall exakt losen.) Zum Ver-
11)

gleich geben wir die Werte der Leitfdhigkeit von Cowling

. g s e A2 )
und Spitzer und HErm ™7

Cowlin
g

dSP+H = 0,582 &,

Der Unterschied zu «5,,y betrégt also etwa 2%. Der Gang
der Rechnung bei Spitzer und HErm soll zum Vergleich kurz
skizziert werden: Die Elektronenverteilung wurde approxi-

miert durch

Fspen () = Foutw)-[1 + 29D (w)]

j%n{mj ist die Maxweilverteilung, ¢ der Winkel zwischen 4;
und elektrischem Feld ¥. Setzt man fy,,, (%) in die Fokker-
Planck-Gleichung (2.1) ein und linearisiert in D(u) , so
erh&lt man eine Integro-Differentialgleichung fiir Dlu},

deren Koeffizienten durch das Fehlerintegral ¢(w) ausdriick-
bar sind. Man erhdlt die Lbsuhgen durch numerische Inte-
gration. Der Strom berechnet sich aus = eyachSGj§P+Hkﬁgd$;.
Durch die Momentengleichungen wird also D{w) durch ein
Polynom 3. Ordnung so approximiert, daf "im Mittel" die
Integrodifferentialgleichung befriedigt wird. Die Koeffi-
zienten dieses Polynoms sind lineare Funktionen von 4,

und q, - Interessant ist noch der Vergleich mit dem

ll)T.G.Cowling, Proc.Roy.Soc. (London) A183, 453 (1945)
‘ lg)Spitzer and Hirm, Phys.Rev. 89, 977 (1953)
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7. "Run-away'"-Elektronen

Wir untersuchen jetzt, wie sich ein homogenes Plasma
unter dem Einfluf eines elekfrischen Feldes verhilt, wenn
dieses Feld nicht als klein_angenommen wird. Wihrend
einer StoBzeit wichst dann die thermische Energie der
Elektronen so stark, daB die daraus resultierende Ver-
kleinerung der Reibungskraft ein weiteres Anwachsen des
Stromes zur Folge hat. Insbesondere treten dann auch sog.
"Runvaway“-Elektronen auf: Wenn ein Elektron im elektri-
schen Feld mehr Impuls (in Feldrichtung) gewinnt, als
es durch Streuung an den Ionen verliert, kann es sehr
schnell grosse Geschwindigkeiten (im Verh&ltnis zur thermi-
schen Geschwindigkeit) erreichen. Das ist mbglich, weil
die Reibungskraft, die die Tonen auf die Elektronen aus-
iiben, bei grossen Relativ-Geschwindigkeiten proportional

zum reziproken Quadrat der Relativgeschwindigkeit ist.

Das Problem der "Run-away"-Elektronen wurde zuerst
von Dreicerlj) untersucht; er ging dabei auf zwelierlel
Weise vor: Niherungsweise beschrieb er die Elektronenge-

. schwindigkeitsverteilung durch eine "verschobene Maxwell-
verteilung"

[ e 2
%e (%"MD)
- 2kT (1)

i})H.I):c‘eicen", On the Theory of Run-away-Electrons;
II. UN Conf.Peaceful Uses of Atomic Energy, 1958
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Dieser Ansatz entspricht einer 5-Momenten-N&herung (Dichte 2,
isotroper Druck p, mittlere Geschwindigkeit v, ). In der
Schreibweise dieser Arbeit lautet die Differentialgleichung

flir diese Driftgeschwindigkeit

'ad.,( 4 | (e) ‘
2t = B« T 5 U (4 p) (2)

t
Im Stofimoment QL;)ist der Druck isotrop und Qe = O zu setzen.
Der Druck (bzw. die Temperatur) der Elektronen ergibt sich

aus G1.(6.1)

= da( To‘:E) ("9'; P)

rjw
= 4

(3)

Dieses System von Differentialgleichungen ist von Dreicer

fiir eine Reihe von £ -Werten numerisch geldst worden.

Der zweite Weg, den Dreicer beschritt, war die numeri-
sche LOsung der Fokker-Planck-Gleichung, G1.(2.1), mit

deren Ergebnis man diese Ndherungsmethoden vergleichen kann.

Es ist klar, daB die Methode der "verschobenen Maxwell-
verteilung" nur ungenaue Ergebnisse liefern kann, da es bei
den Stromleitungsphinomenen wesentlich auf die dritten
Momente der Verteilungsfunktion ankommt. Die Momentenglei-
chungen lauten flir ein homogenes Plasma und konstantes elek-

fLrisches Feld:

?0{. R 4 (e)
3t = & T T (d s pa,py)
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2w e 8 ’
= s by b
Q)EJ~ 1r1e) o S
2t - 22 (dqxsﬂ) Pu ) Pr) ()
88 5 :
22 = Ny s by pe)

dl und s, sind Diffusions- und Wirmestrom in Richtung

des elektrischen Feldes. Wegen der Symmetrie des Problems
kann der Drucktensor nur die beiden Komponenten parallel

und senkrecht zum elektrischen Feld haben, also

/p,g o o
Pag = O P © (5)

O o by

Wir wollen hier nicht die rechten Seiten des Differential-
gleichungssystems (4) explizit angeben; man erh#lt sie.
leicht aus den in den vorherigen Abschnitten hergeleiteten
Formeln. Die rechten Seiten enthalten die in Abschnitt 4
und 5 definierten Integrale (insgesamt 14 verschiedene) und
gelten fUr beliebige Werte von d, p, und p, . Nur s muB
klein sein, d.h. s«fpVp/e. Als MaBeinheit der elektri-
schen Feldstidrke E, (=$%;E;) wihlen wir die von Dreicer

benutzte "kritische Feldstidrke"

g = 2w %%(95 )Den A, (6)

Der Index Null bedeutet, dall die Anfangswerte zu nehmen
sind. Die Bedeutung dieser kritischen Feldstdrke g,

(e
ergibt sich leicht aus dem Verlsuf der Funktion 'F;e(djg;p")PL)



fir s = 0 und P,= P.= const. (Abb. 1). Fir E/ECA 7 0.427%

4

ist beil beliebigem d die elektrische Kraft M.E grosser

als die Bremskraft V. /m .

Abb. 1

£

& e

v

-

Jr =

15:}

;o H2E-

w’ !

i |

4

- ~Yyr
-G" 2

-
5 |
o ~d,

T s mead

2! . %1,
- d, in 2p/Pe ~ Einheiten
Wir geben Jjetzt die numerischen Losungen filir zwel

Parameter an:

(1) e/e.= 0.1 (Abb. 2): Zeiteinheit der Abszisse ist
¥z
1./ 2p r
T o= = ,Sc-ﬂ
€.\ % H N .

was praktisch gleich der mittleren StofBzeit ist. Die ge-
strichelten Kurven sind Ldsungen von Drelcer. Die Tempe-
raturen sind in Einheiten der AnfTangstemperatur aufgetra-
gen, die Diffusionsgeschwindigkeit d in Einheiten der an-
fanglichen thermischen Geschwindigkeit WG;;Tg: . Der Ent-

wicklungskoeffizient a; aus G1.(3.8) bleibt dauernd < o0.09
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(2) /€. = 0.5 (Abb. 3). Die Losung von Dreicer fir d
und T deckt sich bis auf Zeichengenauigkeit mit den Kurven

in Abb. 3a. Auch hier bleibt aq dauernd < ©€.03

Fir diesen Parameter-Wert hat Dreicer eine numerische
Losung der Fokker-Planck-Gleichung G1.(2.1) angegeben
(fir T =0 bis T= 6). Man erhdlt eihe gute Ubereinstim-
mung in der Temperatur, wdhrend die Kurven fir den Strom
grossere Abweichungen zeigen. Nun sind aber bel Dreicer
Teilchen- und Energieerhaltung wegen der Ungenauigkeit des
Rechenverfahrens nicht genau erflillt: Die Teilchenzahl
widchst zwischen T= 0 und T = 3 um 30% und bleibt dann
konstant. Die Energiebilanz zeigt zeitweise Abweichungen
von 15% vom Sollwert. Ein fidlschlich zu grosser Strom
wiirde das Vorzeichen der Abweichung in der Energiebilanz
erkldren. Moglicherweise ist also die Ubereinstimmung
besser, als es hier den Anschein hat. Qualitativ ergibt
sich eine gute Ubereinstimmung in der Druckanisotropie
(Abb.3c), insbesondere scheinen beide Kurven gleichzeitig
ihr Maximum zu erreichen. Aus den von Dreicer angegebenen
Hohenliniendiagrammen seiner Lisung sieht man, dafl die
Asymmetrie der Vertellungsfunktion zwischen T = 3 und
T = 5 am grossten ist und bei T = 6 wieder abnimmt. Das

ist mit der Kurve fir aq in Abb. 3a vereinbar.
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zusammenfassend kann man sagen, daB sich die_wesent—
lichen Ziige der zeitlichen Entwicklung der Elektronenver-
teilungsfunktion durch die l13-Momenten-Nidherung wieder-
geben lassen. Der Zeitaufwand fiir die Ldsung der Momenten-
gleichungen ist erheblich kleiner als fiir die LOsung der
partiellen Differentialgleichung Gl.(2.1). Mit den von

Dreicer angegebenen Werten folgt ein Faktor 3 5000.

Die Anwendbarkeit dieser Momentengleichungen ist auf
Fdlle beschrinkt, in denen der Entwicklungskoeffizient =
in G1.{%.8) nicht zu groB ist (das Quadrat war vernach-
ldssigt worden); ferner soilen die Koeffizienten hdherer
Ordnung vernachlissigbar sein. Die erste Voraussetzung
1884 sich an Hand der Losungen leicht iiberpriifen (in den
beiden gerechneten Beispielen ist sie mit hinreichender

Genauigkeit erfiillt).

Keinen Einschrinkungen unterworfen sind die Grosse
g

der Diffusionsgeschwindigkeit d, gemessen an der thermischen

Geschwindigkeit W/P/ge und die Anisotropie (pdﬁ—-k?Sgﬂ};’p
des Drucktensors. Wenn diese Grdssen klein sind, gehen die
hier abgeleiteten Momentengleichungen lber in die lineare

Ndherung von Kolodner.

Herrn Professor Dr. A. Schliiter mdchte ich an dieser
Stelle fiir die Anregung zu dieser Arbeit und fir viele

wertvolle Diskussionen meinen herzlichen Dank aussprechen.




Anhang T

£

s sollen hier die in voriiegender Arbeit bendtigten
Formein und Funktionalgleichungen der verallgemeinerten
Hermite'schen Polynome angegeben werden.

L

4
4 =z
(2w )™
ist die Gewichtsfunktion. Die Hermite'schen Polynome bis

~\

; . : i o B}
einschliesslich vierter Ordnung sind™’

®70) = 1

(=)

K (B) = g,

)
j{{j (8) = 8;%; — 5i_,'
{3)

e &) = zyzin, ~ (% 6, + 5 S + 7y 5:;;')

P

(1)

()
Rijue (0)= 28,68, = (5,47 S + 55, je +

+ B, 54 + 5;%, Oip + ¥; % b1 + 8,2, ‘Sij)"'

J

+ (8 8o + ik Gy + S ij)-

Diese Polynome sind orthogonal zueinander nicht nur in Be-
zug auf die Kombination der Indices bei gleicher Ordnung.

Selbstverstdndlich sind Permutationen der Indices miteinan-
der #dguivalent. Wenn man das Pclynom 3. Ordnung mit dem

durch G1.(3.7) gegebenen Kceffizienten aﬁk kontrahiert,

so erhilt man

Q) H.Grad, Note on N-dimensional Hermite Polynomials,
Comm.Pure and Appl.Math., 2, 325 (1949)




(3)
Ay K lj{i_jk = C?-,;Z:,:(L'.Z*S) (2)

Das bei der Berechnung des Momentes 2. Ordnung auftretende

Integral 138t sich auf folgende Weise berechnen:

“1:2 :
(2;)3Q§C'm:mc-te ‘ [1"*’ aiﬁ{(:z‘S)]dL'l ]

1 Ayt

{3 ) -
= W‘Jmm% + (8, K t)]e P[4+ agy, '}e‘::r (@) dg,
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[ORY

il

Q5w (5n~i 5*\«3 ‘ka + 5mi 8%\,; glj L )

il

2. (Qm6;€'+ &néae * aegmm)

In der zweiten Zeile ist £ &, %, durch die Polynome
dritter und erster Ordnung ausgedriickt, ferner ist statt
ay wieder aijk gesetzt. Die dritte Zeile folgt aus der
Orthogonalitdt der Polyncme, wihrend die vierte Zeile das
Ergebnis der Integration darstellt. In der Klammer stehen
die sechs mdglichen Permutztionen der Indices. Setzt man
jetzt wieder aj . gemdf G1.(3.7) ein, so folgt schliess-

L%

lich die letzte Zeile.
4. 4; G £y 1dsst sich durch Hermite'sche Polynome
nullter, zweiter und vierter Crdnung ausdricken. Man er-

halt aus G1.(1)

¢ (2)

i85 Gube = l}f{ju + (855 e +) +(5£j die S;',L;Jj{_f-a;p({:jk) (%)




(@A)

In der ersten Klammer stehen die sechs verschiedenen Per-

mutationen der Indices. Bei der Bildung des vierten Mo-

mentes wird die Verteilungsfunktion, nach Multiplikation

integriert. Es bleibt wegen der Ortho-

in G1.(4.3) folgt

I
A
)

und

2,2

—z 2
G )1 QG ey = S [ag (5 5) + 20, ¢, 5, ]

Die Hermite'schen Polynome lassen sich auch durch

wiederholte Differentiation der Gewichtsfunktion gewinnen;

es gilt die Formel

™A
N
IS

N & nd 9 2 o
..k g0 T 9k,

Kontrahiert man diese Formel in dritter Ordnung mit as s

welches gemdB G1.(3.7) gegeben ist, so folgt:

wobel
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Auf Zhnliche Weise werde ZSZ definiert.

Wenn man Gl.(6) flr die Ionen hinschreibt und nach

differenziert, so erh#&lt man nach einigen Umformungen

_ézz - Zz
Z A Z,(Z-5)e *"[a?zf‘.-%.ﬂz + A A, +2A -;}—?—]e (7)

[RTEN

192,32Z;

4 2
2 -3 2
Die Berechnung der Funktion Z; Z, [1+ A;Z.(Z - 5)]e

ist langwieriger, man erhdlt schliesslich

2,2, F@)dZ = (G + &5 55 )Fldz +
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Der Fall
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(am)ir [@q;: - @Lgi - gggsluZ
Der Fall my, = 3, m, =my = 1, v = 3/2:
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Man erhdlt durch einige Umformungen

{3f2) ) 2 .
0. Olp: B Y (==, - L,1 (©

Das Integral

7 (e B hebelan(i=s) + 20, 5 2o ] A

R TP

14B8% sich auf folgende Form bringen

) BE(ss) -3F 1 (et
SRt =0 e L 2a1(m='15£r=«f3+-~1""

(3/2)
das erste Integral enthilt die Bestandteile \/ (Badal)s \/(5 1;%]}

(34)
und \r (3,1,1). TLetzteres Integral ist in G1.(5) angegeben,

die anderen beiden sind:

s*(1-s5%)ds

Gl _ a1
Y a3, = [ J(Hn )1+ 7, 8%) Dix,s)

@) 3 s*(4-5")ds
Y (5.]'1)‘1) = F-}"E;E‘ng (4+.t.1sz) D(T’S)

Flgt man alles zusammen, so erhilt man
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Anhang III

Es seien gegeben die Differentialgleichungen

x> xr X
_(1+ 2z _.....§..)

' +
A‘b{(’l(?) B ‘(!’ﬂ'e Ba F’z PJ (l)
und
— __x.."_. -+ X:: -4 —-5‘;-)
DAV () = -8z e P B

(2)

wobei A den Laplace-Operator bezeichnet. Die Ldsungen
dieser Gleichungen sind darstellbar durch die Integrale
_L‘!. ;‘L g?.
) z 3
e_'(ﬁq+ g, T ps)
uep = [f

[(X,= £+ (= £207 + (x5~ §3)°]">

D{?-:olf:.df_?. (3)

und
+ee : : fz
_(i:.{__%‘.-_‘__;?)

5 2 2.
vig) = [{ [l s+ cams +oa-) 1 e d ()
— oo

Die LOsung der Potentialgleichung filir ein homogen
geladenes Ellipsoid wurde bereits von Dirichletl5) ange-
geben. Man kann durch Differentiation dieser LOsung auch
das Potential flir eine Ellipsoid-Schale gewinnen und daraus
durch Integration die Losung fir die hier auftretende Dichte-
funktion exp [—(xf/ﬁl - xg/B2 + x%/ﬁj)] . Man erh#lt

schliesslich

15) R.Becker, Theorie der Elektrizitit, Bd.I, S.124, 'Leipzig 1949



. g R =
(e P+X Bat A Pt A ‘
Ulyg) = T Bafafea ] D¥(A) dA (5)

wobei D= Vip,+ )\)([%L+}\)('33+,\) . Es ist zu zeigen,
daB dies tatsichlich eine Lisung der G1.(1) ist. Nach An-

wendung des Laplace-Operators erhdlt man

Cfr 4 6 .
i = = P—TVW—;F:_}{[{%,,#-)\ + T & F3+>\] +

o x':_ X -g (a\)
n —LL((L*' ([37_4'3\)1 (§3+)\) } :D*(A)
wobel
by Xl 4= .__);(7-___ _...4,.5._4_.__.. ~
§ =4 PR N WY (6)

Man kann dann das Integral auf folgende Form bringen

= LAY

aew* 28 (A) 7 .
Au:ﬁlm}{sﬁﬁgh i))\ ]eb*c,\)

Durch partielle Integration erh#lt man schliesslich

"5’10‘} - _( x;)
A = b4z Yo pogs S P N =

i

womit gezeigt ist, daB Gl.(5) wirklich eine Ldsung von Gl.(1)
ist. Sie kann sich nur um eine L&sung der homogenen Gl.(1)
von Gl.(3) unterscheiden. Die einzige Losung der homogenen

Gleichung, welche iberall singularitdtenfrei ist, ist die



Konstante. Ein Vergleich von G1.(3) und G1.(5) zeigt, da8
filr 4= 0 die Funktionen gleich sind, womit die Identitdt

von G1.(3) und G1.(5) bewiesen ist.

Es ist zu erwarten, daB Gl1l.(2) eine LOsung von &hn-

licher Form hat. Macht man den Ansatz

= —gﬂil
' —  A0) € ,
V) = = Vb ) gy 4 (1)

so erhilt man, indem man Avv*of)== 2 w(4) setzt, eine
Differentialgleichung erster Ordnung fir ii(k), welche die
einfache Losung 4 (A\) = —A/2 hat; ‘Setzt man dies formal
in G1.(7) ein, so findet man, daB der Integrand filr A-—> oo
sich wie }:ql verhdlt, das Integral ist also fiir alle A
_ divérgent. Es liegt nahe, dies Integral dadurch konvergent
zu machen, daB man £ (A) im Zshler subtrahiert. Man er-
hdlt dann das Integral
2
hg(M__q)

r.’,———-—-—wr F (e
19'(4() =7 P"P"P3 j' D*(2) d A | (8)

welches fiir jedes 4¢ konvergiert und fir |4(] -» o sich
vn$akflverhélt. Auch hier kann sich G1.(8) nur um eine
Losung der homogenen G1.(2) von Gl.(4) unterscheiden, welche
ebenfalls nur eine Konstante sein kann. Da nur Ableitungen
von Ar(y¢) benttigt werden, ist es gleichgliltig, welchen

Zahlenwert diese Konstante hat.

Es ist zweckmidssig, durch die Substitution A= (3(—:-;-4)
wobei 8 = (Bl + B,y + 83)/5 ist, die Integrale G1l.(5) und

Gl.(6) umzuformen. Man erhidlt
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' e PLA+TSY 1+T,5T T A+T8Y

Ug) = 2% P“';'_,,‘g‘ s s (5a)
oo 7(4+1:,s‘)(4+r,_s‘)(1+rzs“) _

und

%
s x& Xy X5 ]
T

4 —
' Flrrne” T4t,58 T 145
" e 1 z 3 -
v () = _f;.uyg%& J(.:__ 1 ds (8a)

Via+ T, s2)(1+ T, s*) 1+ Tos?)

Diese Integrale sind offenbar mit den elliptischen
Integralen verwandt und lassen sich nicht elementar dar-

stellen.

Da man bei der Integration der Momentengleichungen
melstens auf die Hilfe von Rechenmaschinen angewlesen ist,
stellt sich die Frage; wie man diese beiden Integrale bzw.
deren Ableltungen auswertet. Es zeigt sich, daB man bel
Benufzung der & -Punkte-Formel nach Gausé einen Fehler von
einigen Promille macht, ﬁéﬁn x2/5~<8 und T<0,3. Fir grdssere
Werte von xe/ﬁ wird der Integralwert, der flir T;= 0 und X =0
gerade 1 ist, rasch klein gegen 1. Diese Methode besitzt

also erhebliche Voftéile gegeniiber einer Reihenéntwicklungf




