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Internationales Rahmenkonzept

Definition von mathematischer Grundbildung (,,Mathematical Literacy*)

Die Definition mathematischer Grundbildung (,,Mathematical Literacy”) im Rahmen von
OECD/PISA lautet:

,.Mathematische Grundbildung ist die Fahigkeit einer Person, die Rolle zu
erkennen und zu verstehen, die Mathematik in der Welt spielt, fundierte
mathematische Urteile abzugeben und sich auf eine Weise mit der Mathematik zu
befassen, die den Anforderungen des gegenwartigen und kinftigen Lebens dieser

Person als konstruktivem, engagiertem und reflektierendem Biirger entspricht.*

Der Begriff Grundbildung (literacy) wurde gewahlt, um zu betonen, dass mathematische Kennt-
nisse und Fahigkeiten, wie sie im traditionellen Curriculum der Schulmathematik definiert wer-
den, im Rahmen von OECD/PISA nicht im Vordergrund stehen. Statt dessen liegt der Schwer-
punkt auf der funktionalen Anwendung von mathematischen Kenntnissen in ganz unterschiedli-

il

chen Kontexten und auf ganz unterschiedliche, Reflexion und Einsicht erfordernde Weise™

Aspekte von mathematischer Grundbildung fiir den PISA-Test

Fur den OECD/PISA-Test sind vier Aspekte mafgeblich. Die beiden Hauptaspekte sind
»mathematische Kompetenzen* und ,,mathematische Leitideen“. Die beiden Nebenaspekte sind
»curriculare Teilbereiche der Mathematik” und ,,Situationen und Kontexte*. Die Hauptaspekte
dienen dazu, den Bereich, der mit dieser Erhebung erfasst wird, abzustecken und Leistungen zu
beschreiben. Die Nebenaspekte werden verwendet, um zu gewahrleisten, dass der Bereich an-

gemessen breit abgedeckt und ein ausgewogenes Spektrum von Aufgaben ausgewahlt wird.

Mathematische Kompetenzen

Ausgangspunkt ist eine Liste allgemeiner mathematischer Kenntnisse, Fertigkeiten und Fahig-
keiten:

» die Fahigkeit, mathematisch zu denken

» die Féhigkeit, mathematisch zu argumentieren

» die Fahigkeit zur mathematischen Modellierung

» die Féhigkeit, Probleme zu stellen und zu lésen

! Im deutschen Sprachraum ist auch der Begriff ,fundamentale Ideen* gelaufig. Es ist jedoch darauf hinzuweisen,

dass diese beiden Konzepte nicht Gibereinstimmen.



» die Fahigkeit, mathematische Darstellungen zu nutzen

» die Fahigkeit, mit den symbolischen, formalen und technischen Elementen der Mathematik
umzugehen

» die Féhigkeit, zu kommunizieren

» die Féhigkeit, Hilfsmittel einzusetzen und zu gebrauchen.

Kompetenzklassen

Im Rahmen von OECD/PISA ist nicht vorgesehen, Items zu entwickeln, mit denen diese Fahig-
keiten jeweils getrennt erfasst werden. Wenn man echte Mathematik betreibt, kommen gewdhn-
lich viele (wenn nicht alle) dieser Fahigkeiten gleichzeitig zum Einsatz, so dass jeder Versuch
der Messung einzelner Fahigkeiten zu kiinstlichen Aufgaben und damit zu einer unnétigen Auf-

spaltung des Bereichs der mathematischen Grundbildung fiihren wirde.

Um den Aspekt der mathematischen Kompetenzen durch die Konstruktion von Items und
Tests operationalisieren zu konnen, ist es hilfreich, die Fahigkeiten zu drei groReren Kompetenz-

klassen zusammenzufassen. Diese drei Kompetenzklassen sind:
» Kompetenzklasse 1: Wiedergabe, Definitionen und Berechnungen

» Kompetenzklasse 2: Querverbindungen und Zusammenhédnge herstellen, um Probleme zu

I6sen
» Kompetenzklasse 3: Einsichtsvolles mathematisches Denken und Verallgemeinern

Die Kompetenzklasse 1 ist definiert unter Rickgriff auf die sogenannte ,,F&higkeit zum Umgang
mit symbolischen, formalen und technischen Elementen®, also die Fahigkeit, die mathematische
Sprache sinnvoll zu benutzen. Dies geht weit tber das reine Beherrschen von Verfahren hinaus,
indem namlich explizit auch Ubersetzungsleistungen, also Modellierungen (allerdings einfacher
Art), einbezogen werden.

Bei Kompetenzklasse 2 kommt es darauf an, verschiedene Stoffgebiete und Teilbereiche
der Mathematik in Beziehung zu setzen und Informationen zu integrieren, um einfache Probleme
zu losen.

Den Ubergang zur Kompetenzklasse 3 markieren Aufgaben, in denen ausdriicklich eine
Verallgemeinerung einer Situation, das Entwerfen einer umfassenden Strategie, die Einbettung
einer gegebenen Situation in einen allgemeinen mathematischen Zusammenhang, erforderlich
ist. Insbesondere ist die Bedingung fir Kompetenzklasse 3 erfullt, wenn beim Modellieren auch

explizit die Validierung eines mathematischen Modells erwartet wird.



Die Klassen haben also alle mit ,,Mathematisierung“ zu tun. Dies — in Deutschland
spricht man meist vom ,,Modellierungsprozess* — ist eine durchgehende Leitidee des internatio-

nalen PISA-Rahmenkonzepts.

Mathematische Leitideen

Unter den ,,mathematischen Leitideen” werden miteinander stark vernetzte mathematische Kon-
zepte verstanden, die unter einem gemeinsamen bergeordneten, phanomenbezogenen Gesichts-
punkt gesehen werden. Beispiele fir mathematische Leitideen sind etwa ,,Zufall“, ,,Verdnderung
und Wachstum®, ,,Abh&ngigkeit und Beziehungen®, ,,Raum und Form“ usw. Fir den ersten
Zyklus von PISA, in dem Mathematik eine untergeordnete Rolle spielt, werden zwei Leitideen
herausgegriffen, namlich ,,Veranderung und Wachstum® und ,,Raum und Form*. Diese sind in
der Regel nicht explizit in den Curricula verankert, sprechen aber jeweils zentrale Themenkreise
der Mathematik an. Sie prufen schulische Kenntnisse indirekt, indem sie auf vertieftes Verstand-
nis mathematischer Begriffe abheben. Mathematische Leitideen haben den Vorteil, dass sie die
Mathematik nicht in verschiedene separierte Themengebiete aufspalten, sondern fachgebiets-

ubergreifend mathematische Ideen realisieren.

Curriculare Teilbereiche der Mathematik

Die Beriicksichtigung der traditionellen Teilbereiche der Mathematik wie Arithmetik, Algebra,

Geometrie usw. dient dazu, den Test stofflich auszubalancieren.

Situationen

Situationen sind spezielle Aufgabenkontexte. Diese unterscheiden sich bezuglich der ,,Distanz”,
die sie zu den Schulerinnen und Schulern haben. Eine entsprechende Skala wird so definiert,
dass sie vom personlichen Leben tber das schulische und gesellschaftliche Umfeld bis zu wis-
senschaftlichen Themen fiihrt. Die Berticksichtigung von ,,Situationen® soll die Authentizitat der

Aufgaben sichern helfen.

Allgemeine Kennzeichen der Items und des Tests

In den letzten Abschnitten der OECD/PISA-Rahmenkonzeption wird die Art der Aufgaben be-

schrieben, die im OECD/PISA-Test eingesetzt werden, und der Testaufbau als Ganzes erléautert.

Itemkontexte
Der Begriff ,,Kontext* wird hier entsprechend seines in der Mathematikdidaktik tblichen
Gebrauchs verwendet. Es gibt inner- und auRermathematische Kontexte und, unter den letztge-

nannten, authentische und realititatsbezogene. Die von der OECD/PISA verwendeten Kontexte



werden schwerpunktmaRig authentisch sein. Insbesondere sogenannte ,,eingekleidete Aufgaben*

sollen vermieden werden.

Aufgabenformate und Aufbau des Tests

Wie die Lesekompetenz soll auch die mathematische Grundbildung im Rahmen von
OECD/PISA mit einer Kombination aus Items mit Multiple-Choice-Formaten und Items mit
offenem Antwortformat gemessen werden. Dabei wird es unter den Items mit offenem Antwort-
format sowohl Aufgaben geben, fiir die es nur eine richtige Losung gibt (offene Frage/eine rich-
tige Antwort), als auch Fragen, die mehrere richtige Antwortmdglichkeiten haben (offene
Frage/mehrere richtige Antworten). In der Studie sollen 25-35 % der Mathematik-Testzeit auf
offene Items mit mehreren richtigen Antworten entfallen. Im ersten Zyklus von OECD/PISA
wird ein Aufgabenformat verwendet, bei dem mehrere Items an ein gemeinsames Stimulus-
material anknipfen. Hierbei kann es sich um einen Text, eine Graphik, eine geschilderte Situa-
tion handeln. Zu diesem Stimulus werden dann verschiedene aufeinander bezogene und ver-
tiefende Teilaufgaben gestellt werden.

Damit ist eine typische 30-minutige Testeinheit etwa so aufgebaut: eine kleine Anzahl (2-
4) Multiple-Choice-Items oder offene Items mit einer einzigen richtigen Antwort zur Erfassung
von Kompetenzklasse 1 oder 2, eine kleine Anzahl (1-2) von Aufgaben mit jeweils 2 oder 3
Items innerhalb ein und desselben Kontexts zur Erfassung von Kompetenzklasse 1 oder 2 und
ein Block von mehreren Items innerhalb eines Kontexts, wobei die Items mit relativ einfachen
Aufgaben zur Erfassung von Kompetenzklasse 1 beginnen und dann zu komplexeren Aufgaben

zur Erfassung von Kompetenzklasse 3 tibergehen.

Zur Auswertung des Tests

Es wird versucht, bei der Auswertung des OECD/PISA-Tests zu mehreren ltems nicht nur kor-
rekt/inkorrekt zu unterscheiden, sondern durch die Erfassung von unterschiedlichen Ldsungs-
strategien zu genaueren Informationen zu kommen. Flr die zukinftigen PISA-Zyklen ist darlber
hinaus geplant, auch weitere Aufgabenformate, z.B. tatsdchliche Explorationen mathematischer

Zusammenhange, in Betracht zu ziehen.



Nationale Erganzungen

Die Entwicklung der deutschen PISA-Mathematik-Rahmenkonzeption ist am Aufbau des inter-
nationalen Rahmenkonzepts orientiert, erweitert und differenziert dieses jedoch aufgrund mathe-
matikdidaktischer Sichtweisen und spezifischer Ausrichtungen des deutschen Mathematikunter-

richts.

Mathematische Grundbildung (,,Mathematical Literacy*) als Basis des PISA-Tests

Die Bedeutung der Definition von ,,mathematical literacy“ in der internationalen PISA-Rahmen-
konzeption wird einsichtiger im Kontext der mathematikdidaktischen Theorie, aus der das inter-
nationale PISA-Rahmenkonzept stammt. Es sind dies die Gedanken Hans Freudenthals, die ins-
besondere im umfassenden Werk ,,Didactical phenomenology of mathematical structures” darge-
stellt sind. Freudenthals zentrale Aussage, ,,our mathematical concepts, structures and ideas have
been invented as tools to organise the phenomena of the physical, social and mental world*
betont, dass es gerade die mathematischen Begriffe sind, die als ,,tools* zur Erschlielung ,,der
Welt“ in Frage kommen, und nicht etwa nur das Beherrschen alltagstauglicher Rechenverfahren.
DemgemaR stehen in der internationalen PISA-Rahmenkonzeption mathematische Konzepte —
und damit verbunden die Fahigkeit zur Vernetzung und Modellierung — als Ziel im Vordergrund.
Die in den traditionellen Curricula unterrichteteten mathematischen Fertigkeiten (,,skills and
routines®) bilden dagegen ausdrticklich keinen Schwerpunkt von PISA.

Nach vorliegenden empirischen Untersuchungen zeigen sich allerdings im realen Mathe-
matikunterricht in Deutschland Probleme bei der Vernetzung mathematischer Konzepte sowie
eine ausgepragte Kalkilorientierung. Die internationale PISA-Rahmenkonzeption kann also
zwar einen allgemeinen, normativ gesetzten Horizont abgeben, vor dem auch die deutschen
Leistungen gesehen werden kdnnen. Es bedarf aber einiger Ergédnzungen.

Eine Orientierung dafiir konnen die Diskussionen um den Beitrag der Mathematik zur
allgemeinen Bildung abgeben. Zum Beispiel skizzierte Heinrich Winter drei hierfur entschei-
dende Bereiche: (1) Erscheinungen der Welt um uns verstehen, (2) mathematische Gegenstéande
als eine Welt eigener Art kennen lernen, (3) heuristische Fahigkeiten erwerben.

Die Ergénzungen in der deutschen Zusatzerhebung zu PISA werden diese Bereiche star-
ker berlcksichtigen. Andererseits muss aber, jedenfalls im ersten PISA-Zyklus, auch der real
existierenden Kalkuilorientierung des deutschen Mathematikunterrichts durch Hereinnahme
»technischer Fertigkeiten Rechnung getragen werden. Der internationale PISA-Test und die

deutsche Zusatzerhebung sind dabei als komplementér zu sehen.



Erweiterung und Differenzierung der internationalen PISA-Rahmenkonzeption:
Rahmenkonzeption fir den PISA-Test in Deutschland

Einzelerfassung ausgewahlter mathematischer Kompetenzen

Die internationale PISA-Rahmenkonzeption ,,Mathematical Literacy” geht von einer Liste all-
gemeiner mathematischer Kenntnisse, Fertigkeiten und Fahigkeiten aus. Diese werden in den
drei relativ umfangreichen Kompetenzklassen (siehe erster Teil) geblndelt. Um spezifische

Leistungen auf der Grundlage des bestehenden deutschen Mathematikunterrichts erfassen zu

kdnnen, erscheint diese Klasseneinteilung zu grob. Fir die PISA-Rahmenkonzeption in

Deutschland werden daher die Kompetenzen ,,Argumentieren®, ,,Modellieren®, ,,Darstellen* und

die ,,technischen Fertigkeiten* separat und differenziert festgehalten:

o Es wird erfasst, ob Begriundungen oder Beweise gefordert werden oder weitere mathema-
tische Tatigkeiten fir das Losen der Aufgabe von Bedeutung sind.

» Die Beherrschung von Modellierungsprozessen wird anhand zweier Komponenten be-
schrieben, nédmlich ob ,préazisieren” und/oder ,mathematisieren” bzw. ,interpretieren”
und/oder ,,validieren* erforderlich sind. ,,Darstellungsfahigkeiten* werden insoweit betrach-
tet, als sie Aufschluss dartiber geben, aus welcher Repréasentationsform heraus ein Modellie-
rungsprozess einsetzt.

» Die Féhigkeit zum Umgang mit symbolischen, formalen und technischen Elementen aus der
internationalen Rahmenkonzeption geht weit Gber das hinaus, was gewohnlich in Deutsch-
land unter dem Beherrschen von Verfahren verstanden wird. Technische Fertigkeiten werden

daher als eine eigene Kompetenzklasse aufgenommen (siehe unten: Kompetenzklasse 1A).

Bildung von differenzierteren Kompetenzklassen in der deutschen PISA-Rahmenkonzeption

Auch in der deutschen PISA-Rahmenkonzeption werden die Items in Kompetenzklassen einge-
teilt. Diese Kompetenzklassen entstehen teilweise aus Spezifizierungen der internationalen
Kompetenzklassen, sind jedoch in einigen Charakteristika auf deutsche Verhéltnisse zuge-

schnitten.

» Kompetenzklasse 1A:
Item erfordert nur technische Fertigkeiten und/oder den Abruf von Faktenwissen.
» Kompetenzklasse 1B:
Es ist eine Modellierung erforderlich, jedoch ist diese unter Riickgriff auf einen einzigen

Algorithmus, eine einzige Formel moglich.



Die Kompetenzklasse 1A l&sst zu, isoliert technische Fertigkeiten zu erfassen. Die Kompetenz-
klasse 1B entspricht Mustern deutscher Unterrichts- und Schulbuchaufgaben.

Die internationale Kompetenzklasse 2 ist durch ,,connections* charakterisiert. Es sind also
Querverbindungen zwischen verschiedenen Gebieten und/oder innerhalb der Aufgabe selbst zu
ziehen. Eine erste Form, Verbindungen herzustellen, wird in Kompetenzklasse 2A beschrieben:

» Kompetenzklasse 2A:
Der zur Modellierung erforderliche Schritt ist Gberwiegend begrifflicher Art.

Items der Kompetenzklasse 2A werden in Deutschland oft benutzt, wenn mathematische Grund-
bildung angesprochen und eine GbermaRige Orientierung an technischen Fertigkeiten vermieden

werden soll. Andere Arten von ,,connections® kommen in Kompetenzklasse 2B vor:

» Kompetenzklasse 2B:
Die Struktur der Modellierung ist mehrschrittig, d.h. bei der Losung der Aufgabe ist entweder
Wissen aus mehreren mathematischen Zusammenhangen einzusetzen oder gleiche Schritte

sind mehrfach vorzunehmen und zu kombinieren.

Detaillierter kann man hierbei noch zwischen ,,repetitiven” und ,,integrativen” Modellierungen
unterscheiden.
Die Kompetenzklasse 3 ist identisch mit der Kompetenzklasse 3 im internationalen Rah-

menkonzept:

» Kompetenzklasse 3:
Die Aufgabe beinhaltet Schritte der Verallgemeinerung, des Entwerfens einer allgemeinen
komplexen Strategie, der Reflexion uber das verwendete mathematische Modell, die Présen-

tation eines subtilen mathematischen Arguments etc.

Zusétzlich konnen verschiedene Aspekte der kognitiven Komplexitat, mathematikdidaktisch
bestimmte Grundvorstellungen mathematischer Inhalte und die Unterscheidung unterschiedlicher

Aufgabenarten, z.B. Umkehraufgaben, flr inhaltsbezogene Erklarungen herangezogen werden.



Stoffgebiete an Stelle von ,,mathematischen Leitideen*

In den deutschen Lehrplanen sind die in dem internationalen Rahmenkonzept verankerten
»mathematischen Leitideen* nicht realisiert. Die nationale Zusatzerhebung wird daher um die
traditionell zugeschnittenen Stoffgebiete Arithmetik, Proportionalitdt (Dreisatz, Prozentrech-

nung, Zinsen etc.), Algebra, Geometrie, Stochastik und Umgehen mit Daten gruppiert.

Kontexte statt Situationen

Die deutsche Zusatzerhebung orientiert sich nicht an ,,Situationen* wie das internationale Rah-
menkonzept, sondern an ,,Kontexten“. Es wird hierbei unterschieden zwischen authentischen,
realitatsbezogenen oder innermathematischen Kontexten, bzw. danach, ob nur kalkilhaftes

Rechnen mit GrofRen oder tberhaupt kein zusétzlicher Kontext erforderlich ist.

Aufbau des internationalen und des nationalen PISA-Mathematik-Tests

Im nationalen Test wird die Testzeit auf die Aufgabenformate Multiple-Choice, kurze freie Ant-
wort und ausfuhrliche freie Antwort ungefahr 2 :1: 1 verteilt. Der internationale Test enthalt
darlber hinaus mehrmals Reihen von einzelnen Items, die an ein gemeinsames ,,Stimulus-
material“ ankniipfen. Das nationale Testinstrument vermeidet diese aufeinander aufbauenden
Aufgaben.

Im internationalen Teil soll die Testzeit auf die drei Kompetenzklassen im Verhéltnis
1:2:1 verteilt werden. Im deutschen Teil erscheint eine Verteilung der Items auf die Klassen 1
und 2 im Verhaltnis 1 : 1 angemessen.

Zusétzlich zu den Leistungen der Schilerinnen und Schiler wird im nationalen Teil auch

ihr Interesse an Mathematik und ihr Selbstkonzept in Bezug zur Mathematik erhoben.
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