Valeurs spéciales de parameétres de diagrammes de Diamond
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Résumé. — Soit L une extension finie non ramifice de Q, et p : Gal(Q,/L) — GLa(F,)
une représentation continue réductible et suffisamment générique. Suivant la démarche de
[6], on montre comment relier le type d’extension de p & certains paramétres définissant les
diagrammes de Diamond associés a p.
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Abstract — SPECIAL VALUES OF PARAMETERS IN DIAMOND DIAGRAMS — Let L be a
finite unramified extension of Q, and p : Gal(Q,/L) — GL3(F,) be a reducible continuous
generic representation. Following the strategy in [6], we show how the extension type of p
is related to certain parameters which appear in the Diamond diagrams associated to p.
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1 Introduction

Soient p un nombre premier et L une extension finie de Q, avec O son anneau des
entiers. La correspondance de Langlands locale modulo p pour GL2(Q),) est maintenant
bien comprise (1], [2], [11]), mais celle pour GLy(L) lorsque L # Q, reste encore largement
mystérieuse. Dans ce cas, 'un des principaux obstacles est 1’existence de beaucoup plus de
représentations (modulo p ou p-adiques) de GLo(L) que de représentations de dimension
2 (modulo p ou p-adiques) de Gal(@p/L). Par exemple, lorsque L est non ramifiée sur
Qp, inspirés par les travaux de Buzzard, Diamond et Jarvis ([9]), Breuil et Paskunas ont
construit des représentations lisses admissibles sur F,, de GLa(L) satisfaisant une certaine
condition sur les GL2(Op)-socles (voir [8]). Mais cela est loin de permettre d’isoler une
unique représentation, comme démontre l'auteur [13].



Pourtant, en fixant une représentation continue de Gal(@p /L) de dimension 2 sur Fp,
on espére pouvoir ajouter de “bonnes” conditions restrictives du coté GLg(L) a celle portant
sur le socle, pour améliorer la sélection. Jusqu’a présent (a la connaissance de auteur), les
conditions exhibées vivent toutes dans les diagrammes de Diamond associés a la représen-
tation galoisienne (donc toujours pour L non ramifiée). La premiére condition de ce genre
a été définie dans [4], motivée par la compatibilité souhaitée avec un possible foncteur de
Colmez généralisé ([11],[17]).

Une deuxiéme condition est considérée dans [6], et fait aussi I'objet du présent article.
Pour expliquer plus clairement notre situation, nous rappelons briévement la construction
de diagrammes de Diamond d’aprés [8|. Supposons L non ramifiée sur Q, et fixons une
représentation continue p : Gal(@p /L) = GLa(F,) que 'on suppose suffisamment générique
(& préciser dans le texte). A p sont associés un ensemble de poids de Serre noté D(p) ainsi
qu'une GLo(Op )-représentation D(p) de dimension finie sur F,, dont le socle est exactement
®ren(p)T et qui est maximale pour une certaine condition de multiplicité 1. Notons I (Or)
le sous-groupe d’Iwahori de GL2(Op) et I;(Of) le pro-p-sous-groupe de I(Of). En tant
que I(Op)-représentation, 'espace des I1(Op )-invariants de D(p) est une somme directe de
caractéres qui apparaissent par paires stables sous la conjugaison par (2 é) On peut donc y
définir une action de (2 (1)), mais elle n’est pas unique a priori. Un diagramme de Diamond
associé a p est alors simplement 'injection naturelle D(7)1(P2) < D(5), pour une action
de (5 ) sur D(p)1(OL) choisie.

On peut classifier les actions possibles de () sur D(p)"(©L) (a isomorphisme preés) a
laide de certains paramétres (voir §6). Mais dés que p est réductible non scindée, la donnée
de D(p), ou de D(p), contient moins d’informations que la représentation p de départ. Nous
voulons donc relier la classe d’isomorphisme de p aux paramétres définissant I'action de
(2 §) sur D(p)1(©r),

Décrivons les paramétres qui nous intéressent dans cet article. Rappelons que D(p) se
décompose sous la forme ©.cn ) Dr(p), ot Dr(p) est 'unique facteur direct de D(p) de
socle 7. Soit x un caractére de I(Or) apparaissant sur D, (5)1(91) et soit v € D, (p)1(©r)
un vecteur propre de caractére x. Sous 'action d’un élément dans GL2(Op) d’une forme
particuliére mais explicite (voir la proposition 2.6), v engendre un vecteur dans 771 <
D, (ﬁ)h(OL), que l'on note w; pour l'instant. Si le conjugué x® de x par (g 6) apparait aussi
sur D, (5)"1(©1) on obtient un autre vecteur non nul wy de 71 & partir de (2 (l))v. Comme
711 est de dimension 1 sur F,, wy et wsy différent par un scalaire non nul z(x) € F; , dont
on vérifie qu’il ne dépend pas du choix de v. C’est par définition le paramétre associé a x.
En général, il existe des diagrammes de Diamond avec z() prenant n’importe quelle valeur
de F; . Dans [6], lorsque x et x® apparaissent tous les deux sur la “premiére” composante
D~ p) (7)) de D(p)(OL) une valeur de x(x) d’intérét “particulier” est isolée. Dans
article présent, nous traitons le cas général en suivant la démarche de [6]. On définit aussi
des paramétres cycliques comme dans [4] et 'on montre que si |D(p)| = 1, les valeurs
spéciales que l'on trouve sont alors exactement celles prédites dans [4, §6].

Les énoncés des résultats principaux de ’article nécessitant I'introduction de trop nom-
breuses de notations, nous préférons de ne pas les rappeler dans cette introduction mais ren-
voyer le lecteur aux théorémes 4.7 et 5.6 pour plus de détails. Expliquons quand méme d’ott
vient I'idée. La représentation p admet plusieurs déformations potentiellement Barsotti-Tate
qui deviennent cristallines sur une extension modérément ramifiée de L et de type d’inertie
associé a y, donc correspondant par la correspondance de Langlands locale classique a des
séries principales modérément ramifiées de GLga(L) sur @p. Soit IT une telle série principale.



En admettant I'existence d’une compatibilité local-global modulo p pour GLy(L), la donnée
de p devrait correspondre a celle de la réduction d'un certain réseau GLo(L)-invariant de
IT1. En général, les réseaux GLo(L)-invariants de IT (lorsqu’ils existent) sont trés difficiles a
décrire, mais nous n’avons heureusement pas besoin ici de les décrire explicitement, et le
paramétre qui nous intéresse ne dépend pas du choix du réseau, sous réserve qu’il se trouve
dans la réduction modulo p dudit réseau.

Le plan de larticle est le suivant. Au §2, on fait quelques rappels et 'on démontre la
proposition 2.1, dans laquelle on détermine une condition exacte sur y € D(ﬁ)II(OL) pour
que le paramétre associé soit bien défini. Au §3, on calcule la représentation galoisienne
résiduelle associée & un module fortement divisible avec donnée de descente modérément
ramifiée. Cette partie est essentiellement une relecture des calculs effectués dans [5]. On
démontre le résultat principal de cet article au §4. Au §5, on définit et calcule des para-
métres cycliques analogues & ceux définis dans [4]. Enfin au §6, on détermine le nombre de
paramétres nécessaires a classifier les diagrammes de Diamond associés a p.

Introduisons les notations générales de I'article.

Dans tout le texte, L désigne une extension non ramifiée de @, de degré f, d’anneau
des entiers O, et E désigne une extension finie de Q, (qui sera le corps des coefficients)
d’anneau des entiers O et de corps résiduel kg. On suppose que E est suffisamment grand
afin d’avoir |Homg, (L, E)| = f. On note ¢ = p/ et 'on identifie le corps résiduel de L avec
Fy. On note ¢ : F; — Fy le Frobenius x — 2. On normalise la valuation p-adique val sur
L ou E par val(p) =1 et on pose |- | = qul(_).

On fixe une fois pour toutes un plongement oy de F, dans kg, de sorte que {og o
¢'}o<i<f—1 sont les f plongements distincts de F, dans kg. On normalise Papplication de
réciprocité de la théorie du corps de classes local en envoyant les Frobenius géométriques
sur les uniformisantes, via laquelle on voit tout caractére de L* comme un caractére de
Gal(Q,/L).

On a de plus un isomorphisme canonique :

Gal(L[»'/=p/L]) = Ff

g = )

via lequel on peut voir implicitement tout caractere de Fy' comme un caractére du groupe
Gal(L[ *'/=p]/L) ou du groupe Gal(Q,/L). On note wy, : Gal(@,/L) — FX <3 kx le
caractére induit, w le caractére cyclotomique modulo p (via F), < kg) et nr(z) le caractére
non ramifié de L* envoyant p sur  (pour z € kj ou EX).

On rappelle qu’un poids de Serre, ou simplement un poids, est une représentation abso-
lument irréductible de GLa(OL), ou de maniére équivalente de GLa(F,), sur kg. A isomor-
phisme prés, tout poids est de la forme

(@] 2L (Sym" k%)70°?") ® det®,

avec r; € {0,-++,p—1}, a € {0,---,q — 2}, et ot GLa(F,) agit sur (Sym""k%)70°" via
09 © goi : F, — kg et via l'action naturelle de GLa(kg) sur la base canonique de kz% On
désignera par (ro,--- ,7y—1) ® det” cette représentation.

On note S 'ensemble {0, - -+, f—1} et on définit une application bijective d de I’ensemble
des parties J de S dans lui-méme en posant j € §(J) si et seulement si j + 1 € J.



On note B(L) C GLa(L) le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures et 1(Or) C
GL2(Op) (resp. I1(Or) C GL2(OL)) le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures
(resp. et unipotents) modulo p. Si x est un caractére lisse de I(Opr) a valeurs dans kj, on
note x* le caractére conjugué de x par (5 §), i.e. X (g b)) = x((lf%) o)) si (g 5)e 1(0).
On note o(x) le kg-espace vectoriel Ind?(IgL(?L)X des fonctions f : GL2(Op) — kg telles
que f(g99’) = x(9)f(¢") (pour g € I(O) et ¢ € GL2(Op)) muni de I'action & gauche de
GL2(Op) par translation a droite. Notons que cette action se factorise par GLa(IFy), car x

est toujours trivial sur I1(Of). On définit de méme l'induite Ind?(f)(]“) X pour un caractere

lisse x de B(L) dans E*.

Remarquons enfin que méme si cet article est une continuation de [6], on suivra plutot
les notations de [5].

Remerciements : Je remercie Christophe Breuil pour avoir porté ce probléme & mon
attention et pour ses nombreuses suggestions. Je remercie I'institut Max-Planck de Mathé-
matiques et le centre BICMR & Pékin pour leur accueil durant la rédaction de I’article.
Je remercie également le rapporteur anonyme pour sa lecture minutieuse et ses remarques
pertinentes.

2 Rappels sur les diagrammes de Diamond

dans cette section, on fait des rappels de [8] et [5] sur les diagrammes de Diamond et
I'on établit certains résultats combinatoires qui seront utilisés dans la suite.

On fixe une représentation continue réductible p : Gal(Q,/L) — GLa(kg) de la forme

=1 T
5= (“r@%%w“ oo ) M
0 (¢ )

avec £ € ki, rj € {0,--- ,p—3} et (r;); ¢ {(0,---,0),(p—3,---,p— 3)}, cette dernicre
condition étant la “généricité” introduite dans [8, §11]. A p est associé dans [9] un ensemble
D(p) de poids de Serre. Il admet une description explicite a ’aide d’un certain sous-ensemble
de {0,---, f—1} dont on rappelle maintenant la construction suivant la reformulation dans
[5].

Gréace a la condition de généricité, p est dans la catégorie de Fontaine-Laffaille [12], donc
s’écrit sous la forme

p = Hompy o, (M, Acris ®7, Fp)

ol M est un ¢p-module filtré de Fontaine-Laffaille uniquement déterminé par p tandis que
Agis est 'anneau de périodes de Fontaine pour les représentations cristallines entiéres et
Hompy- , indique que l'on considére les morphismes qui respectent les filtrations et qui
commutent a ¢ (cf. [12] pour les détails). On peut exprimer M sous la forme suivante [6,

§2.1]
M =M x - x Mo "™V avec MO0 = fpet0ov ! @ oy fo000

. : : . ; - ~j ; ~j
muni de la filtration suivante, ot 'on pose M7 = M0°¥ * el = e%0°¢ ~ et fI = fo0°¢



pour alléger les notations et ou I'on convient que (f —1)+1=0:

FillMJ = M si i<0
Fil'M7 = kgfl si 1<i<r;;+1
FillM7 = 0 sii>rp;+2
{so(ej) = et
. —1 . .
orpr1(f7) = YE(FT 4 el

On a noté {/€ une racine f-iéme fixée £ dans kg, dont on peut supposer I'existence quitte
a agrandir I et p1; € kg pour tout j. Les choix faits ci-dessus pour M ne sont pas uniques,
mais on vérifie que I'’ensemble J; défini par

Js:={j€{0,---,f =1}, py_; =0} (2)

ne dépend que de p. (Cet ensemble est noté par Z(p) dans [6].) De plus, on vérifie que
J5 = & si et seulement si p est scindée.

On dispose de la description explicite suivante de I’ensemble D(p). Soit (xg,--- ,z¢_1)
f variables. On note D(xg,--- ,x5_1) I'ensemble des f-uplets 7 = (19(x0),- -+, Tr—1(Tf-1))
vérifiant les conditions suivantes :

(1) 7i(x;) €{ziyxi+1L,p—2—zj,p— 3 —x;}
(ii) si 7i(x;) € {4, x; + 1}, alors 741 (wiv1) € {@iv1,p — 2 — xi41}
(i) si(x;) € {p—2—a;,p—3—x;}, alors 71 (xip1) € {p — 3 — xiy1, xit1 + 1}
(iv) 7i(z;) € {p — 3 — @i, x; + 1} implique i € J;5
ou I'on convient que x5 = xq et 7¢(x¢) = 70(x0). Notons que les conditions (i)-(iii) entrainent

T0(z0) € {xo,p — 3 — xp} si f = 1. Avec ces notations, on a la description suivante pour
D(p) (voir [5, Prop. A.3] ou [10]) :

'D(ﬁ) — {(TO(TO)u - ’Tf—l(rf—l)) ® dete(T)(TO,-n,T'ffl)’ TE D(xo’ e )xf—l)}7 (3)

ot e(7)(xo, - ,xp—1) est défini comme dans [5, §4| que I’on ne précise pas ici. On remarque
que cela définit une bijection entre D(zg,--- ,z¢—1) et D(p) : en effet, si 7 # 7/ sont tels que
7;(r;) = 7/(r;) pour tout ¢, on aura e(7)(ro, -+ ,rf_1) #Z e(7')(ro, -+ ,rf—1) mod (¢ — 1)

(cf. la preuve de [8, Lem.12.8]). Dans la suite, on notera encore 7 le poids associé¢ au f-uplet
T = (7i(z;)); défini dans (3).

Notons p* la semi-simplification de p : on a alors Jz= = S et la construction ci-dessus
montre que D(p*) consiste en les poids 7 vérifiant les conditions (i)-(iii), la (iv) étant
automatique. En particulier, on a D(p) C D(p™). Ceci nous méne a poser, pour tout 7 €
D)

Jro={ie{0,--, f=1},7(x) €{wi+1,p—3—az}} C S, (4)

et permet d’identifier D(p*) (resp. D(p)) a I'ensemble des parties de S (resp. J5) via 7 +— J-.

Soit D(p) la représentation maximale (pour I'inclusion) de GLg(F,) sur kg vérifiant les
deux conditions suivantes :

(i) le GLa(IFy)-socle (i.e. la sous-représentation semi-simple maximale) de D(p) est ©cp(5)T;

(ii) chaque poids 7 € D(p) n’apparait qu’une seule fois dans D(p).



L’existence et 'unicité d’une telle représentation sont montrées dans [8, §13], ou elle est
notée Dy(p), et on peut naturellement la voir comme une représentation de GLo(Op,)L*
en y faisant agir p trivialement. De plus, on sait que D(p) se décompose sous la forme
©renp)Dr(p) ott D7(p) est 'unique facteur direct de D(p) de socle égal & 7. Les caractéres
de I(Op) qui apparaissent sur D(5)11(P) sont en outre tous distincts [8, Thm. 13.8] et sont
caractérisés par un ensemble de f-uplets noté PD(xg,--- ,x¢_1) qui est défini comme suit.
L’ensemble PD(xg, - ,x5_1) est constitué des f-uplets A = (A\;(x;)); tels que :

(1) Ni(ws) € {wj,zi + 1,20 +2,p =3 —24,p — 2 —24,p — 1 — 1}
(ii) si Aj(m;) € {x, z; + 1,2 + 2}, alors Njp1(zi41) € {®iv1, Tiv1 + 2,0 — 2 — 241}
(iil) si Ai(x;) € {p—1—x5,p—2—z4,p— 3 —z;}, alors Aiy1(zi41) €E{p—1—2iy1,p—3—
Tiy1, Tip1 + 1}
(iv) Ni(zi) € {p — 3 — z,z; + 2} implique i € J5.
On convient bien stir comme avant que xy = g et Af(xf) = Ao(xg). On pose alors, pour
tout A € PD(xg, -+ ,x5-1),

T(A) = (No(ro), -+, Ap—1(rp—1)) @ det?®ro-ry—1) (5)

ot e(A)(xo, -+ ,xf_1) est défini comme dans [5, §4]. On vérifie que 7(X\) 2 7(\') pour tous
f-uplets distincts A # X de PD(zg, - ,x¢_1). D’aprés [5, Prop. 4.2], les caractéres de
I(Op) qui apparaissent sur D(p)1(OL) sont exactement les caractéres 7(A)1(O) avec \ €
PD(xg,- - ,x5-1). On remarque que si x correspond a A, alors son conjugué x* correspond
a Al ot Al € PD(zg, -+ ,zp1) est défini par )\Z[-s} (x;) = p— 1 — Xi(z;). En particulier
x # x° et D(p)1(OL) est stable par la transformation y — x°.

Soit maintenant x : I(Or) — kj un caractére apparaissant sur D(p)/1(O1) et soit
X € PD(xq,- - ,x¢-1) le f-uplet associé. Comme x* apparait aussi sur D(p)1(OL) par ce
qui précede, il existe par réciprocité de Frobenius un morphisme GL2(Op,)-équivariant non
nul de 7(x?*) := Ind?(lgL(?L)
D(p) comme sous-quotient. D’ailleurs, les constituants de @(x*) sont naturellement indexés
par un certain sous-ensemble P, de I’ensemble des parties de S = {0,--- , f—1}. On renvoie
le lecteur & [5, §2| pour la définition précise de P, en rappelant seulement que P, contient
toujours {0, S} et que le socle de T (x*), a savoir 7(\), est indexé par () tandis que le cosocle
est indexé par S. D’aprés [5, Prop. 4.3], il existe un unique couple (J™, Jmax) ¢ P, x P,
vérifiant JmIn C Jmax ef jmax\ jmin C §( [ tel que les facteurs de Jordan-Holder de &(x®)
qui sont des poids de Serre pour p soient exactement les poids indexés par les parties de S
contenant J™™ et contenues dans J™**. Explicitement, J™ et J™* gsont définies comme

suit [5, (19)] :

x° vers D(p), de sorte que 7(x*) admet au moins un élément de

Jmin 5({] ’ Aj($j) e{p—-1- xj, T+ 2} ou ()\j(xj) =zj+1lety ¢ Jﬁ)}>;

J" =6({j | Nj(zj) ¢ {p— 3 —zj,2;} et (j € J5si \j(zj) =p—2—1j)}).

On en déduit que si 7 € D(p) est I'unique élément tel que x* apparait sur D, (7)/1(92)  alors

T est exactement le sous-quotient de (x*) indexé par J™** (par construction de D(p)). Le

résultat suivant détermine toutes les paires {x, x°} qui apparaissent sur le méme facteur
D, (p)1(©r),



Proposition 2.1. Conservons les notations précédentes. Pour que les caractéres x et x°
apparaissent sur le méme facteur D, (p )Il(OL) avec T € D(p), il faut et il suffit que l'on ait

Jp 0 [ Ajeg) € {zj +1,p—2—x;}} = 0. (6)
Dans ce cas, on a Jr ={j | N\j(z;) € {p — 3 —zj,x; + 2}}.

Démonstration. Soient respectivement 7 et 7/ les poids de D(p) tels que x* apparaisse sur
DT(ﬁ)Il(OL) et x sur Dy (p)1(OL). Par ce qui précede, 7 et 7/ sont tous deux des sous-
quotients de 7 (x*®) car a(x) et a(x*) ont les mémes facteurs de Jordan-Holder, et 7 y est
indexé par J™2* tandis que 7/ 'est par J™. Par conséquent, on a 7 = 7’ si et seulement si
JWin — Jmax - ce qui est équivalent & la condition (6) de I’énoncé par examen des définitions
de JM8X et de J™in,

Supposons maintenant que la condition (6) soit satisfaite et déterminons J;. Par ce qui
précede, 7 est le sous-quotient de &(x®) indexé par :

JU = = 5({ | Nj(y) € {p— 1= @y, 25 + 1w + 2}}).

Connaissant la structure de o(x®) décrite dans [8, §2|, on peut trouver un unique f-uplet
= (po(yo), - s pr—1(ys—1)) vérifiant les trois conditions suivantes :

(a) pi(yi) €{yivi —L,p—2—vyi,p—1-yi}

(b) wi(yi) € {vi,yi — 1} implique pit1(yit1) € {Yit1,P — 2 — Yir1}

(¢) pi(yi) €{p—2—yi,p — 1 —y;} implique pi1(Yi+1) € {p — 1 = Yi+1,¥i41 — 1}

ainsi que

(10N (10))s -+ s pp—1 (A g1 (ry-1))) @ deteHeNTorrs—1)
= (ro(ro), -+, Tp—1(ry—1)) ® deteM om0 - (7)

ou (73(z4)); € D(xo, - ,xp-1) est le f-uplet correspondant au poids 7 et ot pro A :=
(1i(Ni(24)))i- On en déduit que :

wi(Ni(zi)) = mi(x), YO<i< f—1
En outre, le fait que 7 soit indexé par J™(= J™%) implique grace a [8, §2] que 'on a
S({i | M(z) e{p—1—mpai+ Lo+ 2}}) = {i | pa(ys) €{p—1—wi,p — 2 —yi}}.
D’aprés la condition (c) ci-dessus et la définition de 4, ce qui équivaut a dire que :
Ailws) €e{p—1 -z @i+ Lo+ 2} <= pi(ys) €{p— 1 —wi, i — 1} (8)

Rappelons que J; = {i | 7i(z;) € {z;+1,p—3—x;}} par définition. Sachant que p;(A;(x;)) =
7i(x;), la condition 7;(z;) = x; + 1 méne aux quatre possibilités suivantes pour \;(z;) et
wi(yi) :

Ai(wi) = @ + 1 et pi(yi) = yi

Xi(wg) =p—2—m; et pi(y))=p—1—y;
Ai(x;) =2 + 2 et wi(y)=y;i—1
Ai(zi)) =p—3—z; et pi(y)) =p—2—y.



Or, seuls les deux derniers cas sont compatibles avec la condition (8), et 'on a donc \;(x;) €
{z;i 4+ 2,p — 3 — x;}. De méme, on vérifie que la condition 7;(z;) = p — 3 — x; implique que
i(z) € {x; +2,p— 3 — 2;}, et on obtient donc que

J C {Z ’ /\Z(xz) € {p— 3—x,x; + 2}}

Réciproquement, si A\;(x;) = x; + 2, on vérifie, de (8) et du fait que p;(\i(z;)) = 7i(x;), que
seuls les deux cas suivants sont possibles pour 7;(x;) :

Ti(25) =z + 1 (avec pi(yi) = yi — 1)
Ti(zi) =p—3—x; (avec pi(y;) =p—1—y;).

On en déduit que i € J;. On vérifie de la méme fagon que \;(x;) = p— 3 — x; implique aussi
i € J,, d’ou le résultat. ]

Corollaire 2.2. Soit A € PD(xq, - ,xf_1) satisfaisant la condition (6) de telle sorte que
Juin = gmax — §({5\i(z;) € {p— 1 —zj,2j + 1,x; + 2}}). Soit T l'unique poids de D(p)
tel que x et x° apparaissent tous les deux sur DT(ﬁ)[l(OL). On a alors les équivalences
sutvantes :

jEeSTHIMM NI, <= N(zj)=x;+2
JjE 5_1(Jmm)\JT <= )\j((L’j) e{p—1- Tj,T; + 1}
j e JT\5_1(Jmm) <~ )\j(ﬂj‘j) :p—?)—l‘j
j¢ JrudTH (M) = N\i(z;) € {p—2—xj,,}
Démonstration. Conséquence immédiate de la proposition 2.1. O
Pour A € PD(xq,--- ,x¢_1) et 7 comme dans le corollaire 2.2, on pose :

I =6 (TMNT [T F-\ (™). (9)

Autrement dit, on a I(A) = {j | \j(z;) € {z; +1,p—1—xj,p — 3 — x;}}. On obtient

alors immédiatement 1'énoncé suivant, conséquence des définitions de PD(xg,--- ,x5_1) et
de I()N).

Corollaire 2.3. Soit A € PD(xg, - ,x5_1) vérifiant la condition (6). On a les équivalences
sutvantes :

Ni(zj)e{p—1—zjp—2—2x5,p—3—x;} = j+1el())
Aj(%j)G{xj,:L'j—l—l,xj-l-Q} <= j+1¢](/\).

Le corollaire suivant est un cas particulier de la proposition 2.1.

Corollaire 2.4. Supposons que la représentation p soit scindée. Soit A € PD(xq,--- ,x5_1)
et soit x = T(N)1OL) le caractere de I(Or) correspondant & \. Les caractéres x et x°
apparaissent sur le méme facteur D (p)'(OL) qvec 7 € D(p) si et seulement si l'une des
conditions suivantes est vérifiée :

(1) ou bien \j(x;) € {xj,x; + 2} pour tout j, auquel cas Jr = {j | \j(x;) = z; + 2}
(i1) ou bien \j(z;) € {p — 1 —z;,p — 3 — x;} pour tout j, auquel cas J- = {j | \j(z;) =
p—3—xj}.



Démonstration. Supposons que x et x° apparaissent tous les deux sur D, (ﬁ)l 1(O1) | Comme
p est scindée, on a J; = S d’aprés (2), et la condition (6) se traduit alors par :

VO<j<f—-1, M\lzj)e{zj,zj+2,p—1—xj,p—3—x;}

On ’en déduit facilement 1'énoncé voulu grace a la définition de PD(xg,--- ,xz5-_1) et & la
proposition 2.1. O

Corollaire 2.5. Avec les notations précédentes, le nombre de paires (non ordonnées) {x, x*}
telles que x et x° apparaissent tous les deuzx sur le méme facteur D, (p)(OL) avec T € D(p)
est 21 (resp. 27) si p est non scindée (resp. scindée).

Démonstration. C’est une conséquence de |5, Prop. 4.4]. En effet, loc. cit. entraine que pour
chaque sous-ensemble J™iB = Jmax C S ] existe un unique x si p est non scindée (resp.
exactement deux x si p est scindée) tel(s) que x et x® apparaissent tous les deux sur le
facteur D, (p)11(O8) ou 7 € D(p) est le poids sous-quotient de 7(x*) indexé par J™*. Le
nombre de tels ¥ obtenus est donc 2/ (resp. 2/71) dans le cas non scindé (resp. scindé) et
le résultat pour les paires non ordonnées s’en déduit en divisant par 2.

Notons que dans tous les deux cas, on peut redémontrer [5, Prop. 4.4] en utilisant
respectivement le corollaire 2.2 et le corollaire 2.4. ]

Une raison pour laquelle on ne considére que les A € PD(xg,--- ,x5_1) vérifiant (6) est
donnée par la proposition suivante.

Proposition 2.6. Soit A vérifiant (6) comme précédemment et x le caractére correspondant
a . Soit T € D(p) comme dans le corollaire 2.2 et soit s; := 1;(r;) pour tout 0 < i < f—1,
de sorte que T = (s0,- -+ ,sp_1)@det® D011 Soit 1 une représentation lisse de GLg(L)
sur kg vérifiant les propriétés suivantes :

(i) p € L™ agit trivialement sur w

(ii) © contient D(p)

(iii) D(p)"(Or) est stable sous Uaction de (50) surm.

Alors il existe (a multiplication par un scalaire non nul prés) un unique vecteur v(\) €
D, (p)1(O1) ¢ 71(OL) non nul sur lequel I(O1) agit par x° et un unique élément x(\) € kj;
tel que 'on ait I’égalité suivante dans 7 :

S (T or == (1 5) (5 g)eon

teFq  jgJgmin
:m(,\)z< I1 Uo(t)pj(p—l—sj-)) ([i] (1)> v(V). (10)

te]Fq jeJmin

Démonstration. C’est une conséquence de [8, Lem. 2.7| et de la réciprocité de Frobenius.
D’abord, 'existence et 'unicité (& un scalaire prés) de v(A) découlent du fait que le sous-
espace propre de caractére x* de D, (5)"1(OL) est de dimension 1 sur kp. Comme le poids 7
est indexé par J™" (= J™%) dans &(x*), on sait d’aprés [8, Lem. 2.7] que le vecteur :

Z( H Uo(t)pj(p—l—sj)) <[i] (1)> v(\)

teFy jeJmin



est un générateur de 7/1(°) dans D, (p). D’autre part, 'hypothése (i) implique que le
vecteur (g (1))21()\), sur lequel I(Op) agit par x, appartient a D (p)"1(°). Le méme argu-
ment appliqué a () et a (g 6 )v(A) montre que le vecteur de gauche de (10) est aussi un
générateur de 711(01) dans D, (p), 7 étant cette fois indexé par S\J™" dans (), ce qui

prouve le corollaire puisque dimy, 71(02) = 1. O

Remarque 2.7. Reprenons les notations de la proposition 2.1 et supposons que X est le
caractere “n(J) @ n'(J)” ou n(J) et n'(J) sont définis par [6, (3)] pour une partie J de
{0,---, f — 1}, ce dernier ensemble étant identifié a {o : Fy — kg} via j — ggo 7.

(i) On retrouve [6, Lem.2.1.4] puisque J. =0 d’aprés [6, Lem.2.1.3].

(ii) Notre J™" correspondant a x est égal a S\J, de sorte que la proposition 2.6 est
compatible avec [6, Prop.2.6.1]. En effet, avec les notations de [6], on a S\J = {j|c,popi €
{p—1—-rjp—2- rj}} d’apres [6, Lem.2.1.3].

3 Modules fortement divisibles et leurs réductions

On calcule les modules de Fontaine-Laffaille de représentations réductibles de Gal(@p /L)
sur kg provenant de certains modules fortement divisibles avec donnée de descente modé-
rément ramifiée.

On pose e := p/ — 1 et I'on définit S comme le complété p-adique de I’enveloppe aux
puissances divisées de Og[u] par rapport a l'idéal (u€ + p)Og[u] compatibles avec les puis-
sances divisées sur l'idéal pOg[u]. On note Fil’S le complété p-adique de l'idéal engen-
dré par (ueii!p)z pour i > p. Soient 7,7 : Fy — O} deux caractéres distincts. Notons
c= Z{;()l p'ci € {1,---,q — 2} l'unique entier tel que ny'~! = [o¢]° (o [] : k5 — O
désigne le représentant multiplicatif) et posons pour j € S = {0,---, f — 1}

j—1 f—1
D= epuagp' + D egpt € {1 a =2}
i=0 =7

On renvoie a [5, §5] ou [6, §2| pour la définition d’'un Og-module fortement divisible
de type n ® 7’ que l'on utilisera. Dans cet article, nous n’aurons besoin de considérer que
les modules qui ont la forme définie (& l'exception de (iv) ci-aprés) au début de [6, §2.2].
Concrétement, les Og-modules fortement divisibles qui nous intéressent dans cet article ont
la forme générale suivante :

(i) M = M0 x .. x Moo TV

avec Moo~ — Segoo‘fj o) Sef]f’wij
(ii) pour tout j € S, Gal(L[y/—p]/L) agit sur efioo“fj (resp. eZ?oWj) par 7 (resp. 7')

(iii) pour tout j € S, 'application ¢7 : FillMoooe ™ — Meoow™ Y varifie I'une des deux
configurations suivantes (ot I'on remplace og o ¢~7 par j pour alléger I’écriture) :

Fil'!M/ = <S(e% + ajuc(j)e%,) @ S(u® + p)e%,) + FilP S - W7

(,01(6% + ajucmef?,) = e%“ (11)
, .

p1((u+pley) = ey

10



ou

Fil' v = (S(u6 +p)e @ S(e‘;, + ajuc” el )) + Fil?S - MJ
e1((ue + p)ed) = " (12)
il +aulel) = et

R . / X 7+1 g+1
avec a; = Ay 0,5 € Op et avec 04«377 et oe n’ (a,0/ € Op) au lieu de e~ et e dans

I'image de ¢ lorsque j = f — 1. On note I;, (resp. I,y) le sous-ensemble de S formé des j
tels que M7 soit comme en (11) (resp. comme en (12)) et I (resp. Inx,) le sous-ensemble de
L? (vesp. I}) fqrrpé deg j tels que a; € OF. On pose enfin I) = I,\I%, .72/ = 77/\Inx/, et 'on
ajoute la condition suivante

(iv) On demande que @a’ = 1.

Remarque 3.1. Dans [5/, un autre type noté “cas 11”7 est considéré. Il n’apparitra pas
dans notre étude parce que la condition (6) implique J™™ = J™* de sorte que l'on a ici

I1 = Jmax\ jmin — (b (cf. [5, (26)]).

On note S = S ®o, kg et M=M ®o, kg pour M un Og-module fortement divisible
de type n ® ' comme ci-dessus. On pose aussi

Py = Hompyp o) (M, Acris ®z, Fp)*(1) (13)

et l’on renvoie a [14, §3] pour plus de détails concernant le membre de droite. D’aprés [5,
Thm.8.1], py est toujours réductible et elle est scindée si et seulement si I, ]_[Inx, = 0.

De maniére équivalente, M contient toujours un sous-¢j-module filtré (pour la filtration
induite) de rang 1 qui est facteur direct en tant que S-module, stable par Gal(Q,/L),
et ce sous-module est unique si et seulement si p est non scindée. Par [5, Lem. 6.1], un
&

tel sous-module est de la forme Hf Sel chaque el étant égal A e+ B qpet Y €,y ou a

e + B yple—cl™ >)€n avec f3; € kg, oll e% (resp. en ,) désigne I'image de 677 (resp. e ) dans M.
On peut en outre lui associer une suite de caractéres {1;};cs en posant n; = 7] lorsque e;
vérifie le premier cas, et 7; = 1’ sinon. D’aprés [5, Lem.6.3(iii)], on a la récurrence suivante :

ni+1 = n st je Il
N1 = n st jeIS (14)
ni+1 = n st jeln.

Si Py est non scindée, la suite {n;}; est uniquement déterminée par M puisque InX 11z 77, # (.
Si Py est scindée, alors M est somme directe de deux sous-gi-modules filtrés de rang 1
respectivement associés aux suites constantes {n; = n}; et {n; =n'};.

La proposition suivante est une généralisation de |6, Prop.2.2.4|.

Proposition 3.2. Soient M un Og-module fortement divisible de type n @1’ et {n;}; une
suite vérifiant la récurrence (14) ci-dessus. On rappelle que les entiers cj sont définis par la

f=1 i,
=1 = [gg]2=0P"% . On a alors det py; = I w et

20 P (rj )
g & nr(A)wes =" g * 20,
O nr(A~1)

relation nm
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ot 6 est un caractére convenable uniquement déterminé, ot 7’9 € {0, --

et ou

A

:{a

Cf_j -2 si

p—1—cp_j si

Cf,j S1

p—3—cp_j si

Cf,j —1 si

= p—Q—Cf_j si

I
Jel
jel,
jEIn/
jelr
JeIy

. X
]EI,],

L |
{dlnj#njay @ SU 70 =11

et nj=mn
et nj=1
et n;=mn
et n; =1
et m;=n
et n; =1,

o =1

Démonstration. L’assertion sur det py; se vérifie par un calcul direct.
Montrons maintenant (15) et (16). On explicite tout d’abord un sous-p;-module filtré
de rang 1 qui soit facteur direct et stable par toutes les opérations. On pose, pour j €

{0,---, f—1}:

el T+l
eJtl
el Tl
eJtl
el T+l
i+l
eJtl

_j+1
€
,,7/

i+l
€n —

_— _ ey —g
g lyple—ci gt

741
o
&1
n
1 pel@) i+l
CLj U en,

si g
si g

0
EIg
€1,

si jel)
si jel
si jely
si jelr
si jeInX,
si jely

et
et
et
et
et
et
et
et

ni =
n=n
nj=n
ni=n
nj=n
ni=n
ni=n
ni=n

-, p — 3} vérifie

(15)

(16)

en remplacant dj_l par E;ila_z (resp. aﬁla?) sij=f—1etny=n (resp. no =1'). Nous

allons vérifier que le sous-module N := Se® x - - - x Sef =1 de M, muni de la filtration induite,
est stable par toutes les opérations et que si h; € {0,---,e} est le plus petit entier tel que
uliel € Fil'M, alors :

STTITITITITT
|

|
QA O O 6 O 0 6o O

>
<.
=~
.
=

|
o
=
.
>

et p1(e?) = el tt
et p1(ef) = et
et p1(ef) = el Tt
et p1(ef) = el Tt
et p1(ef) = —ajelt!
et pi(e) = o]
et pr(el) =
et ¢1(e) = —ajelt!

si

GI%
jeIn
‘GI%
j:GInX,
]‘EI77X
]'GIZ
j.EIZ,
jGIn,

et
et
et
et
et
et
et
et

="
ny=n
ny=n
ny=mn
ny=n
ny=n
nj =

n=n

en multipliant le terme /™1 ou —@;e/™! par @ (resp. @ 1) si j = f — 1 et mo = 1 (resp.

no="1n).

Iest clair que N est stable par I'action de Gal(L[</—p]/L). Vérifions maintenant que
I'image de Fil'N par ¢; est contenue dans N et engendre N sur S, i.e. ¢1(uhiel) € S eit!
pour tout j. Nous traitons le cas olt n; = n et j # f — 1, les autres cas étant laissés au
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lecteur. Supposons donc 1; = n et j # f — 1. Par définition et d’aprés la récurrence (14),
on dispose des possibilités suivantes pour ;1 et e’ :

el = e si j—1€I0]11y et mj—1=n
j

. o e (18)
e/ = ey —a;qu” eil, si j—lGInX, et mj_1=1.

La vérification se fait au cas par cas comme suit. Rappelons que, d’aprés |5, Lem. 6.3(ii)],
on a toujours

pr(uel) = g1 (u"e]). (19)

(a) Supposons que j € IO (et m; =n). Puisque val(a;) > 0, on sait par (11) que :

Fil' M’ = 5e) & Su’el,, ¢1(e) =e!, pi(ue) =2

Dans le premier cas de (18), on a clairement h; = 0, puis l'on déduit de (19) que
pr(ed) = pi(eh) = &'t = It
notant que pc(jfl) > e puisque cy_j > 1 grace a [5, Lem.6.3|, on a el e Fil'M’ donc
on a encore h; = 0 puis ¢1(ef) = @y (e)) = e/ par (19).

comme annoncé. Dans le deuxiéme cas de (18), en

Supposons que j € Ig, (et n; = n). Comme val(a;) > 0, on déduit de (12) que :

Fil'M = Su‘e) @ Sel,, pi(ue) =ett, eiel)=e"
Dans le premier cas de (18), on a h; = e et 1 (u®e?) = cpl(uee%) = éjH = ¢/t Dans
le deuxiéme cas de (18), on a encore hj = e et o1 (u¢e?) = @1 (ue)) = €7+ par (19).

Supposons que j € I (et n; = n). On obtient alors de (11) que :

cmi i = )—j i g i S+
Fil' M = S(e) + a;ju’ J)@Su €y (e +au’ e%/):e%ﬂ, 1 (u® ef}) 37 .

Dans le premier cas de (18), on a

—_e@ 4 —cl@) 5 ) @) 4
u el = uf Cje%:ue CJ(e + a;u’ eZ])—aJue,GFllle
et on voit facilement que e — ¢\ est le plus petit entier vérifiant cette condition, i.e.
hj=e— ¢, On en déduit le résultat voulu dans ce cas :

e—c(j)ej) _ up(e—c(”)é%—i-l — 7J+1 —Jj+1 -1 p(e—c<j))éj+1)

aje, = —aj(e,  —a; u

901<U Jj n

qui nous donne exactement —Ejej‘H par définition de e/*!. Dans le deuxiéme cas de
(18), on a

o) o) (=1 peli Vg S i 1 e peli=1)
e—c\) j _ e—c Yy ube JN _ ,e—c)—5 e—cl)+pc J
u el =u (&) —a;_qu €y) =u e —a;_qu €y

qui appartient a Fil 5 puisque u _c(j)éﬁ y appartient par le calcul ci-dessus, et que
(e — c9)) + pclUi= = e(cy_; + 1) > e, de sorte que l'on a encore h; = e — c(]) Par
(19) et le calcul du premier cas, on obtient comme annoncé :

<,01(ue_c(j)ej) e~ C(J)e]) Ejej‘H.

= p1(u )
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(d) Supposons que j € Inx, (et m; =n). On déduit alors de (12) que :
Fﬂlﬁj _ ?u%{%@?(é{%+6jue—0(j)é%), o1 (Ueéz,) _ é%—i-l’ gOl(E;,—l-ajue_c(j)é%) _ EZI;&-I'
Dans le premier cas de (18), on vérifie que h; = e et o1(utel) = wl(ueé%) = E%fl =
e/T1. Dans le deuxiéme cas de (18), on vérifie de méme que h; = e et p1(u®e’) =

p1(ucel) = e/t par (19).

Les énoncés de (17) sont donc vérifiés. Si 'on résume, on obtient d’aprés [15, Ex. 3.7| que :
HomFill,gpl (N, Acris ®z, Fp)v(l) = nr(A)%ng,
. —1_f
ou h:= %Zf p/Ih; et

a [T (=3 [T (=a) si m=n

A {jli€Ly mj=n} {gliel mi=n'}
- -1 = = ; —
a I (=a) 1T (=a) si no=1n"
{sliery my=n} {gliely mi=n"}

La formule annoncée pour A s’en déduit en notant que (par la récurrence (14))
(li e 1y ony =ny [T4413 € L3omy = '} = Ll # mja}

et que |{j|n; # nj+1}| est toujours pair. En regardant enfin le déterminant de py, on trouve

que
_ ~ nr(A)%wgo *
Pu = 0 nr(A™ N niwyl'w
~  (nr(A)m(ng) twihw * —
- < 0 nr(A_l) ® ("70%0 w),

ou l'on a posé n§ :=n' (resp. n§ :=n) si no = n (resp. 7o = n’). Un calcul analogue a celui
mené dans la preuve de [5, Lem.6.3] donne les valeurs de 7} listées dans (15) et achéve donc
la preuve. (Notons que seul le cas g = 7 est traité dans [5, Lem.6.3], mais on trouve le
méme résultat lorsque ng = 17.)

Enfin, I'appartenance de 77 a {0,- -+, p— 3} se déduit de (15) et de (17), en utilisant [5,
Lem.6.3|. O

Remarque 3.3. Lorsque py; est réductible scindée, on a a priori deux choix possibles pour
la suite {n;};. Chacun d’eux donnera une expression de py; analogue a celle de la proposition
3.2. Cela expliqgue pourquoi nous aurons souvent besoin de traiter séparément le cas scindé
(voir le corollaire 4.2 ci-aprés).

La preuve de la proposition suivante est essentiellement celle de |7, Prop. 5.1.2].

Proposition 3.4. Soit M un Op-module fortement divisible de type n @ ' et soit {n;};
une suite vérifiant la récurrence (14). Soient {r}}o<j<r-1, 0 et A comme dans I'énoncé de
la proposition 3.2. Le module de Fontaine-Laffaille de py @ 071 est alors égal a :

-1 —(f-1)
M = M0 x M°°% ~ x ... x MO0°¥ ,

14



N P ) ogop ™I L — .
ou l'on pose, en écrivant M7 = M7°°% = et aj = G001,

Mj = kEUj ® kij
Fil'MI = MY 6 i<0
FiI'M) = kpw!  si 1<i<r) +1
FirMI = 0 sioi>rl 42
p(v7) = .
Pr, a(wd) = witl — Apitl S 0<j<f—-2
—J
p(vf 1) = AP
<Pr’1+1(’wf71) = A0 —Ap 20
A4 =@ JI (@7 sion=nm
0<i<j—1

§i|77i7é77i+1}

A = a; ]I (=a;7) st n;#njn
0<i<j—1
{ilmi#niy1}

et ot l'on doit multiplier le membre de droite par A lorsque j = f — 1.

Démonstration. C’est la méme preuve que celle de [7, Prop. 5.1.2] (ou de [6, Prop.2.3.1]),
en notant que 'ensemble I* défini dans ladite preuve (ou F'(J) dans [6]) n’est autre que

{dlnj # njs1} O

4 Valeurs spéciales de paramétres

Nous démontrons maintenant le résultat principal de ’article, & savoir le théoréme 4.7,
qui donne une valeur spéciale du paramétre x(\) (défini dans la proposition 2.6) attachée
a la représentation p de départ.

On fixe p : Gal(Q,/L) — GLa(kg) une représentation de la forme (1) et A € PD(zq, -+ ,x5_1)
un f-uplet vérifiant la condition (6). Soit x : I(Or) — kj le caractére qui lui correspond,
i.e. tel que x = 7(\)11(9) que 'on écrit (de maniére unique) sous la forme x = () @7 (\)
avec (), 77 (A) : OF — kj;, des caractéres lisses. On pose

n(A) = [A(N)] (resp. 1'(A) := [7'(N)])

les relevements de n(A) et 17/(A) & O via le représentant multiplicatif [-] : k5 — Of. On
vérifie que n(A\) = n'(A\) Hf;& [o0]P % avec ¢j = A\;(r;).
Si J est un sous-ensemble de S, on définit la “frontiére” F(J) de J comme dans |6, (5)] :

F(Jy:={jeSljedj+1¢ }[[{ieSli¢ Ti+1e ]}

Corollaire 4.1. Conservons les notations précédentes et supposons que p est non scindée.
Soit M un Og-module fortement divisible de type n(\) @ n'(N\) tel que p = py. Définissons
{n;}; comme Vunique suite a valeur dans n; € {n(\),n (\)} vérifiant la récurrence (14).
Alors

(1) n; = n(A) (resp. nj =n'(N)) si et seulement si f+1—j ¢ I(X\) (resp. f+1—j € I(X)),
ot I(X\) est défini par (9);

(71) mj # nj+1 st et seulement si f —j € F(I(N));

(iii) j € L) si et seulement si f — j € 6~ 1(J™™) ; en particulier, on a |Ly)| = [J™"]
et IT]/()\) = |S\Jmm’.
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Démonstration. Puisque p est supposée non scindée, la condition p = p, implique que
Tf-j =T_; pour tout j.
(i) Sachant que ¢; = \;(7;), le corollaire 2.3 et la proposition 3.2 assurent que :

i =n\) = Np_j(xry) €{zpjxp 5+ 1Lxp;+2}
= f-j+1¢I),

ce qui prouve (i). Dans le cas ot ry_; € {pT, p—, 51, une analyse plus poussée sur le

déterminant est nécessaire, voir la preuve de [8, 12.8].

(ii) 11 se déduit du (i).

(iil) Par (15), j € Iy si et seulement sicyj € {ry_j+ 1,7y ;+2,p—1—7ry ;}, siet
seulement si f —j € 571 (J™") d’aprés le corollaire 2.2. O

Corollaire 4.2. Conservons les notations précédentes et supposons que p est scindée. Soit M
un Og-module fortement divisible de type n(X) @1 (X) tel que p = py. Alors | Ly = [J™7],
L] = 18\75] et

(1) @ =& si N\j(x;) € {xj,x; + 2} pour tout j;

(ii) @ = &1 si Nj(x;) € {p—1—xzj,p—3—z;} pour tout j.

Démonstration. Reprenons les notations de la proposition 3.2. Puisque py; est réductible
scindée, il y a deux possibilités pour la suite {n;}; : soit la suite constante {n(\)};, soit la
suite constante {n'(\)};. La proposition 3.2 nous donne donc deux fagons d’écrire 7.

(a) Sin; =mn(\) pour tout j, alors py s’écrit sous la forme
1=l i 41
= (@ o) o0

avec 0 caractére convenable uniquement déterminé et, sachant que Inx( N et Inx, ) sont
tous deux vides,

réc—j:Cf—j_Q S? jelo()
T =Cf—j si ]GI )"
(b) Sin; =n'(A\) pour tout j, alors py s’écrit sous la forme

f-1 7
Pt = (nr(a 1)w£1 =0 P(rj+1 )Elanr(a)) ® 60"

avec 0" caractére convenable uniquement déterminé et

" 1 . : . 0
rfj_j =p—1—cs_; ST j € IZ(’\)
T =p—3—cp_j si J Eln’(k)'

Montrons maintenant le corollaire. (i) Supposons que \;(z;) € {z;, z; + 2}, auquel cas
on a c¢; = \j(r;) € {rj,r; +2}. Dans ce cas, la condition p = py¢ force que I'on est dans le
cas (a) ci-dessus, c’est-a-dire :

=1, a=¢ ri=r,

(ii) Supposons que Aj(x;) € {p—1—zj,p—3 —x;}, auquel cas ¢; = \j(r;) € {p—1—7j,p
3 —r;}. Dans ce cas, la condition p = py force que I'on est dans le cas (b) ci-dessus, donc

! —_ —1 "
0" =1, a=&7, i =71
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Enfin, dans les deux cas, on a j € In(k) si et seulement siry_; € {Cffj —2.p—1— cf,j}, o
et seulement si f — j € 6~'(J™™) par définition de J™". On a donc |I»)| = [J™™], et par
conséquent ’In’( J)| = |§\Jmin|, -

Théoréme 4.3. Conservons les notations du début de cette section et considérons M un
Og-module fortement divisible de type n(\) @ n'(X) vérifiant p = py. Soit G le groupe p-
divisible avec donnée de descente correspondant a M et D le module de Dieudonné contrava-
riant associé a G. Alors la valeur propre de (pf sur la partie isotypique de D pour le caractére
n'(\) de Gal(L[¢/=p]/L) est égale a p!S\'™" o/ ot o/ € OF a la réduction suivante dans
a = (_1)%\F(I(>\))I {/E‘I()\N H{j\jEI(/\)ajﬂLl%I(A)} 'uf_j.

VESN O gron j41erony b5

(20)

Démonstration. Remarquons que I'élément de kj; défini en (20) ne dépend pas du choix de
{/€. En effet, le changement de /€ par u<{/€ avec u € kj, et u/ = 1 modifie les éléments
{1i}o<i<f—1 via la transformation suivante :

2(i+1)

i = i,

de sorte que la formule (20) est multipliée par

2(f—7+1 0i
e ],+ ) — 2] HUU%UMJ—&-IEI(A)}N{
p2(f=i+1) H{j\jel()\),j+1¢1()\)} 12

IO Tl eroyi+1¢100)
pEY

M Geroyg+1eron

qui vaut 1 étant donné que [{j|j € I(A),j+1 ¢ I(N)} = {jlj ¢ I(N\),j+1 € I(N)}| et que
2eiligryterony d — 2Zglieron g J = S
La définition de M implique ensuite que la valeur propre de ¢/ sur la partie isotypique
de D pour le caractére n/(\) est égal a pun’(*”o/ , oll « est comme décrit dans I’expression
de M au début du §3. Puisque les corollaires 4.1 et 4.2 assurent que [Ly(y)| = [S\J™2], il
reste & calculer la réduction dans kj de o/.
Supposons d’abord que p = py; soit scindée. Il y a donc deux possibilités pour A :
(i) si A; € {zj,xj+2} pour tout j, on a alors @ = ! par le corollaire 4.2, puis I(\) = ()
et FI(I(N)) = 0 par (9), d’ou la formule annoncée ;
(i) si Ai(zj) € {p—1—=zj,p—3 —x;} pour tout j, on a alors @ = ¢ par le corollaire 4.2,
puis I(A\) =S et F(I(\)) =0 par (9), d’ou la formule annoncée.
Supposons maintenant que p soit non scindée et notons {n;}; l'unique suite (avec n; €
{n(A),n'(N\)}) associée & M. Comme p est non scindée, la condition p = py; nécessite que
l’on ait (avec les notations de la proposition 3.2) :

=1, A=¢&, r}:rj,vogjgf—l.

On obtient en particulier

~ =1 571 H{j|nj7é77j+1}aj_1 st o = 77(/\)
5( H{j‘ﬁj7’577j+1} aj) si o = 77,(/\)

ce qui rameéne a calculer [ Glny#n 1} G pour terminer la preuve.
J J
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En comparant le module de Fontaine-Laffaille de p,; donné par la proposition 3.4 a celui
de p normalisé au §2, on obtient comme dans la preuve de [6, Thm.2.4.1] que

—92(j+1 _ .
— &Yy, Hos;ﬁ—l(—a?) sl 15 = nj41
F. — NiZFNi+1
aj = 20j+1) _ ) (21)
—{/€ v )Mj ! [To<i<j—1(—a; 2) st 1 # Nj+1-
MiFENi+1
En utilisant (21) et en notant 0 < j; < jo < -+ < jy—1 < jJor < f — 1 les éléments de

{0,---, f — 1} pour lesquels n; # nj4+1 (remarquons que |{j|n; # n;+1}| est toujours pair),
on montre comme dans la preuve de |6, Thm.2.4.1| que :

272i
H /"L]2z 1{/> 72
{JImi#ni+1} H [Lj; {/g J2i—1
=1

(Dans la preuve loc. cit., 3+ correspond & notre (V/€)?, F(J) anotre {j|n; # njt1}, et x; &
notre y;.)
Supposons tout d’abord que ng = n(A). On a alors les égalités suivantes :

{g2i-1,1 <i <t} = {jln; = n(N),mjs1 ="' (N}

{20, 1 <i <t} = {jln; = ' (N, mj+1 = n(N)}

et
t

Z(j% — jai—1) = Hilnj = n' (M)}

=1

On déduit donc de tout ce qui précede que (si g = (X)) :

Q
I

1 —
§ (H{j\nﬁéﬁjﬂ} a;)
- 1 (_1)%\{jlnﬁém+1}\ ([QI{J'IW,;':?I’(/\)H T im=n0)mj 1 =00} P

e L m=n ).y 4 1=n00} Hi

= (—1)lmEna LA 7N gm0y g1 =0’ 03 K
([I{J\nj =n(M)} H{va_n N)mjg1= n(A)}“J

La formule voulue s’en déduit & ’aide du corollaire 4.1 qui nous dit que
{idln; # njatl = [FAN)] Hilng =n)}H = IS\ Hilng = 7' (M)} = [1(V)]
et que {jln; = n(A), i1 =n'(N)} ={f —jls € I(A),j +1 ¢ I(N)} et {jln; = n'(A),mj11 =

NN} ={f -7l ¢ I(N),j+1 € I(N)}. On laisse le lecteur traiter le cas ng = n'(\) qui
méne la méme formule. O

Soit 7 € D(p) le poids de Serre pour lequel x et x° apparaissent tous les deux sur
D, (p)"1(©r) avec y = 7(A\)1(OL), En notant s; = 7;(r;), on a donc

T = (307 RN 7Sf—1) ® dete(T)(ro""vrf—l)_

Le prochain lemme permet d’écrire ¢; = \;(r;) (j € S) en fonction de s;.
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Lemme 4.4. (i) On a les relations suivantes :

¢ = p—2—5; si jeEJmn ot j—1¢ Jmin

cj = p—1—s; si jeJmn et j—1e Jmin

;g = sj+1 s ojgJmn et j—1eJmin

c; = 55 si jgJmn et j—1¢ Jmin
(i) On a _ , '

H [og]? (P1=55) H[Uo]p]q = H [oo]? (P—1=50),

]‘¢Jmin jeS jEJmin

Démonstration. Le (i) se déduit du fait que 7 apparait dans & IndGLQ(OL) x® en
1(Op)

“position” J™ (voir [8, Lem.2.7]) et le (ii) se déduit du (i). O

Théoréme 4.5. Soient M, G et D comme dans le théoréme 4.3. Soit V (resp. V') la valeur
propre de o/ sur la partie n(\)-isotypique (resp. n'(\)-isotypique) de D. Considérons la série
principale modérément ramifiée :

T(A) = Indg 250 ()nr(V')] - | @ n(A)nr(V) (22)

ot n(\) et n'(\) sont vus comme des caractéres de L* envoyant p et 1+ pQOyp, sur 1. Soit
d(\) € TI(N)O) up, vecteur non nul sur lequel 1(OL) agit par ' (\)@n(\). Si J™ ¢ {(, S},

il existe un unique élément &(\) € OF tel que l'on ait I'égalité suivante dans II(\) :

S (Tt e=t==) <[? é) <2 é) a(\)

teFy j¢Jmin
=0 3 (T o) (51 3 o,

teﬂ?q jeJmin

De plus, la réduction de &(\) dans kj, est égale o

R Y& g jrermny (55 + D igirero jergro #o-i.
YEN T e gmn jorgmmy (55 + 1) T jrerony #5-5
Démonstration. Notons tout d’abord que le vecteur 0(\) existe et est unique a un scalaire

prés. La preuve de [6, Thm. 2.5.2] et le lemme 4.4 montrent (puisque J™* ¢ {0, S}) que
l'on a

B(A) = (—1)Zsesmin SJ'plfV’X’

avec X' = Upl?™"| + C € OF, val(C) > |J™n| et

(mod p).

U = (_1)1+L;ﬂn)‘+2jgjmm Sj H{j¢Jmin7j_1€Jmin}(sj =+ 1)
H{jeJmiﬂ’j_1¢Jmin}(Sj +1)

Nous rappelons que dans la preuve de [6, Thm. 2.5.2], 7, o, correspond a notre s;, et J a

) oo
S\J™in Sachant que V/ = plS\™ o/ d’apreés le théoreme 4.3, on en déduit que
. Z 5 1 min min
) = (e LS U 4 )
> 8
(=1)y™" 'U (mod p)
. ‘F(Jmln)‘ H e min ;_ min (5]+1)
1)+ —7— g min,j—1esmin}

@(-1) (jljemin j—1g yminy (55F1)

(mod p),
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et 'on peut alors conclure en utilisant le théoréme 4.3. ]

Remarque 4.6. Regardons les cas J™™ = () ou J™™ = S. D’apres la corollaire 2.2 et la
définition de PD(xg,--- ,xf_1), on doit alors avoir J, € {0,S}. Le cas J = 0 est couvert
par [6, Rem.2.5.3]. Lorsque J, = S, p est forcément scindée, et l’on dispose alors du résultat
suitant : si J™ = (), alors

> (Tioot e=r==) <[§] (1)) (2 é) o) = —a’ <[§ (1)> () +qa <‘f (1)) (0);

teF, jES tel,

si J™M =8, alors

3 <[§] é) <2 é) N =—a) (H[Uo(t)]pj(p—l—sj)> ([? (1)> 50 + (18 (1)> 0.

teF, teF, j€S
Tout ce qui précéde nous permet maintenant d’obtenir notre résultat principal.

Théoréme 4.7. Soient p et A\ € PD(xg,--- ,x5_1) vérifiant la condition (6) et soit T €
D(p) le poids de Serre associé. Ecrivons sj = Tj(r;) pour tout j. Soient M un Og-module
fortement divisible vérifiant les hypothéses du théoréme 4.3 et II(\) la représentation définie
par (22). Soit  une représentation lisse de GLo(L) sur kg vérifiant les propriétés suivantes :
(i) p € L™ agit trivialement sur w

(ii) © contient D(p)

(iii) D(p)(OL) est stable sous Uaction de (56) surm.

Définissons x(X\) € kj, comme dans la proposition 2.6 et 0(\) comme dans le théoreme 4.5.
Supposons de plus qu’il existe un Op-réseau stable TI°(\) dans TI()\) contenant H(\) ainsi
qu’un morphisme Og-linéaire GLo(L)-équivariant TI°(\) — 7 tel que l'image de ©(\) par ce
morphisme soit un élément non nul de D(p). Alors on a :

, (sj+1) I1 1f—j
x(A) _ (_1)1+|F<J;mn)|+\p(12()\))\ (‘/gu()\)‘ {j|j¢]“‘i“,j71€Jmin} {j‘jEI(/\),j+1¢I()\)}
YIS I s+ [I Ffj
{jlieJmir,j—1¢jmin} {lagI(N).+1el(N)}
(23)

Démonstration. Cela découle de la proposition 2.6 et du théoréme 4.5, car nos hypothéses
assurent que la réduction modulo p de () est forcément un multiple (non nul) de v(A). O

Remarque 4.8. (i) L’hypotheése (iii) sur w est en particulier satisfaite si l'on a ['égalité
D(p)11(OL) = 7h(OL) | Dans ce cas, 'image de 6(\) se trouve automatiquement dans D(p).

(it) Lorsque Jr = 0, on a J™ = S\J et I(A\) = 6 H(S\J), ce qui implique que
|F(J™)| = |F(I(N))| et que ‘F(‘]mm”;lFU(A))‘ est pair. On retrouve donc [6, Thm.2.5.2]
a partir du théoréeme 4.7.

On donnera au §6 des exemples lorsque f = 3 pour expliciter les paramétres que nous
avons calculé.
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5 Parameétres cycliques

On définit et calcule des paramétres cycliques de diagrammes de Diamond, toujours
pour p réductible non scindée, qui sont analogues a ceux étudiés par Breuil dans [4].

Fixons p réductible comme en (1). Notons p* la semi-simplification de p et D(p*) I'en-
semble des poids de Serre qui lui sont associés. Soit D(p*) la représentation de GLo(F,) as-
sociée a p** (§2). D’apreés [8, Thm. 15.4], D(p**) se décompose en somme directe @éf:ODg(ﬁSS)
vérifiant

socaL, ) Do) = @ 7(J)
JCS,|J|=¢

ot 7(J) désigne I'unique poids de D(p*) tel que J.(;) = J (cf. (4)). La proposition 5.2 ci-
aprés est une conséquence de la construction de [8, §15] (mais pas énoncée explicitement).
Commencons par un résultat préliminaire sur la structure de D(p).

Lemme 5.1. Soit J C S et 7(J) € D(p*) le poids associé. Notons Wy l'unique sous-

représentation de Dy jn 1) (p) C D(p) de co-socle T(J). Alors W5y ne contient aucun poids
7(J") € D(p*) avec J' ¢ J.

Démonstration. En appliquant [8, Lem. 15.3] a 7 = 7(J), o/ = 7(J) et ¢™** = 7(J5), on
déduit que le poids 7(J) apparait sur la composante D,(jnz,)(p) de D(p). L'existence de
Wy est donc assurée par [8, Cor. 3.12], ot il est noté par I(7(J N J5),7(J)). La structure
de W) est décrite par [8, Cor. 4.11]. Plus précisément, si 'on définit S(7(.J)) comme dans
I8, Cor. 4.11] :

S(r(J)):={i €S8, 7(J)i(z;) =p—2—7(J N Jp)i(z;) — £1,7(J N J5)i(z;) £ 1},

alors les sous-quotients irréductibles de W ;) correspondent & des sous-ensembles de S(7(.J))
(car une condition de compatibilité doit étre imposée). Si i € J\J5, on a par définition
T(J)i(xi) € {p — 3 — xj,x; + 1} et 7(J N Jp)i(x;) € {xs,p — 2 — 3}, d’out l'inclusion
J\J5 C S(7(J)). D’autre part, si i ¢ JU Jp, on a Ai(z;), 7(J N Jp)i(xi) € {zi,p — 2 — 3},
d’ott i ¢ S(7(J)). On en conclut donc

Soit maintenant 7(J) € D(p*) un poids qui apparait comme sous-quotient dans Wein-
On doit avoir J N Jz = J' N J5 car 7(J) et 7(J') apparaissent dans la méme composante de
D(p), et S(7(J")) C S(7(J)) d’apres [8, Cor. 4.11]. Cela force que par (24) :

I\Jp € S(z(J) S S(r(1) € TU Ty,
dout J' C J.

O

Proposition 5.2. [l existe des sous-représentations uniques Dy(p) de Dy(p*®) pour 0 < € <
f, telles que D(p) soit une suite d’extensions successives de la forme

Do(p) — Di(p) — -+ — Dy(p),

avec
s0CGL, (5, De(P) = @ 7(J) (25)
la somme étant prise pour les J C S tels que |J| = £. En particulier, Dy(p) est non nul pour

tout 0 < £ < f.
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Démonstration. On définit Do(p) comme la plus grande sous-représentation de D(p) qui
vérifie la condition (25), i.e. socgr,r,)Do(p) = 7(0), et qui ne contient pas de poids 7(.J) €
D(p%) tel que |J| > 1. D’aprés le lemme 5.1, le socle du quotient D(p)/Do(p) contient la
somme directe des poids 7(J) € D(p*) avec |J| = 1 (tous ces poids apparaissent par la
preuve du lemme 5.1), ce qui permet de reprendre cette construction pour définir D1 (p)
et conclure par récurrence. Enfin, I'inclusion de Dy(p) dans D;(p*) se déduit facilement de
[8, Prop. 13.1]. En effet, par construction, Dy(p) est de multiplicité 1 et ne contient aucun

poids 7(J) € D(p*) tel que |J| # L. O

Remarque 5.3. (i) La représentation Dy(p) peut étre strictement plus petite que Dg(p™).
(i3) En général, Dy(p)(OL) contient plus de caractéres que ceuz provenant de D(p)11(Or)
et n’est pas forcément stable par (0 1) Ce phénomene se présente déja dans le cas f = 2 et
D) = 1.
(1it) Cependant, si l'on définit Dy1 comme le sous-espace des vecteurs v € Dy(p )Il(OL)

qui se releve en un vecteur de D(p )Il(OL), alors Dy est stable par (2 [1))

Décrivons maintenant le sous-ensemble des poids de D(p) qui contribuent a I’espace
D(p)"(©L) D’aprés les rappels au début du §2, ce sont exactement les poids 7(\) avec
X € PD*¥(xg,--- ,x5_1), o par définition

PD*(wo, -+ ,wp-1) = {A € PD(wo, - ,xy-1), Ni(zi) € {ws, i+ 1, p—2— 1z, p—3—;}}.

Remarquons que c’est aussi I’ensemble des f-uplets \ vérifiant les conditions (i)-(iii) de la
définition de D(xo, - - ,x¢—1) (cf. §2) pour lesquels (iv) est remplacé par : \j(x;) = p—3—x;
implique ¢ € J5. On en déduit que

D(xo,- - ,xr-1) € PD¥(xg, - ,x5-1) C PD(xo,--- ,xp_1).

Dans la suite, on fize un diagramme de Diamond D(p,r) associé a p (cf. [8]), ce qui
revient & se donner une action de (p §) sur D(p)1(Or) et a prendre r : D(p)1(OL) — D(p)
'inclusion naturelle. Rappelons que p agit trivialement sur D(p).

Notons encore ¢ l'application bijective de PD(zg, - ,zf_1) sur lui-méme définie par
d(N)i(xi) = Nig1(z;). Pour X € PD¥(xq,--- ,xf_1), on a (d’apres la définition (9))

IN) ={ieS|\i(z;) € {x;+1,p—3 —z;}}.
Il est évident que PD*(xq,--- ,x5_1) est stable par § et que I(5(\)) = 6(I(N)).

Lemme 5.4. Soit A € PD*(xg,--- ,x5-1) etw(N) € D(ﬁ)ll(oL) (resp. w(6(N)) € D(p)ll(OL))
un vecteur de base de T(A)Il(OL) (resp. de T(&(A))Il(OL)).
(i) 1l existe un unique entier s(\) € {0,---,q — 1} tel que

S o™ (1 5) (0 5) wtw € kzutsn,

teF,

(i) On a explicitement

s(A) = > Pp—2-r)+ > P (rj+1).

{517€8(1(A)),5+1¢6(1(N)} {51320(I(X)),5+1€8(1(N))}
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(iii) Si J; =10, on a

sN= > pP-2-r)+ > P+l

JES(I(N)) JESZ(I(N))
et
s(A\) — Z Pp—1-r7)) ij)\ r;) mod (pf —1).
FES(I(N))US(I(N))

Démonstration. (i) Rappelons (§2) que A désigne le f-uplet (p — 1 — A\;i(z;)); correspon-
dant & (2 §)w(A). Par la preuve de [4, Prop. 5.1], il suffit de montrer que la représentation

(GL2(Fy). (5 6)w(A)) admet 7(5(X)) comme sous-quotient. Dans le cas ol p est scindée,

P’énoncé se déduit de [8, Lem. 15.2], qui nous dit que le poids 7(Al¥)) apparait sur la com-
posante Dr(5(x))(p). Le cas général se déduit alors de la proposition 5.2. En effet, en no-
tant £ = |J)|, le morphisme naturel Ind?(IgL(?L)Xi — Dy(p™) se factorise par l'inclusion
Dy(p) < Dy(p*), donc le méme entier s(\) sert comme dans le cas scindé.
(ii) Déterminons 'entier s(\). On a les relations suivantes :
— st 6(N)i(x;) € {wi,p — 2 — x;}, alors \j(z;) € {zi,x; + 1} et )\ES](:@) e{p—1—uzyp—
2 -z}
— st 6(N\)i(x;) €{zi+1,p—3—x;}, alors \j(z;) € {p—2—z;,p—3 —x;} et )\ES](@) €
{xi +1,z; + 2}.
Grace a [8, Lem. 2.7, on en déduit que

s(\) = 3 P (p—1-06(N);(r)))
{516(N)j(z;)€{z;+1,p—2—=;}}
= > P(p—2—r)+ > P (rj +1).

{alses(1(N).g+1¢6(1(N)} {alsgs(1(N)),g+1€6(1(N)}

(iii) Pour la premiére égalité, il suffit de noter que lorsque J5 = (), I(\) n’est autre que
{i € S|\i(x;) = x; + 1} et que 7 € I(\) implique automatiquement ¢ — 1,7+ 1 ¢ I(\). Pour
la deuxiéme, on note d’abord que j € 6(I(\)) si et seulement si \j(x;) = p —2 — x;, donc
il reste & prouver

Z PJTJJFl Z pj(pflfrjz Z pJ)\ (r5) ) mod (p! —1),
JEG(I(N) FES(I(A)US> (I (X)) JE6(I(N)

soit en notant que §(I(\)) N&2(I(N)) =0 :

Z prj+ Z P - Z ) = Z P Ai(r;) mod (pf —1).

JE6(I(N)) JES(I(N) J¢5(I(/\))U52(I(/\)) JE(I(N))

Par définition de PD*(zg, - ,z¢_1), on peut décomposer 'ensemble S\é6(I())) comme
réunion disjointe de sous-ensembles sous la forme suivante :

S\o(I H{]u]z + 1, ji +ng} (26)

=1
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avec, pour chaque 1 <i<m :
Jis oo Ji+ (0 = 1) @ SIA) US(I(N),  Ji+ni € 62(I(N), i — L i +ni+1 € 5(I(N),
ce qui implique que

Nio(@g,) =25, + 1, Njgw(@j,4%) = Tjqrs, 1 <k <y

Par conséquent, on obtient

Yo v+ Y P - > P(p-1)

Jgs(I(N) JES2(I(N)) FEO(I(A)Us2(I(N))
Z pjrj—l-Zp] = Z P i(r;) mod (pf — 1),
JES(I(N) = J¢s(I(N)
ot la congruence vient du fait que 'on a identifié f avec 0 dans la décomposition (26). Cela
termine la preuve. O
Soit A € PD*(zg, -+ ,zf_1). On note dy la longueur de l'orbite de ¢ contenant A, i.e. le

plus petit entier positif d tel que §%(\) = X et 69 1(\) # A. Le lemme 5.4 permet de définir
un morphisme pour tout 0 < i <dy —1:

St (@A) T((siﬂ(x))f <0L>
w(d(\)) =Y o) D (B a(6(N))

teF,

ainsi qu’un isomorphisme
S ()AL =y 7 (\)(Or),

L’espace T()\)Il(OL) étant de dimension 1 sur kg, S% est donné par la multiplication par un
scalaire v(\) € kj. Il est clair que v(\) ne dépend pas de w() et que I'on a v(X) = v(5°(N))
pour tout 0 <17 < dy) — 1.

Remarque 5.5. Le parameétre v(\) est un avatar de celui défini pour p** dans [4, §6]
(voir aussi [5, Question 9.5(i)]), on le nomme donc le paramétre cyclique associé a A.
Notre résultat principal ci-aprés dit que l’on trouve exactement la valeur privilégiée qui y est
prédite dans le cas particulier J5 = ().

Le résultat principal de cette section est le suivant, et la démonstration occupera le reste
de cette section.

Théoréme 5.6. Supposons que J; = ). Soient A € PD*(xq,--- ,xs_1) et dy,v(\) comme
ci-dessus. Fizons un diagramme de Diamond D(p,r) et supposons que les valeurs de x(6¢(\))
pour tout 0 < i < dy — 1 vérifient [’égalité (23) du théoréme 4.7. On a alors

d I1<M d
v(\) = (~1) A ]g(f—2\1(>\)\)7’\

)

ot l'on rappelle que & est défini en (1).
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Remarque 5.7. Avec les notations de [4, §6], on voit que si ¢; est lorbite de § = Oyeq
contenant A, 'ensemble J; (C S) correspondant a A est juste {j € S|\j(z;) =p—2—z;} =
(I(N)). Comme J;N6(J;) =0, on en déduit que :

e 21U O] = ] = [TV

Ainsi le théoréme 5.6 donne exactement la valeur privilégiée de v(\) annoncée dans [4, Thm.

6.4/.

On suppose dans le reste de la section que J; = 0, ce qui entraine que D(p) = {7(0) =
(ro,+++,77-1)} et que D(p) s'injecte dans Injgy,, () 7(0). La définition suivante est analogue
a celle de S issue du lemme 5.4.

Définition 5.8. On définit un morphisme R : D(p)"(9%) = (Injgy, @, 7(0)(©0) —
(@)1 ©OL) de la fagon suivante : si w(N\) € D(p)1(OL) est un vecteur propre de I(Of)
de caractére x correspondant a X € PD(zg, -+ ,xf_1), on pose (cf. [8, Prop. 2.7])

= (I aotre=) <[§] (1)> W)

telFy jeER(N)
0t R(N) = {i € S|Ni(i) € {wi, s + 1},

L’opérateur R permet de réécrire la proposition 2.6 sous la forme suivante (en notant
que le vecteur w(\) correspond a (0 1)1} et que p agit trivialement sur 7 qui contient

p0
D(p)) :
R((po)w(V) = 2(\) " R(w(N)). (27)

Notons d’ailleurs que si A € PD*(xg,---,24_1), alors R(A) = S\§(I(\)) et R(A]) =
3(1(A))-

Lemme 5.9. Soient A € PD*(xq,--- ,x5_1) et w(\) un vecteur propre de caractére x
correspondant a A. On a la relation suivante :

(Ro S)(w(N) = z(\)"y(\)R(w(N))

ot y(\) = (=1)¥N awec

Y =1+ Y pP-2-r)+ DY P+ +eN) (o, 7).

JES(I(N)) JESZ(I(N))

Démonstration. Par (27), il suffit de montrer que (R o S)(w(A)) = y()\)R((g(l))w()\)).

Comme R(A) = S\0(L(N)) pour A € PD*(xg,--- ,x5_1), la derniére formule s’écrit ex-
plicitement sous la forme suivante :

LHS : —EZF(]@QH ao(t)zﬂ'(p—l—rj)) <[§] é) 3™ o)™ ([lf] (1)> <2 (1)> w(N)
s (T ety ([i] é) (g (1)> w(V). (28)

teFy jes(I(N)
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Les deux termes donnant le méme caractére grace au lemme 5.4(iii), il suffit de déterminer
le scalaire non nul y(A). En utilisant la formule

(1Y) - (1) e

R I YIRS o
et en notant que

(5 ) G o)rw = G o) (5 )y

= (—oo() ™ S0 PO (1)) (2 (1]) w(V),

on voit que le terme LHS de (28) est égal a (car s(\) #0) :

. f=1
> Pp-1-my) s(N)= 3 P/ (7)) -1
(_1)2 Z O_O(t)jg(;Q(](,\)) O.O(Iu) =0 <[t] + [:u‘ ] 1> <O 1) 'U)(A)

1 0 0
tEFq,ueFg P
) f-1
> pp—1-1j) —s(N)+ X pP(ry)
= (=1)* E oo(t — p)#2IO) oo(p) = ([? é) (2 (1)) w(A)
tEFq,ueFy

ou l'on a noté z := e(X)(ro,- -+ ,rf_1) — Ej-:olpj)\j(rj). Comme 6(I(\)) NS&2(I(N) =0, le
lemme 5.4(iii) implique que

f-1
Yo Pp—1-r)=sN)+D PN = D pPp—1-r) mod(pf —1),
J¢62(I(N) j=0 JeS(I(N)
d’ott 3_ cpx ao(—u)zj@?(m))Pj(pflf’"f)ao(ﬂ)*S(A)Jer;é P — () et
> Pp—1-1y)
LHS = (~1)* Y ag(t)<o7o) .
teF,
. -1
> Pp—1-1j) —s(N+ X pIX;(ry) ] 1\ /0 1
_ p)iestaoy =
(3 oot = py o) [(V5) (o) o,

neFy

Puis, en appliquant (la version modulo p) de [6, Thm. 2.5.1] avec

a= Z Pjrj-i- Z Pip-1), b= Z pj(p—l—rj),

FESI(A)US(I(N)) FESI(N))US(I(N)) JE6*(I(N)
on trouve
> pp=1-1y) —S(A)+f§_;1puj (r;) 1- > P’ (p—1-7;)
3" oo(1 — p)rEaon oo(p) i=0 = (=1) I#UONRUR)Y :
uely
ce qui donne le résultat grace au lemme 5.4(iii). O
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Démonstration du théoréme 5.6. Remarquons d’abord que v(\) est aussi 'unique scalaire
solution de I’équation suivante :

(Ro S™)(w(N) = v(\) - R(w())).
En appliquant le lemme 5.9 successivement, on obtient

dy—1

v(A) = T @@ )~y (6" (V). (29)

i=0
Le théoréme 4.7 appliqué au cas J; = () implique que

{/g\f(az(x))l de(éi(k))(rj + 1)pgj
{/ELS\I((V()\))‘ Hj61(5i+1(>\))(rj + 1)/.1:]“_]7

z(8'(N) = (1)

d’ot1 Pon obtient, en notant que |I(5*(\))| = [I(\)], que

dy—1
; 1 (5}
i _ d dx e—(f=2I(N))
E) z(6*(N) = (=1) Am (—1)he I
D’autre part, le lemme 5.9 implique Hf*o Ly(8(N) = (=1)Y avec
-1
Y o= ) Y0
dy—1 4 _
= Y+ X Pe-2-m)+ Y P+ D)+ e W) o 1)
= JEFTI(I(N)) JESHE(I(N)
d -1 -1
= it ) Plo—1)+ Y ed"N)(ro, 1)
i= =0
dy—1

= dy+ Z e(6'(\)(ro,- - ,74—1) mod 2.

On vérifie a partir de la définition [8, §2] que

eM)(ro, - rpm) = Y P-4+ > plrj+1)
JEI(N) JES(I(N))
d’ont
dy—1 dy—1 d |I | f—1
Z e(0"(N)(ro, -+ ,7p-1) Z Z p] rj =2 Zr] mod 2.
i=0 1=0 jeI(5(A j=0
Le résultat se déduit alors de (29). O

Remarque 5.10. Le théoréme 4.7 ne permet de calculer v(\) que lorsque J; = 0. Pour
pouvoir Uappliquer, il faut en effet que tous les poids T(6°(\)), avec A € PD(xg, - - - Tfo1)
et 0 < i < dy— 1, apparaissent dans une méme composante D, (p) pour 7 € D(p). Cela
nécessite, d’apres la proposition 2.1, que pour tout 0 <1t < dy — 1, on ait

= {Jl(8"(\);(x5) = p— 3 — 25},
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et donne donc deux cas : soit J, =0 st \j(x;) # p — 3 — x; pour tout j, soit J, =S sinon.
Ce dernier cas n'est cependant pas intéressant car il correspond 4 X\ = (p —3 — zg, -+ ,p —
3 — acf_l) et dy = 1.

Rappelons que Dy(p) est le sous-quotient de D(p) défini dans la proposition 5.2. Notons
Dy := (Dyo,Dyg1,re) le diagramme induit, c’est-a-dire, on prend Dyg := Dy(p), Dy le
sous-espace de (D&O)Il(OL) défini dans la remarque 5.3(iii), et le morphisme r, : Dp; —
Dy est I'inclusion naturelle. Si Dy # 0, alors il est stable par 'opérateur S défini plus
haut, et si A € PD*(xg, - ,xy_1) fournit un caractére apparaissant sur Dy; (en fait sur
(SOCGLQ(OF)D&())Il(OL)), alors le scalaire v()\) € k5 associé a S est bien défini.

On peut reformuler le théoréme 5.6 sous la forme suivante.

Théoréme 5.11. Supposons que J; = 0 et que pour tout A € PD*(xq,--- ,xf_1), les
valeurs de x(\) vérifient ’égalité (23) du théoreme 4.7. Alors le diagramme D(p,r) est suite
d’extensions successives de la forme (dans la catégories des diagrammes, voir [8, §9])

Do — Dy — -+ — Dy.
De plus, le paramétre cyclique v(X\) a la valeur prédite dans [4, Thm. 6.4(i)].

Remarque 5.12. Supposons que J5 = (). Bien que Dy est toujours non nul, on a Dg3 =0
pour £ > | f/2]|+1. En effet, sinon, il existe X € PD*(xq,--- ,x5_1) tel que |Jx| > [ f/2]+1,
mais ce n'est pas possible, car i € Jy entraine i +1,i — 1 ¢ Jx, ainsi |Jx| < | f/2].

6 Nombre de paramétres

On détermine le nombre de paramétres permettant de classifier les diagrammes de Dia-
mond associés & p.

On commence par choisir une base de D(5)11(®) de la fagon relativement naturelle
(notons que l'on a pas a priori de choix canonique). Comme D(p) est somme directe
®© 1, D71y (p) avec chaque D, (5 (p) indécomposable (en tant que GL2(Op )-représentation),
fixer une base, disons w(J), de 7(J)1(O2) va fixer la composante D~ ()(p). Plus précisé-
ment, on a socqr,(r,) Dr(7)(p) = 7(J), d’ott une injection D.(5)(p) = Injgr,w,)7(J), et la
définition 5.8 (avec un changement de variables) donne un morphisme

Ry: DT(J)(p)h(OL) _> T(J)Il((DL)‘

Si x est un caractere apparaissant sur D) (p)11(OL) correspondant a A € PD(zg, - - -, x F-1),
on note w(A) I'unique vecteur tel que

Ry(w(N)) = w(J]). (30)
On obtient ainsi une base {w(\)}, de D(5)"1(°1) dépendant du choix de vecteurs w(.J) avec
JC

Regardons maintenant la structure du diagramme D(p,7), ou r : D(5)"1(OL) < D(p) est
une injection I(QOp)L*-équivariante. Soit {x, x°} une paire de caractéres apparaissant sur
D(p)"1(OL) et correspondant & {\, A} avec A € PD(wp, -+ ,24_1). On définit x(\) € kS
comme 'unique scalaire déterminé par ’équation

(38)wA) = 2(Nw(N). (31)
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Comme p agit trivialement sur D(p), on a z(A\)z(A]) = 1. Tautologiquement, avec une
base de D(p)11(Or) fixée, se donner un morphisme 7 est équivalent & se donner les scalaires

{z(N) rerp(zo, - ap_1)-

Remarque 6.1. Lorsque {x,x°} apparaissent tous les deuzx sur D (j )1©O8) pour un
J C Jp, le scalaire x(\) n'est autre que celui de la proposition 2.6 (avec A correspondant &
X ). De plus, ©(\) ne dépend que de D(p,r).

Proposition 6.2. Supposons que p est non scindée avec d = |J5|.

(i) Fizons D(p,r) un diagramme de Diamond associé a p. On peut toujours choisir une
base de D(p)"1(OL) telle que 2(\) = x(Al*)) = 1 pour les X qui correspondent auz poids 7(.J)
vérifiant ) # J C J5, et les autres z(X\) sont alors uniquement déterminés par (31).

(ii) Les diagrammes D(p,r) sont paramétrés (a isomorphisme prés) par les paramétres
{z(\)}a, a valeurs dans k5, vérifiant x(\)z(A®1) = 1 pour tout X et x(\) = 1 pour les A
correspondant aux poids T(J) vérifiant O # J C J5. Le nombre de paramétres libres parmi
les £(\) est 2717434 — (24 1),

Démonstration. Fixons une base w() de 7(0)11(Pr). Si J C J; est un sous-ensemble de
cardinal ¢ > 1, nous allons définir une base w(J) de 7(J)"1(©) & partir de w(f). Soit
1 < m < f l'unique entier donné par le lemme 6.3 ci-dessous. Alors 7(5*(J)) € D(p) si
1<i<m-—1et7(6™(J)) ¢ D(p). Notons w(J) I'unique vecteur de base de 7(J)(OL) tel
que

(Ro (25))" () = w(J5Na™ (),

oit R := @ c Ry désigne le morphisme induit D(p) () ®cs,7(J). Ce vecteur est
bien défini grace au lemme 6.3(ii). Notons que le cardinal de J; N 0™ (J) est strictement
inférieur a ¢.

On obtient ainsi, par récurrence sur ¢, une base w(J) de 7(J)1(©2) pour tout J C J;
a partir de w(f), ainsi qu'une base {7(\)}» de D(p)"1(°) comme construite au début de
cette section. Par définition, on trouve que z(A) = 1 pour tout A\ correpondant & un poids
7(J) € D(p) avec J # (. De plus, il n’y a plus de liberté pour les autres parameétres (M)
sauf que z(\)z(Al*)) = 1. Comme dim D(5)11(Or) = 2/=43% ¢t |D(p)| = 2%, le résultat s’en
déduit en utilisant le lemme 6.3(iii). O

Lemme 6.3. Supposons que p est non scindée et que |J5| = d > 1. Soient 1 < i < d et
J C J5 un sous-ensemble de cardinal i.

(i) 1l existe un unique entier 1 < m < f tel que 6*(J) C Jy pour 1 <k <m—1 et
om(J) € Js.

(i) Si 0 < i < m—1, notons x; le caractére correspondant a 7(6%(J)). Alors x§ apparait
sur Do pnsi+1(0)) (P)-

(iii) Si T € D(p), alors 7! ¢ D(p).

Démonstration. L’hypothése entraine que U{nzlém(J) = § d’ou lexistence de m comme
dans (i) puisque J5 C S. Le (ii) est une conséquence de |8, Lem. 15.2,15.3]. Pour prouver
(iii), rappelons que D(p) s'identifie a ensemble D(xg,- -,z 1) défini au §2. Si 7 et 7l
appartiennent tous les deux a D(p), on aurait 7(x;) € {x; + 1,p — 2 — z;} pour tout i € S,
d’ott J; = S\ J. 4. Cela est impossible puisque Jr,J 1 € J5; € S. O

Traitons maintenant le cas ot p est semi-simple, qui contient notamment le cas irréduc-
tible.
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Proposition 6.4. Supposons que p : Gal(@p/L) — GLo(kg) soit une représentation conti-
nue semi-simple et soit D(p,r) un diagramme de Diamond associé a p dans [8]. Alors il y
a s parametres libres a valeurs dans k; permettant de déterminer la classe d’isomorphe de
D(p,r), avec

6 — 73]02“ —2f £ (f+1) sip est réductible scindée
sz_l -2/ -1 si p est irréductible.

Démonstration. Supposons que p est réductible scindée. Par [8, Thm. 15.4], D(p) se décom-
pose en somme directe D(p) = @LODg(ﬁ) avec, pour tout 0 < £ < f,

socar,m)De@) = B 7(J).
JCS | J|=¢

En outre, le diagramme D(p,r) se décompose en somme directe de sous-diagrammes indé-

composables
f

D(p,r) = €D De(p, o).

=0

L’indécomposabilité des Dy(p, ) assure, par le méme argument que celui de la proposition
6.2, que le nombre de paramétres libres pour classifier Dy(p,7,) est égal a :

1
5cunam(p)fﬂow —({J = || =€} —1).

En les sommant on obtient le nombre de paramétres libres, qui est égal a (d’aprés |8,
Prop.14.7])

1
5(3f +1) =2/ +(f+1).
Le cas irréductible se démontre de maniére analogue. O

Remarque 6.5. Il n’y a pas de choiz canonique pour les paramétres de la proposition 6.4,
seul leur nombre est bien déterminé. Notons que ceux de la proposition 6.2, cas réductible
non scindé, sont définis de maniére artificielle. Dans [4], Breuil en a trouvé certains qui sont
canoniquement définis, a savoir les “parametres cycliques”. On peut aussi voir [3, Ex.5.8]
pour un exemple ot f =2 et p est irréductible.

Donnons I'exemple du cas f = 3 pour illustrer les paramétres dont nous avons discuté
ci-dessus.
Exemple 6.6. Supposons f = 3. Selon le cardinal de J5, on a les 4 cas suivants.
(i) Le cas ot J; =0, c’est le cas traité dans [6]. Tous les paramétres sont déterminés.

(1t) Le cas ot |J5| = 1. Sans perte de généralité, on peut prendre J5 = {0} de telle sorte
que D(p) = {7(0),7({0})}. D’apres le corollaire 2.5 et la proposition 6.2, il y a 5
parameétres libres pour déterminer le diagramme D(p,r), et nous en avons calculé /,
o savoir les paires {\, \¥1} avec

)\:(anIlaxQ)v A:($07p_2_x15$2+1)5

A=(xo+2,p—2—z1,220+1), A= (x0+2,21,22).
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(1it) Le cas ot |J5| = 2. Sans perte de généralité, on peut prendre J5 = {0,1}. D’apres le
corollaire 2.5 et la proposition 6.2, il y a 6 paramétres a déterminer et nous en avons
calculé 4.

() Le cas ot |J5| = 3, i.e. p est scindée. D’aprés le corollaire 2.5 et la proposition 6.4, il y
a 10 paramétres a déterminer et nous en avons calculé 8. Notons qu’il reste exactement
les 2 parameétres cycliques a déterminer, voir [4] et aussi §5.
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