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Axiome stehen am Anfang einer mathematischen Theorie. Die Sitze der Theorie ergeben sich
aus den Axiomen durch logische Folgerungen. Die Axiome kénnen damit als das Elementare
einer Theorie erscheinen, und so ist die Tagungsleitung darauf gekommen, mich — zum
Generalthema passend — zo diesem Vortrag iiber Axiomatik einzuladen. Allerdings binich ein
Mathematiker, der sich fiir Axiomatik nicht systematisch, sondern nur manchmal im Rahmen
seiner Arbeit an konkreten Problemen interessiert. Statt allgemeiner Erdrterungen iiber das
weitgespannte Thema will ich deshalb versuchen, an Beispielen aus Geometrie und Gruppen-
theorie das Thema zu diskutieren.

Der vorliegende Text schlieBt sich (abgesehen von einigen Ergéinzungen) eng an den Vortrag an,
in dem bei der vorgegebenen Zeit auf manches verzichtet werden mubBte. Insbesondere binichin
gar keiner Weise auf philosophische und grundlagentheoretische Fragen eingegangen.

{. Grundlagen der Geomerrie

Diejenige Geometrie, die unserer Anschauung von dem 3-dimensionalen Raum, in dem wir
leben, am ehesten entspricht, wurde schon von EUKLID (um 300 v. Chr.) axiomatisch behandelt
und heifit nach ihm EUkLIDische Geometrie. HILBERT (1899) hat in seinen Grundlagen der
Geometrie die Axiomatik des 3-dimensionalen Raumes neu begriindet. Sechen wir uns einen
Abschnitt der Einleitung seines Buches an:

»So fingt denn alle menschliche Erkenntnis
mit Anschauungen an, geht von da zu Begriffen
und endigt mit Ideen.

KaNT, Kritik der reinen Vernunft, Elementariehre T.2. Abt. 2.

FEinleitung

Die Geometrie bedarf — ebenso wie die Arithmetik — zu ihrem folgerichtigen Aufbau nur weniger und einfacher
Grundsitze. Diese Grundsitze heifien Axiome der Geometrie. Die Aufstellung der Axiome der Geometrie und die
Erforschung ihres Zusammenhanges ist eine Aufgabe, die seit EUKLID in zahlreichen vortrefflichen Abhandlungen der
mathematischen Literatur sich erdrtert findet. Die bezeichnete Aufgabe ldufi auf die logische Analyse unserer
raumlichen Anschauung hinaus.«

Bevor HiLserT die Axiome formuliert, erklirt er, daB wir uns 3 verschiedene Systeme von
Dingen denken, die Punkte, Geraden und Ebenen genannt werden. Er schreibt:

»Wirdenken die Punkte, Geraden, Ebenen in gewissen gegenseitigen Beziehungen und bezeichnen diese Beziehungen
durch Worte wie »liegen¢, >zwischen«, >kongruent<; die gepaue und fiir mathematische Zwecke vollstindige
Beschreibung dieser Beziehungen erfolgt durch die Axiome der Geometrie.«

HILBERT teilt die Axiome in 5 Gruppen ein:

1. Axiome der Verkniipfung
II. Axiome der Anordnung
HI. Axiome der Kongruenz
IV. Axiom der Paralielen
V. Axiome der Stetigkeit.

Die Gruppe I betrifft nur die Verkniipfung (Inzidenzen), das sind die Beziehungen: Der Punkt A

liegt auf der Geraden a, der Punkt A liegt auf der Ebene «, die Gerade a liegt auf der Ebene o.
Beispiele von Axiomen der Gruppe I sind:

Zu zwei Punkten A und B gibt es genau eine Gerade.a, so daB A und B auf a liegen.
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Zu 3 nicht auf einer Geraden liegenden Punkten A, B, C gibt es genau eine Ebene «, 50
daf A, B und C auf « liegen.

Die Axiome der Anordnung und der Stetigkeit beschreiben u. a. die anschauliche Vorstel-
lung, die wir von einer Geraden haben. Sie ermdglichen es im Endeffekt, die Punkte einer
Geraden eineindeutig den reellen Zahlen zuzuordnen. Die Axiome der Kongruenz fithren zur
Strecken- und Winkelmessung.

Das Parallelaxiom lautet bei HILBERT wie folgt:

»[V (EUKLIDisches Axiom). Es sei a eine beliebige Gerade und A ein Punkt auBerhalb a: dann gibt es in der durch a
und A bestimmten Ebene hochstens eine Gerade, die durch A Liuft und a nicht schneidet.«

Die HiLBerTschen Axiome beschreiben nicht ein vorhandenes System, sondern stellen
Forderungen an ein zu denkendes System dar. Wie kann man nun zeigen, daf die
HiLBERTschen Axiome erfiillt werden konnen? Wenn man weifl, was die reellen Zahlen sind,
dann kann man leicht ein Modell finden. Man fiihrt den 3> ein, d. h. die Menge der Tripel
(x1, X2, x3) reeller Zahlen. Die Punkte unseres Modells sind eben diese Tripel. Die
Losungsmengen einer linearen Gleichung

aix;+axx; t+asxytas= 0 .

(wo ay, a2, as, ay reelle Zahlen sind und a,, a,, a3 nicht alle verschwinden) sind die Ebenen.
Die Geraden lassen sich als die Durchschnitte von 2 nicht parallelen Ebenen erkliren. Der
Abstand zwischen 2 Punkien x = (x;, x5, x3) und y = (y{, y3, ¥3) ist

d(x,y) =V —y1)? + (2 =y + (x5 — y3)*

und damit kénnen die in den Kongruenzaxiomen vorkommenden Grundbegriffe (Kongruenz
von Strecken und Winkeln) definiert werden.

Man kann also sagen, daB die HiLBERTschen Axiome den Ubergang zur analytischen
Geometrie, zur rechnerischen Beschreibung zulassen. Aber zu welchen Zahlen kommt man?
Die Anordnungsaxiome legen schon fest, dafl man es nicht mit den komplexen Zahlen zu tun
hat. Wiirde man aber statt der reellen Zahlen die rationalen Zahlen nehmen, also den ©.°
betrachten, der aus allen Tripeln rationaler Zahlen besteht, und fiir die Definition der Ebenen
natiirlich auch nur lineare Gleichungen mit rationalen Koeffizienten betrachten, dann erhielte
man ein Modell, das alle HiLBERTschen Axiome erfiillt bis auf das Stetigkeitsaxiom V2.
Dieses Axiom lautet:

»V2 (Axiom der linearen Vollstindigkeit). Das System der Punkte einer Geraden mit seinen Anordnungs- und
Kongruenzbezichungen ist keiner solchen Erweiterung fihig, bei weicher die zwischen den vorigen Elementen
bestehenden Beziehungen sowie auch die aus den Axiomen I—III folgenden Grundeigenschaften der linearen
Anordnung und Kongruenz, und V1 erhalten bleiben.«

Damit scheidet 2 als Modell aus, denn man kann es zum R> erweitern. Tatsachlich ist der
Raum R* bis auf Isomorphie das ecinzige Modell der HiBerTschen Axiome. Um eine
Isomorphie zwischen irgendeinem Modell und dem > herzustellen, muB man einen Punkt
als Nullpunkt auszeichnen und in ihm drei Strecken gleicher Linge ansetzen, die paarweise
aufeinander senkrecht stehen (Einfiithrung von drei Koordinatenachsen).

In der Vorlesung des {. Semesters (Infinitesimalrechnung I) werden meistens die reetlen
Zahlen axiometrisch eingefiihrt.

Zunichst definiert man, was ein Korper ist. Ein Korper K ist eine Menge mit zwei
ausgezeichneten Elementen 0, 1, in der die Rechenoperationen der Addition und Multiplika-
tion eingefiihrt sind, fir die die iblichen Axiome gelten: die kommutativen Gesetze
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at+b=b+a a-b=>b-a, die assoziativen Gesetze, das distributive Gesetz
a-(b+c)=ab+ ac und die Durchfithrbarkeit der Subtraktion und Division. Dann kom-
men Anordnungsaxiome hinzu (angeordneter Korper) und schlieilich ein Vollstindigkeits-
axiom, das man dhnlich wie HILBERTS Axiom V2 der linearen Vollstindigkeit formulieren
konnte; aber man mochte doch nicht gern ein » Axiom iiber die iibrigen Axiome« haben, und
deshalb gibt man axiomatisch eine Eigenschaft an, die die reellen Zahlen charakterisiett, wie
z. B. die Eigenschaft vom DeDEKINDschen Schnitt (DEDEKIND 1892):

»Zerfillt das System N aller reellen Zahlen in zwei Klassen A;, A, von der Art, daB jede Zahl a; der Klasse A,
kleiner ist als jede Zahl a, der Klasse A,, so existiert eine und nur eine Zahl a, durch welche diese Zerlegung
hervorgebracht wird.«

Aber existieren nun die reellen Zahlen?

Der »naive« Mathematiker bejaht diese Frage, denn sie lassen sich »konstruieren« aus den
natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, ..., von denen man leicht zu den ganzen Zahlen, ..., —4, —3,
-2,—1,0, 1,2, 3, 4, ... kommt. Die rationalen Zahlen werden als Briiche ganzer Zahlen
eingefiihrt und die reellen Zahlen, z.B. nach DEDEKIND als Schnitte im Bereich der
rationalen Zahlen. Die Euxripische Geometrie (HILBERTsche Axiome) existiert also und ist
widerspruchsfrei, weil es den > als Modell gibt. '

In der anderen Vorlesung des 1. Semesters (Lineare Algebra I) werden Vektorraume iiber
einem beliebigen Korper K betrachtet, insbesondere auch der >, und darin EukLIDische
Geometrie betrieben. Aber das Verstindnis fiir die Geometrie geht so oft verloren. Die
HiLBerTschen Axiome sind nahe an der Anschauung. Sie versuchen den Raum zu beschrei-
ben, »in dem wir leben«, und es ist eine fundamentale Erkenntnis, daB man von diesen
Axiomen aus zum 9> kommt und damit auch eine rechnerische Beschreibung unseres
Anschauungsraumes erhilt. Wie nahe sie bei der naturwissenschaftlichen Realitit ist, das ist
dann eine andere Frage.

Wir haben bereits durch Angabe des »unvollstindigen Modells« $2° gesehen, daB das
Axiom V2 der linearen Vollstindigkeit nicht aus den iibrigen HiLBERTschen Axiomen
abgeleitet werden kann. Seit fast 2 Jahrtausenden war das Parallelenpostulat umkampft. Ist
das Axiom IV der Parallelen (EukLibisches Axiom) aus den iibrigen Axiomen ableitbar?
Gibt es ein Modell, das allen Axiomen geniigt, bis auf Axiom IV, das falsch wird? Die 2.
Frage ist zu bejahen, also die 1. zu verneinen: Es gibt eine nicht-EukLipische Geometrie.
Wir wollen dies nur fiir die ebene Geometrie diskutieren, die HiLBERTschen Axiome also nur
fiir eine einzelne Ebene betrachten. Die Axiome betreffen dann nur die Punkte und Geraden
dieser Ebene. Fir die Geschichte der nicht-EUxLIDischen Geometrie verweise ich auf das
schone Buch unseres Akademiemitgliedes REICHARDT (1985) Gauf und die Anfinge der
nicht-euklidischen Geometrie. Von besonderer Bedeutung waren hierbei: Carl Friedrich
Gauss (1777—1855), Nikolai 1. LoBATSCHEWSKI (1792—1856) und Jinos BoOLYAI
(1802—1860).

Wir beschreiben jetzt ein Modell der nicht-EukLipischen Geometrie nach A.CAYLEY
(1821—1895) und F. KLEIN (1849—1925), das in der EukLipischen Ebene realisiert wird.
Schon frither hatte E. BELTRAMI (1835—1900) ein verwandtes Modell angegeben.

Wir betrachten in der EURLIDischen Ebene einen Kreis. Die Punkte unserer Geometrie
sind die Punkte im Inneren dieses Kreises, die Geraden sind die Geraden der EukLiDischen
Geometrie, die einen nicht-leeren Durchschnitt mit dem Innern des Kreises haben. In der
Abb. 1 sind 5 Geraden eingezeichnet, die Geraden a; und a, schneiden sich im Punkte A,
sonst gibt es zwischen den 4 schwarz durchgezeichneten Geraden keinen Schnittpunkt.

Die Axiome der Verkniipfung (I) sind offensichtlich erfiillt. Um den Axiomen der
Kongruenz (II) einen Sinn zu geben, miissen die Grundbegriffe Kongruenz von Strecken und
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Abb. 1

K Abb. 2

Winkeln erklért sein; dies kann durch eine Lingen- und Winkelmessung erfolgen, die von
F.KLEIN mit Mitteln der projektiven Geometrie eingefiihrt wird. Eine Gerade lauft von
einem Randpunkt des Kreises zu einem anderen Randpunkt. Die beiden Randpunkte sind
keine Punkie der nicht-EukLipischen Geraden. Die Punkte zwischen den Randpunkten
entsprechen mittels des Messens eineindeutig den reellen Zahlen, sobald man O und 1
festgelegt hat. Die Winkelsumme in einem Dreieck ist kleiner als 180°. Die Dreiecksseiten
sind geradlinig auch im Euxvipischen Sinne, jedoch diirfen die Winkel nicht EukLibisch
gemessen werden. Alle Axiome gelten, nur das Parallelenaxiom nicht. Es gilt jedoch — im
Gegensatz zur EukLipischen Geometrie — folgendes (siehe Abb. 1; Formulierung und
Abb. 2 nach HILBERT):

»IV*_ Ist b eine beliebige Gerade und A ein nicht auf ihr gelegener Punkt, so gibt es stets durch A zwei Halbgerade
ay, @, die nicht ein und dieselbe Gerade ausmachen und die Gerade b nicht schneiden, wihrend jede in dem durch
a;, a, gebildeten Winkelraum gelegene, von A ausgehende Halbgerade die Gerade b schneidet.«

Ein weiteres Modell der nicht-EukLIDischen Ebene verdankt man H. POINCARE
(1854—1912). Punkte sind wieder die Punkte im Inneren eines Kreises der EUKLIDischen
Ebene, Geraden jedoch die Kreisbogen, die senkrecht auf unserem Randkreis stehen. Die
»Geraden« verlaufen von Randpunkt zu Randpunkt. Die Winkelmessung ist gleich der
Eukripischen. Die Lingenmessung wird in Kapitel 3 besprochen. In der folgenden beriihm-
ten von F. KLEIN und R. FrICKE stammenden Figur sieht man viele (schwarze und weifle)

1
Dreiecke mit den Winkeln 90°, 60°, 7" 180° (Winkelsumme ~175,71°). Die Dreiecke sind
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Abb. 3

alle kongruent. Wenn man in die »Nahe« {(EUKLIDisch gemessen) des Randkreises kommt,
werden sie EUKLIDisch immer kleiner.

Die Modelle nach CAYLEY-KLEIN und POINCARE sind isomorph. Es gibt bis auf Isomor-
phie nur ein Modell der nicht-EukLipischen Ebene, wenn man die HiLBERTschen Axiome
bis auf das Parallelaxiom IV beibehilt, dieses aber durch IV¥* ersetzt.

Das HiLBErTsche Axiomensystem fiir die EUKLIDische Geometrie hat bis auf Isomorphie
nur ein Modell. Das Axiomensystem fiir einen Kérper hat viele Modelle. Die Kérper der
rationalen Zahlen, der reellen Zahlen, der komplexen Zahlen wurden schon erwahnt. Es gibt
auch Korper mit endlich vielen Elementen, und zwar ist die Anzahl der Elemente immer eine
Primzahlpotenz g = p". Fiir eine Primzahl p besteht der Korper &, von p Elementen aus den
Restklassen der ganzen Zahlen modulo p. 2 Zahlen kommen in dieselbe Klasse, wenn sie bei
Division durch p den gleichen Rest lassen. Fiir p = 3 werden die Restklassen durch 0, 1, 2
reprasentiert, und es ist z. B. 2 - 2 = 1. Der endliche Korper ist bis auf Isomorphie durch die
Zahl g festgelegt. Die Klassifikation aller endlichen Korper ist damit erledigt.

Axiomensysteme sind nie willkiirlich, sie konnen sich an der Anschauung orientieren oder
entstehen aus mathematischer Erfahrung. Die Formulierung eines Axiomensystems stellt den
Mathematiker vor die Fragen, welche mathematischen Objekie (Modelle) das System
erfiillen (Klassifikation aller dieser Objekte) und welche mathematischen Objekte zwar nicht
dieses, aber ein leicht abgeédndertes System erfiillen. Mathematische Forschung darf man
sich aber nun nicht so vorstellen, als wiirde der Mathematiker vor den Axiomen sitzen und
einen Logikkalkiil auf sie loslassen, um moglichst viele Folgerungen (Sitze) zu finden. Es
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kann sein, daB es nicht gelingt, einen Satz, der recht nahe an den Axiomen zu sein scheint,
direkt zu beweisen. Nachdem man den Satz vermutet hat, muB man ihn vielleicht mit
hoéheren Methoden, die einem ganz anderen Gebiet angehdren, beweisen. Es kann auch
passieren, daB man ihn erst mit Hilfe dieser hoheren Methoden findet. Als Beispiel will ich
einen Satz der ebenen Geometrie angeben, den ich vor einiger Zeit gefunden habe. Er ist
elementar formulierbar, aber bis heute nicht elementar bewiesen worden.

2. Ein Beispiel fiir das Zusammenwirken verschiedener mathematischer
Gebiete

Zundchst einige allgemeine Bemerkungen iiber Ebenen. Es sei K ein Korper. Dann
bezeichnet K? die Menge aller Paare (x, y) von Elementen aus K. Geraden in K2 sind die
Losungsmengen linearer Gleichungen

ax+by+c=0 mit a, b, c € K,

wo a, b nicht beide gleich 0 sind. Es gelten-dann die Inzidenzaxiome und das Parallelen-
axiom. Hat man umgekehrt eine Ebene mit Punkten und Geraden, in der diese Axiome und
darliber hinaus die SchlieBungssitze von DESARGUES und PAppoOs gelten, dann folgt, dafl
man Koordinaten in einem Kérper K einfiihren kann und es sich um die Ebene X2 handelt. Tm
Falle der HiLBERTschen Axiome ist K = N, und man kann die Sitze von DESARGUES und
Parpos mittels der Kongruenzaxiome beweisen.

Betrachten wir nun die Ebene K und in ihr eine endliche Menge M von k Punkten. Durch
h(K—1)
2
es sei denn auf gewissen Geraden liegen r Punkte von M (mit r=3). Es sei ¢, (flir r=2) die

Anzahl der Geraden von K2, auf der genau r Punkte von M liegen. Es gilt dann:

kk—DR2=>1t-r(r— D2 .
r=2

je 2 Punkte von M verlduft eine Gerade. Also bestimmt M insgesamt Geraden,

Von James Joseph SYLVESTER (1814—1897) stammt die Frage:

Es sei M eine endliche Menge von Punkten der Ebene K2, die nicht alle auf einer Geraden liegen. Gilt dann stets
#,>>0, d. h., gibt es wenigstens eine Gerade, auf der genau 2 Punkte von M liegen?

Die Frage ist sicherlich zu verneinen, wenn K ein endlicher Korper mit ¢ Elementen (g = 2)
ist. Auf jeder Geraden von K? liegen namlich genau g Punkte. Nimmt man fiir M die ganze
Ebene K2, dann ist #, = 0, ja sogar #, = 0 fiir r =f= q, und 1, = q* +q.

SYLVESTER hat die Frage sicherlich gestellt, weil er wuBte, da8 sie fiir K = § zu verneinen
ist, und vermutete, daB sie fiir K = $i zu bejahen ist. In der komplexen Ebene (82 kann man
die 9 Wendepunkte einer allgemeinen kubischen Kurve betrachten. Sie zeigen ein Verhalten,
wie die 9 Punkte von K2, wenn K der Kérper von 3 Elementen ist (f; =0, t; =12, 1, =0
sonst). Anschaulich kann man sich diese 9 Punkte kaum vorstellen. SchlieSlich ist G2 ein
4dimensionaler Raum, denn eine komplexe Zahl wird durch 2 reelle Zahlen gegeben. In der
reellen Ebene gibt es ein solches Arrangement von 9 Punkten nicht, eine kubische Kurve hat
dort hochstens 3 Wendepunkte. Nun zur Anwendung zuriick und einige Beispiele von
Arrangements endlich vieler Punkte in der reellen Ebene.

In Abbildung 4 sind die Geraden mit genau 2 Punkten nicht eingezeichnet; in diesen
Beispiclen ist ¢, = 0 fiir r>3.

Die SyLvEsTERsche Vermutung fiir die Ebene $R2 148t sich fiir eine endliche Menge von k
Punkten mathematisch knapp so formulieren:

I =0=>1>0 .
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]¥ .
k<5 k=6 k=7 k-8
tyétg2 13,1374 12=3,136 tod, 137

Abb. 4

Sie wurde erst um 1940 auf verschiedene Weisen von T.GaLiAl und E. MELCHIOR
bewiesen. MELCHIOR dualisiert das Problem (Punkte werden durch Geraden, Geraden durch
Punkte ersetzt) und betrachtet die von Geraden, welche den Pumkten der urspriinglich
gegebenen endlichen Menge entsprechen, erzeugte Zellenzerlegung der reellen projektiven
Ebene und verwendet topologische Hilfsmittel (Eigenschaften der EULER-POINCAREschen
Charakteristik).

Ich habe vor einigen Jahren folgenden Satz bewiesen:

Es sei M eine endliche Menge von Punkten der komplexen Ebene G”. Es soll keine Gerade geben, auf der afle
Punkte von M bis auf hichstens einen Punkt liegen. Dann gilt:

+2 =k
123 4 3= .

Diese Ungleichung gilt auch in der reellen Ebene und in jeder Ebene K2, wo K ein
Unterkdrper von € ist. Sie kann trotz ihres elementaren Charakters — man braucht zu ihrer
Formulierung nur die Begriffe Punkt, Gerade und die Inzidenzbeziehung, daB ein Punkt auf
einer Geraden liegt — bis heute nicht elementar bewiesen werden, auch fiir die reelle Ebene
nicht. Auch fiir das folgende Korollar kennt man keinen direkten Beweis:

Es sei M eine endliche Menge von Punkten in €2, die nicht alle auf einer Geraden liegen. Wenn auf jeder
Geraden durch 2 Punkte von M ein weiterer Punkt von M liegt, dann gibt es wenigstens eine Gerade, auf der genau 3
Punkie von M liegen.

KEeLLY (1986) hat kiirzlich mit Hilfe dieses Korollars ein Problem von J.-P. SERRE aus
dem Jahre 1966 gelost. Er beweist namlich:

Es sei M eine endliche Menge von Punkten im Raume €°. Wenn auf jeder Geraden durch 2 Punkte von M ein
weiterer Punkt von M liegt, dann liegt M in einer Ebene.

3
Wie beweist man nun die Ungleichung #, + 1 t3 =z k? Durch Dualisierung erhélt man aus

M cine Menge von Geraden in der komplexen Ebene. Mittels verzweigter Uberlagerungen
der projektiv abgeschlossenen Ebene, die ldngs dieser Geraden verzweigt sind, kann man
gewisse algebraische Flichen konstruieren und deren charakteristische Klassen ¢, ¢
berechnen. Die beriihmte Ungleichung c2=<3c, (Mivyaoka 1977, Yau 1977), auf diese
Flichen angewandt, fiihrt zu dem Resultat. Die Ungleichung ¢} =< 3 ¢, kann fiir Flichen vom
allgemeinen Typ, deren kanonisches Biindel »ample« ist, so bewiesen werden: Nach
T.Ausin and S.-T. YAuU existiert auf der Fliche eine EINSTEIN-KAHLER-Metrik, die man
durch die sehr schwierige Losung einer globalen nicht-linearen partiellen Differentialglei-
chung vom Typ MONGE-AMPERE erhilt. Beziiglich dieser Metrik ist dann 3¢, — cf ein
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Integral iiber die ganze Flache mit positivem Integranden. Fiir die Literatur verweise ich auf
das demnichst im Vieweg-Verlag erscheinende Buch »Geradenkonfigurationen und alge-
braische Fiichen« von G. BARTHEL, F. HIRzEBRUCH und T. HOFER.

Man sieht, ein elementarer geometrischer Satz wird keineswegs innerhalb der Elementar-
geometrie bewiesen, sondern durch ein Zusammenspiel mehrerer Gebiete der Mathematik,
weit entfernt von den der Anschauung nahen Axiomen.

KELLY (1986) schreibt:

»As satisfying as this proof might be to devotees of the theory of characteristic classes, a confirmed
configurationalist cannot but feel that HIRZEBRUCH’s key inequality should be susceptible to a much more direct
derivation. «

3. Mannigfaltigkeiten

Die HiLBerTschen Axiome charakterisieren den 3-dimensionalen EukLibischen Raum,
entsprechende Axiome konnte man fiir den n-dimensionalen EukLiDischen Raum aufstellen.
Das Standard-Modell ist dann der ”; er besteht aus allen n-Tupeln reeller Zahlen mit dem
durch

Ay = =y + =y + o+ G — )

gegebenen Abstand d(x, y) zweier Punkte x, y.

Der R” ist das einfachste Beispiel einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit, dabei wird der
Abstandsbegriff zunfichst auBer acht gelassen. Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit wird in
den heutigen Vorlesungen etwa so definiert: Sie ist ein topologischer Raum, der mit offenen
Mengen iiberdeckt ist, in denen man Koordinaten x;, ..., x, einfithren kann, deren
Wertebereich eine offene Menge des 3" ist. Man sagt auch, daB die Mannigfaltigkeit mit
lokalen Koordinatensystemen iiberdeckt ist. 2 Koordinatensysteme knnen einen gemeinsa-
men Definitionsbereich haben. Man verlangt dann, daB der Ubergang von einem Koordina-
tensystem zum anderen durch stetige Funktionen erfolgt (Begriff der topologischen Mannig-
faltigkeit) bzw. durch beliebig hiufig differenzierbare Funktionen (Begriff der differenzier-
baren Mannigfaltigkeit). Die (n — 1)-dimensionale Sphére (das ist der Rand der n-dimensio-
palen Kugel im BukuLipischen 3”) kann man zum Beispiel mit 2 Koordinatensystemen
dberdecken. Das Studium der Mannigfaltigkeiten hat in den letzten 30 Jahren sensationelle
Ergebnisse gebracht. Nach J. MiLNOR (1956) gibt es 7-dimensionale Mannigfaltigkeiten, die
zur 7-dimensionalen Sphére topologisch, aber nicht differenzierbar dquivalent sind; nach
M. H. FREEDMAN (unter Verwendung der Ergebnisse von S.K.DONALDsON) gibt es 4-
dimensionale Mannigfaltigkeiten, die topologisch, aber nicht differenzierbar, zum R*
aquivalent sind (DoNALDSON und FREEDMAN erhielten auf dem Internationalen Mathemati-
kerkongre$ in Berkeley 1986 die FieLDs-Medaille).

Der Begriff der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit stammt von Bernhard RiEMANN
(1826—1866). In seinem Habilitationsvorirag Uber die Hypothesen, welche der Geometrie
zu Grunde liegen (Philosophische Fakultit Gottingen, 10. Juni 1854, GAauss war anwesend)
sagt er zum Beispiel, daB die Ortsbestimmung in einer n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit
auf n GroBenbestimmungen zuriickgefiihrt wird. Er 148t aber auch unendlich-dimensionale
Mannigfaltigkeiten zu:

»Es giebt indess anch Mannigfaltigkeiten, in welchen die Orisbestimmung nicht ¢ine endliche Zahl, sondern
entweder eine unendliche Reihe oder eine stetige Mannigfaltigkeit von Grossenbestimmungen erfordert. Solche
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Mannigfaltigkeit bilden z. B. die mdglichen Bestimmungen einer Fuction fiir ein gegebenes Gebiet, die moglichen
Gestalten einer riumlichen Figur u.s. w.«

In den letzten Jahren wurden die folgenden unendlich-dimensionalen Mannigfaltigkeiten
von Physikern und Mathematikern hiufig betrachtet:

Es sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine Schleife (»loop«) in M ist dann eine
differenzierbare Abbildung der Kreislinie in M. Man kann auch sagen, daf eine Schleife eine
periodische Funktion f einer reellen Verdnderlichen mit Werten in M ist (Periode 2m). Ist
M = %, dann kann man die Schleife f durch die Fouriersche Reihe

f(f)Z%ao+Z(akcoskt+ by sinkr)
E=1

beschreiben, deren Koeffizienten als Koordinaten in der unendlich-dimensionalen Mannig-
faltigkeit aller Schieifen auzusehen sind. Die Mannigfaltigkeit aller Schleifen in M wird mit
LM bezeichnet (Schleifenraum, loop space).

In den Vorlesungen tiber Differentialgeometric wird heute eine RiEMANNsche Metrik in
einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit etwa so definiert: Beziiglich eines Koordinatensy-
stems xq, ..., x, ist sie ein Ausdruck

(ds)? =1<Z_<”a,-,- dx;dx;  (az=ay) .

I<j=p

Die a;; sind Funktionen von x = (xy, ..., x,). An einer festen Stelle x ist (a;) eine positiv-
definite quadratische Form, die die EukrLipische Metrik im Tangentialraum von x definiert.
An der Stelle x (aber i. a. nicht in der Umgebung von x) ist die Metrik zur EukLibischen
Metrik in der Normalform

(dsy? = (@dx))? + ... + (dx,)

dquivalent. Zitieren wir einige Sitze aus RIEMANNS Habilitationsvortrag:

»Es folgt nun, nachdem der Begriff einer nfach ansgedehnten Mannigfaltigkeit construirt und als wesentliches
Kennzeichen derselben gefunden worden ist, dass sich die Ortsbestimmung in derselben auf n Grossenbestimmun-
gen zuriickfithren l4sst, als zweite der oben gestellten Aufgaben eine Untersuchung iiber die Massverhiltnisse, deren
eine solche Mannigfaltigkeit fahig ist, und fiber die Bedingungen, welche zur Bestimmung dieser Massverhaltnisse
hinreichen.«

Fiir den EukLIpischen Raum sagt er:
»Fiir den Raum wird, wenn man die Lage der Punkte durch rechtwinklige Coordinaten ausdriickt, ds = J/2. (dx) 2,
und zum allgemeinen Fall:

»... ich beschrinke mich daher auf dic Mannigfaltigkeiten, wo das Linienelement durch die Quadratwurzel aus
einem Differentialausdruck zweiten Grades ausgedriickt wird.«

RIEMANN weist darauf hin, daf es sich bei den n(n+ 1)/2 Funktionen a; wegen der
méglichen Koordinatenwechsel eigentlich nur um n(n — 1)/2 willkiirliche Funktionen han-
delt. Er bespricht seine berithmte Kriimmungstheorie. Fiir Flichen (n=2) stammt der
Krismmungsbegriff von GAuss.

- »Es wird daher, um festen Boden zu gewinnen, zwar eine abstracte Untersuchung in Formeln nicht zu vermeiden
sein, die Resultate derselben aber werden sich im geomeirischen Gewande darstellen lassen. Zu Beidem sind die
Grundlagen enthalten in der berithmten Abhandlung des Herrn Geheimen Hofraths Gawss itber die krummen
Flichen.«
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Und an spéterer Stelle:

n—1

»... wenn also das Kriimmungsmass in jedem Punkte in n - Flichenrichtungen gegeben wird, so werden dar-

aus die Massverhiltnisse der Mannigfaltigkeit sich bestimmen lassen, wofern nur zwischen diesen Werthen keine
identischen Relationen stattfinden, was in der Tat, allgemein zu reden, nicht der Fall ist.«

RIEMANN bespricht auch die Metriken, deren KriimmungsmaB in jedem Punkt und in jeder
Flichenrichtung den gleichen Wert « hat. Die RieEManNsche Metrik schreibt sich dann so
(RIEMANNS Schreibweise):

__1___ . 1/2 (dx)2 R

«
14735

Fiir die nicht-EukLipische Ebene (PoincaREsches Modell) bendtigt man nur ein einziges
Koordinatensystem x;, x», und die Metrik ist

-2
(My=b+%@%ﬂ@)(@MV+@&ﬁ.

Dabei ist o negativ, und der Radius des Kreises ist 2/y—«. Der Quotient von (ds)* und
(dx))? + (dx,)? (EukLIDische Metrik) geht nach unendlich, wenn man sich dem Randkreis
nihert. Die Geraden der nicht-EUKLIDischen Geometrie sind die geodétischen Linien dieser
Metrik konstanter negativer Kriimmung.

Es ist allgemein bekannt, welche Rolle die RieManNsche Kriimmungstheorie fiir die
EinsTEINsche allgemeine Relativititstheorie gespielt hat.

4. Gruppen

Beginnen wir mit dem »Erlanger Programm« von Felix KLEIN (Vergleichende Betrachtungen
itber neuere geometrische Forschungen. Programm zum Eintritt in die philosophische Facultit
und den Senatderk. Friedrich-Alexanders-Universitit zu Erlangen, 1872). Ich zitiere F. KLEIN
(mit EinschluB einer FuBnote):

»Beliebig viele Transformationen des Raumes ergeben zusammengesetzt immer wieder eine Transformation. Hat
nuneine gegebene Reihe von Transformationen die Eigenschaft, dass jede Aenderung, die aus den ihr angehdrigen durch
Zusammensetzung hervorgeht, ihr selbst wieder angehort, so soll die Reihe eine Transformationsgruppe genannt
werden. Begriffsbildung wie Bezeichnung sind heriibergenommen von der Substitutionstheorie, in der nur an Stelle der

Transformationen eines continuierlichen Gebietes die Vertauschungen einer endlichen Zahl discreter Grossen
auftreten. «

KLEIN formuliert folgendes Problem:

»Es ist eine Mannigfaltigkeit und in derselben eine Transformationsgruppe gegeben; man soll die der Mannigfaltig-
keit angehorigen Gebilde hinsichtlich solcher Eigenschaften untersuchen, die durch die Transformationen der Gruppe
nicht gedndert werden.«

Wir wollen diese Ideen kurz am Beispiel der ebenen projektiven Geometrie erlautern. Die
(affine) Ebene K2 beziiglich des Korpers K wurde im Kapitel 2 erwihnt. Die Geradenin K kann
man in »parallele Scharen« einteilen. 2 Geraden kommen in dieselbe Schar, wenn sie parallel
sind. Fiir € X hat man die Schar

y=ax+b (b € K, beliebig) .

AuBerdem gibt es noch die Schar x = ¢. Dig¢ Scharen sind durch den »Anstieg« gegeben (a € X
oder das Symbol %), Die projektive Ebene P, (K) entsteht, indem man zu K2 die Menge K U {0}
der Scharen hinzufiigt. Jede Gerade erhilt einen weiteren Punkt, nimlich die durch sie
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reprisentierte Schar. Die Scharen selbst bilden eine Gerade. Trotz dieser unsymmetrischen
Konstruktion ist P> (K) ganz homogen, alle Punkte sind gleichberechtigt, ebenso alle Geraden.
Ohne Ausnahme gilt: Je 2 Punkte liegen auf genau einer Geraden, je 2 Geraden haben genau
einen Punkt gemeinsam. Die Automorphismusgruppe G der projektiven Ebene besteht aus den
»Transformationen« von P, (K), die Geraden in Geraden {iberfiihren und dabei die Inzidenzen
erhalten. Wenn ein Punkt auf einer Geraden liegt, dann liegt auch der Bildpunkt auf der
Bildgeraden. Man kann die Elemente von G durch (3 X 3)-Matrizen mit Koeffizienten in K
beschreiben mit nicht verschwindender Determinante, wo 2 Matrizen projektiv gleich sind,
wenn sie durch Multiplikation mit einem Element von K auseinander hervorgehen. Der
Mathematiker notiert:

G =PGL;(K) (projektive allgemeine [»general«] lineare Gruppe).

Fiir K = R sei nun U die Untergruppe der Elemente von G, die einen vorgegebenen Vollkreis
von R in sich iiberfithren. Was bleibt durch die Transformationen von I/ unverindert? Es istdie
Lingen- und Winkelmessung der nicht-EukLibDischen Geometrie (Modell von CAYLEY-
KLEIN). 2 Dreiecke dieser Geometrie sind kongruent, wenn sie durch eine zu U gehorige
Transformation auseinander hervorgehen. Fiir das PoincarEsche Modell betrachtet man den
Kreis als Einheitskreis | z| < 1 der komplexen Zahlen. Die komplexen Zahlen werden um das
Symbol o zur komplexen projektiven Geraden erweitert, die Gruppe G wird erzeugt von den
gebrochen linearen Transformationen und der Konjugation z — Z, und U sei die Untergruppe
vonG, die|z| < 1insich iiberfithrt. Das ist die Automorphismengruppe der nicht-EUKLIDischen
Geometrie (PomNcargsches Modell). Die Gruppen U und U sind isomorph.

F. KLEIN hat bei seinem Programm meistens Liesche Gruppen im Auge (Sophus LIt 1842 bis
1899); das sind selber Mannigfaitigkeiten, z. B. ist G = PG L () eine 8-dimensionale und U
eine 3-dimensionale Mannigfaltigkeit. (Die Mannigfaltigkeit aller glatten Kegelschnitte ist 5-
dimensional.)

Wir werden im folgenden iiber endliche Gruppen sprechen. Sie traten urspriinglich als
Substitutionsgruppen auf, d.h. als Untergruppen der Gruppe aller Vertauschungen von n
Elementen. Es gibt bekanntlichn! = 1 - 2 - ... - n solche Vertauschungen (vgl. das erste Zitat
aus KLEINS Programm). Jede endliche Gruppe kann bis auf Isomorphie so erhalten werden.
Allmahlich hat sich der abstrakte Gruppenbegriff entwickelt. Hier eine Liste der ersten groBen
Namen, die mit der Gruppentheorie verbunden werden konnen (nach Max KoECHER [1983];
KOECHER verweist fiir seine historischen Bemerkungen auf das Buch von H. WussiNG
[19691):

P. RuUFFINI (1765—1822)
J. L. LAGRANGE (1736—1813)
C. F. Gauss (1777—1855)
A. L. Caucay  (1789—1857)
N. H. ABEL (1802—1829)
H. GrassMANN  (1809—1877)
E. GaLois (1811—1832)
A. CAYLEY (1821—1895)
L. KrRoNECKER  (1823—1891)

Aus einer hundert Jahre alten Arbeit von Ferdinand Georg FROBENIUS (1849—1917) mit dem
Titel »Neuer Beweis des SyLowschen Satzes« zitiere sich hier die ersten 5 Zeilen und die
Axiome fiir eine endliche Gruppe. (Der SyLowsche Satz moge als Beispiel dienen, daB die
Gruppentheorie auch schon vor 100 Jahren entwickelt war.)
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»Den Satz von CAUCHY, dass jede Gruppe, deren Ordnung durcheine Primzahl p theilbar ist, Elemente der Ordnung p
enthilt (Exerc. d’analyse etde phys. math. tom. III, pag. 250), hat Herr SyLow dahin verallgemeinert, dass eine Gruppe,
deren Ordnung durch die vte Potenz einer Primzahl p theilbar ist, stets eine Untergruppe der Ordnung p" enthilt (Math.
Ann, Bd. 5).

Axiome

L. Je zwei Elemente A und B bestimmen in der angegebenen Reihenfolge eindeutig ein drittes, welches mit AR
bezeichnet wird.

II. Aus jeder der beiden Gleichungen AC = BC oder CA = CB folgt A = B.
1II. Fiirdie Operation, durch welches ABaus A und B entspringt, gilt das associative Gesetz (AB) C = A(BC), abernicht
nothwendig das commutative Gesetz AB = BA.
IV. Die Anzahi der Elemente ist endlich.«

Die Axiome I, II, Il implizieren nicht, daB man in der Gruppe die Gleichungen AX = B und
YA = B nach X bzw. Y auflosen kann. Jedoch folgt dies aus IV. Die Anzahl der Elemente heil3t
Ordnung der Gruppe.

Beispiele fiir endliche ABELsche Gruppen (d. h. Gruppen, in denen das kommunikative
Gesetz gilt) sind die additive und die multiplikative Gruppe eines endlichen Korpers, Beispiele
fiir nicht-ABELsche Gruppen etwa die vorhin erwéhnte Gruppe PG L (K) fiir einen endlichen
Korper K, die iibrigens zu der Serie P GL,, (K) von Gruppen gehért (n = 1; Automorphismen-

3
&
&
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gruppe des (n — 1)-dimensionalen projektiven Raumes iiber K). Die Gruppe S, aller
Vertauschungen von n Objekten, die wir hier mit I, ..., n bezeichnen wollen, ist nicht
kommutativ fiir » = 3. In der Gruppe S, kann man die Untergruppe A,, (alternierende Gruppe)
derjenigen Vertauschungen betrachten, die die Reithenfolge fiir eine gerade Anzahl von Paaren
(i, /) mit i < j verandern. Die Gruppe A, ist nicht-ABELsch fiir # = 4 und hat n!/2 Elemente.

Endliche Gruppen treten oft als Symmetriegruppen auf. Betrachten wir die 5 reguldren
Polyeder (Abbildung aus: HiLBeRT und CoHN-VOSSEN [1932]).

Die Konstruktionen der 5 reguléren Polyeder waren schon den griechischen Mathematikern
bekannt. Sie sind in den Elementen des EUKLID dargestellt.

Die Symmetriegruppe eines solchen Polyeders besteht aus allen Drehungen um den
Mittelpunkt des Polyeders, die das Polyeder in sich {iberfithren. Jede Drehung — auBer der
identischen Abbildung — hat eine Achse und einen bestimmten Drehwinkel.

Oktaeder und Wiirfel sind zueinander dual, ebenso Dodekaeder und Ikosaeder. Die
Symmetriegruppe braucht deshalb auch nur fiir Tetraeder, Wiirfel und Ikosaeder angegeben zu
werden. Beim Tetraeder ist sie isomorph zu A, (Vertauschungen der 4 Eckpunkte), beim Wiirfel
isomorph zu S, (Vertauschungen der 4 Hauptdiagonalen) und beim Ikosaeder isomorph zu As.
Welche 5 Objekte werden beim Ikosaeder alternierend vertauscht? Antwort: Die 15 Kanten-
paare konnen in 5 Teilmengen von 3 Kantenpaaren so zerlegt werden, daf die 3 Kantenpaare
einer Teilmenge paarweise aufeinander senkrecht stehen (5 umschriebene Wiirfel).

Die projektive Ebene P, () iber dem Kotper , mit g Elementenhatg* + ¢ + 1 Punkte und
¢* + q + 1 Geraden. Die Automorphismengruppe ist PG Ls (F,), eine Gruppe der Ordnung
G+ g+ (g — g¥{q° — ¢?). Fiir ¢ = 2 hat man eine beriihmte Gruppe der Ordnung 168, die
oft von F. KLEIN betrachtet wurde.

Die Struktur der projektiven Ebene iiber §, von 7 Punkten und 7 Geraden steilt man nach
Jacques TiTs (Mitglied unserer Akademie) als einfachstes Beispiel aus seiner groflen Theorie der
Gebaude dar (Abb. 6).

Abb. 6
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Dies soll ein rein kombinatorisches Gebilde sein, némlich ein Graph aus 14 Punkten und 2.
Kanten, die gewisse Punkte verbinden. Die in der Figur vorhandenen Uberschneidungspunkte
von Kanten kommen in dem abstrakten Graphen nicht vor. Der Graph 148t sich nicht in die
Ebene legen, ohne dafl Kanten einander kreuzen. Tits kommt zu diesem Graphen wie folgt.
Die 14 Punkte des Graphen représentieren die 7 Punkte und die 7 Geraden der projektiven
Ebene. (In der Figur sieht man ein regulires 14-Eck, in dem die Punkte abwechselnd Punkte
und Geraden der projektiven Ebene reprisentieren.) Die Kanten sind die Inzidenzen. (Punkt
liegt auf Gerade bzw. Gerade geht durch Punkt.) Jeder Punkt des Graphen ist mit 3 anderen
Punkten verbunden, entsprechend der Tatsache, daB in der projektiven Ebene auf jeder
Geraden 3 Punkte liegen und durch jeden Punkt 3 Geraden gehen.

Die Symmetriegruppe dieses Graphen hat die Ordnung 336. Die vorhin erwihnte Gruppe
der Ordnung 168 besteht aus den Symmetrien des Graphen, die Punkte und Geraden im Sinne
der projektiven Ebene nicht vertauschen. Man sieht sehr schon eine SyLowsche Untergruppe
der Ordnung 7. Andere Symmetrien sind »verborgen«. Man beachte, daf§ der Graph vollig
homogen ist, z. B. sind alle Kanten gleichberechtigt.

Bei jedem Axiomensystem, das mathematisch interessant ist, sollte der Mathematiker die
Klassifikationsfrage stellen. Welche Modelle gibt es? Wie soll man alle endlichen Gruppen
klassifizieren? Die Bausteine sind die sogenannten einfachen Gruppen. Satze der Gruppen-
theorie (SCHREIER, JORDAN-HOLDER) zeigen, dal man die Klassifikation in gewissem Sinne
auf einfache Gruppen zuriickfiihren kann.

Eine endliche Gruppe G heifit einfach, wenn es keine die Gruppenoperationen respektie-
rende Abbildung auf eine Gruppe gibt, deren Ordnung kleiner als die Ordnung von G, aber
grofer als 1 ist.

Fiir ABELsche Gruppen erhilt man genau die cyklischen Gruppen von Primzahlordnung p
(additive Gruppe des Korpers &,).

Welche endlichen einfachen nicht-ABELschen Gruppen gibt es?

Dieses Problem wurde unter Beteiligung vieler Mathematiker gelost. Ausgehend von einem
Axiomsystem, das elementarer nicht sein konnte, sind die Mathematiker zu einem groBartigen
Resultat gelangt.

Zunichst gibt es gewisse unendliche Serien von einfachen Gruppen, wir haben die Serien
PGL,(K) mit n=1 und A, (n=5) kennengelernt. Dariiber hinaus gibt es sogenannte
sporadische einfache Gruppen. Man kann 26 Gruppen konstruieren und beweisen, daB dies
alle sind.

In der Zeitschrift The Mathematical Intelligencer Vol. 2 (1980) gibt J. H. CONWAY einen
Uberblick iiber die Entwicklung. Daraus zeige ich die Liste »The 26 known sporadic groups«
(Tab. 1).

Conway erwihnt, daB seit den Entdeckungen von Emile MATHIEU (ab 1861) etwa 100
Jahre vergingen, bis die niichste sporadische Gruppe gefunden wurde. Uber die Zeit der neuen
Entdeckungen schreibt CONWAY:

»A much-noticed feature of this period was the fact that groups, like the physicists’ elementary particles, were often
predicted to exist by one author, and only later constructed, often with much difficulty, by another.

Certainly the most notorious of these predictions was the one made independently by Bernd FiscHeRr and Bob
GriEss in 1973, of a group nicknamed (by me!) the MONSTER, whose order is
296.3%0.5%.76. 112133 17+ 19:23-29- 31 - 41 - 47-59- 71
= 808 017 424 794 512 875 886 459 904 961 710 757 005 754 368 000 000 000 .«
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Tabelle | Die 26 bekannten sporadischen Gruppen

Gruppe  Ordnung Bearbeiter

M, 2?-32.5-11 MATHIEU

M, 20.3%.5.1} MATHIEU

Mo 27-32.5.7-11 MATHIEU

My 27-3%2.5-7-11-23 MATHIEU

My 210.33.5.7.11-23 MATHIEU

Iy 27.33.52.9 HALL, JANKO

Sz 213.37.52.7-11- 13 Suzuki

H-S 22.3%2.5%.7-11 HiGMAN, SiMs

McL 27-36-5%.7-11 MCcLAUGHLIN

Cos 210.37.53.7.11-23 CONWAY

Co, 218.36.53.7.11-23 CONWAY

Co, 221.39.5%.72.11-13-23 CONWAY

He 210.33.52. 73 .17 HeLp/HicMaN, McKAY
Fiyy 217.3%.52.7.11-13 FISCHER

Fiys 218.313.52.7.11-13-17-23 FISCHER

Fizg 2%1.316.52.73.11-13-17-23-29 FISCHER

H-N 214.36.56.7.11-19 HaRADA, NORTON/SMITH
T 215.310.53.72.13.19-31 THOMPSON/SMITH

B 241.313.56.72.11-13-17-19-23 - 31 -47 FISCHER/SIMS, LEON

M 2%.320.57. 7. 112-137-17-19-23-29-31 - 41-47-59- 71 FiscHER, GRIESS

Jy 22.3.5.7-11-19 JANKO

O'Nan  2°-3*-72-5-11-19-31 O’NAN/SiMs

I3 27.35.5.17-19 Janko/HigmMaN, McKay
Ly 28.37.5%.7-11-31-37-67 LYONS/SiMsS

Ry 214.3%.5%.7.13-29 RUDVALIS/CONWAY, WALES
A 28.33.5.7.117-23-29-31-37-43 JANKO/NORTON, PARKER,

Brenson, CONWAY, THACKRAY

Als Conway seinen Artikel schrieb, warnoch nicht bekannt, ob die Liste der 26 sporadischen
Gruppen vollstindig ist. Als der Artikel erschien, konnte auf dem Deckblatt des Intelligencer-
Heftes in einer FuBnote vermerkt werden:

»added in proof ... the classification of finite simple groups is complete. There are no more sporadic groups.«

In der Darstellungstheorie endlicher Gruppen kann man insbesondere die Frage stellen, fiir
welchekleinste Zahl n die Gruppe treu dargestellt werden kann durch lineare Abbildungen des -
dimensionalen komplexen Vektorraumes §” in sich. Fiir die alternierende Gruppe As istn = 3,
als Symmetriegruppe des Ikosaeders hat sie sogar eine Darstellung im 3>, Fiir das Monster M ist
n = 196883. Wie kann man die Darstellung von M im %5383 beschreiben? Inzwischen gibtes
viele Resultate in dieser Richtung, auf die ich nicht eingehen kann. John McK Ay hat als erster
darauf hingewiesen, daB 196883 + 1 ein Koeffizient der Modulfunktion

j(2) =g '+ 744 + 196884 g + 21493760 ¢ + ...

ist. Dies konnte kein Zufall sein.

Die elementaren Axiome der Gruppentheorie und der Begriff »einfache Gruppe« fiihrten zu
Beziehungen zu ganz anderen Gebieten der Mathematik und zur Erkenntnis besonderer
Vorkommnisse im G %6883 Ichzitiere ausderEinleitung des Buches » Wasist Mathematik 7« von
R. CoUraNT und H. RoBBINS (1967):

»Die Betonung des deduktiv-axiomatischen Charakters der Mathematik birgt groBe Gefahr. Allerdings entzieht sich
das Element der konstruktiven Erfindung, der schopferischen Intuition einer einfachen philosophischen Formulierung;

mit g = e?7/7
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dennoch bleibt es der Kern jeder mathematischen Leistung, selbst auf den abstraktesten Gebicten. Wenn die
kristallisierte, deduktive Form das letzte Ziel ist, so sind Intuition und Konstruktion die treibenden Krifte, Der
Lebensnerv der mathematischen Wissenschaft ist bedroht durch die Behauptung, Mathematik sei nichts anderes als ein
System von Schliissen aus Definitionen und Annahmen, die zwar in sich widerspruchsfrei sein miissen, sonst aber von
der Willkiir des Mathematikers geschaffen werden. Wire das wahr, dann wiirde die Mathematik keinen intelligenten
Menschen anziehen. Sie wiire eine Spielerei mit Definitionen, Regeln und Syllogismen ohne Ziel und Sinn. Die
Vorstellung, daf der Verstand sinnvolle Systeme von Postulaten frei erschaffen konnte, ist eine triigerische
Halbwahrheit. Nur aus der Verantwortung gegen das organische Ganze, nur aus innerer Notwendigkeit heraus kann der
freie Geist Ergebnisse von wissenschaftlichem Wert hervorbringen.

Trotz der Gefahr der einseitigen Ubertreibung hat die Axiomatik zu einem tieferen Verstéindnis der mathematischen
Tatsachen und ihrer Zusammenh#nge und zu einer klarcren Einsicht in das Wesen mathematischer Begriffe gefithrt.
Hieraus hat sich eine Auffassung entwickelt, welche iiber die Mathematik hinaus fiir moderne Wissenschaft typisch
ist.«

»Konstruktive Erfindung und schopferische Intuition« waren es auch, die schlieBlich auf
langen Wegen zu der Klassifikation der einfachen Gruppen fiihrten.
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