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Bericht iiber Arbeiten am Mathematischen Institut
der Universitit Bonn

In: Landesamt fiir Forschung, Jahrbuch 1965, S. 311— 326, Koln und Opladen:
Westdeutscher Verlag 1965

Im jJahre 1964 promovierten an der Mathematisch-Naturwissenschaft-
lichen Fakultit der Universitit Bonn acht Mathematiker fast gleichzeitig,
und zwar mit Forschungsaufgaben aus den Gebieten der Topologie und
Geometrie3. 4. 67,8, der homologischen Algebra2, der Allgemeinen Algebrat
und der mathematischen Logiks.

Eine solche Hiufung von mathematischen Dissertationen in einem jahr
und an einer Universitit ist ungewohnlich, und es diirfte wohl einige Zeit
vergehen, bevor dieses Phinomen an unserer Universitit wieder auftritt.
Ein Mathematiker schliefit ja nur im Ausnahmefall sein Studium mit der
Promotion ab. Es sollte auBlerdem hervorgehoben werden, daBl (mehr ocer
weniger zufilligerweise) ein grofier Teil der untersuchten Probleme nahe
verwandten Gebieten angehort und die Arbeiten wihrend einer mehrjihri-
gen guten Zusammenarbeit entstanden sind.

Jedenfalls scheint dieses seltene Ereignis ein geeigneter Anlafl zu sein,
einmal iiber Leistungen des wissenschaftlichen Nachwuchses zu berichten,
die wir als Erfolge sowohl der mathematischen Forschung als auch der
Lehre an den Universititen unseres Landes buchen diitfen.

Die Themen der Dissertationen liegen naturgemiB in der Richtung der
Arbeitsgebiete der beteiligten Dozenten und der zahlreichen Giste unseres
Instituts, die jihrlich zur Mathematischen Arbeitstagung oder zu anderen
Gastaufenthalten nach Bonn kommen, so daB durch Bericht iiber Disser-
tationen ein, wenn auch nur kleiner, so doch charakteristischer Ausschnitt
aus der Forschungstitigkeit des Instituts gegeben wird.

Es st selbstverstindlich, daB in anderen Jahren die Forschungsergebnisse,
soweit sie sich in Dissertationen kristallisieren, auch auf ganz anderen Ge-
bieten und unter Beteiligung anderer Dozenten gelegen haben. Es war ein
gliickliches Zusammentreffen, daf3 der Verfasser ausgerechnet fiir ein Jahr
zur Mitarbeit an dem ,, Jahrbuch® aufgefordert wurde, in dem besonders
viele Untersuchungen, an denen er als Referent beteiligt war, zum Abschluf3
gebracht werden konnten.
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Der Verfasser mochte an dieser Stelle Herrn Prof. Hasenjaeger und
Herrn Prof. J. Schmidt und vor allem Herrn Dr. Jinich herzlich fur Hilfe-
stellung bei diesem Bericht danken.

Differentialoperatoren nnd Topologie®:4

Im Jahre 1959 hatte der bekannte sowjetische Mathematiker Gelfand14
in einem Artikel auf die Bedeutung der Tatsache aufmerksam gemacht, daf3
der Index eines elliptischen partiellen Differentialoperators — das ist die
Differenz zwischen der Dimension seines Lsungsraumes und der Dimen-
sion des Losungsraumes des adjungierten Operators — invariant gegeniiber
kleinen Anderungen des Operators ist. Diese Art Invarianz einer GroBe
ist immer ein Indiz dafiir, daf3 die Untersuchung dieser Grofie mit topo-
logischen Methoden sinnvoll und erfolgversprechend ist. In der Sowjet-
union erschienen mehrere Arbeiten iiber diesen Gegenstand, es sei darauf
hingewiesen, daf} sich Vekua?é bereits 1952 mit dem Index elliptischer
Differentialoperatoren befal3t hatte.

Eine wirklich umfassende Losung gelang jedoch erst den Mathematikern
M. F. Atlyah (Osxford) und I. M. Singer (Cambridge, USA)!l bzw.
M. F. Atiyah und R. Bott (Cambridge, USA)® durch ihre beriihmte
»»Indexformel*, die den Index eines elliptischen Differential- oder Integro-
Differentialoperators durch topologische GroBen ausdriickt. Bereits im
Juli 1962 hat Atiyah auf der jihrlichen Bonner Arbeitstagung einen rich-
tungweisenden Vortrag gehalten, in dem die Indexformel fiir den Spezial-
fall des Dirac-Operators zum ersten Male prizise (wenn auch nur als Ver-
mutung) angegeben wurde. Bei diesen Untersuchungen trat zutage, daf3
zwischen der Theotie der elliptischen partiellen Differentialoperatoren und
der algebraischen Topologie Beziehungen bestehen, die keineswegs ober-
flichlicher Art sind und deren Entdeckung angesichts der vollig getrennten
Entwicklung dieser Gebiete nicht ohne weiteres zu erwarten stand.

Die Arbeiten an der Indexformel wurden am Mathematischen Institut
der Universitit Bonn in einem Seminar im Wintersemester 1962/63 an
Hand von Verdffentlichungen verfolgt; auch in Princeton (USA), in Paris
und an anderen Universititen fanden und finden Seminare iiber dieses
Thema statt.

Die von Atiyah und Singer verwendeten Methoden hingen eng mit
fritheren Arbeiten des Verfassers zusammen (,,Neue topologische Methoden
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in der algebraischen Geometrie®, Springer-Verlag 1956), insbesondere
ergab sich, dafl der in diesem Buch fiir algebraische Mannigfaltigkeiten
bewiesene ,,Satz von Riemann-Roch* allgemein fir kompakte komplexe
Mannigfaltigkeiten richtig ist. Entscheidend benutzt wird auch die soge-
nannte K-Theorie, die von M. F. Atiyah und dem Verfasser in einer ge-
meinsamen Arbeit10 entwickelt wurde.

Die Indexformel gestattet interessante Anwendungen, z. B. auf ,,Ganz-
zahligkeitssitze®, damit beschiftigt sich die Atbeité: Man studiert in der
algebraischen Topologie eine Vielzahl von Moglichkeiten, einer differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit eine rationale Zahl zuzuordnen. Sei einmal mit
M — A(M) e Q eine solche Zuordnung bezeichnet. Man bemiiht sich nun,
Sitze vom folgenden Typ zu beweisen: ,,Hat M diese oder jene geometri-
sche Eigenschaft (z. B.: Die Existenz einer Spin-Dirac-Struktur fiir das
Tangentialbiindel oder die Einbettbarkeit oder die Immersierbarkeit von
M in gewisse Euklidische oder projektive Riume), dann mull .4 (M) sogar
eine ganze Zahl sein.“ Solche Sitze nennt man ,,Ganzzahligkeitssitze®,
mit ihrer Hilfe kann man oft ein differentialtopologisches Problem ent-
scheiden, ndmlich durch expliziten Nachweis, daBl A4(M) im fraglicken
Falle keine ganze Zahl ist. In der in Rede stehenden Arbeité wurde nun
die Atiyah-Singersche Indexformel dazu ausgenutzt, solche Ganzzahlig-
keitssitze zu gewinnen. Hat man auf A nimlich einen elliptischen Operator,
so ist dessen Index, als Differenz zweier Dimensionen, natiirlich eine ganze
Zahl, die Indexformel i{bersetzt diese Zahl in Termini der algebraischen
Topologie — man muf} nun die Eigenschaften von M in so raffinierter Weise
zur Konstruktion des elliptischen Differentialoperators ausnutzen, daB sich
gerade .4 (M) als Index ergibt. DaB3 das dem Autor der Arbeit in einer sehr
allgemeinen Weise gelungen ist, wird schon daraus ersichtlich, dafl er auf
diese Weise 4/l bisher bekannten und auf andere Art bewiesenen Ganz-
zahligkeitssitze erhilt. Zur Illustration der noch weiterreichenden Resultate
sei der folgende, bisher unbewiesene Nicht-Immersierbarkeitssatz genannt,
der in der Arbeité als Folgerung aus den gewonnenen Ergebnissen er-
scheint:

Satz: Der komplexe projektive Raum Po,(C) kann nicht in den Euklidischen
Raum REm-20(m)+1 fmmersiert werden, wenn o(m) = 3 mod 4, dabei
bezeichnet a () die Angahl der Einsen in der dyadischen Entwicklung von m.

Als Anwendung der Ganzzahligkeitssitze konnte auch der folgende Satz
bewiesen werden:

10
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Es gibt keine Immersion des Pp,(C) in den Poy—yimy-1(C), bei dems der
Schnitt der Hyperebene des Pom_ymy-1(C) mit dem immersierten Py (C)
homolog einem geraden Vielfachen der Hyperebene des Py, (C) ist.

Fir gewisse anzustrebende Verallgemeinerungen der Indexformel ist
es notwendig, statt eines einzelnen elliptischen partiellen Differentialopera-
tors eine ganze Schar solcher Operatoren zu betrachten. Das ist eine Si-
tuation, die zum Beispiel auftritt, wenn man auf einer gefaserten Mannig-
faltigkeit einen Differentialoperator studiert, der auf jeder Faser elliptisch ist.
Ist etwa diese Mannigfaltigkeit zusammenhingend, so hingt der Index der
einzelnen elliptischen ,,Faser-Operatoren® nicht von der Faser ab, es hat
also einen Sinn, vom Index des ganzen Systems zu sprechen. Es ist aber
angezeigt, hier auch den Indexbegriff zu verallgemeinern und statt der
ganzen Zahl ,,Index” eine allgemeinere topologische Invariante zu definieren
und zu untersuchen, die mehr Information iber eine solche Schar ellip-
tischer Operatoren enthilt.

In der Arbeit4 wurde die funktionalanalytische Seite dieses Problems
analysiert: Bei der modernen Behandlung partieller Differentialoperatoren
spielen gewissen Hilbert-Riume, die sogenannten ,,Sobolev-Riume* eine
groBle Rolle. In diesen Riumen erweisen sich die elliptischen Differential-
operatoren als ,,Fredholm-Operatoren®, d. h. sie haben endlich-dimensio-
nalen Kern und Cokern, die Differenz dieser Dimensionen ist gerade der
Index. Es sei nun H ein separabler Hilbertraum und F der Raum der
Fredholm-Operatoren von A in sich. (Hilbertriume sollen hier immer
oco-dimensional sein.) In* werden in F zwei Verkniipfungen eingefiihrt,
die fiir einen kompakten Raum X die Menge [ X, F] der Homotopieklassen
von Abbildungen X — F zu einem Ring und [..., F] zu einem Funktor
von der Kategorie der kompakten Riume in die Kategorie der Ringe machen.
Nun wird der verallgemeinerte Index als eine Abbildung [X, F] - KX
definiert. KX bezeichnet dabei den aus dem Halbring der Vektorraum-
biindel itber X entstehenden Ringl0. Die Konstruktion der Abbildung
geschieht durch den Nachweis, daB 1. in jeder Homotopieklasse eine Ab-
bildung f: X — F enthalten ist, fiir die die Vektorriume Kern f(x) und
Cokern f(x) in kanonischer Weise die Fasern je eines komplexen Vektor-
raumbiindels iiber X sind und daB 2. die Differenz dieser beiden Biindel
im Sinne der K-Theorie (d. h. in KX) nicht von der Auswahl des f ab-
hingt. Als Index wird nun diese Differenz bezeichnet. Das Hauptresultat
der Arbeit besagt, daB diese Indexkonstruktion [X, ] — KX einen Iso-



Arbeiten am Mathematischen Institut der Universitit Bonn 315

morphismus der Funktoren [..., F] und XK darstellt. F ist also ein klassi-
fizierender Raum fiir K (einschlieBlich Ringstruktur), und mit analoger
Technik werden noch fiir eine Reihe anderer, in der K-Theorie eine Rolle
spielender Funktoren mit funktionalanalytischen Mitteln klassifizierende
Riume angegeben.

Die hier beschriebene endgiiltige Formulierung des Resultats war erst
moglich geworden, nachdem N. Kuiper (Amsterdam) die Zusammen-
ziehbarkeit der allgemeinen linearen Gruppe des Hilbertraumes bewiesen
hatte. Diese Frage war 1963 auf einer Tagung tiber Differential- und alge-
braische Topologie in Seattle (USA) in einer Liste wichtiger ungelsster
Probleme genannt worden. Die Losung wurde erstmalig von N. Kuiper
auf der Bonner Arbeitstagung im Juni 1964 vorgetragen?20.

Symmetriend

Auch diese Arbeit beschiftigt sich mit Zahlen, die man differenzierbaren
Mannigfaltigkeiten im Rahmen der algebraischen Topologie zuordnet,
nimlich mit den Pontrjaginschen bzw. Chernschen charakteristischen Zah-
len; ein Gegenstand, der eng mit der auf Thom (StraBburg) zuriickgehenden
Theorie des Cobordismus zusammenhingt. Die Amerikaner Conner und
Floyd (University of Virginia, Charlottesville) untersuchten diese Zahlen
in Zusammenhang mit Symmetrieeigenschaften einer Mannigfaltigkeit.
Unter einer ,, p-symmetrischen Mannigfaltigkeit** versteht man eine kompakte
orientierte Mannigfaltigkeit A/ ohne Rand zusammen mit einer nicht-
trivialen (orientierungserhaltenden) Selbstabbildung f von M, die bei p-
facher Hintereinanderschaltung die Identitit auf M ergibt. Dabei soll immer
p eine Primzahl und p % 2 sein. Die Zusammenhangskomponenten der
Menge der Fixpunkte von f sind Untermannigfaltigkeiten, man nennt sie
s Symimetricachsen’.

Es kann der Sonderfall eintreten, daBl die Abbildung £ alle Punkte von M
bewegt, so dafi also gar keine Symmetrieachsen da sind. In dieser Situation
definjert man fir M zu den oben erwihnten charakteristischen Zahlen
noch eine weitere Serie solcher Zahlen, die nur bis auf Vielfache von p be-
stimmt sind (also als Restklassen modulo p zu betrachten sind), und die
auBler von M auch noch von f abhingen. Diese sogenannten p-charakteristi-
schen Zahlen spielen nun, wie Conner und Floyd gezeigt haben, eine be-
deutende Rolle beim Studium der p-symmetrischen Mannigfaltigkeiten, die
Symmetrieachsen besitgen.

12



316 Arbeiten am Mathematischen Institut der Universitit Bonn

Die Symmetrieachsen verlaufen nidmlich innerhalb winziger Schliuche
(Rinder gewisser Tubenumgebungen), die von f fixpunktfrei in sich iiber-
gefithrt werden. Kennt man nun die p-charakteristischen Zahlen dieser
Schiduche und gewisse topologische Daten der Symmetrieachsen selbst,
so kann man nach Conner und Floyd bereits die charakteristischen Zahlen
mod. p der ganzen Mannigfaltigkeit Af berechnen. Abgesehen von den zu
dieser Berechnung angegebenen Formeln liefert dieses Resultat die inter-
essante Einsicht, dal man die charakteristischen Zahlen einer p-symmetri-
schen Mannigfaltigkeit mod. p schon kennt, wenn man die Symmetrie-
achsen und das Symmetrieverhalten in ihrer unmittelbaren Nachbarschaft
kennt.

In der vorliegenden Dissertation wird nun das fir diesen Fragenkreis
wichtige Problem untersucht: Wie berechnet man die p-charakteristischen
Zahlen dieser Schliuche ? Oder allgemeiner: Wie berechnet man iiberhaupt
die p-charakteristischen Zahlen von p-symmetrischen Sphirenbiindeln?
Die Ergebnisse der Arbeit zeigen:

Die gesuchten Zahlen hingen ab von den charakteristischen Cohomolo-
gieklassen der Basis (also z. B. der Symmetrieachsen), den charakteristischen
Cohomologieklassen des zugehdrigen Vektorraumbiindels und gewissen
Invarianten, den ,Rotationszahlen, die das Symmetrieverhalten des
Sphirenbiindels beschreiben.

Mit Spektralsequenz-Methoden wird auflerdem der Cohomologiering
des Quotientenraumes eines p-symmetrischen Sphirenbiindels (es ist dies
ein Linsenraumbiindel) berechnet.

In Beispielen wird schlieBlich gezeigt, wie sich aus der Gestalt der
Symmetrieachsen allein schon Aussagen dber die gewohnlichen charak-
teristischen Zahlen von A gewinnen lassen.

Abbildungsdefekt?

In dieser Arbeit wird der Defekt von stetigen Abbildungen f: X —» Y
von Mannigfaltigkeiten untersucht. Man versteht darunter folgendes:
Haben X und Y dieselbe Dimension und ist £ > 0 der Grad von £, so ist
,»fast” jedes y € Y Bildpunkt von wenigstens & verschiedenen Punkten
von X. Es kann jedoch auch Punkte geben, die weniger als £ Urbildpunkte
haben, sie weisen also einen ,,Defek?* auf. Sind dagegen X7 und Y™ ver-
schiedener Dimension und » > m, so ist als Normalfall zu betrachten, daf3
die Dimension des Urbilds eines Punktes y € Y nicht kleiner als #» — s ist.

13
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Tritt dieser Fall dennoch ein, so sagt man, y habe ,,Defekt* oder genauer
»Dimensionsdefekt .

Angeregt wurde das Studium der Defektmengen durch Heinz Hopf in
Ziirich, der bereits 1929 den Defekt von Abbildungen untersucht hat und
1962 in seinem Bericht1$6 iiber Defektmengen auch eine Reihe noch offener
Probleme nannte, die zum Teil in der vorliegenden Dissertation mit gelost
wurden.

Betrachten wir zunichst den Fall, dal X und Y dieselbe Dimension
haben. Hopf hatte bewiesen, daB fiir eine simpliziale Abbildung f: Sm — Sm
von positivem Grad die Abschitzung by_3(4) <1 gilt, wobei by, s die
(m — 2)-te Bettische Zahl und A den Komplex der Punkte mit nur einem
Urbildpunkt bedeuten. Hopf sprach die Vermutung aus, dafBl sich eine
ihnliche Abschitzung fiir den ganzen Defektkomplex finden lieBe. Die
vorliegende Arbeit widerlegt diese Vermutung. Der diesbeziigliche Satz
lautet:

Es gibt qu jeder gangen Zabl r = O eine Abbildung fr: 53— 53 vom
Grade 3, die simplizial und offen ist, so daf die Defektmenge ans genan
2 r + 2 disjunkten Kreisen bestebt.

Interessanterweise lif3t sich dieses Gegenbeispiel jedoch durch folgenden
Satz erginzen, der zeigt, in welcher Richtung noch weitere Untersuchungen
moglich und lohnend sind:

Ist f:5m — S m > 2, eine offene simpliziale Abbildung vom Grade k
und besteht der Defektkomplexc aus g disjunkten unverknoteten (m — 2)-
Sphiren, die je eine Zelle beranden, die keine der dibrigen Sphiren des
Defektkomplexes trifft, so ist g < k.

Die Hauptresultate der Arbeit betreffen den Dimensionsdefekt. Hopf
hatte darauf aufmerksam gemacht, dal es Sitze von folgendem Typ gibt:
Ist die Abbildung f: X — Y wesentlich, d. h. ist jede zu f homotope Ab-
bildung surjektiv, so kann der Defekt nicht allzu groB sein. Es handelt sich
nun darum, prazise Aussagen dariiber zu gewinnen. In der vorliegenden
Arbeit wird statt mit Wesentlichkeit sogar meist nur mit gewissen (schwi-
cheren) Stabilititsvoraussetzungen gearbeitet, die durch Lokalisierung des
Begriffes ,,wesentlich® entstehen. Eine genauere Diskussion der Stabilitit
ergibt insbesondere: Zu jedem m = 2 gibt es eine Abbildung fp : ST — 52,
die in jedem Punkte von S™ und 32 stabil ist, und fir m = 4 kann man hierfiir
sogar unwesentliche Abbildungen wihlen. Bei der Untersuchung des

14
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Dimensionsdefektes stellte es sich heraus, dafl die Dimension bzw. Co-
dimension zwei eine besondere Rolle spielt. Unter Benutzung eines Satzes
von Bruschlinsky und einer verallgemeinerten Form des Alexander-
Pontrjaginschen Dualititssatzes wird folgender Hauptsatz iiber den Di-
mensionsdefekt bewiesen:

X™ und Y, m > n =2, seien kombinatorische Mannigfaltigkeiten, X
orientierbar. [ X — Y sei eine Rompakte simpliziale Abbildung. Es sei
Z ein simpligialer (n — 2)-Zyklus in Y, und f sei stabil in einem Punkte
g€ |Z|. Dann ist die (m — 2)-te Bettische Zahl des Urbildes von |Z|
von Null verschieden.

Als Spezialfall erhilt man: Bei einer wesentlichen simplizialen Abbildung
auf eine Fliche besitzt kein Punkt Dimensionsdefekt (da er ja nicht einmal
Homologiedefekt hat).

Zum Schluf sei noch ein besonders interessantes und tiberraschendes
Resultat genannt, in dem Y die 2-Sphire ist: Die simpliziale Abbildung
[ X — 82 sei wesentlich, bilde aber jeden 2-Zyklus nullhomolog (also unwesent-
lich) auf die $2 ab. Dann ist fiir jeden Punkt p € $2 die erste Bettische Zab! von
S p) nichs Null.

Kriimmung3

Es ist ein wichtiges Problem der globalen Riemannschen Geometrie,
den Typ derjenigen zusammenhingenden differenzierbaren Mannigfalrig-
keiten zu kennzeichnen, die eine Riemannsche Metrik positiver Kriimmung
zulassen. Unter ,, Typ* versteht man dabei etwa Homotopietyp, Homéo-
morphietyp oder Diffeomorphietyp. In Richtung der ersten beiden Fragen
brachten die letzten Jahre eine ganze Reihe von Resultaten, vor allem
durch Rauch (New York)25, Berger (Nizza)!2 und Klingenberg (Mainz)!e.
Insbesondere hat man den Sphirensaty : Eine vollstindige, einfach usammen-
hingende Riemannsche Mannigfaltigkeit, deren Riemannsche Kriimmung K 0-be-
schrankt ist (d. b. fir geeignetes A gilt 6. A S K< A) fir 1/4 << <1, ist
homéomorph gur Sphéire. In der Arbeit von Klingenberg findet man auch
einen guten historischen Uberblick iiber die stufenweise Verbesserung des
Satzes bis 1961.

Vom Standpunkt der Differentialgeometrie oder auch der Differential-
topologie interessiert man sich fiir eine Verschirfung des Sphirensatzes,
die moglicherweise den Diffeomorphietyp der betrachteten Mannigfaltigkeit
charakterisieren soll. Denn es ist heute wohlbekannt, dafl auf Sphiren im
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allgemeinen verschiedene Aquivalenzklassen differenzierbarer Strukturen
existieren. (Bis zum Erscheinen von Milnors sensationeller Arbeit2!
»,»On manifolds homeomorphic to the 7-sphere® im Jahre 1956 schien aller-
dings jedermann vom Gegenteil iiberzeugt zu sein. Als wesentliche Beitrige
fiir die weitere Erforschung dieses Strukturen-Problems seien die Arbeiten?2?
und!8 genannt.)

Die Vermutung, daB differentialgeometrische Bedingungen — wie eben
etwa die Existenz einer Riemannschen C*°-Metrik mit gewissen Kriim-
mungsbeschrinkungen - die differenzierbare Struktur bereits festlegen
miifiten, ergibt sich unter anderem daraus, daBl eine Riemannsche Metrik
besonders gut bekannte differenzierbare Abbildungen (z. B. die Exponen-
tialabbildung) von R# in M an die Hand liefert, die zur Einfiihrung spe-
zieller Karten (z. B. Riemannscher Normalkoordinaten) Anlal geben: Die
Bedingungen fiir die Kriimmung gestatten dann, die GroBe der Karten-
Definitionsbereiche sowie deren Uberlappungsbereiche und Kartenwechsel
fir geeignet gewihlte Atlanten niher zu beschreiben, wodurch eine Ein-
ordnung der auf M vorhandenen differenzierbaren Struktur in die durch
Milnor-Smale-Thom klassifizierten C*-Strukturen auf S7 moglich er-
scheint.

So sehr dieses Problem auch in den letzten fiinf Jahren von bekannten
Differentialgeometern diskutiert wurde, scheiterten bisher alle Bearbeitungs-
versuche.

In der vorliegenden Dissertation wird nun ein hochst bemerkenswertes
Resultat zu diesem Problem bewiesen:

Es gibt eine Folge positiver reeller Zablen 1[4 = 6y <o < ... mit
im 8, = 1 (fiir die auch eine rekursiv gu berechnende Majorantenfolge

angegeben und bis n = 10 auch berechnet wird ), so dafy, wenn die Riemannsche
Kriimmung von M S-beschrinkt ist, aus 9 << 8 stets folgt : M ist diffeo-
morph gur Standard-Sn.

Die wesentliche Idee, die groBen technischen Schwierigkeiten zu meistern,
die mit diesem Problem verbunden sind, liegt in einer rekursiven Kon-
struktion immer einfacher werdender Atlanten aus je zwei differenzierbaren
Karten fiir M, wobei der Rekursionsschritt ein sehr weitgehendes Studium
der Riemannschen Krimmung gewisser differenzierbarer Untermannig-
faltigkeiten der Codimension 1 von M nétig macht. Dieser dem Krim-
mungsstudium gewidmete Teil der Arbeit, der duBlerst scharfe Abschitzun-
gen fiir die Riemannsche Krimmung besagter Untermannigfaltigkeiten

16
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liefert, erfordert den Einsatz schwieriger Werkzeuge der modernen Diffe-
rentialgeometrie.

Inverser Limes?

Einer der wesentlichsten Begriffe in der homologischen Algebra ist der
des Funktors. Ist zum Beispiel G eine Abelsche Gruppe und ordnet man
jeder Abelschen Gruppe A die Abelsche Gruppe Hom (G, A) zu, so
erhilt man einen kovarianten Funktor von der Kategorie der Abelschen
Gruppen in sich. Eine kurze exakte Sequenz 0 — .4 — B> C' — 0 fithrt
dieser Funktor in die exakte Sequenz 0-> Hom (G, 4) — Hom (G, B)
—> Hom (G, C) uber. Der letzte Homomorphismus dieser Sequenz ist im
allgemeinen nicht surjektiv. Man fithrt nun Abelsche Gruppen Ext® (G, .A4)
ein fiir #» = 1 (Ext® (G, ) sind die ,,derivierten Funktoren von Hom (G, ))
und erhilt die exakte Sequenz:

0 - Hom (G, .A) — Hom (G, B) — Hom (G, C)
- BExtl (G, A) - Ext! (G, B) — Ext! (G, )
- Ext2 (G, A) — ...

In diesem allereinfachsten Beispiel der homologischen Algebra ver-
schwinden die derivierten Funktoren Ext® (G, ) fur» = 2.

In der Arbeit? wird die Kategorie § der R-links-Modul-Familien Gber
der festen rechtsgerichteten Menge M betrachtet. Hierbei ist R ein fester
Ring, und eine derartige Familie 4 ordnet jedem i € M einen R-links-Modul
A; und jedem Paat (7, ;) von Elementen aus M mit 7/ < j einen Homo-
morphismus von 4; nach 4; zu. Fiir A4 ist der inverse Limes /im A erklart.
lim ist ein Funktor von der Kategorie § in die Kategorie der R-links-
Moduln. Der Funktor Zi ist in der algebraischen Topologie von groflem
Interesse. Ein Raum X sei etwa Vereinigung von Teilriumen X;
G=0,1,2,... mit X; C X1, z B. Geriiste eines CW-Komplexes).
Dann bilden die Cohomologiemoduln /H *(.X}) eine Modulfamilie, und der
Limes solcher Familien spielt in der axiomatischen Cohomologietheorie
eine entscheidende Rolle (Milnor). Ein Schiiler von Milnor hat die
derivierten Funktoren /im® betrachtet??. Siehe auch Nobeling?3.24 (Vor-
trag auf der Bonner Arbeitstagung 1958). Die Untersuchung der deri-
vierten Funktoren /im® wird in dieser Arbeit weitergefiihrt, und zwar auch
fiir den Fall, daB man an Stelle von Moduln (nicht notwendig Abelsche)
Gruppen betrachtet. Wie in der Garbentheorie 148t sich dann allerdings nut
lim! einfithren und es ist keine Gruppe mehr, sondern nur noch eine Menge
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mit ausgezeichnetem Element. Zentrales Resultat der Arbeit ist die Auf-
stellung einer Bedingung fiir das Verschwinden von /iz' .A. Damit hat der
Verfasser von2 ein Kriterjum dafiir gefunden, daB eine exakte Sequenz

0> A->B->C—>0

von R-Modul- bzw. Gruppenfamilien im Limes wieder in eine exakte
Sequenz iibergeht. Diese Bedingung fiir das Verschwinden von Zm! A4
und damit fiir das Exaktbleiben 148t sich so formulieten, daf3 jede Gruppe
bzw. jeder Modul der Familie A eine ,,C-Grappe* bzw. ein ,,C-Modul* ist.
Dieser C-Struktur-Begriff ist auch von selbstindigem Interesse, fiir Gruppen
besagt er: Hat ein Teilsystem des Systems aller moglichen Links-Neben-
klassen von Untergruppen einen leeren Durchschnitt, so ist dies bereits
fiir endlich viele Elemente des Teilsystems der Fall. Es handelt sich also
um eine Art ,,Kompaktheitsbedingung** fiir das System aller Links-Neben-
klassen. Die gruppentheoretische Diskussion des Begriffes ergab, daB z. B.
alle Gruppen und Moduln mit Minimumbedingung C-Gruppen bzw.
C-Moduln sind. Bei Abelschen Gruppen besagen die C-Bedingung und die
Minimumbedingung sogar dasselbe.

Zerlegungen'

Die Arbeit! ist der ,,Aligemeinen Algebra® entnommen, die an der
»Abteilung fiir Grundlagenforschung der Mathematik® unseres Institutes
unter Leitung von Prof. Dr. J. Schmidt besonders gepflegt wird. Da es sich
hierbei um ein recht junges Gebiet der Mathematik handelt, seien einige
einfithrende Sitze gestattet.

Die Algebra ist die Theorie der Mengen mit Operationen, die gewissen
Axiomen unterworfen sind; jede der algebraischen Strukturen (etwa die
der Gruppen, Ringe, Kotper, Moduln) ist durch ein Axiomensystem ge-
kennzeichnet. Die Allgemeine Algebra studiert solche Begriffe und Sitze,
die fiir alle algebraischen Strukturen gemeinsam gelten, d. h. die Gegen-
stinde der Allgemeinen Algebra sind Mengen mit ganz beliebigen, keinen
Axiomen unterworfenen Operationen. Die Stellung der Allgemeinen Algebra
zur Algebra ist somit vergleichbar mit der Stellung der Allgemeinen
(mengentheoretischen) Topologie zur Geometrie. NaturgemiB3 sind die
Methoden der Allgemeinen Algebra weit mehr mengentheoretischer Natur
als die der Algebra. Ein wesentlicher Impuls zur Ausbreitung der Allge-
meinen Algebra ging von der mathematischen Logik aus, insbesondere seit
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man bemerkt hatte, dafl sich die Formalen Sprachen der Logik und ihre
Modelle algebraisch interpretieren lassen.

Uber Allgemeine Algebra wird vor allem in den USA (insbesondere
Tarski, Jénsson), der UdSSR (Kurosch) und Polen (Marczewski) gearbeitet.
Die ilteste und zugleich grundlegende Arbeit stammt von G. Birkhoff
(Harvard, USA)13 aus dem Jahre 1935; aber ein breites Interesse konnte
sich erst spiter entfalten, besonders nach Vortrigen von Birkhoff in Mon-
treal (1945) und von Tarski in Cambridge (USA) 1950. Im September 1964
hat die erste internationale Tagung iiber Allgemeine Algebra in Warschau
stattgefunden, an der auch der Verfasser von! teilgenommen und iiber
seine Dissértation vorgetragen hat.

Einer der Begriffe, die in allen algebraischen Strukturen eine wichtige
Rolle spielen, ist der der Zerlegung. In! werden nun solche ditekten
Zerlegungen einer allgemeinen Algebra studiert, die in natiirlicher Weise
eine direkte Zerlegung ihres Kongruenzverbandes induzieren, mit dem
Ziel, die eindeutige Zerlegung eciner Abelschen Torsionsgruppe in ihre
Primirkomponenten, die eindeutige Zerlegung eines Hilbertraumes in die
Eigenriume eines kompakten symmetrischen Operators und dhnliche Sitze
iiber eindeutige Zerlegungen in Algebra und Funktionalanalysis unter
diesem verbandstheoretisch-algebraischen Aspekt zu begreifen.

Diese Eindeutigkeit sollte — das war die Idee — auf die bekannte Er-
scheinung der Verbandstheorie zuriickgefithrt werden, dafB es in einem voll-
stindigen Verband H zu je zwei direkten Zerlegungen eine grobste ge-
meinsame Verfeinerung gibt; daher gibt es hochstens eine nicht mehr ver-
feinerbare Zetlegung, und diese ist dann die feinste. Ausgangspunkt sollten
also die direkten Zerlegungen einer Algebra A4 sein, die in natirlicher
Weise ein direkte Zerlegung des Kongruenzrelationenverbandes § = €(A)
induzieren. Es zeigte sich aber, daB3 jede derartige ,,$-treue’ direkte Zer-
legung von A (A mit endlichen Operationen vorausgesetzt) automatisch
endlich ist; dies machte deutlich, daB der Begriff der direkten Zerlegung
zu eng war. Der Verfasser der Arbeit gelangte nun aus natiirlichen For-
derungen zu einem abgeschwichten Zerlegungsbegriff, seinen ,, fastdirekten‘
Zerlegungen, zu ihnen gehoren insbesondere die beiden Arten von Zer-
legungen, die Hashimotols und Karolinskayal? studiert hatten. Haupt-
resultat der Arbeit, die mit ihren zahlreichen, z. T. recht komplizierten
Gegenbeispielen keine Frage des Problems unbeantwortet 1a8t:

Die $-treuen fastdirekten Zeriegungen bilden eine beschrink? vollstindig ge-
ordnete Menge W, d. b. zu jeder nichtleeren Teilmenge von M, die iiberhaupt
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eine gemeinsame Verfeinerung besitzt, gibt es eine gribste gemeinsame Ver-
Jeinerang. Allerdings ist W kein Verband ! Zwei Elemente von M brauchen
ndmlich keine gemeinsame Verfeinerung u besitzen. Dessen ungeachtet gibt
es hichstens ein nicht mebr verfeinerbares Element von M, und dies ist dann
das feinste. Dieses feinste Element von W besteht (falls es existiert) genan
aus den maximalen $-Zerlegungskongruenzen (den grifiten nichttrivialen
Kongruengrelationen, die in irgendwelchen $-treuen, fastdirekten Zerlegungen
vorkommen ).

Unter gewissen Kettenbedingungen wird die Existenz dieser feinsten
H-treuen fastdirekten Zerlegung gesichert; in der abschlieBenden Beispiel-
diskussion wird vor allem auch die verbandstheoretische Erscheinung, die
der eine Ausgangspunkt dieser Untersuchungen war, durch die vorliegende
Theorie ,,erklart‘.

Nichtableitbarkeits

Das Seminar fiir Logik und Grundlagenforschung unter Leitung von
Prof. Dr. G. Hasenjaeger gehort der Philosophischen Fakultit an. Die
Promotion eines Schiilers von Prof. Hasenjaeger an der Math.-Nat. Fakultit
mit einer Arbeit aus der mathematischen Logik ist ein Beispiel fiir die stets
gute Zusammenarbeit zwischen diesem Seminar und unserem Institut.

Es ist bekannt, daf3 die Ordnungsstruktur o der natiirlichen Zahlen
0,1,2,3, ... in der Sprache der Pridikatenlogik erster Stufe nicht unter-
scheidbar ist von Ordnungstypen o + (w* + @) - a. Dabei ist w* der
Ordnungstyp der negativen ganzen Zahlen, also w* 4 o der aller ganzen
Zahlen. Durch Adjunktion weiterer Grundbegriffe ergeben sich zusitzliche
Anforderungen an den Ordnungstyp «, ohne da3 aber a« = 0 erzwungen
werden konnte, (Ist z. B. die Addition in einem Modell gegeben, so ist
a = 0 oder aber a dicht, also unendlich.) Die Endlichkeit aller Abschnitte
Ay = {x] x <y} kann also axiomatisch nicht adiquat erfafit werden.

Die Arbeit5 behandelt die vollstindige Induktion /zd und das Schub-
fachprinzip S¢h als Charakterisierungen der Endlichkeit detr Abschnitte .A,,.
Ein Hauptresultat der Arbeit ist:

Bei Beschrinkung auf ordnungstheoretische Einsetungen erster Stufe ist Sch
d4iber Ind unabhingig.

Dies wird durch ein Modell vom Ordnungstypus o + (w* + ) - (0 + ©*)
gezeigt. (Ein geeignetes Gegenbeispiel zu S¢cb liefert kein Gegenbeispiel
zu Ind, was durch ein Eliminationsverfahren kontrolliert wird.)

20
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Damit ist gezeigt, daB das Schubfachprinzip ein Beispiel einer Aussage U
liefert, so daB3 weder U noch die Negation von ¥ ableitbar ist in dem im
Pridikatenkalkiil erster Stufe formulierten System mit ,,0¢ ((N#/),
25 (INachfolger) und ,,<<** (kleiner) als einzigen nichtlogischen Zeichen,
wobei als Axiome die vollstindige Induktion zusammen mit einigen anderen
gelten. Nach dem Godelschen Unvollstindigkeitssatz existiert bekanntlich
in jedem hinreichend ausdrucksfihigen Formalismus eine nichtableitbare
Aussage, deren Verneinung ebenfalls nichtableitbar ist. Gédel konstruiert
diese Beispiele durch Anwendung des Cantorschen Diagonalverfahrens,
wodurch sie immer recht ,,pathologisch werden. In der vorliegenden
Arbeit ist es gelungen, die Unbeweisbarkeit fiir eine nicht ad hoc kon-
struierte, sondern sich durch ihren mathematischen Inhalt auszeichnende
Aussage nachzuweisen. Zwar gilt diese Unbeweisbarkeit (wie angegeben)
nur in der elementaren Wohlordnungstheorie, und es wire vielleicht noch
zu frith, Unableitbarkeitssitze fiir den gesamten Bereich der elementaren
Zahlentheorie zu erwarten. Jedoch hofft man durch die Beschiftigung mit
einfacheren Systemen die Mittel zu gewinnen, die spiter zur Losung der
,,hoheren“ Unbeweisbarkeitsprobleme dienen konnen. So wire es z. B.
fiir den Mathematiker von praktischer Bedeutung zu wissen, ob (wie man
vielleicht vermuten konnte) der grofle Fermatsche Satz im Pridikaten-
kalkiil erster Stufe (unter Zugrundelegung der iiblichen Axiome) nicht
ableitbar ist. Jedenfalls besteht in der Uberpriifung solcher Unbeweisbar-
keitsfragen sicherlich eine wichtige Aufgabe des Logikers.

Die hier gezeigte Unabhingigkeit von Sch tber Ind erliutert die Rolle
der Ausdrucksmittel, die fiir Einsetzungen in (hier) /zd zugelassen sind.
Naheliegende Erweiterungen der Ausdrucksmoglichkeit zerstoren die Un-
abhingigkeit; doch — spiteres Resultat des Verfassers von5 — Addition
allein geniigt nicht, obwohl « = w 4 w* dadurch ausgeschlossen wird.
Andererseits sind alle Ordnungsaussagen erster Stufe entscheidbar aus jedem
,,natiirlichen” Axiomensystem mit [#d fiir die Ordnung in w. Dies ist ein
Gegenstiick einerseits zur Unabhingigkeit von Sc¢h, andererseits zur o-
Unvollstindigkeit von gewissen Axiomatisierungen fiir die Nachfolger-

struktur in w.
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