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Einleitung 
Wir betrachten 4-dimensionale kompakte orientierte differenzierbare 

Mannigfaltigkeiten M und in ihnen stetige Felder yon orientierten F1/~chen- 
elementen. Die n/ichstliegende Frage lautet: ,,In welchen M existieren solche 
Felder ohne Singularitdten ?" Eines der ttauptergebnisse dieser Arbeit besteht 
darin, dab diese M (lurch eine arithmetische Relation zwischen der Eulerschen 
Charakteristik e und der Poincar~schen Bilinearform S(x,y)  charakterisiert 
werden; S(x,y)  bezeichnet also die Schnittzahl der 2-dimensionalen Homo- 
logieklassen x und y, und zwar ist ,,Ito ologm hier im einfaehsten Sinne, 
ng~mlich ats ,,Homologie mit  Division" zu verstehen (x, y sind also Elemente 
der, modulo der Torsionsgruppe reduzierten, ganzzahligen Homologiegruppe). 
~brigens werden wir uns der Cohomotogie-Sprache bedienen, so dab nachher 
x, y Elemente der 2-dimensionalen, modulo der Untergruppe der Elemente 
endlieher Ordnung reduzierten, ganzzahligen Cohomologiegruppe und S (x, y) 
den Wert des 4-dimensionalen Cup-Produktes xy  auf dem Grundzyklus der 
orientierten M bezeichnen werden. In der erw/~hnten arithmetisehen Relation 
werden auBer dem Tr/~gheitsindex (oder der Signatur) T (vgl. 4.1) einer 
symmetrisehen Bilinearform S(x, y) noch die folgenden Begriffe auftreten: 

Auf dem p-dimensionalen Gitter (ganzzahligen Modul) H sei S e i n e  ganz- 
zahlige symmetrische bilineare Funktion yon Gittervektoren x, y mit  der 
Determinante ±1. Dann gibt es solehe Gittervektoren w, dab 

(1) S(w, x) -~ S(x, x) mod 2 f/Jr jeden x C H 

ist; in der Tat :  hat  S in bezug auf eine beliebig gew/ihlte Basis yon H die 
Matrix (a~), so besitzt der Vektor w, dessen Komponenten wj dutch das 
Gleichungssystem 

P 

a~wj-~ai~, i = 1 , 2 , . . .  , p ,  
i=1 

bestimmt sind, die Eigenschaft (1); ferner sieht man leieht, dab mit w alle 
Vektoren w'-~ w Jr 2x (x  E H beliebig), und nur diese w', ebenfalls (1) erffillen. 
Somit bflden die dureh (1) eharakterisierten w eine Restklasse W~ 11/2 H 
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Wir verstehen unter Q die Menge aller Zahlen S (w,w) mi t  w E W. ( Im Falle 
? ~ 0 verstehen wir unter ~ die nur aus der 0 bestehende Menge.) 

Ffir eine Mannigfaltigkeit M i s t  also neben der Eulersehen Charakteristik 
e und dem Tr~gheitsindex v die Zahlenmenge Q definiert. Nun lautet  die 
Antwort auf  die anfangs formulierte Frage: 

I n  M gibt es dann und nu t  dann Felder yon Fliichenelementen ohne Sin- 
gularitdt, wenn 

3 v + 2 e ~  und 3 ~ - - 2 e ~ 1 2 .  

Felder mit  hSchstens endlieh vielen Singutarit/iten existieren nach einem 
Satz von WHITNEY (den wir fibrigens in (4.1 vi) noch einmal beweisen werden) 
in jeder M. Jeder  isolierten Singularit/it P~ ist in bekannter  Weise ein Index 
zugeordnet: er ist die Itomotopiektasse einer best immten Abbildung einer 
Sph/~re $8 in die Mannigfaltigkeit 27 der orientierten Ebenen durch einen Punk t  
des euklidischen R 4, also ein Element der Gruppe z~(27); da 2: homSomorph 
mit  dem Sph/~renprodukt $2 × $~ und da 7t3(S2) unendlich zykliseh ist, kan~ 
der Index bei Beachtung gewisser Orientierungskonventionen als Pear  (ai, b,) 
ganzer Zahlen aufgefai3t werden; die Indexsumme des Feldes ist das Paar  
(a, b) m i t a  = X at, b ----- • bi, summiert  fiber alle Singularit/~ten. Wir fragen, 
welche Indexsummen in einer gegebenen M auftreten. Diese Indexsummen 
sind im allgemeinen nicht einander gleich; vielmehr gilt tblgender Satz: 

Dann und nu t  dann haben in M alle Indexsummen den gleichen Wert, wenn 
die zweite Bettische Zaht b 2 :  0 ist; und zwar ist dieser Wert 

(a,b)----- (--e/2, ÷ e / 2 ) :  (--1 ÷ bl ,  1 - - b l ) ,  

wobei b 1 die erste Bettische Zahl ist. Wenn b~.=4: 0 ist, so glbt es in M Felder mit  
unendlich vielen verschiedenen Indexsummen.  
Dies ist ein Korollar des folgenden I-Iauptsatzes der Arbeit:  

Als Indexsummen yon Feldern mit endlich vielen Singularitgten in M treten 
die/olgenden Zahlenpaare (a, b) und nur diese au]: 

1 1 
(2) a = ~ ( ~ - - 3 v - - 2 e ) ,  b = ~ ( f l - - 3 v ~ - 2 e )  mit beliebigen ~, f i E 9  1). 

~) Da a und b nach Definition ganze Zahlen sind, sind auch die reehten Seiten in (2), 
die man als 

1 1 1 1 

sehreiben kann, ganz; ferner ist v ~ e mod. 2 (de beide Zahlen mod. 2 der 2. Bettischen 
Zahl kongruent sind); daher ist die Ganzheit der obigen Zahlen gleichbedeutend mit der 
Gfiltigkeit der Kongruenzen 

(3) S(w, w) ~ v mod. 4 fiir w E W. 

Ftir diejenigen Bilinearformen S, welehe als Poinear6sehe Formea in Mannigfaltigkeiten M 
auftreten, haben wir somit (3) auf dem Umweg fiber (2) bewiesen. Herr W. LEDERI~NI~ 
hat auf algebraisehem Wege gezeigt, dab (3) fiir alle symmetrisehen ganzzahligen Bflinear- 
formen S mit ungerader Determinante gilt (An arithmetical property of quadratic forms, 
Comment. Math, Helvet. Erseheint demn/~ehst). 
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Wenn wir ein festes w ~ W auszeichnen und 

w ~ - - 3 T - - 2 e - ~ 4 a o ,  w 2 - - 3 v  + 2e~-4bo  

setzen, so kSnnen wit start  (2) auch schreiben: 

(2') a = x 2 +  w x + a o ,  b = y ~ +  w y + b o  mit beliebigen x , y ~ H  

(wobei H die, modulo der Cotorsion reduzierte, ganzzahlige 2. Cohomologie- 
gruppe ist und hier ein Produkt  uv  zweier Etemente u,v  ~ H - - a l s o  z. B. x ~, 
w x . . . .  - -  ebenso wie S(u ,  v) den Weft  des 4-dimensionalen Cup-Produktes 
auf dem Grundzyklus yon M bezeichnet). 

2-Beine, d .h .  geordnete Paare linear unabh£ngiger Richtungen, stellen 
Fl~ehenelemente dar. Es gilt: 

I n  M gibt es dann und nur dann Felder von 2-Beinen ohne Singularitdt 
(d. h. Paare yon i~berall linear unabhdnffigen Richtungs/eldern), wenn e = 0 
und 3 ~ ~ ~2 ist. 

Aueh die mSglichen Indexsummen der Singularit~ten yon 2-Bein-Feldern 
werden bestimmt. Ferner werden Kriterien ffir die Existenz einer fast- 
komplexen Struktur sowie fiir die Parallelisierbarkeit yon M angegeben. Alle 
Ergebnisse shad in ( 4 . 3 -  4.6) zusammengestellt. 

Dat] die Indexsummen (a, b) durch die Werte zweier Cohomologie-Poly- 
home 2. Grades yon der Art  (2') bestimmt sind, war bereits - -  fibrigens auf 
einem anderen Wege als dem, den wir jetzt  benutzen werden - -  in den Noten [8J 
und [9] yon HoPF festgestellt worden; jedoch gelang damals die Bestimmung 
der Koeffizienten dieser Polynome nur in Spezia]f~llen, z. B. ffir die komplexe 
projektive Ebene, aber nicht fiir beliebige M. Der allgemeine Fall wurde dann 
yon HmZEBRUCH erledigt. Die ganze Untersuchung betrifft natiirlich Faser- 
biindel, Hindernisse und charakteristische Klassen. Wit werden in unserer 
Darstellung S~tze aus diesen Theorien ohne Kommentar  benutzen; wit ver- 
weisen auf [12] (besonders fi irdie ttindernis-Theorie) und auch auf [1, 2, 3, 6] 
(ffir Faserbiindel und eharakteristische Klassen). Die Tatsaehe, dab unsere 
S~tze, zu denen wir auf erst in den letzten Jahren erschlossenen Wegen ge- 
langen, ganz im Rahmen der alten Poincar6schen Begriffe formuliert werden 
kSnnen (wie wit es oben getan haben), hat  vielleieht keine besonders groBe 
prinzipielle Bedeutung (da sie sieh kaum auf hShere Dimensionszahlen iiber- 
tragen lassen dfirfte); aber wit halten sie doch fiir bemerkenswert nieht nur 
als Kuriosum, sondern auch im ttinblick auf die Beziehungen zwischen alten 
Begriffen und neuen Methoden, die sieh in ihr ~uBern. 

Aus Griinden teils saehlicher, teils persSnlieher Natur,  die wir angedeutet 
haben, maeht es uns besondere Freude, diese Arbeit ~e r rn  B~.ItNKE ZU widmen, 
dessen Interessen und dessen Wirksamkeit in so hohem MaBe der gegen- 
seitigen Durehdringung der ,,klassisehen" und der ,,modernen" Mathematik 
sowie der Zusammenarbeit zwisehen Mathematikern versehiedener Gene- 
rationen gelten. 
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§ 1. Homomorphismen und charakteristische Klassen 

1.1. Wie in [2] werden Faserbfindel durch ein Symbol, meistens durch 
einen kleinen griechischen Buchstaben, angedeutet. Ist  ~ ein Faserbtindel~ 
dann wird mit E~ der Totalraum und mit B~ die Basis yon ~ bezeiehnet. 
Es sei G eine kompakte Liesehe Gruppe und ~ ein G-PrinzipalfaserbfindeL 
Wenn G auf dem Raum F operiert, dann hat man bekanntlich das zu ~ asso- 
ziierte Faserbiindel (~, F)  mit F als Faser, dessen Totalraum E~ x a F  ist, 
das ist der Quotient von E~ x F modulo der Xquivalenzrelation (x, ]) 

(x- g, g-1./) .  Es sei G' eine weitere kompakte Liesehe Gruppe und 2 ein 
Homomorphisn-ms von G in G'. Jedem G-Prinzipalfaserbiindel $ ist dann die 
~-Erweiterung 2.~ zugeordnet, das ist ein G'-Prinzipalfaserbfindel, ebenfatts 
mit der Basis B~, dessen Totalraum E~ x ~G' ist, wo G auf G' dureh g .  g ' =  
= ~ (g)-g '  operiert. Operiert G' auf F,  dann operiert aueh G auf F dureh 
g - / =  ~ (g ) - /  und der Totalraum yon (~. $, F) ist kanonisch homSomorph 
zum Totalraum yon (~:, F):  

(E~ x~G') x(~,F--~ E~×aY. 
Dieser Hom5omorphismus ist fasertreu. Weiter werde an fo]gendes erinnert: 
Wenn ~ ein G-Prinzipalfaserbfindel und U eine abgesehlossene Untergruppe 
yon G ist, d a n n i s t  EjU der Totalraum des zu ~ assoziierten Faserbfindels 
mit G/U als Faser, wo G auf G/U dureh Linkstranslationen operiert. 

E j u  = E~ x aGIU. 

Dieses G/U-Faserbfindel hat dann und nur dann einen Sehnitt fiber B~, 
wenn ~ die e-Erweiterung eines U-Prinzipalfaserbiindels fiber B~ ist, wo ~ die 
Einbettung yon U in Gist ,  - -  In [2] wird ein Verfahren zur Berechnung der 
charakteristischen Klassen von 2.  ~ aus denen yon ~ angegeben, das wir a u f  
I-[omomorphismen yon $ 0 ( 4 )  in SO (3) und yon U (2) in $ O  (3) anwenden 
werden. Wie iiblich ist S O  (k) die Gruppe der orthogonalen Abbildungen des R ~ 
mit der Determinante 1 und U (k) die unit/ire Gruppe im {2 ~. Die in dieser 
Arbeit auftretenden G-Prinzipalfaserbfindet haben folgende charakteristische 
Klassen: 

i) G = $ O ( 4 ) .  Man hat  die Stiefel-Whitneyschen Klassen w2(~)E 
H2(B~, Z~) und Wa(~ ) ~ Ha(B~, Z), ferner die Eulersehe Klasse W4(~), 

H4(B~, Z) und die Pontrjaginsche Klasse Pl(~) ( H4(B~, Z). 
ii) G = S O ( 3 ) .  Man hat die Stiefel-Whitneysehen Klassen w~(~) 

H2(B~, Z2) und Wa(~) ( H3(B~, Z), ferner die Pontrjaginsche Klasse p~(~) 
H~(B~, Z). 

iii) G=t , l (n ) .  Man hat  die Chernsehen Klassen c~(~)(H~{B~,Z), 
(i = 1, 2 . . . . .  n). 

In i) und ii) ist W a= 0,  w2, wo (~. der zur Koeffizientensequenz 0 -+ Z 
3-* Z -~ Z2-~ 0 gehSrige Homomorphismus H 2 (B~, Z~J - ,  H a (B~, Z) ist. Also ist 
2 W3_--0. Die Stiefel-Whitneyschen, die Eulersehen und die Chernsehen 
Klassen kSnnen bekanntlieh als erste Hindernisse gewisser a~soziierter Faser- 
bfindel definiert werden [12], Die Pontrjaginsehe Klasse p~(~) ist gleieh 
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- -  c 2 (4. 2), wo 2 hier die ,,komplexe Erweiterung" S O  (4) -~ U (4) bzw. 
SO (3) -> U (3) ist. 

1.2. Die Homomorphismen ~(:), 2(~) von S O  (4) attf S O  (3). Der Vektorraum 
R 4 wird mit  dem KSrper K der Quaternionen identifiziert: 

(1) x = ( x : , x ~ , x a ,  x 4 ) = x l + i x ~ + j x 3 ÷ k x 4 = x l + i x ~ +  ( x 3 + i x 4 ) ' ]  

Der komplexe KSrper C ist in K enthalten (xa= x4= 0). Mit S a bezeichnen 
wir die multiplikative Gruppe der Quaternionen vom Betrage 1 und mit 
S: die multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen vom Betrage 1. Es ist 
also S: = S 3 ~ C .  Das Element (ql, q2) der Gruppe $3 × $3 operiert auf R a (=  K) 
durch 

(2) (q:,q2) (x) = ql" x" q~-l, (x ~ K, Multiplikation im Sinne von K).  

Man erhi~lt einen Homomorphismus Q¢ yon $3 × $3 auf  SO (4), dessen Kern  yon 
( - - 1 , - - 1 )  erzeugt wird, und damit  eine exakte Sequenz 

(2) 0 -+ Z~-~ S 3 × S 3 ~ S O  (4) --> 0. 

Der Vektorraum R 3 wird mit  dem Raum der Quaternionen mit  versehwin- 
dendem Realteil (Xl= 0) identifiziert, q ~ $3 operiert auf  R 3 dureh 

(3) q(y)  = q . y . q-l, (y C R 3) • 

Man erh/ilt einen Homomorphismus fl yon S a auf  SO (3), dessen Kern yon --1 
erzeugt wird, und damit  eine exakte Sequenz 

(3*) 0-~ Zz-~ S 3 ~ SO (3 )40 .  

Es sei zl die Diagonate yon S a × S a. Dann ist ~(zJ) = 1 x S O  (3)C SO (4). Mit 
ztr(r -~ 1, 2) bezeichnen wir die Projektion yon S a × S 3 auf  seinen r-ten Faktor.  
Dann gibt es einen und nur einen t tomomorphismus ~(0, so da~ das folgende 
Diagramm kommuta t iv  ist 

$3 × 53 ~-~ SO (4) 

S 3 ~ SO(3) 

In  den vier Gruppen dieses Diagramms zeichnen wir maximale Tori aus: In  S 3 
die Untergruppe S 1 der Elemente exp (2 n i ~), (~ ~ R) ; in $3 × $3 die Unter- 
gruppe S:×S 1 der Elemente ( e x p ( 2 g i  9~1), e x p ( 2 ~ i  q~)), (T:, ~ R); in 
SO (4) die Untergruppe SO (2) × SO (2) der Matrizen 

(D(tl) D(t3)O ), (tl, t 2 E R ) ,  

WO 

cos 2 zt t - -  sin 2 zt t~.  
D (t) = \sin 2 ~t t cos 2 ~t t / '  

schlieBlieh in S O  (3) die Untergruppe 1 × S O  (2) der Matrizen 
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Man kontrolliert sofort, dab durch ~, fl, ~r im Diagramm (4) der ausgezeichnete 
maximale Torus auf den ausgezeiehneten maxh-nalen Torus der Bildgruppe 
abgebildet wird und dab man die Abbildungen auf dem jeweiligen maximalen 
Torus durch folgendes Diagramm beschreiben kann 

(fpl, tp2) -~ (tl, t3) = ( i P l -  iv2, iP~+ f0~) 
(4*) 

Damit  wird die Abbildunff ~(1) au[ dem maximalen  Torus yon S 0 ( 4 )  dutch 
u = t l ÷  t 2 gegeben und ~(2) durch u ~ t 3 -  t I. 

1.3. Der Homomorphismus t x von U(2) au] SO(3). Jedes Quaternion x 
kann auf genau eine Weise in der Form 

x = zx+ z3"/, ( z .  z 2 E C ) ,  

gesehrieben werden (1). Dadureh wird K mit dem C 2 identifiziert. Die kom- 
plexe Struktur in dem Vektorraum K (----- R 4) wird dureh die lineare Abbildun'g 
I ( x )  = i x  mit I © I = --  I d  gegeben. Die unit/~re GruppeU (2) ist im folgenden 
immer als die Untergruppe der Elemente von SO (4), die mit I vertausehbar sind, 
aufzufassen. Es folgt 

(5) U ( 2 )  = 0¢(S 1 x $3) . 

Wit definieren den Homomorphismus IX yon U (2) auf SO (3) als die Beschr/~n- 
kung yon 2(~) aufU (2). Der Kern yon ~ i s t  gleich ~(S 1 × 1), ist also isomorph 
zu S r Man hat eine exakte Sequenz 

(6) 0 -~ Sz-~U (2) £-~ SO (3) -~ 0 .  

FaBt man U (2) als Gruppe yon 2 × 2-reihigen komplexen Matrizen auf, dann 
ist ~(S 1 × 1) die Untergruppe der skalaren Matrizen. /z induziert einen Iso- 
morphismus von P U (2), der projektiv-unit/iren Gruppe, auf SO (3). 

Der in 1.2 betrachtete maximale Torus ¢¢(S 1 × $1) = SO(2) × SO(2)  yon 
SO (4) ist in U (2) enthalten. Damit  wird IX beschrdn]a au/  diesen Torus wie ~(~) 
dutch u = t 2 -  t~ 9egeben. 

1.4. Mit S 3 bezeichnen wir die Sphere der Einheitsvektoren im R a, der wie 
in 1.2 mit dem Ranm der Qnaternionen mit versehwindendem Realteil identi- 
fiziert wird. Die Grnppe Sa operiert nach (3) auf S~. Die Isotropiegruppe des 
Punktes (1, 0, 0)~ S~, d .h .  des Punktes i ~ K, ist S 1. Damit ist Ss/SI--~-Sz, 
und wir haben die Projektion 

(7) ~ : Sa-+ $2, ~(q) = qiq  -1. 

Die Gruppe U (2) operiert als Untergruppe yon SO (4) auf R 4 (= K) und damit  
auf Sa(  K. Die Isotropiegruppe yon (1,0, 0, 0)ESs,  d .h .  yon 1 E K, ist 
1 × 1 × SO (2). Damit ist U (2)/1 × 1 × SO (2) ~ Sa, und wit haben die Pro- 
jektion 

(s) p~ :U ( 2 ) -~  S3. 
Math. Ann. 136 11 
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U (2) operiert vermSge (6) auf S~. Die Isotropiegruppe yon (1, 0, 0) ~ S~, d. h. 
yon i ~ K, ist SO (2) × SO (2). Damit ist U (2)/SO (2) × SO (2) ~ S~, und wir 
haben die Projektion 

(8*)  p~ : U (2) -+ S 2 . 
VermSge (8) und (8*) hat  man eine natiirliche Projektion 

(9) h : S3-~ S 2 

mit h o P l=  P~. Das ist die sogenannte Hopfsche Abbildung. Es ist h(q) 
= q-1. i • q, wie man leicht kontrolliert. Also ist 

(10) h(q) = ~(q-1). 

SO (4)/SO (2) × SO (2), der Raum der orientierten 2-dimensionalen Teilr/iume 
durch den Nullpunkt des R 4, werde mit  27 bezeichnet. 2: ist bekanntlich 
homSomorph zu S~ x S~. Wir geben einen HomSomorphismus exptizit an 
( (4) ,  (7 ) ) :  

(11) ~ V~ = ~(S 3 × $3)/o[(5 I x 51) ~ (S 3 × S3)/(S 1 X S1) 

~. ($3/S1) × (S3/SI) ~ $2 × $2. 
Damit haben wir zwei Projektionen qx, q2 yon 27 auf $2 definiert. Es sei p 
die natfirliche Projektion von SO(4) auf 2:. Die Abbildung qro p ( r =  1, 2) 
ist gleich X(O gefolgt yon SO (3) -+ S~, (vgl. (3"), (7)). VermSge X(r) operiert 
SO (4) transitiv auf S~. Die Gruppe aller g E SO (4), ffir die ~(~) (g) den Punkt 
(1, O, 0) E S~ festh/~lt, ist a(S 1 × Ss) = U  (2) bzw. ~(S a × $1). Wir haben 

( ] 2 )  SO(4) /U  (2) = ~(Ss × S~)/~ (S1 × $3) ~ S3 /S~ S~. 

Die Projektion qx kann wegen (12) auch definiert werden als die kanonische 
Abbildung yon 27 auf SO (4)/U (2), (U (2) ~ SO (2) × SO (2)). Entsprechend 
ffir q~. 

Die Sph/ire S 3 ist kanonisch orientiert (Ms Rand der orientierten Vollkugel 
des durch d x  I A d x  2 A d x  s A d x  a orientierten Ra). gs(Sa) ist kanonisch iso- 
morph mit Z. Die Abbildung h induziert einen Isomorphismus ~t a (Sa)-~ ~a ($2). 
Damit ist zta(S~) kanonisch is6morph mit Z. Ffir die Definition des letzten 
kanonischen Isomorphismus haben wir h genommen, nicht ~ [siehe (7)]. Der 
HomSomorphismus (ql, q2) yon 27 auf S~ × S~ induziert jetzt einen kanonischen 
Isomorphismus 

(13) ~o : :~a(27) ~ Z + Z .  

Dabei ist zu beachten, dab die Abbildung (1 1) yon S a × S s auf 27 einen Iso- 
morphismus Q' yon Z + Z auf ~a (27) induziert. Q o Q' ist aber nicht die Identit/it, 
sondern die Abbildung (a, b) -+ (--a, --b), beachte (10). 

1.5. Satz. Es sei ~(~) : S O  (4) ~ S O  (3) tier in 1.2 de/inierte Homomorphismus. 
Die charakteristischen Klassen der ~(¢)-Erweiterung eines SO(4)-Prinzipal- 
fa,~erbiindels ~ sind 

i) P: (2(~)~) = Pl(~)  - -  2 (--  1)" W4(~ ) ,  
ii) w~ (~(~) ~) = w~, (~), 
iii) W a (2(~) ~) = W a (~). 
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Beweis: Wir setzen 2(r) gleich 2 und (--1) r gleieh e. Ffir den maximalen 
Torus SO (2) × SO (2) yon SO (4) schreiben wir kurz T. Am SehluB yon 1.2 
wurde das Verhalten yon 2 auf T angegeben. Naeh [2], Theorem 10.3, ist 
dann in reeller Cohomologie die folgende formale Rechnung legitimiert. 

p1(2. ~) = u s=  (t s -  ~ 11) 2 =  ( t l  2 -~ t 2) - -  2 E tit s 

= Pl(~) - -  2 8 W4(~:) • 

Das ergibt i) in reeller Cohomologie. 
X =  SO (4)/T ist homSomorph zu S s × $2, also H I ( S O ( 4 ) / T ,  Z2 )=0 .  Ein- 

fache Anwendung der Spektralsequenz ergibt, dab in dem Faserbiindel 
(Ee/T, Be, SO (4)/T, ~r) der ~tomomorphismus ~* von H s (Be, Z2) in H s (Eel T,  Zs) 
injektiv ist. Deshalb ist in Zs-Cohomologie die folgende Reehnung legitimiert 
(vgl. [2]) 

ws(2 .~ )  = u = ts--  e ta= ta+ ts= ws(~) • 

Damit ist ii) bewiesen, iii) folgt, da ffir ~ und 2 .~  gilt (1.1): Wa= (~, w 2. - -  
Ffir ~ und 2.  ~ ist bekanntlich [2] die Zs-Reduktion yon Pl gleich u,~. Aus 
ii) folgt deshalb i) auch in Z2-Cohomologie. Nach [2], Corollary 30.6, ist ein 
Element yon H* (Bso  (k), Z) durch seine kanonischen Bilder in H* (Bso  (k), R) 
und H* (Bso(k), Z2) bestimmt~). Wendet man dies auf die beiden Seiten yon i) 
fiir den Fall an, dab ~ das universelle Bfindel ist, dann erh~lt man i) in ganz- 
zahliger Cohomologie. 

1.6. Satz. Es sei # der in 1.3 deIinierte Homomorphismus yon U(2) au] 
SO (3). Dann hat man /fir die charakteristischen Klassen der #-Erweiterung 
eines U (2)- Prinzipal/aserbiindels 

i) Pa(/~. ~) = c a ( ~ ) s  4 c 2(~), 

ii) w 2 (/z. ~) ist die Z2-Reduktion yon c a (~) , 

iii) Wa (#.  ~) = 0 .  

Beweis: Nach [2], Theorem 10.3, ist die folgende formale Reehnung in ganz- 
zahliger Cohomologie legitimiert, bei der man das Verhalten yon ~u auf dem 
maximalen Torus yon U (2) zu beriicksiehtigen hat (vgl. den SehluB yon 1.3). 

Pa (~a, ~) = u 2= (t s -  tl) s=  (t I + ts) 2 -  4 tit s . 

Das ergibt i). In Zs-Cohomologie hat  man w s ( # . ~ ) = u = t s - - t a = t l +  t~ 
=c1(~ ). Das ergibt ii). Da ~ . w s = W  a und (~. auf Zs-Reduktionen ganz- 
zahliger Klassen verschwindet, folgt iii). 

§ 2. Das zweite Hindernis in S2-Faserbiindeln 

2.1. Ffir ein U (2)-Prinzipaffaserbfindel ~ bezeiehne ~' das assoziierte Faser- 
b/indel mit $s als Faser. Ferner sei ~" das zur ~u-Erweiterung yon ~ assoziierte 
Faserb/indel mit $s als Faser (vgl. 1.3 und 1.4). Wie leieht zu sehen (1.1), ist 

(1) E ~ , = E J 1  × 1 × $ O ( 2 )  und E ~ . - ~ E j S O ( 2 )  × S O ( 2 ) .  

2) H*(B$o(k), Zi) hat nur Torsionselemente der Ordnung 2. 
11" 
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Man hat  die natfirliche Projektion h yon Ee, auf E~,, [siehe 1.4 (9)]. In der 
Tat  ist E#, ein Prinzipalfaserbfindel fiber E~- mit Faser und Gruppe (SO (2) × 
× SO(2))/1 × 1 × SO(2) ~ SO (2). Wegen der Darstellung (1) yon E~,, hat man 

fiber E~,, in kanoniseher Weise ein geordnetes Paar yon SO (2)-Bfindeln, deren 
erstes mit 7 (~)bezeichnet werde. Wir fassen 7 (~) als tJ (1)-Bfindel auf (SO (2) 
=U(1) ) .  y(~) ist in nat~rlicher Weise mit dem Faserbfindet (h:E~,-+ E~.,) 
zu identifizieren. Die gemeinsame Basis yon $, ~', ~" werde mit  B bezeichnet. 

Wir nehmen jetzt  an, dal~ B ein endlicher Zellenkomptex ist. B r sei das 
r-dimensionale Gerfist yon B. Es gibt Sehnitte yon ~' fiber B a, jeder derartige 
Sehnitt  definiert eine Hindernis-Cohomologiektasse, die als Element yon 
H4(B, Z) aufzufassen ista), da die dritte Homotopiegruppe yon Sa zu Z ka- 
nonisch isomorph ist (1.4). Die Hindernisse aller Sehnitte yon ~' fiber B ~ 
sind gleich c~(~), dem ersten Hindernis yon ~' (vgt. 1.1). 

Jeder  Schnitt s yon ~' induziert den Schnitt h o s yon ~". Also besitzt 
auch ~" Schnitte fiber B 3, in ~bereinstimmung mit  1.6 iii): Die Stiefet- 
Whitneysche Klasse W a eines SO  (3)-Bfindels fiber B ist n/imlich gleich dem 
ersten I-Iindernis des assoziierten $~-FaserbiindeLs. Jeder Schnitt / yon ~" 
fiber B a definiert ein (zweites) Hindernis F (/), das als Element yon Ha(B, Z) 
aufgefaBt ~zerden kanna), da die dritte Itomotopiegruppe yon $2 zu 7 ka- 
noniseh isomorph ist (1.4). Die Klasse F(/)  h~ngt im allgemeinen yon / ab. 
Wenn s ein Schnitt yon ~' fiber B 3 ist, dann ist 

(2) / ' (h  o s) = c~(~) 

I)er folgende Satz s tammt von KUNDERT [11]. 
2.2. Satz. Ein Element F yon Ha(B, Z) tritt dann und nut dann alsHinder- 

nis eines Schnittes von ~" i~ber B sau/ ,  wenn es ein d ~ H2(B, Z) gibt, so daft 

(3) /" = d~+ d .  e~(~) + c~(~).  

Beweis: Sei d ~H2(B,Z)  u n d ~  ein U(1)-Prinzipalfaserbfindel mit der 
ersten Chernsehen Klasse d (vgl. [6], Satz 4.3, 1). Dann ist ~ @ ~ wieder ein 
U (2)-Bfindel und 

e~(~ @ J) = d~+ d .  c1(~ ) + %(~), vgl. [6], S. 67, Bemerk. 

Aus ~"----- (~ @ 0)" [siehe 1.3 (6)] folgt wegen (2), dal~ c~(~ @ ~) als I-Iindernis 
auftritt.  Der Satz ist noch in umgekehrter Richtung zu beweisen: Wir ver- 
wenden die Bezeichnungen yon 2.1, und 0 sei wieder ein U (1)-Prinzipalfaser- 
bfindel fiber B. Ferner sei q die Projektion yon E¢----- E(¢®~)., auf B. t?ber 
E¢,, ha t  man die U (1)-Bfindel ~(~), y(~ ® (~), ~*(~, die in folgender Beziehung 
stehen 

(4) y(~ ® ~) = ~(~) ® e*~ .  

Nun sei / ein Sehnitt  yon ~" fiber B a und s ein Schnitt yon ~' fiber B 3. Dann 
ist c~(f* F(~)) gleieh der Differenz.Cohomologieklasse yon h o s und ], [vgl. [4], 
S. 114, Formel (14)]. Dieses Resultat wird auf ~ @ ~ angewandt: Wenn g 

*) Man beachte, dab die Strukturgruppe zusammenh~ingend ist. 
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ein Schnitt  von (~ @ 5)' und ~ der induzierte Sehnitt von (~ ® ~)" ist, dann 
ist Cl(/*y(~)) ÷ c1(~) wegen (4) die Differenz-Cohomologieklasse yon ~ und ]. 
W~hlt man nun fiir ~ das U (1)-Bfindel fiber B m i t  c I (6) = - - c  1 (/*~ (~)), dann 
versehwindet die Differenz-Cohomologieklasse von ~ und f. Dann ist F(f)  
= F(~), und F(/)  ist also yon der Gestalt (3), n~mlich 

(3*) r ( / )  = d3÷ d c1(~ ) ÷ c2(~) , 

wo d = c 1 (5) gleich der Differenz-Cohomologieklasse yon / und h o s ist. 
2.3. Wir haben in 1.3 die exakte Sequenz (6) betrachtet. Zu ~t gehSrt eine 

Faserabbildung ~ (/~) : B U (2)-+ B s o  (3) der universellen R/iume mit dem Eilen- 
berg-MaeLaneschen Raum K(Z,  2) = B$1 , dem unendlich-dimensionalen kom- 
plexen projektiven Raum, als Faser. (Vgl. [1], § 22 oder [3], § 1). Die zu- 
gehSrige Spektralsequenz zeigt, dab das (einzige) ttindernis gegen einen Sehnitt  
in diesem Faserraum die universelle Stiefel-Whitneysche Klasse W a ist. Daraus 
folgt auf iibliche Weise, dal] ein SO (3)-Prinzipalfaserbiindel 7 dann und nur 
dann die #-Erweiterung eines tJ (2)- Prinzipal/aserbi~ndels ist, wenn Wa(7) = Q 
(vgl. 1.6/iir ,,nur dann"). 

2.4. Wir betrachten ein SO (3)-Prinzipalfaserbfindel 7 und das assoziierte 
Bfindel 7"  mit $3 als Faser. Die Basis B yon 7 und 7" sei ein endlicher Zellen- 
komplex. ])as erste ttindernis gegen einen Sehnitt von 7" ist Wa(7) (Ha(B ,Z) .  
Wir nehmen an, dal~ Wa(7)=  0. Dann gibt es Sehnitte yon 7" fiber B a. 
Jedem derartigen Schnitt ist ein (zweites) PIindernis ~ Ha(B, Z) zugeordnet. 
[zta($2) ist kanonisch isomorph zu Z (1.4).] Es stellt sieh die Frage, welche 
Elemente yon Ha(B, Z) als Hindernisse yon Sehnitten yon 7" fiber B a auf- 
treten. 

2.5. Satz. Es sei 7 ein $O(3)-Prinzipal/aserbi~ndel i~ber einem endlichen 
Zellenkomplex B. Es sei Wa(7)-= 0. Das assoziierte Faserbiindel 7" mit $3 

als Faser hat dann i~ber B 3 einen Schnitt. Es treten genau die Elemente 
Ha(B, Z) als Hindernis multipliziert mit 4 eines solchen Schnittes au/, welche 

/olgendermaflen dargestellt werden ]¢Snnen 

(5) f :  X2-- Pl(7) , X ~ H2(B, Z ) ,  x ~- w~(7) mod 2 .  

Insbesondere ist also ]edes Element F der Form (5) in Ha(B, Z) durch 4 teilbar. 
Korollar. Wenn Ha(B, Z) keine 2-Torsion hat, so hat 7" genau dann einen 

Schnitt iiber B 4, wenn es ein x ~ H ~ (B, Z) gibt,/iir das xz= Pl (7) und dessen Z 2. 
Reduktion gleich w~ (7) ist. 

Beweis des Satzes: Wir w/£hlen nach 2.3 ein tJ (2)-Prinzipalfaserbfindel 
mit /x. ~ = 7. Dann ist ~ " =  7", und die gesuchten mSgliehen Hindernisse 
sind dureh 2.2 (3) gegeben. Nun ist 

4(d2+ d c1(~ ) + c2(~))= (2 d + Cl(~)) 2 -  ((~1(~) 2 -  4 e2(~) ) . 

Der Satz folgt jetzt  aus 1.6. 
Bemerkung: 2.5 bestAtigt die Vermutung yon I-I. HoPF, dall die Koeffi- 

zienten, die in seinem quadratisehen Polynom ffir die mSgliehen zweiten 
Hindernisse auftraten, mit  eharakteristisehen Klassen zusammenh~ngen 
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(vgl. [9], S. 121 unten). Das besagte quadratische Polynom findet sich in der 
vorliegenden Arbeit in 2.2 (3) und (3*) wieder. Die Koeffizienten c1(~) , c2(~) 
h~ngen yon der Wahl des IJ (2)-Bfindels ~ mit ~u, ~ = ~ ab. c 1 (~) mod. 2 und 
c1(~)2--4%(~) sind aber wegen 1.6 unabhiingig yon der Wahl von ~. Man 
kann direkt beweisen, dab c1(~) in 2.2 (3) gleieh der yon HoPr  betrachteten 
Klasse ~o(ho s, h o s) ist. Bezeichnet man noch die Differenz-Cohomologie- 
klasse yon / und h o s mit ~(/, h o s), dann geht 2.2 (3") fiber in 

['(l) = ~(l, h°s)2 + ~(l, hos)  . ~o(hos, hos)  + r ( h o s )  . 

Das ist genau die Formel (7.4) yon [9], die yon HoPF allerdings unter all- 
gemeineren Voraussetzungen fiber die Strukturgruppe bewiesen wurde (vgl. 
auch [10]). Inzwischen ist eine Arbeit yon Wv ~TEI~-TsuN fiber die erw&lmte 
Vermutung ersehienen, die uns unzug~nglich ist. Ferner haben wir kfirzlich 
(American Mathematical Society, Notices, February 1958, S. 27) eine Note yon 
W. S. MASSEY gesehen, in der das obige Korollar ausgesprochen wird. 

§ 3. Das zweite Hindernis in gewissen $~ x S2-Faserbiindeln 

3.1. Es sei ~ ein $O(4)-Prinzipa]faserbiinde]. Die Basis B von ~ sei ein 
endlicher Ze]lenkomplex. Das assoziierte Faserbfindel ~ mit der Stiefelschen 
Mannigfaltigkeit SO  (4)/1 x 1 x $ O  (2) der 2-Beine als Faser hat  einen Schnitt 
fiber dem 2-dimensionalen Gerfist B ~, und das I-Iindernis gegen Fortsetzung 
eines solchen Schnittes auf B a ist gleich W3(~ ) C Ha(B, Z). Ferner betrachten 

wir das zu ~ assoziierte Faserbfindel ~ mit ,~7= SO (4)/SO (2) x SO (2) als Faser 
und schlieBlich die beiden Faserbfindel ~1, ~ mit S~ als Faser, die zur 2(1). bzw. 
~(2)-Erweiterung yon ~ assoziiert sind. Wit haben (1.1, 1.4) 

(1) E ~ = E J 1  x l  x S O ( 2 ) ,  E ~ = E j S O ( 2 )  x S O ( 2 )  

E~= E j U  (2), E~ = E~/~(S~ × S0 
und natfirliche Frojektionen (1.4) 

(2) ~ : E~-~ E~ 
ql : E-~--+ E~, , q~ : E'~-+ E~, . 

Jeder Sehnitt s yon ~ (fiber einer Teilmenge yon B) induziert Schnitte ql o s, 
q~o s yon C bzw. ~2. Umgekehrt gibt es zu jedem Paar/1,/~, wo t~ ein Schnitt 

yon ~+ ist, genau einen Sehnitt 8 yon ~mit  (11,/2) = (ql o 8, q2 o s). Ferner stellen 

wit lest, dab jeder Sehnitt  ~ yon ~ den Schnitt  + ~ s yon ~ induziert. Das 
Hindernis gegen einen Sehnitt fiber B a ist ffir jedes der Biindel ~, ~1, ~ gleich 
Wa(~) [siehe 1.5 iii)]. Wir ~etz~n ~ z t  voraus, daft Wa(~)=0.  Dann hat  jedes 

der Bfindel ~, ~, ~ ,  ~ einen Sehnitt  fiber B a, und es t r i t t  die Frage auf, welehe 
4-dimensionalen Cohomologieklassen als Hindernisse yon Schnitten fiber B ~ 
(gegen die Fortsetzung auf  B ~) auftreten. Diese Frage ist durch 2.5 ffir die 

$~-Faserbfindel ~1, ~2 geliist, und damit  l~l~t sie sich ffir ~beantworten:  

3.2. Das Hindernis eines Sehnittes s yon ~ fiber B a ist eine 4-dimensionale 
Cohomologieklasse mit  Koeffizienten in der Homotopiegruppe g~(~), welche 
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kanoniseh isomorph zu Z + Z ist [1.4 (13)]. Also 1/~13t sieh die Hindernis- 
Cohomologieklasse des Sehnittes s in best immter Weise als Element  yon 
H4(B, Z + Z) = H4(B, Z) + H4(B, Z) auffassen und damit  als Paa r  von Ele- 
menten aus H4(B, Z), dessen r-re Komponente  (r = 1, 2) offenbar gleieh dem 
Hindernis von qro s in Sr ist. Hier  ha t  qr die in (2) angegebene Bedeutung. 
Es folgt, dab ein Paa r  (a, b)~ H4(B, Z ) +  H4(B, Z) dann und nur dann als 

Hindernis eines Sehnittes von ~ fiber B 3 auftritt ,  wenn a bzw. b Hindernis 
eines Schnittes yon $1 bzw. $3 fiber B 3 ist. Anwendung yon 2.5 auf  $1, $3 ergibt 
unter Benutzung yon 1.5 den folgenden Satz. 

3.3. Satz. Es sei $ ein $O(4)-Prinzipal/aserbiindel iiber einem endlichen 

Zellenkomplex B. Es sei Wa($) = 0. Das assoziierte Faserbiindel ~ mit X, dem 
Raum der orientierten 2-dimensionalen Teilrdume durch den Nullpunkt des R 4, 
als Faser hat dann i~ber B s einen Schnitt, und es treten genau die Elemente 

(a, b) E Ha(B, Z) + Ha(B, 7?) als Hindernis (vgl. 3.2) multipUziert mit 4 eines 
solchen Schnittes au/, welche /olgendermaflen dargestellt werden k5nnen 

(3) (a, b) = (x 2 -  Pl(~) - -  2 '  W4(~) , y 2 _  P1($) ~- 2"  W4($)) , 

wobei x, yEH2(B,Z) ,  x ~ y - ~ w 2 ( $  ) r o o d 2 .  

3.4. Wir betrachten nun das Faserbfindel ~. Die natfirliche Projektion 
yon S O  (4)/1 × 1 × S O  (2) auf  27 induziert einen Isomorphismus der dri t ten 
Homotopiegruppen, wie sofort aus der exakten Homotopiesequenz folgt. Da- 
mit  ist nach 1.4 (13) ein kanonischer Isomorphismus 

(4) kl : ~ 3 ( S O  (4)/1 × 1 × S O  (2)) -+ Z + Z 

gegeben, und das Hindernis eines Sehnittes yon ~ fiber B 3 kann wieder als 
Paar  yon Elementen aus H~(B,Z)  aufgefafit werden. Offenbar hat  der 
Schnitt  s von ~ fiber B 3 dann das gleiehe ttindernis wie der Sehnitt  ~0 o s 

[vgl. 3.1 (2)] von ~ fiber B 2. 
3.5. Satz. Es sei $ ein SO(4).Prinzipal/aserbiindel i~ber einem endlichen 

Zellenkomplex B. Es sei Wa($)-~ O. Das assoziierte Faserbi~ndel ~ mit der 
Stie/elschen Mannigfaltigkeit S O  (4)/1 × 1 × S O  (2) als Faser hat dann iiber B a 

einen Schnitt, und es treten genau die Elemente (a, b)~ Ha(B,Z)-k Ha(B, 7?) 
als Hindernis multipliziert mit 4 eines solchen Schnittes au], welche [olgender- 
maflen dargesteUt werden k6nnen 

(5) (a, b) ---- (x 2 -  Pl(~) - -  2 W4(~), x 2 -  Pl(~) ~- 2 I ~ ( $ ) ) ,  

wobei x E H~(B, Z) und x -~ w~(~) mod 2 .  

Beweis: Die Stiefelsehe Mannigfaltigkeit S O  (4)/1 × 1 × S O  (2) ist homSo- 
morph zu $3 × S2. Wir haben die natiirliehe Projektion 

q : S O  (4)/1 × 1 × S O  (2) -~ S O  (4)/1 × S O  (3) - Sa .  

Ferner haben wir eine Projektion q~ der Stiefelsehen Mannigfaltigkeit auf  $2, 
die dureh (vgl. 1.4) 

SO (4)/1 × 1 × SO (2) ~ SO (4)/S0 (2) × SO (2) ~ $2 
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definiert wird. Wie leicht aus 1.2 - -  1.4 folgt, ist (ql, q) ein I-IomSomor- 
phismus der Stiefelschen Mannigfaltigkeit auf $~ × $a, der einen Isomorphismus 
k S ihrer drit ten Homotopiegruppe auf Z + Z induziert (1.4). 

~' sei das zu ~ assozfierte Faserbfindel mit $3 als Faser. Jeder Sehnitt 
yon ~' fiber B ~ hat das ttindernis W4 ($). Andererseits entsprechen die Schnitte 
yon ~ fiber B a offenbar den Paaren (/1, ]~), wo [~ ein Sehnitt yon $~ fiber B a 
und ]~ ein Schnitt yon ~' fiber B a ist. Das 4-lathe I~indernis yon ]1 ist yon der 
Gestalt, x ~ - - p ~ ( ~ ) -  2W~($), (x ~-w~(~) rood 2), w/~hrend das yon ~ gleich 
4 W4($) ist. Wir haben den Automorphismus k = kzok~ -x yon Z ÷ Z auf  sieh 
und behaupten k(a, b) =- (a, b - -  a). Dies folgt bei genauer Beachtung tier am 
SehluB yon 1.4 getroffenen Konventionen. Damit ist der Satz bewiesen. 

§ 4. Das Tangentialbiindel einer 4-dimensionalen Mannigfaltigkeit 

4.1. Es sei M eine 4-dimensionale kompakte zusammenh/~ngende orientierte 
differenzierbare Mannigfaltigkeit (versehen mit einer Riemannschen Metrik) 
und ~ ihr tangentielles $O(4)-Prinzipalfaserbfindel. Die charakteristischen 
Klassen yon ~ (vgl. 1.1) nennt man aueh charakteristisehe Klassen yon M. 
Sie werden mit wz(M), W3(M), W4(M), pl(M) bezeiehnet. Wir werden in 
diesem Abschnitt sehen, dab sie dureh klassische Cohomologieinvarianten yon M 
bestimmt sind. Gleichzeitig erinnern wir noch einmal an einige bereits in der 
Einleitung erw/~hnte Begriffe. 

Ein Element y E H4(M, Z) ist durch seinen Wert y[M] auf dem Grund- 
zyklus der orientierten M bestimmt. Wir haben zun/~chst 

i) W4(M) [M] ist die Eulersche Charakteristik e (M) . 

Es sei T ~ die Torsionsgruppe yon H~(M, Z) und H-~ H~(M, Z) /T  ~. Die 
Gruppe H ist ein b~.dimensionales Gitter, wobei b i die i-te Bettisehe Zahl von 
M i s t .  Da (xy) [M] ffir x,y E H~(M,Z) offenbar nur yon den durch x,y ge- 
gebenen Elementen yon H abh/~ngt, erhalten wir eine symmetrische Bilinear- 
form S fiber H yon der Determinante ~= 1 (vgl. Einleitung). Als Form fiber 
dem reellen Vektorraum H @ R kann diese auf Diagonalform gebracht werden. 
Es sei p+ (bzw. p-) die Anzahl der positiven (bzw. negativen) Diagonal- 
koeffizienten. Es ist dann p+ ÷ p -  = b2, w/~hrend p+--  p -  der Index v (M) ist. 
Es gilt 

ii) pz (M) [M] = 3 .  • (M).  

Diese Formel folgt aus der Cobordisme-Theorie yon THOM [14] ; (vgl. aueh [6]). 
Ffir einen Raum X hat S T E ~ O D  ffir jedes i (i ~ 0) einen ttomomorphismus 

S q ~ : H~ ( X, Z~)-+ H~ +~ ( X, Z~) definiert (Steenrodsehe reduzierte Quadrate). 
Wenn x EH~(X, Zz) und i > k, dann ,~q~x-=-O. Ffir x E H~(X, 7z) ist Sq~x 
= x 2. Wenn X eine zusammenh/i.ngende kompakte n-dimensionale Mannig- 
faltigkeit ist (nieht notwendigerweise orientierbar), dann wird ffir i < n der 
Homomorphismus S ~  : H n- t(X, Z2) -+ H'~(X, Z2) ~ Zz wegen des Poinear~- 
schen Dualit/~tssatzes dureh Multiplikation mit  einer Klasse U~EH~(X, 7.~) 
gegeben, d, h. es ist S q t x =  Uiz fiir alle x EHn-~(X, Zz). Die U s wurden 
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yon Wtr WE~-TsuN [16] eingefiihrt, der auch gezeigt hat, dab die U~ Poly- 
home in den Stiefel-Whitneyschen Klassen w i yon X sind (vgl. hierzu [5, 13, 
17]). In  [5] ~arden diese Polynome durch Reduktion mod 2 aus den Todd- 
scben Pol)momen erhalten. Wenn X orientierbar ist, dann ist w l =  0; in diesem 
Fall verschwinden die U i ffir ungerades i, und es ist Us=  we, U4= w4 q- u,~, 
U6 = u'4 we + w~. 

Wir betraehten nun wieder unsere 4-dimensionale M. Der Homomor- 
phismus x -~ x 2 yon H e (M, Z2) in H 4 (M, Ze) ist gleieh Sq ~. Wie oben erw~hnt, 
ist Us= we, also gilt 
iii) x 9"= w2(M ) • x /iZr alle x ~ He(M, Z2) . 

Zu der exakten Koeffizientensequenz 

O-~Z ~-* Z-~  Z~-+ 0 
gehSrt die exakte Cohomologiesequenz 

H 2 ( M , Z ) ~ H 2 ( M , Z )  r~H~(M,Z~)~---~HS(M,Z) (vgl. 1.1). 

Der Homomorphismus r i s t  die Z~-Reduktion. Es ist 

rH~(M, Z) ~ H2(M, Z)/2 H~(M, Z). 

Wir betrachten die Inklusionen 

H~(M, Z~) ) r H~(M, Z) ) r T ~. 

Aus dem Poinear~schen Dualiti~tssatz folgt leicht, dal3 rH~(M, Z} und r T e 
beziiglich des Cup-Produktes in H2(M, Z~) gegenseitige Annulatoren sind. 
Also: Ffir z ~ H 2 (M, X~) ist dann und nur dann zx  = 0 ffir alle x ( r T ~, wenn 
z E rH2(M, Z). 
iv) we(M ) ist die Zz- Reduktion einer ganzzahligen Klasse. 

Beweis: Wenn x C r T  ~, dann ist x x  = 0. Wegen iii) ist auch x " w~(M) = O. 
Aus der obigen Annulierungseigensehaft folgt, dab we(M ) ~ rH~(M, Z). 

Wegen eines oben erw~hnten Isomorphismus ist w~ (M) in natiirlieher Weise 
ats Element yon HZ(M,Z)/2  HS(M,Z) aufzufassen. Bei dem natiirlichen 
Homomorphismus yon H ~ ( M , Z ) / 2 H e ( M , Z )  in H / 2 H  geht we(M ) in ein 
Element W yon HI2 H fiber. Diese Restklasse W stimmt wegen iii) mit  der 
in der Einleitung betrachteten Restklasse W iiberein, d. h. 

v) S(w, x) ~ S(x ,  x) rood 2 fiir x E H und w C WC H .  

Wie aus der Ansehreibung der vorstehenden Formel ersichtlieh ist, haben 
wir das Element W yon H/2H als Restklasse, d. h. als Teilmenge yon H auf- 
gefaBt. Wir fiihren wie in der Einleitung die Menge T2 aller ganzen Zahlen der 
Form S(y ,y) ,  (y E W), ein. Offensiehtlieh ist /2 aueh gleieh der Menge aller 
Zahlen xe[M] mit x ~ H2(M, Z) und x ~ w2(M } rood 2. Welter bemerken wir, 
dab £2 dann und nur dann aus einem einzigen Element besteht, werm bz (M) = 0. 
In diesem Fall ist £2 = {0}. 

Die Stiefel-Whitneysche Klasse Wa(M ) ~Ha(M,Z)  ist gleieh ~,wz(M) 
(vgl. 1.1). Aus iv) und der Exakthei t  der obigen Cohomologiesequenz erhAlt 
man den folgenden Satz yon WrIITN~Y [15]: 

vi) Fiir elne kompakte orlentierte 4.dimensionale M verschwindet Ws (M). 



170 FRIEDRICH HIRZRBRUCH und HEINZ Ho~'F: 

Bemerlcung: iv) und vi) lassen sieh sofort auf kompakte orientierte 4 k- 
dimensionale M verallgemeinern. Es gilt, dab U~k die Z~-Reduktion einer 
ganzzahligen Klasse ist und dab also ~. U~k versehwindet. In einer 8-dimen- 
sionalen M i s t  U~= w4+ w~. Da w~ die Z~-Reduktion yon Pl ist (vgl. [2]), 
folgt fiir den Fall einer 8-dimensionalen M, dab 8 .w4= Ws= 0. 

4.2. ~ ' i r  betraehten jetzt  die zu dem Tangentialbiindel ~ assoziierten 

Faserbfindel ~ und ~ (siehe 3.1). g ist das Biindel der (orthonormierten) 

2-Beine und ~ das B/indel der orientierten Flachenelemente yon M. Da 
Wa(M) verschwindet, gibt es 2-Bein-Felder und auch Felder yon Fli~chen- 
elementen mit endlich vielen Singularit~ten. Jede Singulariti~t hat als , ,Index" 
ein Paar ganzer Zahlen. Jedes Feld hat  eine Indexsumme, die wieder ein Paar 
ganzer Zahlen ist. Welche Paare von ganzen Zahlen treten als Indexsumme 
eines Feldes yon orientierten Fl~chenelementen mit endlich vielen Singu- 
larit~ten auf? Dieselbe Frage stellt sich ffir Felder yon 2-Beinen. Die Ant- 
worten sind in 3.3 und 3.5 enthalten. Sie lassen sich wegen 4.1 mit alleiniger 
Verwendung der Eulersehen Charakteristik e = e(M) und der Poincargschen 
Bilinearform S formulieren. Durch S sind die Zahlenmenge f2 und der Index 

= T(M) bestimmt. 
4.3. Satz. Es sei M eine 4.dimensionale kompakte orientierte di//erenzierbare 

Mannig/altigkeit. Es gibt au/ M Felder yon orientierten Fldchenelementen mit 
endlieh vielen Singularitdten. Ein  Zahlenpaar (a, b) tritt dann und nut  dann als 
lndexsumme eines derartigen Feldes au/, wenn 

1 
(1) a = l ( a - - 3 T - - 2 e ) ,  b = - 4 - ( f l - - 3 v + 2 e )  mit o ¢ , f l ~ .  

Es  gibt au] M auch Felder yon 2.Beinen mit endlich vielen Singularitgten. Ein  
Paar (a, b) tritt dann und nur dann als lndexsumme eines solchen Feldes au], 
w e n n  

1 1 
(2) a = - ~ ( ~ - - 3 v - - 2 e ) ,  b = - 4 - ( ~ - - 3 v ÷ 2 e  ) mit :¢ES2. 

Die rechten Seiten yon (1) und (2) slnd immer ganzzahlig. 
4.4. Koro]lar. Die Indexsumme (a, b) aus (1) ist dann und nut  dann un- 

abMingig yon der Wahl des Feldes, wenn die zweite Bettische Zahl yon M ver- 
schwindet. Dann ist v ---- 0, ~2 = {0}, und die invariante Indexsumme ist (--e/2, 
+ e/2). Dasselbe gilt/iir (2). 

4.5. Korollar. Es gibt au/ ganz M ein Feld orlentierter Fldchenelemente 
dann und nut  dann, wenn 3 v + 2e und 3 v - -  2e zu if2 gehSren. Es gibt au] 
ganz M eln 2.Bein-Feld dann und nut  dann, wenn e = 0 und 3 • ~ ~ .  

1 
4.6. Die ganzen Zahlen der Form -~ (a - -  3 • - -  2e), ~ E f2, sind die mSg- 

lichen Indexsummen (Hindernisse) ffir das Biindel ~1, das E~/U (2) als Total- 
raum hat  (vgl. 1.4 und 3.1). Also 1/~13t M dann und nur dann eine fastkom- 
plexe Struktur zu, wenn ~1 fiber ganz M einen Sehnitt hat  (1.1). Das ist aber 
genau dann der Fall, wenn unter den mSglichen Indexsummen die Zahl 0 
vorkommt. Damit erhalten wir einen Satz yon Wv WE~-Tsu~ ([18], S. 74) in 
folgender Fassung. 
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Satz. Eine 4-dimensionale orientierte kompakte di//erenzierbare Mannig-  
/altigkeit la'flt dana und nu t  dann eine ]ast-komplexe Struktur zu, wenn 3 T -~ 2e 
E12. 

Bemerkung: Dieser Satz gilt ffir die orientierte Mannigfaltigkeit M. Wir 
haben immer yon dem S O  (4)-Tangentialbfindel Gebrauch gemaeht. N immt  
man die entgegengesetzte Orientierung, dana bleibt e fest, aber ~/ inder t  sein 
Vorzeichen. 12 geht fiber in --~Q-~ ( ~ : - - ~  E 12}. Aus 4.5 und dem vor- 
stehenden Satz folgt, dal3 M dana und nur dann bezfiglich beider Orien- 
tierungen eine fast-komplexe Struktur  zul~Bt, wean sie ein Feld von orientier- 
ten Flitchenelementen ohne Singularit~ten besitzt. Fiir die komplexe pro- 
jektive Ebene mit  der fiblichen Orientierung ist 3 v ÷ 2e = 3 ÷ 6 = 9 und 12 
ist die Menge der ungeraden Qua~tratzahlen. Ffir die entgegengesetzte Orien- 
tierung hat  man 3 v ÷ 2e = 3. Nur  ffir die erste Orientierung l~l~t die 
komplexe projektive Ebene eine fast-komplexe Struktur  zu [7]. 

4.7. Nach 1.3 ist # als die Besehr~nkung yon 2(3) auf  Lt(2) definiert. 
Daraus folgt: Wenn M mit  einer fast-komplexen Struktur  versehen ist, dan~ 
ist ~ das $~-Faserbfindel, das zur /~-Erweiterung des tangentiellen LI (2)- 
Bfindels yon M assoziiert ist (vgl. 3.1, ~ ist immer das tangentielle $O(4)-  
Bfindel von M). Also ist ~2 das Biindel der komplexen Linienelemente der fast- 
komplexen M, und eine ganze Zahl b t r i t t  dann und nur dann als Indexsumme 
eines Feldes komplexer Linienelemente mit  endlich vielen Singularit~tten auf, 

1 
wenn b = - ~  (fl - -  3 • ÷ 2e) mi t  fl E 12. Ffir die komplexe projektive Ebene 

treten die ganzen Zahlen der Form 4 ((2 k + 1) 3 - -  3 -~- 6) = k 9 + k + 1 

(k ganz) auf [7, 8]. - -  Wie wir gesehen haben, ist ,,das Btindel ~ der komplexen 
Linienelemente" mit  P tJ (2) (=  SO (3)) als Strukturgruppe unabhKngig yon der 
fast-komplexen Struktur  und kann sogar definiert werden, wenn M gar keine 
fast-komplexe Struktur  besitzt. $2 besitzt dann und nur dann einen Schnitt  
mit  der Indexsumme e, wenn M eine fast-komplexe Struktur  zul/~Bt. 

4.8. Ffir die yon uns betrachteten M i s t  die Existenz eines 1-Bein-Feldes 
fiber ganz M m i t e  ---- 0 gleichbedeutend, die Existenz eines 2-Bein-Feldes mi t  
e =  0 u n d  3 v  E 12. 

Satz. Die Existenz eines 3-Bein-Feldes, d .h .  die Parallelisierbarkeit, ist 
dquivalent m i t e  -= 1: = 0 und x2=- 0 ]iir alle x E H2(M,  Z~.). 

Beweis: Wenn M parallelisierbar, dann versehwinden alle eharakteristi- 
schen Klassen, also e = v ---- 0 und x~= 0 (x E H~(M, Z~)) wegen 4.1 i), ii), iii). 
Wean umgekehrt  x~--- - 0 fiir alle x E H~(M, Z~), dann ist wz(M) -=- 0 und das 
Tangentialbfindel ~ 1/illt Spin (4) = $a × $a als Strukturgruppe zu ([2], § 26). 
Das Hindernis gegen einen Sehnit$ in diesem Spin (4)-Biindel verseh~4ndet, 
wenn TI(M) und Wa(M) verschwinden, also wenn e----~ = 0. Wenn das 
Spin (4)-Bfindel einen Sehnitt  hat,  dann aueh ~. 

Eine M, die ein 1-Bein-Feld, aber kein 2-Bein-Feld zulaBt, ist uns nieht 
bekannt. 



172 FRIEDRICIt HIRZEBRUCH und HEINZ HOPF: Felder yon Flgchenelementen 

Literatur 

[1 ] BOREL, A. : Sur la cohomologie des espaces fihr6s principaux et des espaces homo- 
gbnes de groupes de Lie compacts. Ann. of Math. 57, 115--207 (1953). - -  [2] BOWEL, A., 
and F. HmZ~BRUCH: Characteristic classes and homogeneous spaces. Part  I :  Amer. J .  
Math. 80, 458--538 (1958). Par~ I I :  Amer. J.  Math. (erscheint demni~ehst) - -  [3] BOWEL, A., 
et J . P .  SERRE: Groupes de Lie et puissances r6duites de Steenrod. Amer. J .  Math. 
75, 409- -448  (1953). - -  [4] Hr~zEBRUCrI, F. :  (~bertragung einiger Si~tze aus tier 
Theorie der atgebraischen Fli~ehen auf komplexe Mannigfaltigkeiten yon zwei 
komplexen Dimensionen. J .  reine angew. Math. 191, 110---124 (1953). - -  [5] HIRZE- 
BR~CH, F.:  On Steenrod's reduced powers, the index of inertia, and the Todd 
genus. Proe. Nat. Acad. Sei. (Wash.) 89, 951---956 (1953). - -  [6] HrRZ~BRUCH, F.:  Neue 
topologisehe Methoden in der algehraisehen Geometric. Ergebnisse der Mathematik. 
Springer-Verlag 1956. - -  [7] HOPF, H. : Zur Topologie der komplexen Mannigfaltigkeiten. 
Studies and Essays presented to R. Courant, p. 167--185. New York 1948. - -  [8] HOPF, H.:  
Sur les champs d'616ments de surface dans les vari6t6s g 4 dimensions. Colloques internat. 
centre nat.  rech. sei. Nr. 12 (Topologie alg6brique, Paris 1947), 55---59 (1949). - -  [9] HO~'F, 
H.:  Sur une formule de la th6orie des espaces fibr6s. Centre Beige rech. math., Coll. Top. 
117--121 (1951). - -  [10] Hot'F, H.:  Die Coinzidenz-Cozyklen und eine Formel aus der 
Fasertheorie. Algebraic Geometry and Topology. A Symposium in honor of S. LEF- 
SC~ETZ. Princeton University Press 1957. - -  [11] KUNDERT, E. G.: ]~ber Schnittflgehen 
in spezietlen Faserungen und Felder reeller und komplexer Linienelemente. Ann. of 
Math. 54, 215--246 (1951). - -  [12] STEENROD, N. E.: The topology of fibre bundles. 
Princeton University Press 1951. - -  [13] THoM, R.:  Espaces fibr6s en sphbres et carr6s de 
Steenrod. Ann. Sci. Ecol. norm. sup. 69, 109--182 (1952). - -  [14] THOM, R.: Quelques 
propri6t6s globales des vari~t6s diff6rentiab]es. Comm. Math. Helvet. 28, 17--86 (1954). - -  
[15] W~ITNEY, H.:  On the topology of differentiable manifolds. Lectures in Topology. 
Ann Arbor, Michigan, 1941. - -  [16] Wu WEN-TsuN: Classes earact~ristiques et i-earr6s 
d'une vari6t6. C. R. Acad. Sci. (Paris) 239, 508--511 (1950). - -  [17] Wu WEN-TsuN: 
Sur les puissances de Steenrod. Colloque de topologie de Strasbourg 1951 (vervieffAltigt).-- 
[18] WuWEN-TsuN: Sur les classes earaet6ristiques des structures fibr6es sph6riques. 
Actual. Sei. industr. 1183 (1952). 

(Eingegangen am 10. Juni 1958) 


