
HIRZEBRUCH, ~. 
Math. Annalen, Bd. 126, S. 1--22 (1953). 

[]ber vierdimensionale RIEI~ANNSChe Fliichen mehrdeutiger 
analytischer Funktionen von zwei komplexen 

Veriinderlichenl). 
Yon 

FRIEDRICH HIRZEBRUCH in  Er]angen. 

E i n l e i t u n g .  

In der klassischen Funktionentheorie wird die , ,abstrakte" RIEMANNSChe 
Fl~che in der bekannten Weise definiert. Die algebraischen Funktionselemente 
einer mehrdeutigen Funktion ](z) lassen sich als Punkte einer , ,konkreten" 
RxEMA~schen Fl~che auffassen, die einem Teil der Zahlenkugel iiberlagert 
ist. Die Gegeniiberstellung: ,,abstrakte RIEMA~Nsche Fl~che" ~ ,  ,,RI~- 
~L~Nsche Fl~che einer Funkt ion" ist einer der wichtigsten Gesichtspunkte der 
klassischen Theorie. Wie steht es mit der ~bertragung dieser Begriffsbildungen 
und der zugeh5rigen S/~tze auf hShere Dimensionen ? Eine fast wSrtliehe ~ber-  
tragung der Definition der , ,abstrakten" RIEMA~schen Fl~che fiihrt zu dem 
Begriff der komplexen Mannigfaltigkeit (yon n komplexen Dimensionen)2) 3). 
Wir besehr~nken uns in dieser Arbeit auf den Fall yon zwei  komplexen Ver- 
~nderlichen. 

Die ,,algebroiden" Funktionselemente einer mehrdeutigen Funktion 
](Zl,  z2) , die in einer komplexen Mannigfaltigkeit M (yon zwei komplexen 
Dimensionen) definiert ist, kSnnen zwar ohne weiteres als Punkte eines vier- 
dimensionalen HAVSDORFFschen Raumes aufgefat~t werden, der einem Teil yon 
M iiberlagert ist und den wir RIEMAN~schen  Bereich der Funktion t nennen 
wollen. Dieser RTEMAN~sehe Bereieh ist aber im allgemeinen keine topologi- 
sche Mannigfaltigkeit. Er  besitzt n~mlieh im allgemeinen ,,nicht-sph/~risehe" 
Punkte.  Das sind solche Punkte,  die keine Umgebung besitzen, die dem Innern 
einer 4-dimensionalen Vollkugel homSomorph ist. Wie in der klassischen 
Theorie definiert man, was unter Uniformisierung eines Verzweigungspunktes 
zu verstehen ist. In einem Rr~.~NNschen Bereieh gibt es im allgemeinen 
nieht-uniformisierbare Verzweigungspunkte. Nicht-sph~rische Punkte  sind 
erst reeht nieht uniformisierbar. 

Einfachstes Beispiel: (z 1 z2) 112 im Punkt  (0,0). z~= t~, z~ = t~, (z 1 z2) 1I~ = t lt~ 
ist keine Uniformisierung, da (tl, t2) und ( -  t l ,  --  t~) Ffir 4 ,  z2, (zlz~) 1/2 dieselben 
Werte ergeben. In unserem Beispiel ist (0,0) nieht-sph~trisch. Die nicht-uni- 
formisierbaren Punkte  P~ eines RI~.MA~schen Bereiches liegen in dem y o n  
uns betraehteten Fall yon zwei komplexen Ver~nderlichen isoliert. 

~) Diese Arbeit ist der dutch einige Zu~tze erg~nzte 2. Tefl meiner Dissertation 
(Miinster 1950). Der erste Tefl der Dissertation ist in Math. Ann. 124, 77--86 (1951} ver- 
6ffentlicht worden. 

s) Zahlen in [ ] beziehen sieh auf das Litemturverzeichnis am. Ende der Arbeit. 
a) Zur Definition der komplexen Mannigfaltigkeit siehe z. B. [5], [7], [8]. 
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,,Sticht" man aus dem RIE~ANNschen Bereich B der mehrdeutigen Funk- 
tion ] diese Punkte heraus, so erh~lt man eine komplexe Mannigfaltigkeit/~. 
Analog zur klassischen Theorie l~Bt f sich als eindeutige meromorphe Funktion 
in J~ auffassen. Aus B werden alle Unbestimmtheitsstellen yon ] herausge- 
nommen. Man erh~lt eine komplexe Mannigfaltigkeit B* (B* (/~). Das Haupt- 
ergebnis dieser Arbeit ist ein Satz, den wir so andeuten kSnnen: 

Es gibt eine komplexe Mannigfaltigkeit 2~ und eine stetige Abbildung t 
yon _~ auf B, so dab folgendes gilt: t ist eine eineindeutige analytische Ab- 
bildung yon t -1 (B*) auf B* Fiir jeden Ausnahmepunkt Q (d. h. Q ~ B, Q ~ B*) 
ist t-1 (Q) Vereinigungsmenge yon endlich vielen kompakten irreduziblen ana- 
lytischen Fl~chen. f kann als meromorphe Funktion ohne Unbestimmtheits- 
stellen in M aufgefaBt werden. ] ist also eine analytische Abbildung yon 
in die RIEMA~nsche Zahlenkugel. 

Eine Mannigfaltigkeit M mit diesen Eigenschaften nennen wir RIEMA~- 
sche Mannigfaltigkeit yon f oder auch (4-dimensionale) RIEMANNsche Fl~che 
yon ]. Im Titel der Arbeit ist die letzte Bezeichnung benutzt worden, da der 
Ausdruck ,,RIEMANNsche Mannigfaltigkeit" in der RIE~[A~schen Geometrie 
vorkommt. Wir gehen nicht darauf ein, wie weir eine solche RIE~tA~sche 
Mannigfaltigkeit eindeutig festgelegt ist. Diese Frage mSchte ich in einer wei- 
teren Arbeit behandeln. 

Die Konstruktion, die wir angeben werden, fiihrt zu einer ganz bestimmten 
RI~MA~schen Mannigfaltigkeit 2~ (]). 

Ein Haupthilfsmittel dieser Arbeit ist der a-Proze~, der yon H. HoPF [8] 
ftir komplexe Mannigfaltigkeiten eingefiihrt worden ist. 

Durch den a-Proze~ wird ein Punkt P einer komplexen Mannigfaltigkeit M 
(yon zwei komplexen Dimensionen) aus M herausgenommen und durch die 
komplex-projektive Gerade ( - -RIE~ .~sche  Zahlenkugel) der komplexen 
IAnienelement~ in P ersetzt. 

Das Hauptergebnis dieser Arbeit und der Weg zu diesem Ergebnis stehen 
in unmittelbarem Zusammenhang mit Begriffen und S~tzen aus der algebrai- 
schen Geometrie. Es handelt sich dabei um die Aufl6sung der Singularit~ten 
algebraischer Kurven und die Ergebnisse yon Juno [9] fiber die lokale Dar- 
stellbarkeit einer algebraischen Funktion yon zwei Ver~nderlichenaa). 

Hat man in einer Umgebung des Punktes P der komplexen Mannigfaltig- 
keit M lokale Koordinaten Zl, z~ mit P - -  (0,0) ausgezeichnet, dann entspricht 
dem a.ProzeB das Paar yon birationalen Transformationen: 

zl  = z l  z~ = zi" z~" 
~, t o ¢  

;~2----- Z1 ;~2 Z~ ~ Z 2 . 

Eine algebraische Fl~che F(2) im komplex-projektiven Raum pcs) 4) kann 
birational transformiert werden in eine algebraische Fl~che F(~), die singu- 

sa) Man vergloiche B.L. VAN DE~ WAERDEN : Die Bedeutung des Bewertungsbegriffs 
ffir die algebr~ische Geometrie, Jber. Math. Vor. ~ ,  161~172 (1942), und die dort an- 
gogebene Literatur. Die Arbeit [9] yon JuNo wircl h~ufig benutzt. 

') Obere Indices ohne Klammern: reeUe Dimensionen, in Klammern: komplexe Di- 
mensionen. 
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laritgtenfrei in einem hSher dimensionalen projektiven Raum eingebettet ist. 
(vgl. [13], S. 18ft.). Analog zu unserem Ergebnis gehen bei der birationalen 
Transformation gewisse ,,nicht-uniformisierbare" Punkte yon F (2) in alge- 
braische Kurven yon ~(2) fiber. 

Die Ergebnisse dieser Arbeit h~ngen sehr mit der algebraischen Geometrie 
zusammen und sind in gewissem Umfange als bekannt anzusehen. Doch scheint 
es mir, dab ffir die Funktionentheorie die Begriffe und Ergebnisse dieser Arbeit 
und die Sprache, in der sie formuliert sind, Interesse haben. Es ergeben sich 
erstens ganz neue Problemstellungen, und zweitens wird die Bedeutung yon 
Sgtzen der algebraischen Geometrie ffir die Funktionentheorie yon mehreren 
Variablen vielleicht klarer herausgestellt als bisher. 

§ 1. Zusammenstellung yon Definitionen und Hflfss~tzen. 

Der o-ProzeB. 
1.1. M (n) sei eine komplexe Mannigfaltigkeit yon n komplexen Dimen- 

sionen4). Die Funktionen f, g seien in einer Umgebung des Punktes P yon M (n) 
meromorph und nicht identisch 0. f, g heiBen i~quivalent (in bezug auf Division) 
im Punkte P, wenn es eine Umgebung yon P gibt, in der//g regular und un- 
gleich 0 ist. 

Eine Cousin-Verteilung C yon meromorphen Ortsfunktionen in M (n) wird 
folgendermai~en gegeben: 

Jedem Punkt P yon M (n) ist eirle Umgebung Up und eine in Up mero- 
morphe (nicht identisch verschwindende) Funktion ]p so zugeordne~, dat3 
gilt: Im Durchschnitt Up ~ UQ zweier Umgebungen Up, UQ ist die Funktion 
]p//Q regular und ungleich 0. - -  Die Verteilungen C, C hei~en ,,gleich" (wer- 
den identifiziert), wenn/F/fP regular und ungleich 0 in Up ~ Up fiir alle P E M. 
Alle folgenden Definitionen sind mit dieser Gleichheitsrelation vertr~glich. 

Jede in M (n) meromorphe Funktion f liiBt sich als Verteilung auffassen. 
Diese Verteilung wird ebenfalls mit ~ bezeichnet. Die Verteilungen C, C* 
heiBen ~quivalent im Punkte P, wenn die lokalen Funktionen ]p yon C und ]~ 
yon C* in P ~quivalent sind. Die Verteilung C heit~t regular, wenn alle fp in 
Ut) regular sind. 

C, C" seien Verteilungen in M (n) mit Ortsfunktionen [p bzw./~ und Um- 
gebungen Up bzw. U~. Die Funktionen ]p ]~ (Umgebungen Up(~ U~) defi- 
nieren eine Verteflung, die mit C "r C' bezeichnet werde. Die Verteitungen 
in M(n) bilden in bezug auf diese Addition eine abelsche Gruppe ~ (M(n)). Das 
Nullelement dieser Gruppe wird durch die Funktion ] -- 1 gegeben. 

1.2. M(~ n), M(~ n) seien komplexe Mannigfaltigkeiten. ~ sei eine analytische 
Abbildung yon M(~ n) in M(2 n) (d. h. ~ wird ,,im Kleinen" in bezug auf lokale 
Koordinaten in M (~) und M(~ ") durch ein n-tupel yon regul~ren Funktionen 
gegeben). Die in bezug auf Iokale Koordinaten gebildete Funktionaldeter- 
minante yon ~ sei nicht identisch 0. Dann hat cf fotgende Eigenschaft: 

(1) Fiir jede Umgebung U eines jeden Punktes P yon M(~ n) gilt: Es gibt 
kein analytisches Fl~chenstiick F(n-l) in M(~), so dab ~(U) (F(n-1). ~ be- 
stimmt eine ,,Umkehrzuordnung" ¢*: 

1" 
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(2) Fiir eine in einer offenen Menge V (_ M~ ~) regut~re Funktion / sei q*] 
die in q-I(V)definierte regul/~re Funktion [q. q*] = ]q. Ist [ nicht identisch 
0, so ist wegen (1) auch ~v*] nicht identisch 0. 

(3) Ffir eine in einer offenen Menge V ( M~2 n) meromorphe Funktion ] = g/h 
(g, h in V regular, h nicht identisch 0) sei ~ ' I  die in ~ I ( V )  definierte mero- 
morphe Funktion q;*g]q~*h. Sind 11,12 in V meromorph, so gilt: 

(4) ~*(h ± 12) = q* (h) ± ~* (12) und (5) q* (h 12) = ~* (h) ~* (12). 
(6) Ist  I regular in V und I ~ 0 in V, so ist ~ '1  ~= 0 und regul/~r in ~v-t (V). 
(7) C sei eine Verteilung in M(•), gegeben dutch Funktionen lB. In M~ ~) 

is$ dann durch die Funktionen q*]p wegen (2), (3), (5), (6) eine Verteilung 
gegeben, die mit q*C bezeichnet werde. Ist  C regular, so ist auch ~*C regulKr. 

1.3. 5) Wit beschr/~nken uns yon jetzt an auf komplexe Mannigfaltigkeiten 
yon zwei komplexen Dimensionen. M (der Dimensionsindex wird weggelassen) 
sei eine solche komplexe Mannigfaltigkeit und P ein Punkt  yon M. Die kom- 
plexen Linienelemente (= analytische Fl~chenelemente) in P lassen sich als 
Punkte einer komplex.projektiven Geraden (= zweidimensionale Sphere ~p) 
auffassen. Mp = (M - P ) u  ap ist eine komplexe Mannigfattigkeit, die aus M 
durch ,,Herausstechen" yon P und ,,analytisehes Einsetzen" yon ~e entsteht. 
Dieser a-Prozell, in [5] Einsetzen einer Tr/~gersph/~re genannt, ist ein lokaler 
ProzeB, der nur P und eine Umgebung yon P betrifft : 

(8) Es gibt eine analytische Abbildung tp yon M p  auf M mit folgenden 
Eigenschaften: 

a) Sp bildet ap auf P ab. 
b) tp bildet M R -- ~p eineindeutig auf M - P ab. 
c) Wenn zl, z~ lokate Koordinaten in einer Umgebung yon P mit  P = (0,0) 

sind, dann gibt es in Mp lokale Koordinatensysteme (z~, z~), (z~', z~'), die eine 
Umgebung von ap iiberdecken und fiir die tp gegeben wird durch : 

z l  = z l  z~ = z] '  z~' 
• t sf 

$2~--- Z1 Z2 Z 2 =  2~2" 

d) zl, z 2 lassen sich als homogene Koordinaten fiir die komplex-projektive 
Gerade ap auffassen. 

(9) 6p ist eine analytische Fli~che in MR,  die durch z~ = 0, z~ = 0 gegeben 
wird. ap ist als regul~re Cousinverteilung in M p  aufzufassen. Zl, z2 sind Orts- 
funktionen dieser Verteilung. 

(10) Eine n.fache Iteration des in (8) beschriebenen einfachen a.Prozesses 
erhi~lt man s o :  

Im Pimkte P =  PI~ M wird die Sphi~re 6p~ eingesetzt. In M ~  wird in einem 
Punkte P~ap~  die Sphi~re a~ = a p ,  eingesetzt. Man erh~tt die Mannigfaltigkeit 
Mp,  p,. In  Mp~p, wird in einem Punkte P~, der auf K~ = t-~, ~ (6p,)k.JeYp, liegt 
(d. h. t~, t~, (Pa) = P), die Sphere a3 = 6p, eingesetzt. Man erh~lt die Mannig- 
faltigkeit M/hp, p, etc. In M p ~  . . . .  Pn-~ wird in einem Punkte Pn, der auf 

Kn-~ = t-P:_l(Kn-~)~a~n_ ~ liegt (d. h. tp, t p , . . ,  t ~ _ i ( P n ) =  P), die Sphi~re 

~) Vgl. zum folgendon Abschnitt [8]. Siehe auch [1], S. 9, [5], S. 85 (Fu$note n) und [6]. 
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an = ap a eingesetzt. Man erhi~lt die Mannigfaltigkeit Mp, p . . . .  p .  Wir sagen: 
M p ,  p . . . .  Pn geht durch einen n-fachen a.Prozell in P aus M hervor. 

( l l )  M* gehe durch einen n-fachen 6-Prozeg in P aus M hervor. Man 
beweist dureh Indukt ion fiber n: Es gibt in M* n singularit~tenfreie 8) kompakte  
analytisehe Ftiichen a* . . . . .  a* vom Gesehleeht 0. Es  ist Kn = a~ ~ ) . . .  ~ a~. ca) 
Zwei a* haben keinen Schni t tpunkt  oder schneiden sich in genau einem Punkte  
einfache). Jeder  Punk t  yon Kn liegt auf  h6chstens zwei a,  ~. Es  gibt eine ana- 
lytische Abbildung t yon M* auf  M mit  folgenden Eigensehaften: 

t (K~) = P 
t bildet M* -- Kn eineindeutig auf  M - P ab. 

Kn wird yon H.  HoPF als Sph~renbaum bezeiehnet, da sieh die Sphiiren a* ein- 
eindeutig den Eekpunkten  eines Baumes zuordnen lazsen: Zwei a* haben 
genau dann einen Schnit tpunkt,  wenn die zugeordneten Eekpunkte  im Baum 
eine Streeke begrenzen. Wir sagen aueh: Die komplexe Mannig[alKgkeit M* 
ents~eht aus M durch (analytisches) Einsetzen eines Sph~irenbaumes t - i  (p,) in P. 
M* geht dutch die ,,Transformation" t -1 aus M hervor. M* = t - l  M.  

(12) Pi  (J durchliiuft endliehe oder abz~hlbare Indexmenge) seien in M 
isoliert liegende Punkte.  Nach dem vorangehenden ist klar, was die folgende 
Aussage bedeuten soll: 

Die komplexe Mannig[altigkeit M* entsteht aus M durch Einsetzen yon 
Sphlirenb~iumen iK in die Punkte Pj .  (Ein einfaeher oder mehrfacher a-Prozei~ 
in Pi ist lokaler Natur.  Er  betrifft  nur  eine Umgebung yon Pi" Die Punkte  P j  
liegen aber isoliert !). 

Es sei K die Vereinigung aller i K.  Es gibt eine analytisehe Abbildung t 
yon M* auf  M mit  folgenden Eigenschaften : 

t (iK) = Pj  

t bitdet M - K eineindeutig auf  M - {Pj} ab. ({Pj} bedeutet  die Menge 
aller Punkte  Pi ' )  
Wir sagen: M* 9eht dutch die ,,Trans]ormation" t -1 aus M hervor. M * =  t - IM.  

(13) Bezeiehnungstechniseh ist es manchmal  bequem, wenn wir ffir irgend- 
welehe Punkte  {Pj} yon M den t2bergang yon M zu M als ,,Einsetzung tier 
triviaten Spharenb~ume in die Punkte  (Pc}" bezeiehnen. (Es wird niehts ver- 
andert,  jeder Punk t  Pj  wird dureh sieh selbst ersetzt.) 

1.4. (1) Wir werden in diesem Absehnitt  und sparer in 3.4. die folgende 
Tatsache verwenden: In  einer (offenen) komplexen Mannigfaltigkeit ist die 
Schnittzahl einer ganzzahligen Homologieklasse mit  dem Nullstellengebilde N/ 
einer in M regularen Funktion [ stets 0 (vgl. [12]). ~ Die irreduziblen Kompo-  

~) Der Punkt P der Flitche F in der komplexen Mannigfaltigkeit M hei~ gewfhnlieher 
Punkt yon F, wenn es in einer Umgebung yon P ein lokales Koordinatensystem zx, za gibt, 
in dem F dutch z~ = 0 gegeben wird. Eine Fl~ehe heillt singularifAtenfrei, wenn sic eine 
abgesehlossene Teilmenge yon Mis t  und nut gewShnliehe Punkte hat. - -  Zwei FlRchen 
Fx, F2 sehneiden sich in P einfaeh, wenn in bezug auf ein geeignetes Koordinatensystem 
zl, z2 mit P = (0,0) die Flitche F 1 durch zl -~ 0 und F~ dutch z~ = 0 gegeben wird. 

,~a) o'~' = te-~.., t~ ,  x (,,~), ,,~" = t-p,...:t t ~ l  (o',), . . . .  , ,* = o,, [vgl.  00)1,  
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nenten yon N !  sind mit den entsprechenden Vielfachheiten (= Ordnung des 
Verschwindens von ]) zu versehen. ,,Schnittzahl" wird durch ,, o "  angedeut~t. 

(2) Im Punkte P1 der komplexen Mannigfaltigkeit M werde die Sph~tre af, i 
eingesetzt. Dp, sei die yon (rp~ repr~sentierte Homologieklasse y o n  MRs. Es 
ist O p ~ O O p ~  = - -  1. 

Beweis: zl, z 2 seien lokale Koordinaten in einer Umgebung U yon P. Es 
sei P~ = (0,0). z 1 ist eine in $~1 U regulfire Funktion, die Gpl .und (z~' = 0) als 
einfache Nullstellenfli~che hat  [vgl. 1.3. (8)]. Die Schnittzahl yon ae~ mit  
dem Nullstellengebilde yon z~ ist wegen (1) gleich 0. Die Schnittzaht yon apl 
mit (z'{ = 0) ist gMch 1. Daraus folgt die Behauptung. - -  

Setzt man in einem Punkte P~ C (Tp~ die Sphi~re ein, dann hat  die Sphi~re 
tpi 1 (ffp~) in der Mannigfaltigkeit t~, 1 tp, 1 M mit sich selbst die Schnittzahl - 2. 
Beweis ebenfalls leicht mit Hilfe yon (1). AUgemein: Die Schnittzahl einer 
Sphi~re eines Sph~renbaumes verringert sich durch Anwendung des a-Pro- 
zesses auf einen Punkt  dieser Sphgre um 1. - -  Die ,,zuletzt eingesetzten" 
Sphiiren eines Sphiirenbaumes (das sind solche, die man durch einen einfachen 
(inversen) ~-Prozel~ wieder herausnehmen kann), schneiden sich gegenseitig 
nicht und lassen sich durch ,,Selbstschnittzahl = - 1" charakterisieren. Alle 
anderen Sphiiren des Baumes haben eine Selbstschnittzahl < - -  1. 

§ 2. Die AuflSsung der algebraischen Singularifiiten analytischer Fliichen. 
2.1. C sei eine regul~re Cousinverteilung in der komplexen Mannigfaltig- 

keit M (vgl. 1.1.). Fiir einen Punkt  P ~ U~ l~Bt sich ]p in bezug auf lokale 
Koordinaten zl, z 2 mit P = (0,0) in eine Potenzreihe entwickein: 

/e = ~,,, (z~ , z~) + $, , ,+ ~ (z~ , z~) + . . .  + ~ k  (z~ , z~) + . . .  (m >= O, k ~_ m). 
wo ~k ein in z 1, zs homogenes Polynom vom Grade k ist und ~ nicht identiseh 
versehwindet, m hi~ngt nut  yon C und P ab und heiBt Ordnung yon C in P. 

Wir setzen in P die Sphere ap  ein (vgl. 1.3.) und betrachten die regul~re 
Verteilung t~ C in M e  [vgl. 1.2. (7), 1.3. (8)]. Im lokalen Koordinatensystem 

¢ 
z~, z2 ist 

tT. L. = ~, .  (zl, zi z~) + ~ + ~ ( z l ,  zlz~) + . . . .  

= z i  m ($rn (1, z~) + zl $~+1(1, z~) + ' "  "). 

t~ ]e ist Ortsfunktion fiir t~ C. Entsprechendes gilt fiir das (zi', z~')-System. 
ap [vgI. 1.3. (9)] ist m-fache Nullstellenfl~che yon t~ C. Die Verteilung 
1~ C - m a ~  (vgl. 1.I.) werde mit t~* C bezeichnet, t~,*C wird im (zi, z~)-System 
dutch die Ortsfunktion " " ' • ~m(1, z2) + z~ Sm+x (1, zs) + - -  gegeben. Entsprechen- 
des gilt ftir das (z~', z~').System. Es folgt: 

(1) t~; C u_ud t~* C shad in iedem Punkte Q ~ Mp,  der nicht auf  a e  liegt, 
iiquivalent und haben in Q die gleiche Ordnung wie C in tp (Q). 

(2) Die Nullstellen N i der Cousinverteilung t,~ ~ C auf Gp sind die Null- 
stellen des homogenen Polynoms ~ ( z a ,  za). Man beachte 1.3. (8) d). N t s e i  
n~-fache Nullstelle yon Sm (za, zs). Die Anzahl dieser Nullstellen sei m'. Es ist 

~v' n~ = m trod m ' ~  m. 

(3) t~ ~ C habe in Ni die Ordnung hi. Es ist n: ' , < : n i < m .  
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(4) Werm t~*C in Q (Q ~ O'p) die Ordnung m hat,  so ist wegen (2) und (3) 
m '  = 1, also Urn die m-te Potenz eines Linearfaktors. 

(5) Wenn ]p in P keine mehrfaehen Faktoren hat ,  dann haben die Orts- 
funktionen yon t~? fp  in keinem l ~ n k t e  yon ap  mehrfaehe Faktoren.  

2.2. (1) Bezeichnungen wie in 2.1. In  P werde der Sph~renbaum t- l(P) 
eingesetzt [vgl. 1.2, 1.3. (10), (11)]. Man hat  in t -1 M die Verteilung t* C. I s t  

:= = * * t~, C. Wir definieren: t -1 M Mp, r . . . .  p,/), so ist t* C t,% tpn_ 1 . . .  
t * *  C ~ *  J*~ . *~ ~ P n ~ P n - 1  " " tP l  C .  

a~ . . . . .  a~ seien die Sph~ren des Sphgrenbaumes t- I (p).  Is t  die Ordnung yon C 
in P gleich 0, dann ist t 'C= t**C. I s t  die Ordnung yon C in P gleich m ~ 0, 
dann gilt: t * C - - t * * C = a l a  ~ + a ~ a ~ + . . . + a n a ~ .  Die al sind ~ m  und 
sind dureh den Sph/~renbaum t- l(P) und die lokale Funktion fp yon C be- 
s t immt.  

(2) Die Funktionen g, h seien in einer Umgebung yon P regular und h sei 
nicht identisch 0. In  P werde wie in (1) der Sph{irenbaum t-l(P) eingesetzt. 
Wir bezeichnen die Verteilung t**g - t** h m i t t * *  (g/h). (t**g, t**h sind Ver- 
teilungen in t -1 M, die Differenz ist im Sinne der Gruppenoperat ion yon 
~( t  -1 M ) z u  bilden! (vgl. 1.1.) 

(3) Es ist jetzt  klar, was unter  t 'C, t**C fiir eine beliebige (nieht notwendig 
regul~re) Verteilung C yon M zu verstehen ist. t* und t** sind Isomorphismen 
yon ~ (M) in ~ (t -1 M). t** bildet ~ (M) au~ die Untergruppe derjenigen Ver- 
teilungen yon t - 1 M  ab, die keine Sphgre des eingesetzten Sph{irenbaumes als 
Null- oder Polstellenfl~che enthaltenS). 

2.32) Voraussetzung: ~ ist in der komplexen Mannigfaltigkeit U regular. 
] ha t  im Punkte  P t  ~ U die Ordnung m > 1 und in allen anderen Punkten  
yon U eine Ordnung ~ 1. (Ira Punkte  PI  besitzt t dann keine mehrfaehen 
Faktoren.)  Wir verwenden die Bezeichnungen yon 2.1. ~ wird als Verteilung C 
aufgefal~t. 

Behauptung: Folgendes ist unmSglich (fiihrt zum Widerspruch) : 

tp, / ha t  in einem Punkte  P~ E ap~ die Ordnung m. 

tp, tp, ] hat  in einem Punkte  Ps  E ap~ die Ordnung m. 

t ~ . . .  t ~  f ha t  in einem Punkte  Pk +x C a p  e die Ordnung m. 

usw. fiir jedes k. 

~) Wie in 1.3. (10) werde P = Px gesetzt. 
8) Den Beweis ftir ,,auf" kann man so fiihren: Es geniigt einen einfachen e-Prozel{ 

zu betrachten, t -1 M = Mp, und zu zeigen, dal{ es zu jeder regul~ren Cotminverteflung C**, 
die in einer Umgebung U ( ~-1M yon ap definiert ist, eine regulgre Verteilung C gibt, 
die in der Umgebung t U ( M yon P definiert ist und ftir die C** = t** C. VermSge t 
bildet sich C** ab auf eine Cousinverteilung C, die irt $ U ~ P definiert und dort, reguli~r 
ist. Wie teicht aus bekannten S~tzen ([2], S. 49) zu folgern ist, l{i~t C sich regul~ in P 
fortsetzen. C ist also in ganz t U definiert und regul{ir, und es ist t** C -~ G**. 

~) In diesem Abschnitt handelt es sich um eine genaue t?bertragung der Oberlegungen 
yon J~:~o ([9], S. 313--314) in unsere Bezeichnungsweise. 
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Beweis (Herleitung des Widerspruchs): Wegen 2.1. (4) hat  f in bezug auf  
geeignete Iokale Koordinaten z,, z~ mit P1 --- (0,0) die Entwicklung: 

f = z• + ~ m + l  (zl ,  z~) + • - .  

] und 0 ]/0 z, sind teilerfremd, da f keine mehrfaehen Faktoren enthgtt. Es 
gibt also lokale regul~re Funktionen h 1 ,/~ yon z,, z~, so dab (.) h t ] + h~ 0 ] ] 0 zl 
-----/~, we h 3 eine regul~re Funktion yon z~ allein ist, die nieht identisch iN~ull 
ist und ftir z~ --- 0 eine r-faehe Nullstelle habe. 

Die Entwicklung yon t ~  ] in P~ ~ ~p, beginnt mit der m. Potenz eines Li- 
nearfaktors, P~ hat  auf (ip, die homogenen Koordinaten z, = 0, z~ = I. 

Die Entwicklung yon t ~  . . .  t ~  / in Pk+l ~ a2~beginnt mit der m-ten Potenz 
eines Linearfaktors. P~ + 1 ist nicht der Sehnittpunkt yon t ~  (IRk_ 1 und (iRk" 
D4m Sph~renbaum ( t p ,  . . . tpk )-1 P l  ist daher der folgende (Strecken)-Baum 
zugeordnet: [vgl. 1.3 (11)] 

Ordnet man aueh noeh der Fl~ehe z~ = 0 einen Eckpunkt zu, dann kommt zu 
diesem Baum ein weiterer Eekpunkt hinzu, der nur mit dem (i~, zugeordneten 
Eekpunkt zu verbinden ist. Es folgt: 

a) t~ k . . .  t~, h 3 hat  (iPk als r.faehe Nullstellenflgche. 
b) t~ k . . .  t~, ] hat  ( i R k  als km-faehe Nullstellenflgche. 
e) t~k . . .  t~,, ~ / /Oz  1 hat (iRk mindestens als k ( m -  1)-faehe Nullstellen- 

fl~che, wie eine leiehte Reehnung zeigtg). 
Aus (.), a), b), e) erh~lt man dann den erwiinschten Widerspruch, da r < k ( m -  l) 
fiir geniigend grol~es k. 

2.4. Varaussetzung wie in 2.3. 
Behauptung: Man kann in P~ einen Sph~renbaum $-1(P1) einsetzen, so 

dab gilt: 
$** ] hat  in ]edem Punkte yon t- ~ M eine Ordnung ~ 1. 

Beweis: Wir definieren induktiv eine Folge yon Mannigfaltigkeiten ~M 
(i = 1, 2 . . . .  ), die alle dureti Einsetzen eines Sph~renbaumes ti ~ (P~) in P~ 
entstehen, iM  = t ;  1 M .  ~M : Mp~, $1 = tp, ,  iN  1 . . . . .  iNti seien diejenigen 
Punkte yon ~M, in denen t~* [ eine Ordnung > 1 hat.  Wegen 2.1. (1) liegen 
sie alle auf dem Sph~renbaum t~ a (P). ~ + ~M entsteht aus ~M durch Einsetzen 
der Sph~iren (Anwendung des einfachen a-Prozesses)in iN~ . . . . .  iNti. i+ a M 
geht also (lurch mehrfaehen a-ProzeB in P aus M hervor. Die zugehSrige Ab- 
biIdung yon ~+ ~M auf M wird mit t~+~ bezeiehnet. Wegen 2.1. (3) nehmen die 
Ordnungen der Verteilungen t~* ~ nieht zu. Wendet man 2.3. auf die Mannig- 
faltigkeiten iM an, dann sieht man, dal~ die Ordnungen abnehmen. Es gilt 
daher: Die Folge der '~M brieht ab, d .h .  es gibt einen Index k derart, dab 
t~*] in ~M iiberall eine Ordnung ~ 1 hat. Damit ist der Beweis gefiihrt. 

2.6. Wir setzen die (~berlegungen yon 2.4, fort. Die regulate Funktion t*] 
hat  Ms Nullstellenfl~tchen die yon ~** ] und die Sph~iren des Sph~renbaumes 
f-~(P), die mit den entsprechenden Vielfaehheiten zu versehen sind [vgl. 
2.2. (1)]. Es folgt: 
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Zu jedem P u n k t e  Q yon  t - l M  gibt  es lokale Koord ina ten  u, v mit  Q = (0,0), 
so dab in einer Umgebung  yon  Q gilt :  [-~ fiir ~quivalenz  in bezug au f  Division ; 
beachte 1.3. (11)]. t * ) ~  urv s (u + a v + ~2(u, v) + • • .)k, r ~  0, s ~ 0, k =  0 oder 
I~ = 1. u = 0(bzw. v = 0) stellt, wenn r > 0 (bzw. s > 0), eine der Sph~ren dar.  
(u + a v + ~2 (u, v) + • • .)k stellt t** ] dar.  Wir setzen in Q, falls k = 1 und  
r > 0, die Sphere aQ ein (einfacher q-ProzeB), gehen also fiber zur Mannig- 
faltigkeit tQ 1 t - ~ M .  Es ist dann  im u' ,  v'-(bzw, u" ,  v" ) -Koord ina tensys tem:  

O) 
t ~ t * f ~  u ' , + ~ + l v ' ' ( 1  + a v ' +  u ' ~ 2 ( 1 ,  v ' ) + . . . )  
t~ t $ ~ ~ u ''r v ''r ÷ s + 1 (a -~ u "  -~ v"  ~2(u",  1) -~ . . .). 

I s t  a = 0, so sei a~ v -~ die niedrigste Potenz  yon  v, die in u + ~ (u, v) vor- 
kommt .  (% ~= 0). Eine solche Po tenz  gibt es, da u + ~ (u, v) + • . • n icht  u 
als F a k t o r  entha l ten  kann.  u = 0 stellt eine der Sph~ren dar!  

I n  u " +  v " ~ ( u " ,  1 ) + . . .  k o m m t  dann die Potenz  aQv"~ -1  vor. Man 
setzt je tzt  in dem Punk te  mit  u " =  v " =  0 die Sphere  ein und k o m m t  <lurch 
Wiederholung dieses Verfahrens schlieBlich zu einer Si tuat ion (1) m i t a  =~ 0. 
Dami t  ist folgendes bewiesen: 

2.6. Voraussetzung: f i s t  in der komplexen Mannigfalt igkeit  U regular,  
/ ha t  im Punk te  P ~ U die Ordnung m > 1 und  in allen anderen P u n k t e n  eine 
Ordnung ~ I.  I n  P besitzt  ] keine mehrfachen Faktoren .  

B e h a u p t u ~ :  Man kann  in P einen Sph~renbaum $-1 (p)  so einsetzen, dab 
gil t :  

Ffir jeden P u n k t  Q yon  t -1 U gibt  es ein Iokales Koord ina tensys tem u, v 
mit  den folgenden Eigenschaften a), b), c). 

a) Q = (o,o), 

b) t * l  ~ u ~ v ~ (r ~ O, s ~ 0), 

c) Wenn  Q ~ t - s (P) ,  dann  liegt genau einer der drei folgenden F~lle vo r :  

I. Q liegt au f  zwei Sph~ren yon  t - l ( P ) .  Es ist t*f ~ u r v s mi t  r > 0 und  
s > 0. Die beiden Sph~ren werden in der Umgebung  yon  Q durch u = 0 und  
v = 0 gegeben. 

2. Q liegt auf  genau einer Sphi~re und  ist n icht  Nullstelle yon  t**]. Es ist 
t * / ~  u ~ mit  r > 0. Die Sphere wird durch u = 0 gegeben. 

3. Q liegt au f  genau einer Sphere und  ist Nullstelle yon  t**]. Es ist t*f 
,-. urv (r > 0) und  t**f  ~ v. Die Sphere wird durch u = 0 gegeben. 

2.7. Voraussetzung: g i s t  in der  komplexen Mannigfaltigkeit  U meromorph  
und verschwindet  nicht  identisch. P ~ U. In  jedem Punkte  Q ~ U, Q ~= P ,  
ist g ~ v s {s ganze Zahl) in bezug au f  ein geeignetes lokales Koord ina tensys tem 
mit  Q = (0,0). 

Behauptung:  Man kann  in P einen Sphiirenbaum t - l ( P )  einsetzen, so dab 
gilt:  

I n  jedem l~mkte  Q yon  ~-1 U ist t*g ~ u r v" (r, s ganz) in bezug a u f  ge- 
eignete lokale Koord ina ten  mit  Q = (0,0). I s t  y regular in U, so sind fiir jeden 
P u n k t  Q die Exponen ten  r, s ~ O. 
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Beweis :  In  einer Umgebung V yon P hat  g folgende Darstellung: 
g ~ ]~, . •. ]Iz (~i regular in V und irreduzibel in P ;  /~, ]j teilerfremd in P fiir 

i 4= j;  si ganze Zahl). 
Wir wenden den Satz 2.6. auf  die in V definierte regul~re Funktion [ = f l .  • • [t 
an. Den zu f nach 2.6. gehSrigen Sph~renbaum setzen wir in P ein und be- 
weisen unsere Behauptung fiir die so entstehende Mannigfattigkeit t - t M .  Es 
geniigt,, Punkte  Q E t - 1 ( P ) ,  die unter  Punkt  3 in 2.6. fallen, zu betrachten. 
Es  ist t**] ~ v. Daher gilt fiir genau ein i (1 ~ i ~ l) : t**]~ ~ v und fiir j ~= i 
(1 ~ i ~ l) : ~**tj -- 1. 
Es  folgt t**g ~ v 8~ und t*g  ~ u ~ v 8i (k ganz), da u = 0 eine Sphere darstellt  
und t * g -  t**g nur Sph~ren des Sph~renbaumes als Null- oder Polstellen- 
fiiiehen hat.  

2.8. Hi l / s sa t z :  R sei der gewShnliche zl, z~-Raum. Wit  betraehten die 
Funktion f = z~ z'~ (r, s ganze Zahlen) und behaupten:  Man kann im Punkte  
P1 = (0,0)einen Sph~renbaum t -1 (/ '1)einsetzen, derart,  dab $*] in t - l R  keine 
Unbestimmtheitsstelle hat  und dab fiir jeden P u n k t  Q E t - l R  in bezug auf 
lokale Koordinaten u, v mit  Q = (0,0} gilt: 
t*] ~ u a v b, wobei die ganzen Zahlen a, b beide ~ 0 oder beide ~ 0 sind. 

Beweis :  Fiir r, s _~ 0 und r, s ~ 0 ist die Behauptung trivial. Es geniigt, 
die Behauptung zu beweisen f'tir l =  z~/z~ (r, ~ beide positiv und r ~  s). Wir 
charakterisieren eine solche Unbestimmtheitsstelle dttrch Angabe des Zahlen- 
paars r, s. In  P1 werde die Sphere (~p~ eingesetzt, ap, wird (r - 8)-faehe Null- 
stellenfl~che yon t~, ~. I s t  r = s, so ist die Behauptung bereits bewiesen. I s t  
r > s, so gibt es in Rp~ genau eine Unbestimmtheitsstelle P2, n~mlich den 
Schnit tpunkt  yon O'pt und z~ ---- 0. Zu P~ gehSrt das Zahlenpaar (r - s, s). 
I s t  r -  s > s, so gibt es in R p ~ p ,  genau eine Unbestimmtheitsstelle Ps :  
(r - 2 s, s). I s t  r - s --- s, so ist die Behauptung bewiesen. I s t  r - s < s, so 
gibt  es in RF, p, genau eine Unbestimmtheitsstelle Pa : (r - s, s - (r - a)) . . . .  
Es wird nun fortlaufend in die jeweils einzige Unbestimmtheitsstelle Pk in 
R p  . . . .  Pk-~ die Sphere qek eingesetzt. Man sieht, dab die Zahlenpaare, die 
die Unbestimmtheitsstellen eharakterisieren, sieh dem euklidischen Algorith- 
mus fiir das Paar  r, s entsprechend verhalten. Es gibt also ein k, so dal] zur 
Unbestimmtheit~stelle Pk in M R . . . .  P k - i  ein Zahlenpaar (qs' ,  s ' )  gehSrt. 
Nach q weiteren Einsetzungen yon Sphitren in die jeweils einzige Unbest immt-  
heitsstelle gelangt man  zu einer Mannigfaltigkeit t - l R ,  in der t*f keine Un- 
bestimmtheitsstelle hat .  

2.9. C sei eirle Cousinverteilung in der komplexen Mannigfaltigkeit M 
(vgl. 1.1.). Wir nennen einen Punkt  P ~ M gewShnliehen Punkt  yon C, wenn 
e s  Iokale Koordinaten u, v mit  P -- (0, 0) gibt, fiir die ]p ~ v '  mi t  ganzem s. 
Ein (nieht gewShnlieher) Punkt  Q hei~t Doppelpunkt  yon C, wenn fQ ~ u a v b 
(a, b ganz und beide 4= 0; u, v geeignete Koordinaten mit  Q = (0,0)). Ein 
Doppelpunkt  heil~t best immter  Doppelpunkt,  wenn a, b beide positiv oder 
beide negativ sind. Jeder  andere Doppe!punkt  Q ist Unbestimmtheitsstelle 
yon lq und heiflt unbest immter  Doppelpunkt.  Die nieht gewC~hnliehen Punkte  
liegen bekanntlieh isoliert. Es  gibt daher nur abz~thlbar viele nieht gew6hn- 
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liehe 1Mnkte. Wir kSnnen nun den folgenden Hauptsatz beweisen, der die 
vorbereitenden Iokalen S~tze dieses Paragraphen zusammenfaBt. 

Voraussetzung: C ist eine Cousinverteilung in der komplexen Mannig- 
faltigkeit M. Pi sind die (abz~hlbar vielen) isoliert liegenden, nicht gew6hn- 
lichen Punkte yon M, die keine bestimmten Doppelpunkte sind. 

Behauptung : Man kann in die isoliert liegenden Punkte Pi Sphdrenbiiume iK 
einsetzen, derart, daft /iir die dadurch entstehende komplexe Mannigfaltigkeit 
t - l M  [vgl. 1.3. (12)]/olgendes gilt: 

t* C hat in t -1 M nut gew6hnliche Punkte und bestimrate Doppelpunkte. 
Es sei K die Vereinigung aller iK. t bildet M -  K eineindeutig und ana- 
lytisch auf M - {Pi} ab. ({Pi} bedeutet die Menge aller tMnkte Pi). Die Ver- 
teilungen t* C und C gehen dabei ineinander fiber. Identifiziert man M -  K 
und M - {Pi} verm6ge t, dann kann man also sagen: t*C und C stimmen 
aui]erhalb der eingesetzten Sph/~renb~ume fiberein. 

Der Beweis ergibt sich durch Anwendung yon 2.7. auf paaxweise fremde 
Umgebungen U i der Pi, die aul~er Pi keinen nicht gewShnlichen Punkt ent- 
halten. Man setzt also nach 2.7. in jedes Pi, das kein Doppelpunkt ist, einen 
Sph~renbaum ein und gelangt zu einer Mannigfaltigkeit t-[1M, hi der t~C 
nur gew5hnliche Punkte und Doppelpunkte hat. In die unbestimmten Doppel. 
punkte yon t [C setzt man nach 2.8. Sph/~renb/~ume ein und gelangt so zu einer 
Mannigfaltigkeit t - l M  = t-~ 1 t-Z 1 M, in der t*C nur gewShnliche Punkte und 
bestimmte Doppelpunkte hat. 

§ 3. Konstruktion der R[EMANsSehen Mannigfaltigkeit/~(f) 
einer algebroiden Funktion f.  

3.1. Wir wollen in diesem Abschnitt einige Definitionen und S~tze fiber 
,,algebroide" Funktionen zusammenstellen. M sei eine komplexe Mannig- 
faltigkeit. Ein beschri~nktes algebroides Funktionselement mit dem Grundpunkt 
P yon M wird definiert durch ein irreduzibles ausgezeichnetes Pseudopolynom 

mit der Spitze P (vgl. [2], S. 57). 

(1) ~ ---- ( W - - W e )  r d- a~ ( w  - w e )  r -  l W " " . ~c a~ ( r  > O) . 

Die ai sind in P regulEre Funktionen, die in P verschwinden. Die Diskrimi- 
nante D~ dieses Polynoms (aufgefaBt als Polynom in (w - w0) ) ist nicht iden- 
tisch 0. D:~(P)---0 genau dann, wenn r :> 1. Durch z---0 werden lokale 
mehrdeutige Funktionen w l , . . . ,  wr definiert, die sich auBerhalb yon D.----- 0 
reguldr verhalten und yon denen je zwei durch an~lytische Fortsetzung aus- 
einander hervorgehen. 

(2) Ein algebroides Fun~ionselement mit dem Grundpunkt P wird definier~ 
dureh ein besehr•nktes algebroides Funktionselement (gegeben dutch z) und 
eine in P regul~re Funktion g, die nicht identiseh 0 ist. Dureh dieses alge- 
broide Funktionselement werden lokale mehrdeutige Funktionen w 1= wJg . . . . .  
wr-~ wr/g gegeben, die sich auBerhalb yon D , =  0 meromorph verhalten und 
yon denen je zwei durch analytische Fortsetzung auseinander hervorgehen. 
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(wl . . . . .  wr sind die dureh ~z = 0 definierten l~unktionen.) (z, g) und 
(~', g' ) definieren dasselbe algebroide Funktionselement, wenn die von ihnen 
erzeugten lokalen mehrdeutigen Funktionen iibereinstimmen. 

Algebroide Funktionen mit dem Grundpunkt P werden wir dutch A p an- 
deuten. 

Ap sei gegeben durch das Pseudopolynom ~ und die in P reguliire Funktion 
g. Es gibt eine Umgebung U von P, in der ~ und g noch definiert sind. ~ be. 
sitzt in jedem Punkte Q von U eine eindeutige Zerlegung in irreduzible Pseudo. 
polynome mit der Spitze Q. Mehrfache Faktoren treten nicht auf. Die~e 
Pseudopolynome und g repr~sentieren algebroide Funktionselemente 1AQ,.. 
8AQ (S ~_ r). Wir sagen: Ap und IAQ sind benachbaxt (vgl. [2], S. 16). In iib- 
lieher Weise kann jetzt die analytisehe Fortsetzung yon A~) lgngs in M ver- 
laufenden yon P ausgehenden Wegen und die Verbindbarkeit zweier alge- 
broider Funktionselemente definiert werden. Wir definieren (vgl. [2], S. 16): 

(3) Die Gesamtheit aller mit Ap verbindbaren algebroiden Funktions- 
elemente hei6t der R I E ~ s c h e  Bereich der durch Fortsetzung von A p in M 
erzeugten algebroiden Funktion ]. Ein RIE~N~scher  Bereich ist in nahe- 
liegender Weise als zusammenh~ngender HAVSDORFFscher Raum aufzufassen, 
der einem Teil yon M fiberlagert ist. 

Die ~berlagerungsabbildung (Ap ~ P) wollen wir mit ~v bezeichnen. 

t4) B sei der R I E ~ w s e h e  Bereieh der algebroiden Funktion I. A p ~ B sei 
gegeben dureh n, g [vgl. (1), (2)]. Wir definieren in B eine eindeutige Funktion [ 
dutch 1 (Ap) = wo/g(P ). I i s t  nur erkl~rt, wenn g(P) :4: O. 

(5) Ein Punkt  (=  algebroides Funktionselement Ap) des RIEr~A~schen 
Bereiehes B heiBe uniformisierbar ([2], S. 14), wenn es eine Umgebung U 
yon A p ( A p E  U ( B ) ,  eine Umgebung U des Nullpunktes des komplexen 
(ti, t2)-Raumes und eine topologische Abbildung g yon U auf U gibt, so dab 
y~ ~ eine analytische Abbildung yon U auf y~ (U) ist. 

$1, t~ heiilen ortsuniformisierende Parameter. 
Jeder Punkt  Ap m i t r  = 1 [vgl. (1)] ist uniformisierbar. 

16) Ein Punkt  A p m i t r  > 1 heiBt Verzweigungspunkt. In ihm h~ngen r 
,,Bliitter" des R I E ~ s c h e n  Bereiches zusammen. Die durch P gehende zu 
A/~ gehSrende Verzweigungsfliiche ist in D .  = 0 enthalten. 

(7) Wenn D .  in P einen gew6hnliehen Punkt  hat, d. h. wenn D~ in bezug 
auf ein geeignetes lokales Koordinatensystem durch D,  ~ u 8 (s > 0; vgl. 2.9.) 
gegeben werden kann, so ist Ap uniformisierbar ([4], S. 3 und [10]. Ver- 
zweigungsstelle 1. Art!). Aus (7) folgt: 

(8) Die nicht.uniformisierbaren Verzweigungspunkte eines RI~MA~sehen 
Bereiches liegen isoliert. 

(9) Sa~,: Die Menge aller uniformisierbaren Punkte eines RIEr~ANNsehen 
Bereiche~ B ist eine komplexe Mannigfaltigkeit, deren komplexe Struktur 
dureh die ortsuniformisierenden Parameter gegeben wird. 

Bewe~s: Es genfigt zu zeigen: Wenn dureh die topologisehen Abbildungen 
~, ~' [vgl. (5)] zwei Systeme (tl, is) , (t~, t~) yon ortsuniformisierenden Para. 
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metern des Punktes Ap~ B festgelegt werden, so ist die Abbildung u '-1 ~ in 
einer Umgebung des Nullpunktes des tl, t2-Raumes analytiseh10). Diese Be- 
hauptung folgt zuni~chst ohne weiteres fiir Punkte Ap mit r---- 1, und unter 
Verwendung hiervon ergibt sie sich ffir (uniformisierbare) Verzweigungspunkte 
aus einem bekannten Satz tiber aufhebbare Singularit/~ten11). 

(10) Aus (4) ergibt sich dann wieder mit Hilfe des erw~hnten Satzes fiber 
aufhebbare Singularit/~ten: In der komplexen Mannigfaltigkeit der uniformi. 
sierbaren Punkte ist / eine meromorphe Funktion. (f 1/~Bt sieh in die Punkte 
mit g (P) = 0 meromorph fortsetzen.) 

( l l )  Eine in einer komplexen Mannigfattigkeit definierte meromorphe 
Funktion ohne Unbestimmtheitsstelten ist eine Abbildung der Mannigfaltigkeit 
in die RIEMANzqsehe Zahlenkugel S ~. Die a-Stellenfl/~ehen schneiden sieh nieht. 
Wir wollen eine sclche •unktion meromorph und bestimmt nennen. 

(12) B sei der RIE~A~zqsche Bereich einer algebroiden Funktion f, der einem 
Tell einer komplexen Mannigfaltigkeit M fiberlagert ist. y: sei die ~ber- 
lagerungsabbildung von B in M. 

De]initlon: Eine Icomplexe Mannigfaltiglceit ~I heiflt eine RIEMA~sche 
Mannig/altigl~eit yon /, wenn es eine stetige Abbildung t yon M auf B gibt, so 
dab folgendes gilt: 

1. ~v t ist eine analytische Abbildung yon 11I auf ~ (B) C M. 

2. Die Funk t ion /= :  ] t [siehe (4), (10), (11)] ist in 2~ meromorph und be- 
stimmt. 

(Tist so definiert: ffir Q von M sei t(Q) = A ~  B, dann ist y(Q) = ](Ap) 
:= wo/g (P)). 

3. B* sei die komplexe Mannigfaltigkeit, die aus B dutch ,,Heraussteehen" 
der isolierten nicht uniformisierbaren Punkte und der Unbestimmtheitsstellen 
yon / entsteht. [Beachte (10).] 

Ffir jeden solchen Ausnahmepunkt Q (Q E B, Q ¢ B*) ist t-l(Q) Vereini- 
gungsmenge SQ von endlich vielen kompakten irreduziblen analytischen 
F1/ichen, die in M eingebettet sind. 

4. t i s t  eine eineindeutige analytisehe Abbildung yon M -  {SQ} auf B*. 
{SQ} bezeiehnet dabei die Vereinigungsmenge aller SQ. M entsteht, ansehau- 
lich gesagt, aus B, indem man jeden Ausnahmepunkt Q durch SQ ersetzt. 

Das Ziel dieses § 3 ist, zu beweisen, daft es zu ieder algebroiden Fun]orlon t eine 
RIEMA~Nsche Mannig/attigkeit gibt. Die Einsetzung yon SQ in einem Ausnahme. 
punkt Q wird, so wie das Einsetzen yon Sph/i~renb~umen, ein rein lokaler Pro- 
zeB sein. Die lokalen (~berlegungen werden in den n~iehsten Abeehnitten 
durehgeffihrt. 

(13) Jeder R I E ~ s c h e  Bereieh im Sinne yon (3) ist ein RI~MA.~sches 
Gebiet im Sinne yon [1]. In [1] haben H. BEH~rKE und K. S~rE~ fiir RIE- 
~ N s e h e  Gebie~e G den Begriff ,,Modffikation yon G in einer abgeschlossenen 

10) Man beachte: Aus ,,analytisch und eineindeutig" folgt ([3], S. 179), dal3 die Funk- 
tionaldetermina~ate stets yon 0 verschieden ist. 

u) Siehe [11], Kap. 3, § 5, 1 (S. 191) oder [3], S. 173. 
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Teilmenge ~ ( G "  definiert. Wenn ~ speziell eine Menge yon in G isoliert 
liegenden tMnkten ist (~ = {Pi}; ~ durchl~uft h6ehstens abz~hlbare Index- 
menge), darm kann ,,Modifikation von G in ~ "  so definiert werden : 

Das RIEMA.~Naehe Gebiet *G ist Modifikation yon G in ~ ,  wenn folgendes 
gilt: Es gibt eine stetige Abbildung t yon *G auf G. t i s t  analytischer Hom6o- 
morphismus yon * G -  t - l (~ )  auf G -  ~.  (In [1] werden * G -  t - l (~ )  und 
G - ~ identifiziert.) Wir nennen *G kompakte Modi/ikation yon G in ~ = {Pj}, 
wenn fiir jeden tMnkt Pj  das Urbild t -1 (P~) kompakt ist. 

Aus [1], 5. (e) folgt: Wenn die komplexe Mannigfaltigkeit M kompakte 
Modifikation yon G in ~ = {Pj} ist, dann ist fiir jeden Punkt  P1 das Urbild 
t - l (Pj)  Vereinigungsmenge yon endlich vielen in M liegenden irreduziblen 
kompakten analytisehen Fl~ehen oder (Trivialfall) ein einzelner Punkt  yon M. 
Wir k6nnen nun die Definition (12) auch so fassen: 

Die komplexe Mannlgtalti~keit ~I heiflt eine RIEMA~sche Mannigtaltigkeit 
yon ], wenn ~I eine kompakte Modi/ikation des RIEMA~Nschen Bereiches B der 
Funktion ] in den nieht-uniformisierbaren Punkten yon B und den Unbe- 
stimmtheitsstellen yon f ist und wenn die Fun]ction / t in ganz M meromorph 
und bestimmt ist. (t ist die Modifikationsabbildung yon M auf B !) 

Anmerkung : M sei eine komplexe Mannigfaltigkeit, P ein Punkt  yon M. H. 
HOrF [8] hat  bewiesen, dal~ jede kompakte Modifikation M* yon M in P durch 
Einsetzen eines Sph~renbaumes in P a u s M  hervorgeht. [Beachte 1.3. (13).] 

3.2. Wir wollen in diesem Abschnitt die nicht-uniformisierbaren Punkte  
eines RIEMANNschen Bereiches B untersuchen. Es geniigt, beschr~inkte alge- 
broide Funktionsetemente zu betrachten. Es handelt  sich um ein lokales Problem: 
U sei eine Umgebung des Nullpunktes P = (0,0) des zl, z2-Raumes. Wir fassen 
U als komplexe Mannigfaltigkeit auf. A p  sei ein beschrgnktes algebroides 
Funktionselement, gegeben dutch ein Pseudopolynom ~ mit der Spitze P.  

= (w--  wo) r + a  l ( w - w o )  r-1  + . . . + a t .  

U sei bereits so klein gew~hlt, dal] alle a~ in U regul£r sind und daft die 
Voraussetzung yon 2.7 fiir g-= D ,  erfiillt ist. Durch g = 0 wird in U eine 
algebroide ~unktion w--  w (zl, %) definiert, deren Rxm~A~schen Bereich wir 
B (Ap) nennen wollen, w ist in B (Ap) -- Ap regular und in Ap stetig [vgl. 3.1. 
(9), 00)]. 

Aus 2.7. folgt: Man kann in P einen Sph~renbaum t-1 (p) so einsetzen, 
daft t 'D, ,  in t-~(M) nur gewShnliehe Punkte  und Doppelpunkte hat. In  
t - I (M) gilt nun fo, lgendes: Durch t * ~ - -  ( w -  w0) r + (t* eh) ( w -  w o ) r - l +  . . .  + 
-t-t* at-~ 0 wird in t -~ (M) eine algebroide Punktion definiert, die mit t*w be- 
zeiehnet werde. Der RIEMA~sehe Bereich dieser Funktion ist t - I (M) iiber- 
lagert. Wit nennen ihn t*B(Ap) .  In t *B (Ap)  ist t * w  eine eindeutige Funk- 
tion, die auf den ?~verlagerungen der Sph~ren des eingesetzten Sph~renbaumes 
den Wert w 0 hat.  $*D~ ist Diskriminante yon $*z. Hieraus folgt [vgl. 3.1. (7)]: 

Die nicht-uni/ormisierbaren Verzweigungspunkte yon t* B (A ~), die einem 
tMnkte Q yon t-~(M) tiberlagert sind, haben in Q zwei Verzweigungsfl~ehen, 
die sieh in Q einfach sehneiden (und in bezug auf ein geeignetes Koordinaten- 
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system u, v mit Q = (0,0) durch u := 0 und v = 0 gegeben werden kSnnen). 
Der Punkt  Q ist Schnit tpunkt zweier Sph/~ren yon t - l (P )  oder Schnit tpunkt 
einer Sph/ire mit $**D~. 

3.3. In dem Rr~MANNschen Bereich t* B (Ap) kommen nur nicht-uniformi- 
sierbare Verzweigungspunkte yon einem gewissen Typus vor, den wit lokal 
so kennzeichnen k6nnen: 

(1) In  einer Umgebung des Nullpunktes des zl, z~-Raumes, P--- (0,0), ist 
ein beschr~nktes algebroides Funktionselement gegeben, dessenVerzweigungs- 
fli~chen z I = 0 und z~ ---- 0 sind. 

(2) De/inition: Ap ,  A'Q seien zwei algebroide Funktionselemente, die wit ats 
Punkte in zwei Ri~.MA_~schen Bereiehen B ( A p ) ,  B ( A~ )  auffassen kSnnen. 
Ap,  A~ besitzen Umgebungen U, U' in B ( A p )  bzw. B(A~), so dal~ U -- Ap,  
U' -- A~ komplexe Mannigfaltigkeiten sind, also yon nieht-uniformisierbaren 
Punkten frei sind. Ap,  A~ heii~en analytisch ~quivalent, wenn es solche Um- 
gebungen U, U' und eine topologisehe Abbildung ~ yon U auf U' gibt, die Ap 
auf A~ abbildet und U - Ap analytiseh auf U ' -  A~ abbildet. 

Eine Abbildung mit diesen Eigensehaften heiBe anatytischer Hom6o- 
morphismus yon U auf U'. 

(3) Das algebroide Funktionselement An, q : w  n - z I z~ -q  (1 ~ q < n; n, q 
teilerfremd) ist vom Typus (1). Die zugehSrige algebroide Funktion (z 1 z~n-q)l/~ 
betrachten wir im (offenen) Zl, z~-Raum, sie erzeugt eine n-bl~ttrige ~ber-  
lagerung B (n, q). Im Punkte An, q C B (n, q) h~ngen a l l e n  BlOtter zusammen. 
An, q ist nicht uniformisierbar. Dies kann man auf versehiedene Weise ein- 
sehen. 

a) In [1], S. 4, wird bewiesen, daft A2,1 nicht uniformisierbar ist. Dieser 
Beweis li~Bt sich auch ffir An, q durchftihren. 

b) Der Rand einer geeigneten Umgebung yon An, q in B (n, q) ist der Linsen- 
raum L (n, q). (L (n, q) = Diskontinuit~tsbereich der Drehgruppe 
tl = e u ~ q / n  t 1, t~ = e 2~i'/'~ t 2, 0 ~ v <: n, auf der $3: ]tll~ q- [t~[" -- 1). 

L (n, q) ist nicht yore Homologietyp der 3-Sph/~re. An, q besitzt daher kein 
4-dimensionales Element als Umgebung. 

e) Vgl. 3.4. (14). 
(4) Jeder Verzweigungspunkt yore Typ (1) ist uniformisierbar oder einem 

atgebroiden Funktionselement Amq analytisch ~quivalent. 
Der Beweis ergibt sich aus [9], S. 295--300. 
3.4. Wit untersuchen in diesem Absehnitt das algebroide Funktionselement 

An, q und den RIV.MA~sehen Bereich B (n, q). Wir werden eine R ~ s e h e  
Mannigfaltigkeit [vgl. 3. 1. (I2)] yon (z I z~- q) l/n konstruieren. Wir werden dabei 
das folgende Prinzip verwenden: 

~Y1, N2 seien topologisehe Mannigfaltigkeiten. U 1 sei eine offene Menge 
yon N1, U~ eine offene Menge yon N~ und ~ eine topologisehe Abbildung yon 
U 1 auf  U 2 . 

Wir identffizieren zwei Punkte  P1 yon N 1 und P~ yon N~, wenn P8 ~ ~(P1). 
Durch diese Identffizierung entsteht  ein topologiseher Raum, aber im all. 

gemeinen kein HAUSDO~F~scher Raum, da das Trennungsaxiom ,,zwei 
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versehiedene Punkte  besitzen punktfremde Umgebungen" nieht erfiillt zu 
sein braucht. Damit  ein HAvsDoR~scher  Raum entsteht,  dieser ist dann 
eine topotogische Mannigfaltigkeit, ist notwendig und hinreichend: 

( t )  Wenn Qt irgendein Randpunkt  yon U 1 ist (Qt ~ N1) und wenn Q~ irgend- 
ein Randpunkt  yon Us ist (Q2(N~), so gibt es eine Umgebung V 1 yon Q1 und 
eine Umgebung V~ yon Q2 (V1 C N1, Ve ~ N2), so da~ Vt, V 2 keine zu identifi- 
zierenden Punkte  e n t h a l t e n . -  

(2) Sind N1, .N~ komplexe Mannigfaltigkeiten (gleicher Dimension) und 
ist ~ eine anMytische Abbildung yon Ut auf  U~, so ist, wenn die Bedingung (1) 
erfiillt ist, die durch Identifizierung entstehende Mannigfaltigkeit eine kom- 
plexe Mannigfattigkeit, auf  der sich sowohl die zul~ssigen Koordinaten yon h~ 
als auch die yon N 2 als lokMe zul~ssige Koordinaten verwenden lassen. 

Wir kommen nun zur Untersuchung yon An.q [vgl. 3.3. (3)]. Wir be- 
t rachten einen etwas abgewandelten Euklidischen Algorithmus fiir das Zahlen- 
paar  n, q. 

Wir setzen ~o = n ,  /~1 = q" 

)'0 == bl ~1 - -  ~ 2 '  0 --< 2 2 < ~1' 1 < bl, 

~t I := b~ ~t 2 -  23, 0 ~ )~a < '~ ,  1 < b2, 
: 

)~s-1 =-" b~ )~8 -- 2~1 ,  2s+t = O, ;ts ~ 1, 1 < bs. 

Die Zahlen Xk(0 ~ k ~ s + 1) k6nnen mit  Hilfe der bk induktiv berechnet 
werden: 

(3) '~o = n ,  )~1:  q,  ,~k = bk - l  ]~k-1--  2k -2 .  

Wir definieren induktiv Zahlen #k durch : 

/'~O = O~ /~1 : I , /gk = bk - 1 ~ k  - 1 - -  /b~k - 2 

und Zahlen v~ durch : 

v o= 1, ~ =  1 v k = b k - t v e - 1 - -  vk-2. 

Man beweist induktiv : 

(4) ;tk + ( n -  q)#k .... n vk 

(5) ~k ~k+l - ~k+l ~k = n 

(6) juk+l vk -- ,uk vk+t ---- 1. 

Es gilt ferner: 

( 7 )  ~ 0  = O ,  0 ":~ P~k < t [gk+ l ,  / '~S+I = n (0  <~ k <:~ 8 ) ,  

0 <  vk <_-- vk+l, v ~ + 1 = n - q  (O<k<=s). 

Wir betrachten nun s + 1 Exemplare des (offenen) komplexen u, v Raumes:  
Ro . . . . .  Rs.  Die Koordina~en in Rk sollen mit  uk, vk bezeichnet werden. 

Wit nehmen aus dem R~ die analytisehe Ebene uk = 0 heraus und erhMten 
eine komplexe MannigfMtigkeit, die wit R~ nennen. Nehmen wir die analyti-  
sehe Ebene v~--- 0 heraus, so erhMten wir eine komplexe M~mnigfMtigkeit R~'. 
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(8) Die Gleichungen 

uk = % _  1 bk v k -  1 (1 ~_ ~ _~ 8) 
vk = l/uk_l 

stellen eine analyt ische und  topologische Abbi ldung ~k-1 yon R~_  1 au f  R~' dar .  
Wi t  identffizieren durch q0k-1 aufe inander  bezogene P u n k t e  yon  R~_  1 u n d  Rg.  
Die Bedingung (1) ist  erfiillt. Es  en ts teh t  eine komplexe  Mannigfal t igkeit .  
Ausgehend yon R o und  R 1 konst ru ieren  wir so eine Mannigfal t igkei t  Rol .  
R 1 k a n n a l s  offene Menge yon Rol aufgefaBt werden.  Durch  Ident i f iz ierung 
yon R~ mi t  R'~,  ve rmi t t e l t  durch  die Abbi ldung ~01, erhal ten  wir aus  Rol und  R 2 
eine komplexe  Mannigfal t igkei t  Rol 2 . Die Bedingung (1) war  niimlich wieder 
erfiillt. Wit  gelangen durch Wiederholung dieses Verfahrens  schliel~lich zu 
einer Mannigfal t igkei t  R01 . . . ,  , die wit  R (n, q) nennen  wollen. R (n, q) ist 
mi t  s + 1 zul~ssigen Koord ina t ensys t emen  uk, vk, 0 :g k ~ s, i iberdeckt.  

(8) ist als Koord ina t en t r ans fo rma t ion  in R (n, q) aufzufassen.  I n  R (n, q) 
sind s k o m p a k t e  analyt ische Fl~chen a 1 . . . . .  as v o m  Geschlecht  0" (d. h. 
Sph~ren) s ingulari t~tenfrei  e ingebet te t :  

(9) ak wird im k- ten Koord ina tensys t em durch uk = 0 gegeben und  vk ist  
laufende inhomogene Koord ine te  euf  ak, im (k -- 1). Koord ine t ensys t em wird ak 
durch Vk_l = 0 gegeben und  uk-1 ist laufende Koord ine te  eu f  ak, (1 ~ ]¢ g s). 

(10) z 1 = u. ~k v, ~k+l 

l )u reh  ,/ 'k ~,"k +1 wird eine Abbi ldung ~ ,con R (n, q) in B (n, q) ~k ~k 
u~k v~k +1 definiert .  

Beweis: Zu zeigen ist erstens,  dab  w ~ = z 1 z~-q  identiseh in uk, vk erfiillt ist. 
Des folgt aus  (4). Z w e i ~ n s  ist zu zeigen, dab der  Bi ldpunkt  (7.1, z~, w) in B(n, fl) 
nieht  ,con dem speziell gewi~hlten Koord ina t ensys t em ,con R (n, q) ebh~ngt .  
Dies beweist  m a n  mi t  Hilfe yon (3) und  (8). 

I l l )  ~' bi ldet  Mle Fl~ehen ~e euf  (z 1 = 0, z 2 --- 0, w = 0) eb,  d . h .  au f  den 
P u n k t  An, q ,con B(n, q). [Man beaehte  (7), (9).] Man zeigt; ferner ohne Sehwie- 
r igkeit :  

(12) ~ bildet  R (n, q) - (~1 ~ a~ ~ . . .  ~ a~) topologisch und  ~nalytisch a u f  
B (n, q) - -  A n ,  q t~b. 

Aus (10) bis (12) erh~lt  m a n :  R (n, q) ist eine RI~aiA~lNsche Mannigfal t ig.  
keit  ,con (z~z,~-q)l/n im Sinne yon  3.1 (12). 

(13) Die Fl~chen a~, a~+x (0 < k ~ s) schn'eiden sich in genau e inem Punkte ,  
n~mlich in dem P u n k t e  uk = v~ = 0, einfech (Schnit tz~hl  1). Die Fl~chen el ,  
a~ (i < /¢)  schneiden sich nicht,  wenn sie nicht  aufe inender  folgon, d. h. wenn  
k - - i ~ l .  

(14) Die Fl~che ~ r e p r ~ e n t i e r t  eine (genzzahlige) Homologieklasse  ~ yon  
R (n, q). 

Es ist  D~ o ~ = - b~. (o  bedeu te t  Schnittz~hl.)  
Beweis: Die analy~ische Flgche u o = 0 bezeichnen wir m i t a  o und  v, = 0 

mi t  a~+~. z 1 lgi]t sich els regulKre Funk t ion  in R(n, q) auffessen,  dio ak als ~t~- 
l e the  Blullstellenfl~che ha t  und  keine weiteren NuUstellen ha t  (0 < k g ~ + 1.) 

Mathematische Ann&len. 126, 
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Die Schnittzahl der Homologieklasse ~ mit dem Nullstellengebilde 

20ao + 21 al + • • • + 28 as + 2,+ I as+1 yon z I ist 0.1~) 

Es folgt aus (13): ~ - 1  + 2k(ok o ok) + 26+1 = 0. 
Aus (3) folgt dann die Behauptung. 
An, e ist nicht uniformisierbar. Ware An, q namlich uniformisierbar, dann 

mfigte nach H. HoPF [vgl. 3.1. (13), Anmerkung] a l ~ ' "  ' ~ a s  ein Sphi~ren- 
baum sein, der einem mehrfachen a-ProzeB entspricht. Das ist unmSglich, 
da alle Selbstschnittzahten der ai < - 1 sind13). 

(15) Aus dem Euk]idischen Algorithmus folgt ffir n/q die Darstetlung als 
Kettenbruch: 

1 
n/q-~ b I b~- . .  1 

b8 
(Vgl. zu diesem Abschnitt [9], S. 303. Ich weiB nicht, ob der hier besprochene 
Euklidische Algorithmus in der algebraischen Geometrie bekannt ist.) 

(16) Voraussetzungen: R ist eine RIE~_~NNsche Mannigfaltigkeit der Funktion 
(z, z~-q)~/n (__ kompakte Modifikation yon B (n, q) in An.q). Die Modifikations- 
Abbildung yon R auf  B (n, q) wird mit tbezeichnet. U, U sind Umgebungen 
yon An, q in B (n, q) und ~ ist ein analytischer Hom5omorphismus yon U auf  U. 
(~ (An, q)-- An, q). ~ bezeichnet wie in (10) die Modifikations-Abbildung von 
R (n, q) auf B (n, q). 

Behauptung: Der ana]ytische HomSomorphismus 7 -1 yJ ~ yon 

t - I  U- -  t - l (An,  q) ~llf ~-1 U -  y-'l(An, q) 

liiBt sich zu einer analytischen Abbildung ~ von t -1 U auf 7 -x U erweitern. 
t -1 U entsteht aus y-1 U dureh Einsetzen yon Sph~renbiiumen v~-~(P,:) in 
(endlich vielen) Punkten Pi yon ~-1 (An, q) = a 1 w . . .  wa~. [Beaehte 1.3. (13).] 
Es gilt also: Jede kompakte Modi/ikation yon B(n,  q) in An, q kann aus Rn, q 
durch Einsetzen yon Sphtire~bgumen erhalten werden. 

Beweis: zl, z2, w sind regul~re Funktionen in },-1 U. z~, z2, w lassen sieh 
daher als regulare Funktionen in t ~--1 U - ~-1 (An, q) auffassen, die auf ~-1 (An.q) 
noeh stetig sind und dort den Wert 0 haben, t -1 (An, e) ist Vereinigungsmenge 
yon analytischen Flaehen. 

Aus dem bekannten Satz fiber aufhebbare Singul&ritaten n) folgt: za, z~, w 
sind in t "-1U regular. - -  Die Koordinaten u}, vk yon R (n, q) [vgl. (8)] kSnnen 
als in ganz R (n, q) definierte meromorphe Funktionen aufgefaBt werdenla); 
dort wo uk, v} Koordinaten sind, sind die Funktionen uk, vk regular. 

u~, v} (0 < k ~ s) k6nnen also aueh als meromorphe Funktionen in t-1 
aufgefagt werden. Die ~ n k t i o n e n  u~, v~ haben in t --~ ~r endlieh viele Unbe- 
stimmtheitsstellen, die alle auf tr-l(A~) liegen. In die endlieh vielen Unbc- 

~) Vgl. 1.4. (1). 
~s) Jeder nieht triviale [1.3. (13)] Spt~renbaum enth~tlt Sph~ren mit der Selbstschnitt- 

zahl ~ 1. Vgl.  1.4. (2). 
~)  Das ergibt sich aus (10) wegen (6)/~k + 1 vk--  pk vk + 1 ---~ 1. 
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stimmtheitsstellen Q~ aller Funktionen us, vk (0 ~ k ~ s) setzen wir Sphiiren- 
bgume t71 (Qd so ein, dab in der entstehenden Mannigfaltigkeit t~ -1 t -1 U alle 
us,  v~ keine Unbestimmtheitsstellen haben. Es ergibt sich dann leicht: Fiir 
jeden Punkt  P yon t] -1 t -1U sind ffir wenigstens ein k die Funktionen us,  v~ 
regul/~r. Ordnet man P ]etzt denjenigen Punk t  von 7 -1 U zu, der im k-ten 
Koordinatensystem die Koordinaten uk(P), vk(P) hat,  dann erh~lt man eine 
analytische Abbildung y)l yon t~ -x t ~-1 b" auf  y-1 U, die tT 1 ~-~ U - t~ ~ t-~ (As.q) 
eineindeutig auf  7 - 1 U -  7-1(An, q) abbildet und dort  mit  7~-1 ~v $t 1 iiberein- 
st~immt. Nach H. HorF  [vgl. 3.1. (13), Anmerkung] geht t~ I t -1 U aus 7 -1 U 
durch Einsetzen yon Sph/~renbgumen ~vT~(Ai) in endlieh vielen Punkten Ai 
yon 7-1(An, q)aus 7-1U hervor. V-IU entsteht  also aus 7-xu,  indem man 
in endlich vielen Punkten Ai von y-  1 (A n,¢) Sph/~renbi~ume ~v 71 (Ad einsetzt 
und indem man dann die Sph/~renb~Lume t l  1 (Qi) aus ~vT 1 7~1U herausnimmt:  

ti-: t~ 1 U = ~ - :  7-~ U. 

Die analytischen F1/~chen ~: . . . . .  a~ yon 7 - I  U haben Selbstschnittzahlen 
< - 1. Fal]t man a: . . . . .  a~ als F1/ichen in ~p~-I 7 - :  U auf, dann wird ihre 
Selbstsehnittzahl noch kleiner::). Die ,,zuletzt eingesetzten" Sphi~ren eines 
Sph/irenbaumes (das sind solehe, die durch einen inversen einfachen a-I)rozeB 
wieder herausgenommen werden k6nnen) lassen sich dadurch charakterisieren, 
dab ihre Selbstschnittzahl - 1 ist. Eine ,,zuletzt eingesetzte" Sph/ire eines 
Baumes t-;l(Qi) ist daher stets eine ,,zuletzt eingesetzte" Sph/~re eines 
Baumes y ) ~  (A~), da sie mit  keiner der ~'l/~chen a l , . . . ,  ~, zusammenfatten 
kann. Nimmt  man nun die ,,zuletzt eingesetzten" Sph/iren der B/~ume t~- ~ (Qi) 

aus~t~-~ t -x  U = y)]-~ 7- IU heraus, dann erh/ilt man eine Mannigfaltigkeit 
tV1 t -1 U = ~)71 ~-1 U, die aus t -1 U und aus 7-~ U durch Einsetzen yon 

B/~umen t:;l(Qi) bzw. ~v~-l(Ai) in Punkten Qi bzw. A i v o n  ~f-l(An,q)bzw. 
7-X(An,¢) entsteht. Aus dieser Mannigfaltigkeit n immt  man die ,,zuletzt ein- 
gesetzten" Sph/~ren der B/Cume t~-l(Qd heraus und erh/ilt dureh wiederholte 
Anwendung dieses Verfahrens schlieBlich 

t ~ I  C~ = 7 -1  U .  

(17) Voraussetzungen: U ist eine Umgebung yon An, q in B(n, q) und U' 
eine Umgebung yon An,,~, in B(n', q'). 7, 7" bezeietmen die Modifikations. 
Abbildungen yon R(n, q) auf B(n, q) und yon R(n', q') auf  B(~',  q') [vgt. (10)]. 
~v ist ein analytischer HomSomorphismus yon U auf  U' ;  

~o (A..q) = A.,.q,. 

Behauptuno: I) Der analytisehe Hom6omorphismus 7 ' -1 ~fl 7 yon 7-1U 
- 7 -1 (An, q) auf  7'-1 U' - 7'-1 (As,,q,) l/~Bt sich zu einem analytischen Hom6o- 
morphismus ~ yon 7 -1 U auf  7 '-1 U' erweitern. 

2) n --- n '  und (q = q' oder qq" ~ 1 (mod n)). 

~) vgl. 1.4. 
2* 
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Beweis: ~,-l(An, q) ist nach (8)--(14) Vereinigungsmenge yon Spharen 
O 1 . . . .  , i f , *  

~ -  l ( A n ,  q )  = a l  q J  . . . k J  a s . 

Entsprechend 7 '-a (An,,q,) = a't w . . . w as,. 

Die Sphiiren qi, a~ haben Selbstschnittzahlen bi, b~, die alle < - 1 sind. Daraus 
folgt mit Hilfe yon (16) sofort der 1. Teil der Behauptungla). - -  Der analytische 
HomSomorphismus v~ bildet at • . . .  ~' a8 auf a~ ~J . . .  • a~,. ab. Es ist also s---- s'. 
Aus (13) bis (15) folgt welter: 

b 1 b~ b~ = b' . = ' = , 2 , . .  , b, b, 
oder 

b l = b ; ,  b 2~-b~_ 1 . . . .  , b s = b ~ .  

Im ersten Falle ist wegen (15) n --- n' und q = q'. 
Im zweiten Falle ist 

1 1 

b8 bl 

Es folgt n ---- n', aus (3) erhalt man q' =/~, und aus (4) ffir b = s : qq'~-- 1 (rood n). 
(18) Es ist leicht zu sehen, daI~ An.q und An,,q, analytisch aquivalent sind, 

wenn q q ' ~  1 (rood n). Aus (17) erhalt man also: 
An.a und An,.q, sind in den folgenden Fallen und nur in diesen Fallen ana- 

lytisch aquivalent: 

1) n =  n' und q =  q' 2) n =  n' und qq'-~ 1 (modn).  

3,5. Wir kommen nun zur Konstruktion einer R~EMA~Nschen Mannig- 
faltigkeit [3.1. (12)] einer algebroiden Funktion [. 

(1 ) /  sei eine algebroide Funktion in der komplexen Mannigfaltigkeit M, 
die sich auf allen Wegen algebroid fortsetzen laBt. B (1) sei der RIEMAN~sche 
Bereich yon ~. In  die nicht-gewShnlichen Punkte  P~ der Verzweigungsfl~che 
W yon }~ in M werden Sph~renb~ume $-l(pi)  so eingesetzt, dai3 in t -I  M die 
Fli~che $* W nur noch gewShnliche Punkte und Doppelpunkte hat. (Anwen- 
dung yon 2.9. auf die regul/ire Cousinverteilung W.) t - l M  werde ,,minimal" 
gewahlt, das soil heiBen: Jede Mannigfaltigkeit t ' - l M  (Einsetzen yon Sph~ren- 
b~umen t,-1 (p~)), in der $'* W nut  gewShnliche Punkte  und Doppelpunkte hat, 
geht aus t -1 M dutch Einsetzen yon Sph'fixenbaumen hervor. Man erhalt die 
minimale Mannigfaltigkeit t -1 M, wenn man ,,unnStiges" Einsetzen yon 
Sph~ren vermeidet und also so vorgeht: 

Man setzt in die nicht-gewShnlichen Punkte  yon W, die keine Doppel- 
punkte sind, die Sphare ein (einfacher a-Prozei$) mid erhalt eine Mannig- 
faltigkeit t ~ l M .  In die nioht.gewShnlichen Punkte yon t~W, die keine Doppel- 
punkte sind, setzt man die Sphere ein und erhalt eine Mannigfaltigkeit t~ 1 t~- ~ M 
usw. Nach endlich vielen (k) Schritten hat  t ~ . . .  t~W in t ~ L . .  t -zIM nu t  
noch gew6hnliche Punkte  und Doppelpunkte. 

t -1 M = t i L . .  t~ -1 M i s t  die minimale Mannigfaltigkeit. 
(2) ] liiBt sich als algebroide Funktion t* [ in t -1 M auffassen (vgl. 3.2.). 

Der RmM~Nsche Bereich yon $* ] ist t - l M  iiberlagert und werde mit  $*B (]) 
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bezeichnet. Jeder nicht-uniformisierbare ]Punkt Ai yon t* B (/) ist vom T ~ u s  
3.3. (1) und einem atgebroiden Funktionselement Ani, q i analytisch ~quiva- 
lentle). In jeden solchen nicht-uniformisierbaren Punkt Ai E t* B (f) wird nach 
3.4. (11), (12) eine Vereinigungsmenge a~ ~)...~Ja~i yon Sph~ren eingesetzt. 

.. • a~i ist zu beschreiben: Es gibt eine Umgebung Das Einsetzen yon a~ ~J. " so 

Vi yon Ai in t* B (]), eine Umgebung Ui yon Ani ' ~i in B (nl, qi) und einen ana- 
]ytischen HomSomorphismus ui yon Vi auf Ul mit us(As)--- Ans.q~. Die Um- 
gebungen Vs der Punkte As k6nnen so gew~hlt werden, dat~ sie paarweise 
punktfremd sind. Yi bezeichne die Modifikations-Abbildung yon R (hi, qf) auf 
B(ni, qs) [vgl. 3.3 (10)]. 

~ 1  ui ist ein analytischer HomSomorphismus yon V i -  Ai auf 
v - (al v 

Wir betrachten nun die komplexe Mannigfaltigkeit t* B ( / ) -  {Ai} und die 
Mannigfaltigkeiten ~ 1  Ui (ffir aUe i; diese Mannigfaltigkeiten sind als ~unkt- 
fremd anzusehen!) und identifizieren durch ~ 1  gi aufeinander abgebildete 
Punkte yon t* B (f) - (A~} und ~t 1 Ui. Man erh~lt eine komplexe Mannig- 
faltigkeit J l  (~), deren komplexe Stru~ur durch t* B (f) und damit auch durch 
die algebroide Fun~ion ] eindeutig bestimmt ist (und nicht yon der Wahl der Ui, 
Vi und der analytischen HomSomorphismen u~ abh~ngt). Beweis mit tIilfe 
yon 3.4. (17). 

(3) ~ li~flt sich als meromorphe Funktion ~" in M (/) auffassen. In die Un- 
bestimmtheitsstellen yon ] werden nach 2.8 Sph~renb~ume eingesetzt. Man 
erh~lt eine komplexe Mannigfaltigkeit Jl(f),  in der ~ sich als meromorphe 
und bestimmte Funktion ] auffassen l~Bt. Die Konstruktion yon _M{[) ist 
wieder eindeutig festgelegt, wenn man genau nach 2.8. vorgeht und keine ,,un- 
nStigen Sphiiren" einsetzt. 

(4) Durch genaue Verfolgung der angegebenen Konstruktion erkennt man: 
1. Die komplexe Manni~altigkei~ ~I (f) is~ eine R ~ . ~ s c h e  Manni~- 

faltlgkeit von ] [vgl. 3.1. (12)]. M (f) entsteh~ also au,~ dem R~E~A~Nschen Be- 
reich B (f), indem man in ~eden Ausnahmepunkt Q eine Fereinigungsmenqe S o 
yon endlich vieten kompakten irreduziblen analytischen Fl~chen einsetzt. 

2. Jede (irreduzible) analyti$che Fldche yon SQ lie~t singulari~ten]rel (d. h. 
hat nur ~ewShnliche Punkte) in J~f{[). Zwei analytische Fldchen yon SQ schneiden 
sich nlcht oder haben gena.u einen Punld gemeinsam, in dem sie sich eln[ach 
schneiden. Ein Punks yon SQ tiegt hSchstens auf zwel analy~ischen Fldchen 
yon S~. Man kann SQ einen Streckenkomplex zuordnen: Jeder Fldche y o n  SQ 
entspricht ein Eckpunkt. Zwei Eckpunkte begrenzen eine Kante des Streclcen- 
komplexes genau dann, wenn die zugeordne~en Fldchen slch schneiden. Dieser SQ 
zuyeordnete Streckenkomptex i~¢ zusaramenlm'ngend und zyklenfrel, also ein Baum. 

Wit sagen daher: M (/) entsteht aus B (f) dutch Einse~zen yon Bgumen ana. 
lytischer Fl~chen in die Ausnahmepunkte Q. 

16) Vgl. 3.3. (4). 
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3.6. Wir  haben  in 3.1. (13) bereits da rauf  hingewiesen, dab ein RIEMAN~- 
scher Bereich einer algebroiden Funk t ion  ein RIE~ANNsches Gebiet im Sinne 
yon  BEB~XE U. STEn~ [1] ist. Wir wollen hier un ter  einem abs t rak ten  RIE- 
YL~l~Nschen Bereich (yon zwei komplexen Dimensionen) ein RIEMAN!~sches 
Gebiet  verstehen, das  folgende zus~tzliche Eigenschaft  ha t :  Jeder  P u n k t  des 
RIEMAN~schen Gebietes besitzt  eine Umgebung,  die analyt isch homSomorph  
ist einer solchen verzweigten ~ber lagerung  einer , ,Hyperkugel"  I zll 2 -~ i z2 ~ < ~, 
die durch ein algebroides Funkt ionselement  ira Nul lpunkt  erzeugt wird. 

Es  ist mir nicht  bekannt ,  ob jede , ,analytische ~ber lagerung" ,  [1] S. 6, 
der  Hyperkuge l  du tch  ein algebroides Funkt ionselement  erzeugt werden kann.  
I ch  weiI~ daher  auch  nicht ,  ob die beiden Bcgriffe , ,abstrakter  R I ~ s c h e r  
Bereich" und  ,,R~EvL~Nsches Gebiet"  zusammenfal ten oder nicht.  

])as Einsetzen yon  B~umen analyt ischer Fl~chen in die nicht-uniformisier- 
baren Punk te  eines RI l~Mh~schen Bereiches ist ein lokaler ProzeB, den wir 
au f  ]eden nicht-uniformisierbaren P u n k t  eines abs t rak ten  RIEM~Nschen  Be- 
reiches anwenden kSnnen. (Der Konst rukt ionsschr i t t  (3) yon  3.5. fi~llt fort.) 

Wit  erhal ten dadurch  den 

Satz:  Zu ~edem ab~trakten R n ~ N s c h e n  Bereich B gibt es eine komptexe 
Mannig/altigkeit, die aus B dureh kompalcte Modi/ilcation in den nicht-uni- 
]ormisierbaren Punkten von B hervorgeht. 

Die Frage, ob der letzte Satz auch fiir beliebige R ~ E M ~ s c h e  Gebiete gilt, 
habe ich nicht  untersucht .  
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