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Uber vierdimensionale Riemannsche Fliichen mehrdeutiger
analytischer Funktionen von zwei komplexen
Veridnderlichen?).

Von
FriepricH HirzeBrucH in Erlangen.

Einleitung.

In der klassischen Funktionentheorie wird die ,,abstrakte’ RiEmaNNsche
Fliche in der bekannten Weise definiert. Die algebraischen Funktionselemente
einer mehrdeutigen Funktion f(z) lassen sich als Punkte einer , konkreten‘
Riemanwschen Fliche auffassen, die einem Teil der Zahlenkugel iiberlagert
ist. Die Gegeniiberstellung: ,abstrakte RiEManNsche Fliche* »» RIE-
Man~sche Fliche einer Funktion‘ ist einer der wichtigsten Gesichtspunkte der
klassischen Theorie. Wie steht es mit der Ubertragung dieser Begriffsbildungen
und der zugehérigen Sitze auf hohere Dimensionen ? Eine fast wortliche Uber-
tragung der Definition der ,abstrakten Riemannschen Fliche fithrt zu dem
Begriff der komplexen Mannigfaltigkeit (von » komplexen Dimensionen)?) 3).
Wir beschrinken uns in dieser Arbeit auf den Fall von zwei komplexen Ver-
énderlichen.

Die ,algebroiden Funktionselemente einer mehrdeutigen Funktion
f(z1, 2,), die in einer komplexen Mannigfaltigkeit M (von zwei komplexen
Dimensionen) definiert ist, kénnen zwar ohne weiteres als Punkte eines vier-
dimensionalen Hausporrrschen Raumes aufgefallt werden, der einem Teil von
M iiberlagert ist und den wir RIEMANNschen Bereich der Funktion f nennen
wollen. Dieser Riemannsche Bereich ist aber im allgemeinen keine topologi-
sche Mannigfaltigkeit. Er besitzt nédmlich im allgemeinen ,,nicht-sphérische*
Punkte. Das sind solche Punkte, die keine Umgebung besitzen, die dem Innern
einer 4.dimensionalen Vollkugel hom&omorph ist. Wie in der klassischen
Theorie definiert man, was unter Uniformisierung eines Verzweigungspunktes
zu verstehen ist. In einem RremanNschen Bereich gibt es im allgemeinen
nicht-uniformisierbare Verzweigungspunkte. Nicht-sphérische Punkte sind
erst recht nicht uniformisierbar.

Einfachstes Beispiel: (2 2,)/2 im Punkt (0,0). z,= t, 2, = 2, (2, 2,1 = 1,1,
ist keine Uniformisierung, da (¢, t;) und (— t,, — ¢,) fiir 2, 25, (2, 2,)"/2 dieselben
Werte ergeben. In unserem Beispiel ist (0,0) nicht-sphirisch. Die nicht-uni-
formisierbaren Punkte P; eines RizManNschen Bereiches liegen in dem von
uns betrachteten Fall von zwei komplexen Verinderlichen isoliert.

1) Diese Arbeit ist der durch einige Zusiitze erginzte 2. Teil meiner Dissertation
(Miinster 1950). Der erste Teil der Dissertation ist in Math. Ann, 124, 77—886 (1951) ver-
offentlicht worden.

%) Zahlen in [ ] beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit,

3) Zur Definition der komplexen Mannigfaltigkeit siche z. B. [5], [7], [8].
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,,Sticht’ man aus dem Riemannschen Bereich B der mehrdeutigen Funk-
tion f diese Punkte heraus, so erhiilt man eine komplexe Mannigfaltigkeit B.
Analog zur klassischen Theorie 148t f sich als eindeutige meromorphe Funktion
in B auffassen. Aus B werden alle Unbestimmtheitsstellen von f herausge-
nommen, Man erhiilt eine komplexe Mannigfaltigkeit B*(B* C ﬁ). Das Haupt-
ergebnis dieser Arbeit ist ein Satz, den wir so andeuten konnen:

Es gibt eine komplexe Mannigfaltigkeit M und eine stetige Abbildung ¢
von M auf B, so daB folgendes gilt: ¢ ist eine eineindeutige analytische Ab-
bildung von t-1(B*) auf B* Fiir jeden Ausnahmepunkt Q (d.h. @ ¢ B, @ ¢ B¥)
ist - 1(Q) Vereinigungsmenge von endlich vielen kompakten irreduziblen ana-
lytischen Flichen. f kann als meromorphe Funktion ohne Unbestimmtheits-
stellen in M aufgefaBt werden. f ist also eine analytische Abbildung von M
in die RiemaxxNsche Zahlenkugel.

Eine Mannigfaltigkeit #/ mit diesen Eigenschaften nennen wir RIEMANK-
sche Mannigfaltigkeit von f oder auch (4-dimensionale) Riemannsche Fliche
von f. Im Titel der Arbeit ist die letzte Bezeichnung benutzt worden, da der
Ausdruck ,,Riemannsche Mannigfaltigkeit in der Riemannschen Geometrie
vorkommt. Wir gehen nicht darauf ein, wie weit eine solche RiemaNNsche
Mannigfaltigkeit eindeutig festgelegt ist. Diese Frage mochte ich in einer wei-
teren Arbeit behandeln.

Die Konstruktion, die wir angeben werden, fithrt zu einer ganz bestimmten
RiEMANNschen Mannigfaltigkeit M (f).

Ein Haupthilfsmittel dieser Arbeit ist der o-Prozef3, der von H. Hopr [8]
fiir komplexe Mannigfaltigkeiten eingefiihrt worden ist.

Durch den ¢-ProzeB wird ein Punkt P einer komplexen Mannigfaltigkeit M
(von zwei komplexen Dimensionen) aus M herausgenommen und durch die
komplex-projektive Gerade (= Riemanxsche Zahlenkugel) der komplexen
Linienelemente in P ersetzt.

Das Hauptergebnis dieser Arbeit und der Weg zu diesem Ergebnis stehen
in unmittelbarem Zusammenhang mit Begriffen und Sétzen aus der algebrai-
schen Geometrie. Es handelt sich dabei um die Auflésung der Singularititen
algebraischer Kurven und die Ergebnisse von Juna [9] iiber die lokale Dar-
stellbarkeit einer algebraischen Funktion von zwei Verinderlichen3?),

Hat man in einer Umgebung des Punktes P der komplexen Mannigfaltig-
keit M lokale Koordinaten z,, z, mit P = (0,0) ausgezeichnet, dann entspricht
dem ¢-ProzeB das Paar von birationalen Transformationen:

a=  m=ed
2= 2123 2= 2%,
Eine algebraische Fliche F® im komplex-projektiven Raum P® 4) kann
birational transformiert werden in eine algebraische Fliche F®, die singu-

3a) Man vergleiche B.L.vaN pER WARRDEN: Die Bedeutung des Bewertungsbegriffs
fiir die algebraische Geometrie, Jber. Math. Ver. 62, 161—172 (1942), und die dort an-
goegebene Literatur. Die Arbeit [9] von Juxe wird héufig benutzt.

4) Obere Indices ohne Klammern: reelle Dimensionen, in Klammern: komplexe Di-
mensionen.
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laritéitenfrei in einem héher dimensionalen projektiven Raum eingebettet ist.
(vgl. {13], S. 18ff.). Analog zu unserem Ergebnis gehen bei der birationalen
Transformation gewisse , nicht-uniformisierbare” Punkte von F® in alge-
braische Kurven von F® iiber,

Die Ergebnisse dieser Arbeit hingen sehr mit der algebraischen Geometrie
zusammen und sind in gewissem Umfange als bekannt anzusehen. Doch scheint
es mir, daf fiir die Funktionentheorie die Begriffe und Ergebnisse dieser Arbeit
und die Sprache, in der sie formuliert sind, Interesse haben. Hs ergeben sich
ergstens ganz neue Problemstellungen, und zweitens wird die Bedeutung von
Sdtzen der algebraischen Geometrie fiir die Funktionentheorie von mehreren
Variablen vielleicht klarer herausgestellt als bisher.

§ 1. Zusammenstellung von Delinitionen und Hilfssétzen.

Der g-ProzeB.

1.1. M™ gei eine komplexe Mannigfaltigkeit von » komplexen Dimen.-
sionen?). Die Funktionen f, g seien in einer Umgebung des Punktes P von M®
meromorph und nicht identisch 0. f, g heiBen dquivalent (in bezug auf Division)
im Punkte P, wenn es eine Umgebung von P gibt, in der f/g regulir und un-
gleich 0 ist.

Eine Cousin-Verteilung € von meromorphen Ortsfunktionen in M wird
folgendermaflen gegeben:

Jedem Punkt P von M™ ist eine Umgebung Up und eine in Up mero-
morphe (nicht identisch verschwindende) Funktion fp so zugeordnet, daB
gilt: Im Durchschnitt Up Uy zweier Umgebungen Up, Uy ist die Funktion
frlfq regulir und ungleich 0. — Die Verteilungen C, C' heiBen ,,gleich* (wer-
den identifiziert), wenn f/fp regulir und ungleich 0in Up U pfiralle Pe M.
Alle folgenden Definitionen sind mit dieser Gleichheitsrelation vertriglich.

Jede in M™ meromorphe Funktion f 1aBt sich als Verteilung auffassen.
Diese Verteilung wird ebenfalls mit f bezeichnet. Die Verteilungen C, C*
heiBen dquivalent im Punkte P, wenn die lokalen Funktionen fp von ¢ und f3
von C* in P dquivalent sind. Die Verteilung C heift regulir, wenn alle fp in
U p reguliir sind.

C, " seien Verteilungen in M mit Ortsfunktionen fp bzw. fp und Um-
gebungen Up bzw. Up. Die Funktionen fp fp (Umgebungen Upn Up) defi-
nieren eine Verteilung, die mit C - ¢’ bezeichnet werde. Die Verteilungen
in M™ bilden in bezug auf diese Addition eine abelsche Gruppe € (M™). Das
Nullelement dieser Gruppe wird durch die Funktion f = 1 gegeben.

1.2, M®, M{™ seien komplexe Mannigfaltigkeiten. ¢ sei eine analytische
Abbildung von M in M®™ (d.h. ¢ wird ,,im Kleinen“ in bezug auf lokale
Koordinaten in M und M durch ein n-tupel von reguliren Funktionen
gegeben), Die in bezug auf lokale Koordinaten gebildete Funktionaldeter-
minante von g sei nicht identisch 0. Dann hat ¢ folgende Eigenschaft:

(1) Fir jede Umgebung U eines jeden Punktes P von M{ gilt: Es gibt
kein analytisches Flachenstiick F*—1 in MM, so daB} ¢(U) CF®~D, g be-
stimmt eine ,,Umkehrzuordnung” ¢*:

1*
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(2) Fiir eine in einer offenen Menge V C M{" regulire Funktion f sei ¢*f
die in ¢~1(V) definierte regulire Funktion f¢. (p* {= fo. Ist { nicht identisch
0, so ist wegen (1) auch ¢*f nicht identisch 0.

(8) Fiir eine in einer offenen Menge V C M meromorphe Funktion f = g/h
(g, b in V reguliir, b nicht identisch 0) sei @*f die in ¢~1(V) definierte mero-
morphe Funktion p*g/@*h. Sind f;, f, in ¥ meromorph, so gilt:

@) ¢*(htf)= g*(h) £ ¢*(f) wnd (B) ¢*(fy fo) = ¢*(f) ¢*(fo).

(6) Ist fregulirin Vund f==0in V, soist ¢*f == 0 und regulér in ¢~1(V).

(7) C sei eine Verteilung in M‘®, gegeben durch Funktionen fp. In M
ist dann durch die Funktionen ¢*f, wegen (2), (3), (5}, (6) eine Verteilung
gegeben, die mit ¢*C bezeichnet werde. Ist C regulir, so ist auch ¢*( regular.

1.3.5) Wir beschrinken uns von jetzt an auf komplexe Mannigfaltigkeiten
von zwel komplexen Dimensionen. M (der Dimensionsindex wird weggelassen)
gei eine solche komplexe Mannigfaltigkeit und P ein Punkt von M. Die kom-
plexen Linienelemente (= analytische Flidchenelemente) in P lassen sich als
Punkte einer komplex-projektiven Geraden (= zweidimensionale Sphire op)
auffassen. Mp = (M — P} op ist eine komplexe Mannigfaltigkeit, die aus M
durch ,,Herausstechen® von P und ,analytisches Einsetzen® von g, entsteht.
Dieser ¢-ProzeB, in [5] Einsetzen einer Trigersphire genannt, ist ein lokaler
Proze$, der nur P und eine Umgebung von P betrifft:

(8) Es gibt eine analytische Abbildung ¢p von Mp auf M mit folgenden
Eigenschaften :

a) tp bildet gp auf P ab.

b) tp bildet M p — op eineindeutig auf M — P ab.

¢) Wenn z,, z, lokale Koordinaten in einer Umgebung von P mit P = (0,0)
sind, dann gibt es in M, lokale Koordinatensysteme (21, 25), (21, 2), die eine
Umgebung von ¢p liberdecken und fiir die ¢, gegeben wird durch:

2 =12] 2, = 27 2%
2y = 21 2% 29 = 29,

d) 2, 2, lassen sich als homogene Koordinaten fiir die komplex-projektive
Gerade ¢ p auffassen.

(9) op ist eine analytische Fliche in M p, die durch 2{ = 0, 2 = 0 gegeben
wird. op ist als regulire Cousinverteilung in M p sufzufassen. 2}, 23’ sind Orts-
funktionen dieser Verteilung.

(10) Eine n-fache Iteration des in (8) beschriebenen einfachen o-Prozesses
erhilt man so:

Im Punkte P= P,¢ M wird die Sphiire op, eingesetzt. In M p, wird in einem
Punkte P,cop, die Sphire g, =0p, eingesetzt. Man erhalt die M&nmgfa,ltlgkem
Mp, p,. In Mp p, wird in einem Punkte P, der auf K, = tp, (op)wop, liegt
(d.h.tp, tp,(P;) = P), die Sphire g;=op, eingesetzt. Man erhilt die Mannig-
faltigkeit Mp p,p, etc. In Mp,p,... p,_, wird in einem Punkte P,, der auf

Knoy=1p, (Kn_y)\Uop,_, liegt (d.h.tp, tp,...1p,  (Pn)=P), die Sphire
%) Vgl zum folgenden Abschnitt [8]. Siehe auch {1}, 8. 9, (5], S. 85 (Fubnote™!) und [6].
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0, = op, eingesetzt. Man erhilt die Mannigfaltigkeit Mp, p, ... p,. Wir sagen:
Mp,p,...p, geht durch einen n-fachen o-Proze8 in P aus M hervor.

(11) M* gehe durch einen n-fachen ¢-Prozefl in P aus M hervor. Man
beweist durch Induktion iiber n: Es gibt in M* # gingularititenfreie®) kompakte
analytische Fliachen of, ..., of vom Geschlecht 0. Es ist K,=of ... Uod}.%)
Zwei of haben keinen Schnittpunkt oder schneiden sich in genau einem Punkte
einfach8). Jeder Punkt von K, liegt auf hochstens zwei 6f. Es gibt eine ana-
lytische Abbildung £ von M* auf M mit folgenden Kigenschaften:

tH{Ky)y=P

t bildet M* — K, eineindeutig auf M — P ab.
K, wird von H.Hory als Sphiirenbaum bezeichnet, da sich die Sphiiren ¢ ein-
eindeutig den Eckpunkten eines Baumes zuordnen lassen: Zwei ¢f haben
genau dann einen Schnittpunkt, wenn die zugeordneten Eckpunkte im Baum
eine Strecke begrenzen. Wir sagen auch: Die komplexe Mannigfaltigheit M*
entsteht aus M durch (analytisches) Einsetzen eines Sphirenbaumes ¢-2(P) in P,
M* geht durch die ,,Transformation t=* aus M hervor. M* =t M,

(12) P; (j durchlduft endliche oder abzdhlbare Indexmenge) seien in M
isoliert liegende Punkte. Nach dem vorangehenden ist klar, was die folgende
Aussage bedeuten soll:

Die komplexe Mannigfaltighkeit M* entsteht aus M durch Einsetzen von
Sphirenbiumen ;K in die Punkte P;. (Ein einfacher oder mehrfacher g-Proze
in P;ist lokaler Natur. Er betrifft nur eine Umgebung von P;. Die Punkte P,
liegen aber isoliert!).

Es sei K die Vereinigung aller ;K. Es gibt eine analytische Abbildung ¢
von M* auf M mit folgenden Eigenschaften:

t(;K)= P;

¢ bildet M — K eineindeutig auf M — {P;} ab. ({P;} bedeutet die Menge
aller Punkte P;.)

Wir sagen: M* geht durch die ,, Transformation’ t* qus M hervor. M*=¢"1M.

(13) Bezeichnungstechnisch ist es manchmal bequem, wenn wir fiir irgend-
welche Punkte {P;} von M den Ubergang von M zu M als ,,Einsetzung der
trivialen Sphirenbéume in die Punkte {P;}”" bezeichnen. (Es wird nichts ver-
dndert, jeder Punkt P; wird durch sich selbst ersetzt.)

1.4. (1) Wir werden in diesemn Abschnitt und spiter in 3.4. die folgende
Tatsache verwenden: In einer (offenen) komplexen Mannigfaltigkeit ist die
Schnittzahl einer ganzzahligen Homologieklasse mit dem Nullstellengebilde N,
einer in M regulidren Funktion f stets 0 (vgl. [121). — Die irreduziblen Kompo-

8) Der Punkt P der Fliche F in der komplexen Mannigfaltigkeit M heiflt gewShnlicher
Punkt von F, wenn es in einer Umgebung von P ein lokales Koordinatensystem z,, z, gibt,
in dem F durch 2, = O gegeben wird. Eine Fliche heiBt singularititenfrei, wenn sie eine
abgeschlossene Teilmenge von M ist und nur gewthnliche Punkte hat. — Zwei Flichen

F,, F, schneiden sich in P einfach, wenn in bezug auf ein geeignetes Koordinatensystem
21, 2, mit P = (0,0) die Fliche ¥, durch 2, = 0 und ¥, durch z,= 0 gegeben wird.

6a) of = t;;; i tp o), o= :1—,:. e N PO on = oy [vgl. (10)].
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nenten von N, sind mit den entsprechenden Vielfachheiten (= Ordnung des
Verschwindens von f) zu versehen. ,,Schnittzahl* wird durch ,,0* angedeutet.

(2) Im Punkte P, der komplexen Mannigfaltigkeit M werde die Sphére o,
eingesetzt. Gp, sei die von op, reprisentierte Homologieklasse von Mp . Es
ist EP;OSP; = — ],

Beweis: z;, z, seien lokale Koordinaten in einer Umgebung U von P. Es
sei P, = (0,0). z ist eine in {p U regulire Funktion, die op, und (2} = 0) als
einfache Nullstellenfliche hat [vgl. 1.3. (8)]. Die Schnittzahl von op, mit
dem Nullstellengebilde von 2, ist wegen (1) gleich 0. Die Schnittzahl von op,
mit (21 = 0) it gleich 1. Daraus folgt die Behauptung. —

Setzt man in einem Punkte P,¢op, die Sphire ein, dann hat die Sphére
tp. (op,) in der Mannigfaltigkeit ¢5,' t5 M mit sich selbst die Schnittzahl —
Beweis ebenfalls leicht mit Hilfe von (1). Allgemein: Die Schnittzahl einer
Sphiéire eines Sphdrenbaumes verringert sich durch Anwendung des ¢-Pro-
zesges auf einen Punkt dieser Sphére um 1. — Die ,zuletzt eingesetzten‘
Sphiiren eines Sphirenbaumes (das sind solche, die man durch einen einfachen
(inversen) o-Prozel wieder herausnehmen kann), schneiden sich gegenseitig
nicht und lassen sich durch ,,Selbstschnittzahl = — 1 charakterisieren. Alle
anderen Sphiren des Baumes haben eine Selbstschnittzahl < — 1.

§ 2. Die Aufliésung der algebraischen Singularititen analytischer Fliichen.

2.1. O sei eine regulire Cousinverteilung in der komplexen Mannigfaltig-
keit M (vgl. 1.1.). Fiir einen Puankt P ¢ Up 1Bt sich fp in bezug auf lokale
Koordinaten z,, z, mit P = (0,0) in eine Potenzreihe entwickeln:

fr=Pnz2) +Purr e, 2)+ - + Bz, )+ (m=0, kz=m).
wo P, ein in z;, 2, homogenes Polynom vom Grade kist und $f,, nicht identisch
verschwindet. m hidngt nur von € und P ab und heiBt Ordnung von C in P.

Wir setzen in P die Sphiire ¢p ein (vgl. 1.3.) und betrachten die reguliire
Verteilung th C in M p {vgl. 1.2. (7), 1.3. (8)]. Im lokalen Koordinatensystem
2L, 25 ist

thfp=PBum(el, 21 22) + B+ (21, #120) + -
= 21" (P (1, 22) + 21 P 1(1, 22) + - )

tp fp ist Ortsfunktion fir ¢ C. Entsprechendes gilt fiir das (2}, 25)-System.
op [vgl. 1.3. (9)] ist m-fache Nullstellenfliche von t§ C. Die Verteilung
tp C—mop (vgl. 1.1.) werde mit t3* € bezeichnet. £} C wird im (2}, 2})-System
durch die Ortsfunktion $,(1, 25) + 21 P11 (1, 28) + - - - gegeben. Entsprechen-
des gilt fiir das (zi’, 23)-System. Es folgt:

(1) ¢4 C und ¢p*C sind in jedem Punkte @ € Mp, der nicht auf gp liegt,
dquivalent und haben in @ die gleiche Ordnung wie C in 5 (Q).

(2) Die Nullstellen N; der Cousinverteilung ¢3* C auf ¢p sind die Null-
stellen des homogenen Polynoms $,,(z;, ;). Man beachte 1.3. (8) d). N; sei
m-fache Nullstelle von $,,(2,, 2,). Die Anzahl dieser Nullstellen sei m’. Es ist

Zn,-nmundem

(3) t3*C habe in N; die Ordnung n}. Esist n] < n; < m.
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(4) Wenn t3*C in @ (Q € op) die Ordnung m hat, so ist wegen (2) und (3)
m' = 1, also B, die m-te Potenz eines Linearfaktors.

() Wenn fp in P keine mehrfachen Faktoren hat, dann haben die Orts-
funktionen von ¥ fp in keinem Punkte von o, mehrfache Faktoren.

2.2, (1) Bezeichnungen wie in 2.1. In P werde der Sphirenbaum ¢-1(P)
eingesetzt [vgl. 1.2., 1.3. (10), (11)]. Man hat in ¢~ M die Verteilung t* C. Tst
t 1M = Mp,p,.. p,) soist t*C = t}’an t}%ﬂ_l ... th, C. Wir definieren:
O =P tF,_ ..t O
ot ..., o} seien die Sphiren des Sphirenbaumes £~1(P). Ist die Ordnung von C
in P gleich 0, dann ist t*C'= **(C, Ist die Ordnung von C in P gleich m = 0,
dann gilt: *C — **C=a,0f + ay 05 + - - - + a,06}5. Die a; sind 2 m und
sind durch den Sphérenbaum ¢ 1(P) und die lokale Funktion fp von C be-
stimmt,

(2) Die Funktionen g, b seien in einer Umgebung von P regulir und b sei
nicht identisch 0. In P werde wie in (1) der Sphirenbaum {~1(P) eingesetzt.
Wir bezeichnen die Verteilung t**g — t**h mit t**(g/h). (¢**g, £**h sind Ver-
teilungen in ¢~! M, die Differenz ist im Sinne der Gruppenoperation von
€ ({t* M) za bilden! (vgl. 1.1)

(3) Esist jetzt klar, was unter £*C, t**( fiir eine beliebige (nicht notwendig
regulire) Verteilung ¢ von M zu verstehen ist. #* und #** sind Isomorphismen
von @ (M) in €1 M). t** bildet € (M) auf die Untergruppe derjenigen Ver-
teilungen von ¢~1M ab, die keine Sphire des eingesetzten Sphiirenbaumes als
Null- oder Polstellenfliiche enthalten?).

2.3.%) Voraussetzung: f ist in der komplexen Mannigfaltigkeit U regulir.
{ hat im Punkte P;¢ U die Ordnung m >1 und in allen anderen Punkten
von U eine Ordnung < 1. (Im Punkte P, besitzt f dann keine mehrfachen

Faktoren.) Wir verwenden die Bezeichnungen von 2.1. f wird als Verteilung ¢
aufgefal3t.

Behauptung: Folgendes ist unmoglich (fiihrt zum Widerspruch):
t5;f hat in einem Punkte P,¢ op, die Ordnung m.

t5,¢¥, f hat in einem Punkte P,¢ op, die Ordnung m.

tp, . . . t¥, f hat in einem Punkte Py, €op, die Ordnung m.
usw, fiir jedes k.

) Wie in 1.3. (10) werde P = P, gesetzt.

®) Den Beweis fiir ,,auf"* kann man so fiihren: Es geniigt einen einfachen g-ProzeB
zu betrachten, =* M = M p, und zu zeigen, daB es zu jeder reguliren Cousinverteilung C**,
die in einer Umgebung U C t-* M von op definiert ist, eine regulire Verteilung C gibt,
die in der Umgebung ¢t U C M von P definiert ist und fiir die C%* = t** 0, Vermige ¢
bildet sich C** ab auf eine Cousinverteilung C, die in £ U — P definiert und dort; regulir
ist. Wie leicht aus bekannten Sétzen ([2], S. 49) zu folgern ist, 148t C sich regular in P
fortsetzen. C ist also in ganz t U definiert und regulir, und es ist §%* O = O%*%,

°) In diesem Abschnitt handelt es sich um eine genaue Ubertragung der Uberlegungen
von Juxa ([9], S. 313—314) in unsere Bezeichnungsweise.
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Beweis (Herleitung des Widerspruchs): Wegen 2.1. (4) hat f in bezug auf

geeignete lokale Koordinaten 2, z, mit P, = (0,0) die Entwicklung:

=20+ Bmsa (@, 29) + -+
f und 8f/22, sind teilerfremd, da f keine mehrfachen Faktoren enthiilt. Es
gibt also lokale regulire Funktionen A, A, von z,,2,, so daB (%)} A, f + h,8f/ 02
= hy, wo k; eine reguldre Funktion von z, allein ist, die nicht identisch Null
ist und fiir 2, = 0 eine r-fache Nullstelle habe.

Die Entwicklung von ¢3! f in P,€op, beginnt mit der m. Potenz eines Li.
nearfaktors, P, hat auf op, die homogenen Koordinaten z; = 0, z, = 1.

Die Entwicklung von ¢F} ... t5; f in Py, € 0 beginnt mit der m-ten Potenz
eines Linearfaktors. Py, ist nicht der Schnittpunkt von ¢p, 0p, , und op,-
Dem Sphirenbaum (tp, .. .tp,)"* P, ist daher der folgende (Strecken)-Baum
zugeordnet: [vgl. 1.3 (11)]

ob, op, ob, ob,_, 0F,
Ordnet man auch noch der Fliche 2, == 0 einen Eckpunkt zu, dann kommt zu
diesem Baum ein weiterer Eckpunkt hinzu, der nur mit dem ¢}, zugeordneten
Eckpunkt zu verbinden ist. Es folgt:

a) tp, . . . tp, hy hat op, als r-fache Nullstellenfliche.

b) t}, .. .th, f hat op, als km-fache Nullstellenfliche.

c)th, ...th, 0f|/02 hat op, mindestens als k(m — 1)-fache Nullstellen-
fliche, wie eine leichte Rechnung zeigt?).

Aus (x),a), b), ¢) erhiilt man dann den erwiinschten Widerspruch,da » < k(m —1)
fiir geniigend grofles k.

2.4. Voraussetzung wie in 2.3.

Behauptung: Man kann in P, einen Sphirenbaum ¢ 1(P;) einsetzen, so
daB gils:

t** f hat in jedem Punkte von t~! M eine Ordnung < 1.

Beweis: Wir definieren induktiv eine Folge von Mannigfaltigkeiten ‘M
{t=1,2,...), die alle durch Einsetzen eines Sphérenbaumes ¢ {P;) in P,
entstehen. M = ;1 M. M= Mp,, t, = tp,, 'N,, ..., N, seien diejenigen
Punkte von ‘M, in denen £* f eine Ordnung > 1 hat. Wegen 2.1. (1) liegen
sie alle auf dem Sphérenbaum #;1(P). ¢+ 1M entsteht aus ‘M durch Einsetzen
der Sphiren (Anwendung des einfachen ¢-Prozesses) in Ny, ..., N, . +1M
geht also durch mehrfachen ¢-Proze in P aus M hervor. Die zugehorige Ab-
bildung von ** 1M auf M wird mit ¢;__, bezeichnet. Wegen 2.1. (3) nehmen die
Ordnungen der Verteilungen }* f nicht zu. Wendet man 2.3. auf die Mannig-
faltigkeiten ‘M an, dann sieht man, daf die Ordnungen abnehmen. Es gilt
daher: Die Folge der ‘M bricht ab, d. h. es gibt einen Index k derart, daB
t¥*f in XM iiberall eine Ordnung < 1 hat. Damit ist der Beweis gefiihrt.

2.6. Wir setzen die Uberlegungen von 2.4. fort. Die regulire Funktion t*f
hat als Nullstellenflichen die von t** f und die Sphéiren des Sphirenbaumes
t-1(P), die mit den entsprechenden Vielfachheiten zu versehen sind [vgl.
2.2. (1)]. Es folgt:
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Zu jedem Punkte @ von ¢~ M gibt es lokale Koordinaten u, » mit ¢ = (0,0),
so daB in einer Umgebung von @ gilt: [~ fiir Aquivalenz in bezug auf Division;
beachte 1.3. (11)). t*f~w v’ (u+av + Py, v) + - ¥, 720,582 0, k= 0 oder
k=1, u= 0(bzw.v = 0)stellt, wenn » > 0 (bzw. s > 0), eine der Sphiren dar.
(#+av+ Py(u,v) + - ) stellt ¢¥* f dar. Wir setzen in @, falls k= 1 und
r >0, die Sphire g, ein (einfacher g-Prozefi), gehen also iiber zur Mannig-
faltigkeit ig' ¢~* M. Es ist dann im u', v'-(bzw. u"', v"')-Koordinatensystem:

1 it f~ur el (1 av' + o Rl o)+ 1)
@ Werf~umor et g 4w/ 4 o Ry, 1) + - o)

Ist @ =0, so sei a,v? die niedrigste Potenz von v, die in w + B, (u, v) vor-
kommt. (a, = 0). Eine solche Potenz gibt es, da « + PR, (%, v) 4+ - - - nicht »
als Faktor enthalten kann. « = 0 stellt eine der Sphiren dar!

In v’ + o' PBp(w', 1) + - - - kommt dann die Potenz a,v"¢—? vor. Man
setzt jetzt in dem Punkte mit «''= ¢''= 0 die Sphére ein und kommt durch
Wiederholung dieses Verfahrens schlieBlich zu einer Situation (1) mit a == 0.
Damit ist folgendes bewiesen:

2.6. Voraussetzung: f ist in der komplexen Mannigfaltigkeit U regulir,
f hat im Punkte P ¢ U die Ordnung m > 1 und in allen anderen Punkten eine
Ordnung < 1. In P besitzt f keine mehrfachen Faktoren.

Behauptung: Man kann in P einen Sphirenbaum {~1(P) so einsetzen, daB
gilt:

Fir jeden Punkt @ von £ U gibt es ein lokales Koordinatensystem u, v
mit den folgenden Eigenschaften a}, b), ¢).

a) @ = (0,0),

b)t*f~u v (r=0,8=0),

¢) Wenn @ ¢ t-1(P), dann liegt genan einer der drei folgenden Fille vor:

1. @ liegt auf zwei Sphiren von t-}(P). Es ist t*f ~ o’ ¢* mit » >0 und
8 > 0. Die beiden Sphiren werden in der Umgebung von @ durch % = 0 und
v = gegeben.

2. @ liegt auf genau einer Sphéire und ist nicht Nullstelle von t**f. Es ist
i*f ~ w" mit r > 0. Die Sphire wird dureh u = 0 gegeben.

3. @ liegt auf genau einer Sphire und ist Nullstelle von ¢**f. Es ist t*f ~
~uw'v (r > 0) und t**f ~ v. Die Sphire wird durch » = 0 gegeben.

2.7. Voraussetzung: g ist in der komplexen Mannigfaltigkeit U meromorph
und verschwindet nicht identisch. P ¢ U. In jedem Punkte Q@ ¢ U, @ 5 P,
ist g ~ o* (¢ ganze Zahl) in bezug auf ein geeignetes lokales Koordinatensystem
mit Q = (0,0).

Behauptung: Man kann in P einen Sphirenbaum ¢-1(P) einsetzen, so daB
gilt.:

In jedem Punkte @ von -1 U ist t*g ~ w v (r, s ganz) in bezug auf ge-
eignete lokale Koordinaten mit @ = (0,0). Ist g regulir in U, so sind fiir jeden
Punkt @ die Exponenten r, s = 0.
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Beweis: In einer Umgebung V von P hat ¢ folgende Darstellung:
g~ 1% ... fulf; regulir in ¥ und irreduzibel in P; f;, f; teilerfremd in P fiir
i 4= j; 8; ganze Zahl).

Wir wenden den Satz 2.6. auf die in ¥ definierte regulire Funktion f = f; ... f;
an. Den zu f nach 2.6. gehorigen Sphirenbaum setzen wir in P ein und be-
weisen unsere Behauptung fiir die so entstehende Mannigfaltigkeit 12 3. Es
geniigt, Punkte ¢ € ¢-1(P), die unter Punkt 3 in 2.6. fallen, zu betrachten.
Esist t**f ~ 9. Dahergilb fiirgensueint (1 S i< ) ¥, ~vund fiirj ¢
(A=Kjsh) v, ~ L

Es folgt t**g ~ v"% und t*g ~ u* v’ (k ganz), da u = 0 eine Sphire darstellt
und t*g — {**¢ nur Sphiren des Sphirenbanmes als Null- oder Polstellen-
flichen hat.

2.8. Hilfssatz: R sei der gewehnliche 2z, z,-Raum. Wir betrachten die
Funktion f = 27 22 (r, s ganze Zahlen) und behaupten: Man kann im Punkte
P, = (0,0) einen Sphirenbaum ¢~ (P;) einsetzen, derart, daf ¢*f in -1 R keine
Unbestimmtheitsstelle hat und daB fir jeden Punkt @ ¢4 R in bezug auf
lokale Koordinaten u, v mit ¢ = (0,0) gilt:

t*f ~ u% o wobei die ganzen Zahlen a, b beide = 0 oder beide < 0 sind.

Beweis: Fir r, 8 =z 0 und r, 8 < 0 ist die Behauptung trivial. Es geniigt,
die Behauptung zu beweisen fiir f= 2%/2% (r, s beide positiv und »=s). Wir
charakterisieren eine solche Unbestimmtheitsstelle durch Angabe des Zahlen-
paars 7, 8. In P, werde die Sphére op, eingesetzt. op, wird (r — s)-fache Null-
stellenfliche von t$, f. Ist » = s, so ist die Behauptung bereits bewiesen. Ist
r > 8, 80 gibt es in Rp, genau eine Unbestimmtheitsstelle P,, nimlich den
Schnittpunkt von op, und 25 = 0. Zu P, gehirt das Zahlenpaar (r — s, s).
Ist r—s8>s, so gibt es in Rp p, genau eine Unbestimmtheitsstelle P;:
{r—2s,¢). Ist r — s=s, so ist die Behauptung bewiesen. Ist r — s < s, s0
gibt es in Rp p, genan eine Unbestimmtheitsstelle Py {r — 3,8 — (r—s}}....
Es wird nun fortlaufend in die jeweils einzige Unbestimmtheitsstelle Py in
Bp, ... Py, die Sphire op, eingesetzt. Man sieht, dafl die Zshlenpaare, die
die Unbestimmtheitsstellen charakterisieren, sich dem euklidischen Algorith-
mus fiir das Paar 7, ¢ entsprechend verhalten. Es gibt also ein %, so daf} zur
Unbestimmtheitsstelle P, in Mp . Py, ein Zshlenpaar {(gs,s’) gehért.
Nach g weiteren Einsetzungen von Sphéren in die jeweils einzige Unbestimmt-
heitsstelle gelangt man zu einer Mannigfaltigkeit -1 R, in der i*f keine Un-
bestimmtheitsstelle hat.

2.9. C sei eine Cousinverfeilung in der komplexen Mannigfaltigkeit M
(vgl. 1.1.). Wir nennen einen Punkt P ¢ M gewthulichen Punkt von €, wenn
es lokale Koordinaten u, v mit P = (0, 0) gibt, fiir die fp ~ v* mit ganzem s.
Ein (nicht gewéhnlicher) Punkt @ heiBit Doppelpunkt von C, wenn fy ~ u®v®
{a,b ganz und beide = 0; u, v geeignete Koordinaten mit @ = (0,0)). Ein
Doppelpunkt heifit bestimmter Doppelpunkt, wenn «, b beide positiv oder
beide negativ sind. Jeder andere Doppelpunkt € ist Unbestimmtheitsstelle
von fg und heifit unbestimmter Doppelpunkt. Die nicht gewthnlichen Punkte
liegen bekanntlich isoliert. Es gibt daher nur abzihlbar viele nicht gewthn-
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liche Punkte. Wir konnen nun den folgenden Hauptsatz beweisen, der die
vorbereitenden lokalen Sitze dieses Paragraphen zusammenfaft.

Voraussetzung: C' ist eine Cousinverteilung in der komplexen Mannig-
faltigkeit M. P; sind die (abzdhlbar vielen) isoliert liegenden, nicht gewohn-
lichen Punkte von M, die keine bestimmten Doppelpunkte sind.

Behauptung: Man kann in die isoliert liegenden Punkte P; Sphirenbiume K
einsetzen, derart, daf3 fir die dadurch entstehende komplexe Mannigfaltighkett
1M [vgl. 1.3. (12)] folgendes gilt:

t*C hat in 2 M nur gewdhknliche Punkte und bestimmie Doppelpunkte.
Es sei K die Vereinigung aller ,X. t bildet M — K eineindeutig und ana-
lytisch auf M — {P;} ab. ({P;} bedeutet die Menge aller Punkte P;). Die Ver-
teilungen t* C und C gehen dabei ineinander iiber. Identifiziert man M — K
und M — {P;} vermoge ¢, dann kann man also sagen: *C und ¢ stimnien
auBlerhalb der eingesetzten Sphirenbiiume iiberein.

Der Beweis ergibt sich durch Anwendung von 2.7. auf paarweise fremde
Umgebungen U, der P;, die aufler P; keinen nicht gewShnlichen Punkt ent-
halten. Man setzt also nach 2.7. in jedes P;, das kein Doppelpunkt ist, einen
Sphérenbaum ein und gelangt zu einer Mannigfaltigkeit {72 M, in der #C
nur gewohnliche Punkte und Doppelpunkte hat. In die unbestimmten Doppel-
punkte von #f C setzt man nach 2.8. Sphirenbdume ein und gelangt so zu einer
Mannigfaltigkeit t-*M = t;*¢7* M, in der t*C nur gewéhnliche Punkte und
bestimmte Doppelpunkte hat.

§ 3. Konstruktion der Rizmanyschen Mannigfaltigkeit M (f)
einer algebroiden Funktion f.

3.1. Wir wollen in diesem Abschnitt einige Definitionen und Sitze iiber
,.algebroide’’ Funktionen zusammenstellen. M sei eine komplexe Mannig-
faltigkeit. Ein beschrinkies algebroides Funktionselement mit dem Grundpunkt
P von M wird definiert durch ein irreduzibles ausgezeichnetes Pseudopolynom
7 mit der Spitze P (vgl. [2], S. 57).

® = (w— W) + ay(w—w) "I+ ar (r>0).

Die a; sind in P regulire Funktionen, die in P verschwinden. Die Diskrimi-
nante D, dieses Polynoms (aufgefafit als Polynom in (w — w,)) ist nicht iden-
tisch 0. D,(P)= 0 genau dann, wenn » >1. Durch m= 0 werden lokale
mehrdeutige Funktionen w,, ..., w, definiert, die sich auflerhalb von D =0
reguldr verhalten und von denen je zwei durch analytische Fortsetzung aus-
einander hervorgehen.

(2) Ein algebroides Funktionselement mit dem Grundpunkt P wird definiert
durch ein beschriinktes algebroides Funktionselement (gegeben durch z) und
eine in P regulire Funktion g, die nicht identisch 0 ist. Durch dieses alge-
broide Funktionselement werden lokale mehrdeutige Funktionen w,= w,fg, .. .,
w, = w,/g gegeben, die sich auBerhalb von D_ = 0 meromorph verhalten und
von denen je zwei durch analytische Fortsetzung suseinander hervorgehen.
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(wy,...,w, sind die durch @ = 0 definierten Funktionen.) (x,g) und
(7', ¢’) definieren dasselbe algebroide Funktionselement, wenn die von ihnen
erzeugten lokalen mehrdeutigen Funktionen iibereinstimmen.

Algebroide Funktionen mit dem Grundpunkt P werden wir durch 4 p an-
deuten.

A p sei gegeben durch das Pseudopolynom 7 und die in P regulire Funktion
g. Es gibt eine Umgebung U von P, in der 7 und ¢ noch definiert gind. x be-
sitzt in jedem Punkte ¢ von U eine eindeutige Zerlegung in irreduzible Pseudo-
polynome mit der Spitze @. Mehrfache Faktoren treten nicht auf. Diese
Pseudopolynome und g reprisentieren algebroide Funktionselemente 14,), ..
34g(8<r). Wir sagen: 4p und ‘4, sind benachbart (vgl. [2], S. 16). In ib-
licher Weise kann jetzt die analytische Fortsetzung von 4, lings in M ver-
laufenden von P ausgehenden Wegen und die Verbindbarkeit zweier alge-
broider Funktionselemente definiert werden. Wir definieren (vgl. [2], 8. 16):

(3) Die Gesamtheit aller mit A4, verbindbaren algebroiden Funktions-
elemente heilt der Riemanwsche Bereich der durch Fortsetzung von Ap in M
erzeugten algebroiden Funktion f. Ein Riemanwscher Bereich ist in nahe-
liegender Weise als zusammenhiéngender Hausporrrscher Raum aufzufassen,
der einem Teil von M iiberlagert ist.

Die Uberlagerungsabbildung (4, -~ P) wollen wir mit ¢ bezeichnen.

{4) B sei der RiemaN~Nsche Bereich der algebroiden Funktion f. 4 p¢ B sei
gegeben durch x, g [vgl. (1), (2)]. Wir definieren in B eine eindeutige Funktion f
durch f (Adp) = wy/g(P). fist nur erklirt, wenn g (P) = 0.

(6) Ein Punkt (= algebroides Funktionselement Ap) des Riemanwnschen
Bereiches B heiBle uniformisierbar ([2], S. 14), wenn es eine Umgebung U
von Ap(dpec U C B), eine Umgebung U des Nullpunktes des komplexen
(t,, t,)-Raumes und eine topologische Abbildung x von U auf U gibt, so daB
y » eine analytische Abbildung von U auf y (U) ist.

t,, {5 heiflen ortsuniformisierende Parameter.

Jeder Punkt 4 p mit r == 1 [vgl. (1)] ist uniformisierbar.

{6) Ein Punkt 4p mit r > 1 heiBt Verzweigungspunkt. In ihm hingen r
,-Blidtter* des RiEManNschen Bereiches zusammen. Die durch P gehende zu
Ap gehorende Verzweigungsfliche ist in D, = 0 enthalten.

(7) Wenn D, in P einen gewohnlichen Punkt hat, d. h. wenn D in bezug
auf ein geeignetes lokales Koordinatensystem durch D, ~ u?(s > 0; vgl. 2.9.)
gegeben werden kann, so ist A, uniformisierbar ({4], S.3 und [10]. Ver-
zweigungsstelle 1. Art!). Aus (7) folgt:

{8) Die nicht-uniformisierbaren Verzweigungspunkte eines RizmaNNschen
Bereiches liegen isoliert.

{9) Satz: Die Menge aller uniformisierbaren Punkte eines RiEmaxNschen
Bereiches B ist eine komplexe Mannigfaltigkeit, deren komplexe Struktur
durch die ortsuniformisierenden Parameter gegeben wird.

Beweis: Es geniigt zu zeigen: Wenn durch die topologischen Abbildungen
x, 5%’ [vgl. (B)] zwei Systeme (I, &,), (t1, t2) von ortsuniformisierenden Para-
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metern des Punktes 4 ¢ B festgelegt werden, so ist die Abbildung »'-1 % in
einer Umgebung des Nullpunktes des £, t,-Raumes analytisch0). Diese Be-
hauptung folgt zundchst ohne weiteres fiir Punkte 4p mit r = 1, und unter
Verwendung hiervon ergibt sie sich fiir (uniformisierbare) Verzweigungspunkte
aus einem bekannten Satz iiber aufhebbare Singularitdten!?).

{10) Aus (4) ergibt sich dann wieder mit Hilfe des erwihnten Satzes iiber
aufhebbare Singularititen: In der komplexen Mannigfaltigkeit der uniformi-
sierbaren Punkte ist f eine meromorphe Funktion. (f 148t sich in die Punkte
mit g (P} = 0 meromorph fortsetzen.)

{11) Eine in einer komplexen Mannigfaltigkeit definierte meromorphe
Funktion ohne Unbestimmtheitsstellen ist eine Abbildung der Mannigfaltigkeit
in die Riemannsche Zahlenkugel 82 Die a-Stellenflichen schneiden sich nicht.
Wir wollen eine solche Funktion meromorph und bestimmi nennen.

(12) B sei der Rimmannsche Bereich einer algebroiden Funktion f, der einem
Teil einer komplexen Mannigfaltigkeit M tiberlagert ist. 1w sei die Uber-
lagerungsabbildung von B in M.

Definition: Eine komplexe Mannigfaltigkeit M heifit eine RIEMANNsche
Mannigfaltigkeit von f, wenn es eine stetige Abbildung ¢ von M auf B gibt, so
dafl folgendes gilt:

1. y t ist eine analytische Abbildung von M auf w{B) M.

—

2. Die Funktion f = f ¢ [siehe (4), (10), (11)] ist in # meromorph und be-
stimmt.

(f ist so definiert: fiir Q von M sei t(Q) = Apc B, dann ist f(Q) = f(4p)
= wp/g (P}).

3. B* gei die komplexe Mannigfaltigkeit, die aus B durch ,,Herausstechen‘
der isolierten nicht uniformisierbaren Punkte und der Unbestimmtheitsstellen
von f entsteht. [Beachte (10).]

Fiir jeden solchen Ausnahmepunkt Q(Q ¢ B, Q ¢ B*) ist ¢-1(g) Vereini-
gungsmenge S von endlich vielen kompakten irreduziblen analytischen
Flichen, die in M eingebettet sind.

4.t ist eine eineindeutige analytische Abbildung von M- {84} auf B*.
{Sq} bezeichnet dabei die Vereinigungsmenge aller Sy. M entsteht, anschau-
lich gesagt, aus B, indem man jeden Ausnahmepunkt  durch S, ersetzt.

Das Ziel dieses § 3 ist, zu beweisen, daf es zu jeder algebroiden Funktion f eine
Riemannsche Mannigfaltigheit gibt. Die Einsetzung von 8 in einem Ausnahme-
punkt @ wird, so wie das Einsetzen von Sphérenbiumen, ein rein lokaler Pro-
zefl sein. Die lokalen Uberlegungen werden in den nichsten Abschnitten
durchgefiihrt.

(13) Jeder Riemaxnsche Bereich im Sinne von (3) ist ein RimmAnnsches
Gebiet im Sinne von {1]. In [1] haben H. Benngr und K. StEmv fiir Rie-
ManNsche Gebiete f den Begriff ,,Modifikation von @ in einer abgeschlossenen

10} Man beachte: Aus ,,analytisch und eineindeutig® folgt ([3], 8. 179), daB die Funk-

tionaldeterminante stets von 0 verschieden ist.
1) Siehe [11], Kap. 3, § 5, 1 (8. 191) oder [3], 8. 173.
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Teilmenge N C G definiert. Wenn N speziell eine Menge von in ¢ isoliert
liegenden Punkten ist (R = {P;}; j durchliuft hochstens abziéhlbare Index-
menge), dann kann ,,Modifikation von G in M so definiert werden:

Das Riemannsche Gebiet *@ ist Modifikation von @ in 9%, wenn folgendes
gilt: Es gibt eine stetige Abbildung £ von *G auf (. ¢ ist analytischer Homéo-
morphismus von *G@ — t71(N) auf G —N. (In [1] werden *G@ — ¢ (N) und
G — R identifiziert.) Wir nennen *G' kompakte Modifikation von G in R = {P;},
wenn fiir jeden Punkt P; das Urbild ¢-1(2;) kompakt ist.

Aus [1], 5. (¢) folgt: Wenn die komplexe Mannigfaltigkeit M kompakte
Modifikation von G in %t = {P;} ist, dann ist fiir jeden Punkt P; das Urbild
t-1(P;) Vereinigungsmenge von endlich vielen in M liegenden irreduziblen
kompakten analytischen Flichen oder (Trivialfall) ein einzelner Punkt von M.
Wir kénnen nun die Definition (12) auch so fassen:

Die komplexe Mannigfaltigheit M heipt eine RiEMANNsche Mannigfaltigheit
von f, wenn M eine kompakie Modifikation des RiEMANNschen Bereiches B der
Funktion { in den nicht-uniformisierbaren Punkten von B und den Unbe-
stimmtheitsstellen von f ist und wenn die Funktion ft in ganz M meromorph
und bestimmt ist. (I ist die Modifikationsabbildung von M auf B 1)

Anmerkung: M sei eine komplexe Mannigfaltigkeit, P ein Punkt von M. H.
Hoer [8] hat bewiesen, dafl jede kompakte Modifikation M* von M in P durch
Einsetzen eines Sphirenbaumes in P aus M hervorgeht. [Beachte 1.3. (13).]

3.2. Wir wollen in diesem Abschnitt die nicht-uniformisierbaren Punkte
eines Riemannschen Bereiches B untersuchen. Es geniigt, beschrinkte alge-
broide Funktionselemente zu betrachten. Eshandelt sich um ein lokales Problem:
U sei eine Umgebung des Nullpunktes P = (0,0) des z,, z,-Raumes. Wir fassen
U als komplexe Mannigfaltigkeit auf. 4. sei ein beschrinktes algebroides
Funktionselement, gegeben durch ein Pseudopolynom z mit der Spitze P.

= (w— wyY +a(w— w4+ oa,.

U sei bereits so klein gewihlt, daB alle ¢; in U reguldr sind und daB die
Voraussetzung von 2.7 fiir g = D, erfiillt ist. Durch z= 0 wird in U eine
algebroide Funktion w= w (2, , 2,) definiert, deren Riemax~Nschen Bereich wir
B (A4 p) nennen wollen. wist in B(4p) — A p regulidr und in 4 p stetig [vgl. 3.1.
(9), (10)].

Aus 2.7. folgt: Man kann in P einen Sphirenbaum {~1(P) so einsetzen,
daB t*D, in t-3(M) nur gewohnliche Punkte und Doppelpunkte hat. In
t1() gilt nan folgendes: Durch #* 77 = (w — wy)" + (t*ay) (w— we) ~14--- +
+ t*a,= 0 wird in ¢-1(M) eine algebroide Funktion definiert, die mit t* w be-
zeichnet werde., Der RiEMannsche Bereich dieser Funktion ist (M) iber-
lagert. Wir nennen ihn t*B(A4p). In t* B(4p) ist t* w eine eindeutige Funk-
tion, die auf den Uberlagerungen der Sphiiren des eingesetzten Sphirenbaumes.
den Wert w, hat. ¢*D, ist Diskriminante von ¢*z. Hieraus folgt {vgl. 3.1. (7)]:

Die nicht-uniformisterbaren Verzweigungspunkte von t* B(4p), die einem
Punkte Q von ¢t-1(M) iiberlagert sind, haben in  zwei Verzweigungsflichen,
die sich in @ einfach schneiden (und in bezug auf ein geeignetes Koordinaten-
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system u, v mit @ = (0,0) durch %= 0 und »= 0 gegeben werden konnen).
Der Punkt @ ist Schnittpunkt zweier Sphiren von {~1(P) oder Schnittpunkt
einer Sphire mit t**D_ .

3.3. In dem Riemawnschen Bereich ¢* B (4 p) kommen nur nicht-uniformi-
sierbare Verzweigungspunkte von einem gewissen Typus vor, den wir lokal
so kennzeiehnen kénnen:

(1) In einer Umgebung des Nullpunktes des z,, 2;-Raumes, P= (0,0}, ist
ein beschrinktes algebroides Funktionselement gegeben, dessen Verzweignngs-
flichen z; = 0 und 2, = 0 sind.

{2) Definition: A p, Ay seien zwei algebroide Funktionselemente, die wir als
Punkte in zwei Riemannschen Bereichen B(A4p), B{A4y) auffassen konnen.
Ap, Ap besitzen Umgebungen U, U’ in B(A4p) bzw. B(dg), so daB U — 4p,
U’ — Ag komplexe Mannigfaltigkeiten sind, also von nicht-uniformisierbaren
Punkten frei sind. A4, 4; heiflen analytisch dquivalent, wenn es solche Um-
gebungen U, U’ und eine topologische Abbildung ¢ von U auf U’ gibt, die 4,
auf Ay abbildet und U — 4 p analytisch auf U’ — A4 abbildet.

Eine Abbildung mit diesen Eigenschaften heiBle analytischer Hombo-
morphismus von U aunf U'.

(3) Das algebroide Funktionselement 4, ,:w" —z 2}~ 1 (1<qg<n;n,q
teilerfremd) ist vom Typus (1). Die zugehérige algebroide Funktion (z, 27— 2)/»
betrachten wir im (offenen) z,, z,-Raum, sie erzeugt eine n-blittrige Uber-
lagerung B (n, ¢). Im Punkte 4, ,€ B (n, q) hingen alle n Blitter zusammen.
Ay, 4 ist nicht uniformisierbar. Dies kann man auf verschiedene Weise ein-
sehen.

a) In [1], S. 4, wird bewiesen, dall 4, ; nicht uniformisierbar ist. Dieser
Beweis lafit sich auch fiir 4, , durchfiihren.

b) Der Rand einer geeigneten Umgebung von 4, , in B(n, g) ist der Linsen-
raum L {(n, q). (L{n, q¢) = Diskontinuititsbereich der Drehgruppe
1= e2mivain g )= e27ir/n g, Q< v <m,aufder §3: 42+ |¢2=1).

L(n, q) ist nicht vom Homologietyp der 3-Sphire. A4, , besitzt daher kein
4-dimensionales Element als Umgebung.

c) Vgl. 3.4. (14).

(4) Jeder Verzweigungspunkt vom Typ (1) ist uniformisierbar oder einem
algebroiden Funktionselement 4, , analytisch dquivalent.

Der Beweis ergibt sich aus [9], 8. 295300,

3.4. Wir untersuchen in diesem Abschnitt das algebroide Funktionselement
4, ,und den RieMaxxschen Bereich B(n, q). Wir werden eine RIEMANNsche
Mannigfaltigkeit [vgl. 3. 1.(12)] von (2, 2%~ 9)/» konstruieren. Wir werden dabei
das folgende Prinzip verwenden:

N,, N, seien topologische Mannigfaltigkeiten. U, sei eine offene Menge
von N,, U, eine offene Menge von N, und ¢ eine topologische Abbildung von
Uyauf U,.

Wir identifizieren zwei Punkte P; von N, und P, von N,, wenn Py = ¢(P,).

Durch diese Identifizierung entsteht ein topologischer Raum, aber im all-
gemeinen kein Hausporwescher Raum, da das Trennungsaxiom ,zwei
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verschiedene Punkte besitzen punktfremde Umgebungen’ nicht erfiillt zu
gein braucht. Damit ein Hauvusporrrscher Raum entsteht, dieser ist dann
eine topologische Mannigfaltigkeit, ist notwendig und hinreichend:

(1) Wenn @), irgendein Randpunkt von U, ist (¢, € ¥,) und wenn ¢, irgend-
ein Randpunkt von U, ist (@,€ N,), so gibt es eine Umgebung ¥V, von @, und
eine Umgebung ¥, von @, (V, CN;, V, CN,), so dafi V;, V, keine zu identifi-
zierenden Punkte enthalten. —

(2) Sind N,, N, komplexe Mannigfaltigkeiten (gleicher Dimension) und
ist @ eine analytische Abbildung von U, aunf U,, so ist, wenn die Bedingung (1)
erfiillt ist, die durch Identifizierung entstehende Mannigfaltigkeit eine kom-
plexe Mannigfaltigkeit, auf der sich sowohl die zulissigen Koordinaten von N,
als auch die von N, als lokale zulissige Koordinaten verwenden lassen.

Wir kommen nun zur Untersuchung von 4, , [vgl. 3.3.(3)]. Wir be-
trachten einen etwas abgewandelten Euklidischen Algorithmus fir das Zahlen-

paar n, g.
Wir setzen A, == n, 4; = ¢.
bo =b A — Ay, 0= Ay < Ay, 1<b,
Ay =by Ay — Ay, 0 A< iy, 1<b,,

Doy = by s — Ayrgs  Assr =04 =1, 1<b,.

Die Zahlen 4, (0 < k< s+ 1) konnen mit Hilfe der b, induktiv berechnet
werden :

3) hy=mn, A=¢q, =0l 31— s
Wir definieren induktiv Zahlen gy durch:
po=0, m=1, pp="0r_ypr_1— s
und Zahlen v; durch:
'V():l: 3’1:1 'Vk:bk._l’)?k_l—’vk_z.

Man beweist induktiv:

@ M +(n—q) g =n v
(5) M Moy — Apar bk =N
(6 Bre1 Ve — Mg Yooy = 1.
Es gilt ferner:
0 o =0, O<pp <phiyr, Hssr =17 0<ks<s),

O< ¥ S V%4ys Pos1=n—¢ Osk=s).

Wir betrachten nun s -+~ 1 Exemplare des (offenen) komplexen u, v Raumes:
R,, ..., R,. Die Koordinaten in R; sollen mit u; , v; bezeichnet werden.

Wir nehmen aus dem R; die analytische Ebene #; = 0 heraus und erhalten
eine komplexe Mannigfaltigkeit, die wir B}, nennen. Nehmen wir die analyti-
sche Ebene vy = 0 heraus, so erhalten wir eine komplexe Mannigfaltigkeit B},
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(8) Die Gleichungen
uk::uk_lb"'vk_l (lgkgs)
v = juz_,

stellen eine analytische und topologische Abbildung ¢y, von Ry auf R}’ dar.
Wir identifizieren durch g, aufeinander bezogene Punkte von Rj_, und R} .
Die Bedingung (1) ist erfiillt. Es entsteht eine komplexe Mannigfaltigkeit.
Ausgehend von R, und R, konstruieren wir so eine Mannigfaltigkeit R,,.
R, kann als offene Menge von R, aufgefafit werden. Durch Identifizierung
von Rimit R’;, vermittelt durch die Abbildung ¢, , erhalten wir aus Ry, und R,
eine komplexe Mannigfaltigkeit Ry,. Die Bedingung (1) war nimlich wieder
erfiullt. Wir gelangen durch Wiederholung dieses Verfahrens schlieBlich zu
einer Mannigfaltigkeit Ry, . ;, die wir R(n, ¢) nennen wollen. R(n,q) ist
mit s + 1 zuléssigen Koordinatensystemen u;,, v, 0 < k < s, iiberdeckt,.

(8) ist als Koordinatentransformation in R (n, ¢) aufzufassen. In R (n, q)
sind s kompakte analytische Flichen g,,...,0, vom Geschlecht 0" (d. h.
Sphéren) singularitdtenfrei eingebettet:

(9) o1, wird im k-ten Koordinatensystem durch u; = 0 gegeben und vy ist
laufende inhomogene Koordinate auf o, im (£ — 1). Koordinatensystem wird oy,
durch v, _; = 0 gegeben und u;_, ist laufende Koordinate auf gy, (1 < k < 3).

(10) Z=u
Durch {2z, = uikv,*+1  wird eine Abbildung ¥ von R (n, ¢) in B (n, q)

w — yky'k+  definiert.
k k

a i
k p'k+1
v Yk

Beweis: Zu zeigen ist erstens, dafl w" = z; 2" 17 identisch in uy, vy erfiillt ist.
Das folgt aus (4). Zweitens ist zu zeigen, dal der Bildpunkt (z,, z,, w) in B(n, ¢)
nicht von dem speziell gewihiten Koordinatensystem von R (n, g) abhingt.
Dies beweist man mit Hilfe von (3) und (8).

(11) y bildet alle Flichen o, auf (2, = 0, 2z, = 0, w= 0) ab, d. h. auf den
Punkt 4,, , von B(n, g). [Man beachte (7), (9).] Man zeigt ferner ohne Schwie-
rigkeit:

(12) y bildet R(n, g) — (0y\v 0\ . . .\U0,) topologisch und analytisch auf
B(n,q)— 4,,,ab.

Aus (10) bis (12) erhilt man: R (n, ¢) ist eine Riemaxxsche Mannigfaltig.
keit von (2,22 —9)Y/" im Sinne von 3.1 (12).

(13) Die Fliichen oy, 0,4 (0 < k< 8) schneiden sich in genau einem Punkte,
némlich in dem Punkte %, = v, = 0, einfach (Schnittzahl 1). Die Flichen oy,
oy (¢ < k) schneiden sich nicht, wenn sie nicht aufeinander folgen, d. h. wenn
k—i1.

2 (14) Die Fliche o} reprisentiert eine (ganzzahlige) Homologieklasse G; von
(n, q).

Es ist 5, 0 6 = — bg. (o bedeutet Schnittzahl.)

Beweis: Die analytische Fliche u,= 0 bezeichnen wir mit o, und v,=0
mit ¢, ;. 2, 148t sich als reguliire Funktion in B (n, ¢) auffassen, die oy, als ;-
fache Nullstellenfliche hat und keine weiteren Nullstellen hat (0 < k< s + 1.)

Mathematische Annalen. 126. 2
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Die Schnittzahl der Homologieklasse 6 mit dem Nullstellengebilde
AgOg+ Aoy + oo+ A0y + Aypq O5yq VON 2; ist 0.12)

Es folgt aus (13): Apoq + Aeldr oo + lk+1 ==

Aus (3) folgt dann die Behauptung.

Ay, ist nicht uniformisierbar., Wire A, , ndmlich uniformisierbar, dann
miite nach H. Hopr [vgl. 3.1. (13), Anmerkung] o;\U: - -\U0o, ein Sphiiren-
baum sein, der einem mehrfachen g-ProzeB entspricht. Das ist unméglich,
da alle Selbstschnittzahlen der ¢; < — 1 sind?3),

(15) Aus dem Euklidischen Algorithmus folgt fiir n/g die Darstellung als
Kettenbruch:

mg=b -y

(Vgl. zu diesem Abschnitt [9], 8. 303. Ich weiBl nicht, ob der hier besprochene
Euklidische Algorithmus in der algebraischen Geometrie bekannt ist.)

(16) Voraussetzungen: R ist eine R1EMaNNsche Mannigfaltigkeit der Funktion
(7 22— Un (= kompakte Modifikation von B{n,g) in An 4)- Die Modifikations-
Abbﬂdung von R auf B(n, q) wird mit  bezeichnet. U, U sind Umgebungen
von 4, ,in B(n, q) und ypist ein analytischer Homéomorphismus von U auf U.
(9 (dp, ) = Ap,4). y bezeichnet wie in (10) die Modifikations-Abbildung von
R(n, q) auf B(n, q).

Behauptung: Der analytische Homéomorphismus 1y t von

10— £~‘1(A.n g auf y 1 U — y1(4, )

lifit; sich zu einer analytischen Abbildung % von 10U auf vy~ U erweitern.
-1 U entsteht aus y~1 U durch Einsetzen von Spha,renbaumen P (P;) in
(endlich vielen) Punkten P; von y~1(4, ,) = o;U. . [Beachte 1.3. (13}.]
Es gilt also: Jede kompakte Modifikation von B(n, q) in Ay, ¢ kann aus R, ,
durch Einsetzen von Sphdrenbiumen erhalten werden.

Beweis: z,, 2y, w sind regulare Funktlonen in p71U. 2,25, w lassen sich
daher als reguliire Funktionen in t-1 U — ¢- 1(4,,,) auffassen, die auf 14 nq)
noch stetig sind und dort den Wert 0 haben. t“l(An, o) ist Vereinigungsmenge
von analytischen Flichen.

Aus dem bekannten Satz iiber aufhebbare Singularititen!!) folgt: z,, 2, w
sind in ¢-1U regulir. — Die Koordinaten uy, v, von R (n, q) [vgl. (8)] kdnnen
als in ganz R (n, ¢) definierte meromorphe Funktionen aufgefaBt werdenlt);
dort wo u;, v; Koordinaten sind, sind die Funktionen wu; , v; regulir.

., v (0 < k < ) konnen also auch als meromorphe Funktionen in ¢! I
aufgefat werden, Die Funktionen w;, v; haben in 117 endlich viele Unbe-
stimmtheitsstellen, die alle auf F‘l(AM) liegen. In die endlich vielen Unbec-

1) Vgl. 1.4. (1).

%) Jeder nicht trivisle [1.3. (13)] Sphirenbaum enthilt Sphéren mit der Selbstschnitt-

zahl — 1, Vgl 1.4, (2).
1) Das ergibt sich aus (10) wegen (8) u, ., vy— 157, = 1.
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stimmtheitsstellen Q; aller Funktionen uy, v; (0 < k < 8) setzen wir Sphiren.-
baume ¢} () so ein, daB in der entstehenden Mannigfaltigkeit ;1 10 alle
ug , v; keine Unbestimmmtheitsstellen haben. Es ergibt gich dann leicht: Fir
jeden Punkt P von ¢! 177 sind fiir wenigstens ein k die Funktionen u;, v
reguldr. Ordnet man P jetzt denjenigen Punkt von ! U zu, der im k-ten
Koordinatensystem die Koordmaten uk(P}, v(P) hat, dann erhilt man eine
analytische Abbildung y, von 1 117 auf y~1U, die o FU — 171 1 (A, ]
eineindeutig auf y=1U — o~ I(Aﬂ o) abbildet und dort mit y7 1y tt, iiberein.
stimmt. Nach H. Hoer [vgl. 3.1. (13), Anmerkung] geht 7% #* U aus y iU
durch Eingetzen von Spharenbaumen zp;*l(A ) in endlich vielen Punkten 4;
von p~1{4,,)ans y~1 U hervor. 10 entsteht also aus y U, indem man
in endlich vielen Punkten 4; von y~1(4,,,) Sphirenbdume y;1(4;) einsetzt
und indem man dann die Sphirenbiume ¢;71(Q;) aus w1 ~1U herausnimmt:

U =yl U

Die analytischen Fléchen gy,..., 0, von » 1U haben Selbstschnittzahlen
<~ 1. FaBt man g,,...,0, als Flichen in y 9~ U auf, dann wird ihre
Selbstschnittzahl noch kleiner?%). Die ,zuletzt eingesetzten Sphiren eines
Sphérenbaumes (das sind solche, die durch einen inversen einfachen ¢-Proze8
wieder herausgenommen werden kiénnen) lassen sich dadurch charakterisieren,
daBl ihre Selbstschnittzahl — 1 ist, Eine ,,zuletzt eingesetzte’* Sphiire eines
Baumes #71(Q;) ist daher stets eine ,zuletzt eingesetzte” Sphire eines
Baumes y;1(4,), da sie mit keiner der Flichen gy, ..., s, zusammenfallen
kann. Nlmmt man nun die , zuletzt eingesetzten Sphiren der Biume #71((Q;)
aus #71 10 = y; 1y 1 U heraus, dann erhilt man eine Ma,nmgfaltzgkelt
i1 t*l U= wyly 1 U, die aus 17 und aus y~* U durch Einsetzen von
Biumen ¢;1(Q) bzw. y;1(4,) in Punkten @; bzw. 4, von +1(A,, o) bzw.

y~1(d,,,) entsteht. Aus dieser M&nmgfaltlgkelt nimmt mem die ,,zuletzt ein-
gesetzten Sphiren der Biéume #;2(Q;) heraus und erhédlt durch wiederholte
Anwendung dieses Verfahrens schlieﬁlich

1}7?‘1 U= y~tU.

(17) Voraussetzungen: U ist eine Umgebung von 4, , in B(n,q) und U’
eine Umgebung von A4, » in B{n’, ¢'). y, y* bezeichnen die Modifikations.
Abbildungen von R(n, g) auf B(n, ¢) und von R(n’, ¢') auf B(n’, ¢') [vgl. (10)].
y ist ein analytischer Hom6omorphismus von U auf U’;

y’ (.A.”’q) = An’,qh

Behauptung: 1) Der analytische Homd&omorphismus y'~1y y von y-1U
— vy 4, ) auf y "1 U — 9'~1{A4, ) 148t sich zu einem analytischen Homdo-
morphismus P von ¢ 1 U auf y'~1 U’ erweitern.
2} n= 2" und (g = ¢ oder g¢’ =1 (mod n)).
1B) Vgl 1.4,
2*
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Beweis: y~(4,, ist nach (8)—(14) Vereinigungsmenge von Sphiren
Ogsev e 0,
Y HAng = o3\, . 0.
Entsprechend Y U Aw,g) =01 U.. Vo

Die Sphiren o;, o haben Selbstschnittzahlen b;, bi, die alle < — 1 sind. Daraus
folgt mit Hilfe von (16) sofort der 1. Teil der Behauptung??). — Der analytische
Homdomorphismus ¢ bildet oy .. . vasauf gl .. . Uay ab. Esist also s= s’
Aus (13) bis (15) folgt weiter:
by=1"51, by="5b3,..., by=1b;
oder
by=1b;, by=1"by_q,..., by=0bi.
Im ersten Falle ist wegen (15) n = »' und g = ¢'.
Im zweiten Falle ist
njg= b — f»bj:ﬂ—i—w»— und #n'/¢’ = b, — heie 1
b b,
Es folgt n = #’, aus (3) erhilt man ¢'= p,und aus (4) fiir k = ¢ : g¢'= 1 (mod =),

(18) Es ist leicht zu sehen, daf 4, , und 4, , analytisch dquivalent sind,
wenn ¢q¢’ = 1 (mod n). Aus (17) erhilt man also:

Ay, und 4, p sind in den folgenden Fillen und nur in diesen Fillen ana-
lytisch #quivalent:

IYn=n" und g=¢ 2) n=n" und g¢'=1 (mod n).

3.5. Wir kommen nun zur Konstruktion einer RiEmManxschen Mannig-
faltigkeit [3.1. (12)] einer algebroiden Funktion f.

(1) f sei eine algebroide Funktion in der komplexen Mannigfaltigkeit M,
die sich auf allen Wegen algebroid fortsetzen 1lafit. B{(f) sei der Rimmannsche
Bereich von f. In die nicht-gewshnlichen Punkte P; der Verzweigungsfliche
W von [ in M werden Sphirenbiume ¢~1(P;) so eingesetzt, dafl in ¢~ M die
Fliche #* W nur noch gewdhnliche Punkte und Doppelpunkte hat. (Anwen-
dung von 2.9. auf die regulire Cousinverteilung W.) 1M werde , minimal‘*
gewihlt, das soll heilen: Jede Mannigfaltigkeit ¢'~1.M (Einsetzen von Sphiren-
baumen &' ~1(P;)), in der ¢'* W nur gewohnliche Punkte und Doppelpunkte hat,
geht aus ¢-1 M durch Einsetzen von Sphirenbsumen hervor. Man erhilt die
minimale Mannigfaltigkeit ¢~ }, wenn man ,unnétiges” Einsetzen von
Sphiiren vermeidet und also so vorgeht:

Man setzt in die nicht-gewShnlichen Punkte von W, die keine Doppel-
punkte sind, die Sphiire ein (einfacher o-ProzeB) und erhilt eine Mannig-
faltigkeit 71 M. In die nicht-gewthnlichen Punkte von ¢} W, die keine Doppel-
punkte sind, setzt man die Sphire ein und erhiilt eine Mannigfaltigkeit ¢ 167 M
usw, Nach endlich vielen (k) Schritten hat ¢f ... #{W in &% .. ¢7* M nur
noch gewdhnliche Punkte und Doppelpunkte,

t-1 M = tzL. .. 171 M ist die minimale Mannigfaltigkeit.

(2) f 1aBt sich als algebroide Funktion ¢* f in ¢! M auffassen (vgl. 3.2.).
Der Riemannsche Bereich von #* f ist -1 M iberlagert und werde mit t* B (f)
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hezeichnet. Jeder nicht-uniformisierbare Punkt 4; von ¢* B(f) ist vom Typus
3.3.(1) und einem algebroiden Funktionselement A, ¢, analytisch dquiva-
lent€}, In jeden solchen nicht-uniformisierbaren Punkt 4;¢ t* B(f) wird nach
3.4. (11), (12) eine Vereinigungsmenge o' U.. .Uo;'i von Sphéren eingesetzt.

Das Einsetzen von ¢} U...Ue! ist so zu beschreiben: Es gibt eine Umgebung

K3
V; von A4; in * B(f), eine Umgebung U, von A,%, 5 in B{n,, ¢;) und einen ana-
lytischen Homoomorphismus »x; von ¥; auf U; mit »;(4;) = A,,i, g Die Um-
gebungen V; der Punkte 4; kénnen so gewihlt werden, daB sie paarweise
punktfremd sind. y; bezeichne die Modifikations-Abbildung von R (n;, g;) auf
Bn;, ¢;) [vel. 3.3 (10)].

y7lx; ist ein analytischer Homdéomorphismus von V; — 4; auf
7,‘,1 U— (O"-'IU. . .\JO’ii).

Wir betrachten nun die komplexe Mannigfaltigkeit t* B(f) — {4,} und die
Mannigfaltigkeiten y;71U; (fiir alle ¢; diese Mannigfaltigkeiten sind als punkt-
fremd anzusehen!) und identifizieren durch p;?x; aufeinander abgebildete
Punkte von t* B (f) — {4;} und y;* U;. Man erhilt eine komplexe Mannig-
faltigkeit M (f), deren komplexe Struktur durch t* B(f) und damit auch durch
die algebroide Funktion f eindeutig bestimmi ist (und nicht von der Wahl der U,
V; und der analytischen Hom&omorphismen #; abbingt). Beweis mit Hilfe
von 3.4. (17).

(3) f 16Bt sich als meromorphe Funktion f in M (f) auffassen. In die Un-
bestimmtheitsstellen von § werden nach 2.8 Sphiirenbsume eingesetzt. Man
erhilt eine komplexe Mannigfaltigkeit 37 (f), in der f sich als meromorphe
und bestimmte Funktion f auffassen 1i8t. Die Konstruktion von J (f) ist
wieder eindeutig festgelegt, wenn man genau nach 2.8. vorgeht und keine ,,un-
nétigen Sphiren’’ einsetzt.

(4) Dureh genaue Verfolgung der angegebenen Konstruktion erkennt man:

1. Die komplexe Mannigfaltigheit M (f) st eine RIiEMANNsche Mannig-
faltigkeit von f [vgl. 3.1. (12)]. M (f) entsteht also aus dem RiemaxNschen Be-
reich B(f), indem man in jeden Ausnahmepunkt Q eine Vereinigungsmenge S,
von endlich vielen kompakten irreduziblen analytischen Flichen einsetzt.

2. Jede (irreduzible) analytische Fliche von Sy liegt singularitdtenfrei (d. h,
hat nur gewihnliche Punkie) in M(f). Zwei analytische Flichen von Sg schneiden
sich nicht oder haben genau einen Punki gemeinsam, in dem sie sich einfach
schneiden. Hin Punkt von S hegt héchstens auf zwei analytischen Flichen
von Sg. Man kann Sg einen Streckenkomplex zuordnen: Jeder Fliche von S,
entspricht ein Eckpunkt. Zwei Eckpunkte begrenzen eine Kante des Strecken-
komplexes genaw dann, wenn die zugeordneten Flichen sich schneiden, Dieser Sg
zugeordnete Streckenkomplex ist zusammenhiingend und zyklenfrei, also ein Baum.

Wir sagen daher: M (f) entsteht aus B(f) durch Einsetzen von Biumen ana-
lytischer Flichen in die Ausnahmepunkte Q.

1) Vgl. 3.3. (4).
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3.6. Wir haben in 3.1. (13) bereits darauf hingewiesen, daB ein RIEMANN-
scher Bereich einer algebroiden Funktion ein RiEmaxnsches Gebiet im Sinne
von BEENKE u. StEIN [1] ist. Wir wollen hier unter einem abstrakten Rig-
MANNschen Bereich (von zwei komplexen Dimensionen) ein Rimmanxsches
Gebiet verstehen, das folgende zusitzliche Eigenschaft hat: Jeder Punkt des
Rirmax~schen Gebietes besitzt eine Umgebung, die analytisch homéomorph
ist einer solchen verzweigten Uberlagerung einer , Hyperkugel |2,2 + [z,2 <&,
die durch ein algebroides Funktionselement im Nullpunkt erzeugt wird.

Es ist mir nicht bekannt, ob jede ,analytische Uberlagerung, [1] 8. 6,
der Hyperkugel durch ein algebroides Funktionselement erzeugt werden kann,
Ich weifl daher auch nicht, ob die beiden Begriffe , abstrakter Riemannscher
Bereich* und ,,RieMaNNsches Gebiet™ zusammenfallen oder nicht.

Das Einsetzen von Béumen analytischer Flachen in die nicht-uniformisier-
baren Punkte eines Rigmannschen Bereiches ist ein lokaler ProzeB, den wir
auf jeden nicht-uniformisierbaren Punkt eines abstrakten Riemaxnschen Be-
reiches anwenden kénnen., (Der Konstruktionsschritt (3) von 3.5. fillt fort.)

Wir erhalten dadurch den

Satz: Zu jedem abstrakten RiEMaNNschen Bereich B gibt es eine komplexe
Mannigfaltigkeit, die aus B durch kompakte Modifikation in den nicht-uni-
formisierbaren Punkten von B hervorgeht.

Die Frage, ob der letzte Satz auch fiir beliebige RieManNsche Gebiete gilt,
habe ich nicht untersucht.
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