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1.  EINLEITUNG - PRINCIPAL INTERACTION/OSCILLATION PATTERNS

Das Ziel der Forschung im Bereich der Ozeanographie und der Meteorologie
ist es, Einblick in das Verhalten der komplexen Systeme Ozean und Atmosphire
und deren Wechselwirkung zu erhalten. Dabeil sind heute zwei Zielrichtungen von
Bedeutung: Zum einen mdchte man die natiirlichen Klimaschwankungen verstehen,
zum anderen interessieren die vom Menschen verursachten Einfliisse auf das
Klima. In dieser Arbeit wird das Klimasignal des El Nifio/Southern Oscillation-
Phidnomens untersucht.

Um die Dynamik des Systems Ozean-Atmosphdre zu modellieren, sind zweil

grundsdtzlich verschiedene Zugéinge mdglich:

1.) physikalische Modelle: Ausgehend von physikalischen Gleichungen wie z.B.
der Massen-, der Energie- und der Impulserhaltung sowie des Wirme-, des
Salz- oder des Feuchtetransportes werden Modelle formuliert, die die
zeitliche Entwicklung von Ozean und/oder Atmosphdre simulieren.

2.) diagnostische Modelle: An die Beobachtungen des Systems Ozean-Atmosphire
werden Modelle mit wenig Freiheitsgraden angepaBt, die die vorherrschen-

den dynamischen Eigenschaften von Ozean und/oder Atmosphire erfassen.

Physikalische Modelle sind recht umfangreich und komplex, weil eine
Vielzahl von Prozessen beriicksichtigt wird. Mit diesen Modellen kdénnen Hypo-
thesen zum dynamischen Verhalten von Ozean und Atmosphidre durch die Simulation
verschiedener Szenarien iiberpriift werden.

Diagnostische Modelle mit wenig Freiheitsgraden zeigen ein vergleichs-
weise einfaches dynamisches Verhalten. Dabei ist es wichtig, daB die offen-
sichtlichen Eigenschaften einer untersuchten Erscheinung durch einen ent-
sprechenden Modellansatz beriicksichtigt werden. So wird z.B. das zeitliche
Verhalten des Systems Ozean—-Atmosphire oft durch die Wechselwirkung einiger
weniger rdumlicher Strukturen oder ,Muster" bestimmt. Beispiele dafiir sind das
El Nifio/Southern Oscillation-Phidnomen und die Erscheinung der atmosphdrischen
Blockierung. Die Analysemethode der Principal Interaction/Oscillation Patterns
(PIPs/POPs) [Hasselmann (1988)] bietet die Mdglichkeit, solche Muster =zu
bestimmen und deren Dynamik zu beschreiben. Bisher wurde diese Analysemethode
nur in einer vereinfachten Form angewendet, die auf von Storch et al. (1988)
zuriickgeht.

Das Modell, das durch die PIP/POP-Analyse an die Beobachtungen angepaBt

wird, ist ein sogenanntes Zustandsraummodell. Die zeitliche Entwicklung der
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Muster ist dabei durch eine dynamische Gleichung gegeben. Ist die Modellfunk-
tion dieser Gleichung linear und zeitunabhingig, so beschreibt das Zustands-
raummodell ein oszillierendes System. Die Muster werden dann Principal Oscil-
lation Patterns (POPs) genannt. UmfaB8t die Modellfunktion dagegen eine allge-
meinere Form der Wechselwirkung, so heiBen die Muster Principal Interaction
Patterns (PIPs).

Die theoretischen Grundlagen der PIP/POP-Analyse werden in Kapitel 2
gelegt. Ausgehend von dem zentralen Begriff des Zustandsraummodells ergibt
sich eine Hierarchie méglicher Verfahren zur Parameterschiatzung. Die bekannten
empirischen Orthogonalfunktionen (EOFs) sind ein Spezialfall der PIPs/POPs.
Sie lassen sich auBerdem in diesem Zusammenhang auf einfache Weise verallge-
meinern.

Die Anpassung eines Modells ist nur ein Punkt bei der Analyse von Zeit-
reihen. Mit zusdtzlichen Tests muB das Ergebnis der Modellanpassung erhértet
werden. Statistlische Tests, die in dieser Arbeit zur Anwendung kommen, werden
in Kapitel 3 bereitgestellt. Hervorzuheben sind der Test auf Stationaritdt
(Kapitel 3.1) und der Test auf Linearitit (Kapitel 3.2), deren Anwendbarkeit
an Hand simulierter Daten ausfiihrlich diskutiert wird. Ein solcher Test wird
aufgrund eines Vergleichs der geschitzten TestgréBe mit der asymptotischen
Verteilung der TestgréBe entschieden. Daher muB die Anwendbarkeit eines Tests
auf kurze Zeitreihen, wie sie in der Klimaforschung oft nur vorliegen, unter-
sucht werden.

Kapitel 4 beinhaltet die Analysen simulierter Daten. Durch einen Ver-
gleich der Analyseergebnisse der verschiedenen Schitzverfahren fir Zustands-
raummodelle werden die Vor- und Nachteile der einzelnen Verfahren deutlich.

Einen breiten Raum nehmen die Analysen zum El1 Nifio/Southern Oscillation-
Phénomen ein, die in Kapitel 5 zusammengefaBt sind. Im Mittelpunkt steht dabei
die PIP/POP-Analyse. Das El Nifio/Southern Oscillation- (ENSO-) Ph3nomen ist
besonders gut geeignet fir eine erste Anwendung der PIPs/POPs. ENSO ist auf
den Zeitskalen von einigen Monaten bis zu einigen Jahren das vorherrschende
globale Klimasignal. Vor allem ist es, wie schon erwdhnt, ein Beispiel dafiir,
daB die komplexe Dynamik des Systems Ozean-Atmosphidre durch die zeitliche Ent-
wicklung einiger weniger Muster wiedergegeben werden kann.

Ein warmes ENSO-Ereignis, das in Abstidnden von zwei bis sieben Jahren
auftritt, ist gekennzeichnet durch eine einige Monate anhaltende anomale

Erwdrmung des Oberfl&dchenwassers, die sich im &quatorialen Pazifik von der
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Kliste Silidamerikas bis {iber die Datumsgrenze hinaus erstreckt. Diese
groBraumige Temperaturanomalie hat Auswirkungen auf die Zirkulation der Atmo-
sphire und des Ozeans. So werden ENSO-Ereignisse begleitet von weiteren Anoma-
lien z.B. 1in der bodennahen Windgeschwindigkeit und dem Luftdruck auf
Meereshthe. Analysiert werden Beobachtungsdaten der genannten GroéSen.

Der Ablauf von ENSO-Ereignissen und deren Auswirkungen auf das Klima-
system vor allem in den Tropen sind recht gut bekannt. Dagegen ist immer noch
unklar, wie ein Ereignis zustande kommt. Mit der Analysemethode der PIPs/POPs
ist ein neuer dliagnostischer Zugang moglich.

Die Arbeit schlieBt mit den SchluBbemerkungen in Kapitel 6.



2. PARAMETERSCHATZUNG FUR ZUSTANDSRAUMMODELLE

In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen gelegt, die bei der
Analyse von Zeitreihen mit Principal Interaction/Oscillation Patterns von
Bedeutung sind.

Der zentrale Begriff im Zusammenhang mit den Principal Interaction/
Oscillation Patterns (PIPs/POPs) ist das Zustandsraummodell, das in Kapitel
2.1 eingefiihrt wird. Eine dynamische Gleichung mit stochastischem Antrieb
beschreibt die zeitliche Entwicklung des Zustandes eines Systems. Eine zweite
Gleichung gibt den Zusammenhang zu den beobachteten GréBen. Von besonderem
Interesse, vor allem in der Ozeanographie und Meteorologie, ist die Modellie-
rung komplexer Systeme, die durch die Wechselwirkung weniger ,Muster"” bestimmt
zu sein scheinen. Abhidngig von der modelllerten Dynamik heiBen dlese Muster
Principal Interaction/Oscillation Patterns (PIPs/POPs) (Kapitel 2.2).

In Kapitel 2.3 wird erldutert, daB8 die Darstellung des Zustandsraummo-
dells nicht eindeutig ist.

Auf die Schidtzung des Zustands eines Systems wird in Kapitel 2.4 einge-
gangen. Kapitel 2.5 behandelt die Schitzung der Parameter des Zustandsraummo-
dells. In Kapitel 2.6 werden diese beiden Schritte zusammengefaBt und das ML-
und LSQ-Verfahren als zwel modgliche Schdtzverfahren fiir Zustandsraummodelle
vorgestellt.

Die bekannten empirischen Orthogonalfunktionen (EOFs) sind, wie in Kapi-
tel 2.7 gezeigt wird, ein Spezialfall der PIPs/POPs. Das vereinfachte EOFML-
Verfahren wird daraus abgeleitet. Das Konzept des Zustandsraummodells
ermoglicht es, die empirischen Orthogonalfunktionen auf einfache Weise zu ver-
allgemeinern. Dies wird in Kapitel 2.8 dargestellt.

Ein autoregressiver ProzeB8 p-ter Ordnung (AR(p)}-ProzeB8) als Modellfunk-
tion der dynamischen Gleichung kennzeichnet die Klasse linearer Zustandsraum-
modelle. Der multivariate Durbin-Levinson-Algorithmus, der in Kapitel 2.9
angegeben ist, schédtzt die Modellparameter eines AR(p)-Prozesses in sukzessiv
aufsteigender Ordnung p = 1,2,3,... Es ergibt sich damit das einfachste der
vorgestellten Verfahren zur Schidtzung der Parameter eines Zustandsraummodells,
das EOFMDL-Verfahren.

Die Hierarchle der Schidtzverfahren fiir Zustandsraummodelle wird in Kapi-
tel 2.10 zusammengefaBt. Dabel wird auch das von Gantert (1989) entwickelte
Schidtzverfahren beriicksichtigt, das auf dem Kalman-Glattungsfilter aufbaut.
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Das lineare Zustandsraummodell 148t sich als ein System von Oszillatoren
und Relaxatoren auffassen. Die zugehdrigen Transformationen und eine eindeuti-
ge Darstellung der Principal Oscillation Patterns (POPs) werden in Kapitel
2.11 beschrieben.

AbschlieBend wird in Kapitel 2.12 dargelegt, daB8 ein m-variater AR(p)-
Proze8 im allgemeinen nicht &quivalent zu einem (pxm)-variaten AR(1)-ProzeB
ist.

2.1 DAS ZUSTANDSRAUMMODELL

Der Ausgangspunkt aller diagnostischen Untersuchungen ist ein Satz von
Beobachtungen Y(t) = (Yl(t),...,Yn(t))T zu den Zeiten t. Er faBt die Zeit-
reihen Yi(t), i=1,...,n, unterschiedlicher MeBSgrdBen zusammen, die an mehreren
Orten gegeben sind. So werden in dieser Arbeit u.a. die Meeresoberfldchen-
temperatur (SST) sowie die zonale und die meridionale Komponente der Windge-
schwindigkeit (u und v) an 24 Punkten entlang des Aquators im Bereich des
Indischen Ozeans und des Pazifik untersucht.

Die Beobachtungen Y{t) liegen in der Regel als Mittelwerte eines gewissen
Zeitintervalls At vor, die eben erwdhnten SST-, u- und v-Daten 2z.B. als
Monatsmittelwerte. Wahlen wir die Zeitelnheit entsprechend als At, so sind die
Beobachtungen Y(t) zu den Zeiten t=1,2,....tmax gegeben. Dabei 1st Y(1) die
erste und Y(tmax) die letzte Beobachtung des zur Verfiigung stehenden Beobach-
tungszeitraumes.

Wollen wir die zeitliche Entwicklung des Systems modellieren, von dem uns

die Beobachtungen

V() = (Y (t),....Y Nt ot=1,....t (2.1.1)
n max

vorliegen, so muB dieses Modell unabhidngig sein von der Anzahl der Orte, an
denen die Beobachtungen gegeben sind. Der Zustand des betrachteten Systems
hidngt deshalb nicht direkt von Y(t) ab, sondern wird durch die Zustandsvariab-

len

X(t) = (X, (1),....X ant,  t=1,....t (2.1.2)
m max

beschrieben. Die Zahl der Komponenten m ist unabhdngig von der Anzahl n der
beobachteten Zeitreihen.

Den Zusammenhang zwischen diesen beiden GréBen gibt die verrauschte
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Beobachtungsgleichung

Y(t) = CX(t) + Rauschen. (2.1.3)
Die Spalten der nxm Matrix C = (cl,....cm) kénnen in dem Raum der Beobachtun-
gen Y(t) interpretiert werden. Wir bezeichnen die c“, p=1,...,m, deshalb auch

als Muster. Das Rauschen symbolisiert z.B. die durch MeBfehler vorhandenen
Unsicherhelten in den Daten.
Die zeitliche Entwicklung des Systems wird durch die stochastische dyna-

mische Gleichung
X(t) = F[X(z<t),a,t-1] + Rauschen (2.1.4)

modelliert. Wir deuten hier den Fall an, daB8 das gewdhlte Modell F von den
Zustandsvariablen X(t) der vergangenen Zeitpunkte T<t, den zeitlich konstanten
Parametern o = (al....,ap) und von der Zeit t selbst abhingt. In dem Rauschen
wird die Entwicklung des Systems auf Zeitskalen zusammengefaBt, die verglichen
mit den Zeitskalen des zu beschreibenden Phidnomens sehr kurz sind.

Das Rauschen der Beobachtungsgleichung (2.1.3) sei ein weiBes Rauschen
e(t) mit dem Mittelwert <e(t)> = 0 und der Kovarianz <e(t)eT(t’)> =R att"
Fiir diese Eigenschaft schreiben wir im folgenden £~WN(O,R). Die Klammern <...>
stehen fir eine Mittelung {iber die Zeit. Das Rauschen der dynamischen Glel-
chung sei ebenfalls ein weiBes Rauschen 7n(t) mit m~WN(0,Q). Setzen wir weiter
voraus, daB die Zeltreihen Y(t) und X(t) stationir sind, d.h. alle ihre sta-
tistischen Eigenschaften in der Zeit konstant sind, und daB8 der Mittelwert von

Y(t) und X(t) verschwindet, so ist das Modell

Y(t)

CX(t) + e(t), e~WN(O,R), (2.1.5)

X(t) = FIX(z<t),a,t-1] + n(t), n~WN(0,Q), (2.1.6)

konsistent formuliert.

Modelle dieser Struktur, bestehend aus einer Beobachtungsgleichung
(2.1.5) und einer dynamischen Gleichung (2.1.6), heiBen Zustandsraummodelle.
Sie wurden zuerst im Bereich der Regeltechnik entwickelt. Eine typische Anwen-
dung ist die Beschreibung der Position einer Rakete. Signale dieser Art sind
meist nicht direkt beobachtbar, systematisch gestért und durch Rauschen verun-
reinigt. Ein Ansatz mit Beobachtungsgleichung und dynamischer Gleichung liegt
nahe. Erst in den letzten Jahren wurden Zustandsraummodelle auch bei der Zeit-
reihenanalyse angewandt. Hier scheinen sie vor allem in der Ukonomie Eingang

gefunden zu haben.
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Einfiihrungen in das Gebiet der Zustandsraummodelle finden sich in zahl-
reichen Lehrbiichern iiber Zeitreihenanalyse [z.B. Brockwell und Davis (1987),
Harvey (1981a,b), Honerkamp (1990), Schlittgen und Streitberg (1987), Schnei-
der (1986)]. Ausfiihrlich behandelt werden sie in dem Buch von Aoki (1987). Bei
der Analyse geophysikalischer Zeitreihen scheint Aokis Ansatz m(t+1) = Be(t)
fiir die Rauschterme jedoch nicht angebracht. Es kann vielmehr angenommen
werden, daB die durch das Beobachtungsrauschen symbolisierten Unsicherheiten
in den Daten unabhidngig sind von dem stochastischen Antrieb des Systems. Es
wird daher vorausgesetzt, daB8 das Beobachtungsrauschen und das Systemrauschen

unkorreliert sind:

<e(t+r)nT(t)> =0 fir alle Zeitverschiebungen t. (2.1.7)

2.2 DIE DEFINITION DER PRINCIPAL INTERACTION/OSCILLATION PATTERNS (PIPs/POPs)

Oft erscheint das zeitliche Verhalten komplexer Systeme durch die
Wechselwirkung einiger weniger Muster bestimmt zu sein. Zustandsraummodelle
wie (2.1.5,6) mit nur wenigen Freiheitsgraden (d.h. m«n) konnen daher die
wesentlichen dynamischen Eigenschaften des beobachteten komplexen Systems wie-
dergeben. In diesem Fall bilden die Spalten der Matrix C = (cl,....cm) (2.1.5)
eine Basis des Unterraumes, auf den die Dynamik des Systems beschrankt ist.

Ist die Modellfunktion F[X(tst),«,t] der dynamischen Gleichung (2.1.6)
linear und unabhidngig von der Zeit t, so beschreibt das Zustandsraummodell
(2.1.5,6) ein System von Oszillatoren und Relaxatoren (siehe Kapitel 2.11).
Die Muster c“. u=1,...,m, werden dann Principal Oscillation Patterns (POPs)
genannt. Ist die Modellfunktion F[X({t=t),«,t] dagegen nichtlinear oder zeitab-
hdngig und umfaBt damit eine allgemeinere Form der Wechselwirkung, so heiBen
die Muster cu, u=1,...,m, Principal Interaction Patterns (PIPs) [Hasselmann
(1988)]. Die Bezeichnungen PIPs und POPs sind dabei unabhingig von dem

gewdhlten Verfahren zur Schétzung der Parameter des Zustandsraummodells.

2.3 DIE FREIHEIT IN DER DARSTELLUNG DES ZUSTANDSRAUMMODELLS

Es ist wichtig zu erwihnen, daB eine erhebliche Freiheit in der Dar-
stellung des Zustandsraummodells (2.1.5,6) besteht. Fiir die mit der regulidren

mxm Matrix L transformierten Zustandsvariablen

X’ (t) = LX(t), (2.3.1)



8 2. Parameterschatzung fur Zustandsraummodelle

kann das Zustandsraummodell ganz analog formuliert werden:

Y(t) = C'X’ (t) + e(t), e~WN(O,R), (2.3.2)
X' () = F'[X’ (z<t),a’ , t-1] + 7' (t), ' ~WN(0,Q’) (2.3.3)
mit
c =c?, (2.3.4)
F’ (X’ (tst),a’,t] = LF[X(Tst),a,t], (2.3.5)
, T
Qo = 1oLl (2.3.6)

Die beiden Formulierungen (2.1.5,6) und (2.3.2,3) des Zustandsraummodells sind
genau dann #Hquivalent, wenn die beiden Modellfunktionen FI[X(tst),«,t] und
F’ [X’ (T=st),a’,t] 2zu derselben Klasse von Modellen gehdren. Im Falle eines

linearen Modells
FIX(t),A]l = AX(t) (2.3.7)
ist eine lineare Transformation L zu einem dquivalenten Zustandsraummodell
F'[X'(t),A’] = A’X’ (L), (2.3.8)

immer méglich, weil mit (2.3.1) und

A = LAL ™ (2.3.9)

die Transformationsgleichung (2.3.5) erfiillt ist.

Um eine eindeutige Darstellung zu erhalten, sind deshalb Nebenbedingungen
fiir die Muster C, die Modellklasse F oder die Kovarianzmatrix @ zu formulieren
[z.B. Hasselmann (1988), Honerkamp und Weese (1989), Pefia und Box (1987)]. So
kann fir das lineare Modell (2.3.7) angenommen werden, daB die Systemmatrix A

die Form

(: ) 0

(2.3.10)

>
]
—
.
~—

0 (.)H
(.)
hat, denn eine quadratische Matrix kann unter geringen Voraussetzungen auf
eine solche Gestalt gebracht werden. Doch auch in dieser speziellen Formulie-

rung sind noch weitere Nebenbedingungen fiir eine eindeutige Darstellung not-

wendig.
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Die in dieser Arbeit verwendete eindeutige Darstellung der Zustandsraum-
modelle (2.1.5,6) mit einer linearen, zeitunabhingigen Modellfunktion
F[X(tst),a], wie sie auch das lineare Modell (2.3.7) darstellt, wird in Kapi-
tel 2.11 vorgestellt. Zundchst aber werden in den folgenden Kapiteln verschie-

dene Schatzverfahren fiir Zustandsraummodelle entwickelt.

2.4 DIE SCHATZUNG DER ZUSTANDSVARIABLEN

Es ist nicht mdglich, die Zustandsvariablen X(t) 2zu beobachten. Sind
Jjedoch neben den Beobachtungen Y(t), t=1,...,tmax, auch die Parameter C, «, R
und Q des Zustandsraummodells (2.1.5,6) gegeben, so kénnen die Zustands-
variablen X(t), t=1,...,tmax, geschitzt werden.

Fir ein Zustandsraummodell (2.1.5,6) mit der linearen Modellfunktion
FIX(t),A] = AX(t) erhdlt man mit Hilfe des Kalman-Glittungsfilters einen

, abhdngt
1%

Schitzer X(t), der linear von allen Beobachtungen Y(t), t=1....,tmax

und den quadratischen Fehler <"X(t)-ﬁ(t)"2> minimiert. Dabei steht |.. fiir
die Norm "x"z = x'x eines Vektors x. Verschiedene Herleitungen und
Interpretationen der Filtergleichungen, sowie einige numerische Varianten
finden sich z.B. in Schneider (1986). Ein auf dem Kalman-Gldttungsfilter
aufbauendes Verfahren zur Bestimmung der Maximum-Likelihood-Schdtzer der
Parameter C, «, R und Q des Zustandsraummodells wurde von Gantert (1989)
entwickelt.

Ein Nachteil des Kalman-Gldttungsfilters ist, daB die lineare Modellfunk-
tion F[X(t),A] = AX(t) unmittelbar eingeht. Verallgemeinerungen des Kalman-
Filters fiir beliebige Modellfunktionen F[X(t=t),«,t] sind zwar méglich [z.B.
Jazwinski (1970)], Jedoch scheint fiir die Aufgabe, verschiedene, auch nicht-
lineare Modelle zu entwickeln, ein Schitzer wiinschenswert, der unabhingig von
der gewdhlten Modellfunktion ist.

Hier bietet es sich an, den linearen, erwartungstreuen Schitzer

X(t;t) = c'vr), ¢ = Mo icy, (2.4.1)

zu verwenden, der von Hasselmann (1988) vorgeschlagen wird. Dieser Schitzer
hingt nur von der Beobachtung Y(t) zu dem Zeltpunkt t, den Mustern C (C habe
den Rang m) und der noch zu wihlenden, symmetrischen und positiv definiten nxn
Matrix M ab. Das zweite Argument von X(t;t) deutet dabei an, daB die Zustands-
variable X(t) zur Zeit t geschitzt wird (vgl. (2.5.1)). g+ ist die Moore-

Penrose-Pseudoinverse von C [Stoer (1983)]. Die Beobachtung Y(t) wird durch
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CX(t;t) mit dem Fehler
e’ (t) = Y(t) - CX(t;¢t) (2.4.2)

approximiert. Der quadratische Fehler <e’T(t)M£’(t)> ist minimal in der Klasse
linearer, erwartungstreuer Schitzer. Mit der Metrik M = Bfl gilt dies auch fiir
den quadratischen Fehler <"x(t)—x(t;t)"2> (GauB-Markov-Theorem) [Jazwinski
(1970)].

Ist die Beobachtungsgleichung (2.1.5) rauschfrei, d.h. R = 0, so ist die
Zustandsvariable X(t) durch die Beobachtung Y(t) gegeben und der Kalman-
Gl&attungsfilter geht 1in den Schitzer (2.4.1) mit M = I Uber [Honerkamp und
Weese (1989), Honerkamp (1990)]. Der Fall einer rauschfreien Beobachtungsglei-

chung wird in Kapitel 2.7 behandelt.

2.5 DIE SCHATZUNG DER PARAMETER DES ZUSTANDSRAUMMODELLS

Wir betrachten nun das System des Zustandsraummodells (2.1.5,6) genauer.
Es seien die Beobachtung Y(t) und die Zustandsvariable X(t) zu den Zeitpunkten
<t sowie die Parameter C, «, R und Q gegeben.

Aus der dynamischen Gleichung (2.1.6) folgt
X(t;t-1) = F[X(z<t), e, t-1] (2.5.1)
als Ein-Schritt-Vorhersage des Systemzustands mit dem Vorhersagefehler
n(t) = X(t) - X(t;t-1). (2.5.2)

Das zweite Argument von X(t;t-1) an, daB die Zustandsvariable X(t) zur Zeit
t-1 geschidtzt wird (vgl. (2.4.1)). Aus der Beobachtungsgleichung (2.1.5)

ergibt sich der zu erwartende Beobachtungswert

Y(t;t-1) = CX(t;t-1) (2.5.3)
mit dem Vorhersagefehler

p(t) = Y(t) - Y(t;t-1). (2.5.4)

Sind die Rauschterme e(t) und n(t) unkorreliert (2.1.7), so gilt fiir den

Vorhersagefehler
p(t) = e(t) + Cn(t), p ~WN(0,S), S =CQC' +R. (2.5.5)
Sind £(t) und n(t) normalverteilt, so ist auch p(t) normalverteilt. Dann gibt

t
p(Y) = ﬁ*‘"[[(zn)ndetcg)]'“z

exp[—%pT(t)g_lp(t)]]. (2.5.6)
t=1
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die Wahrscheinlichkeit an, die Zeitreihe Y(t), t=1,....tmax, als eine Reali-
sierung des Modells (2.1.5,6) zu beobachten. Dabel steht p(t) als Abkiirzung
fiir (2.5.1,3,4)

p(t) = Y(t) - CF[X(w<t),a,t-11]. (2.5.7)

Je groBer die Wahrscheinlichkeit p(Y) ist, desto besser ist offensicht-

lich das Modell geeignet, die wirklichen Beobachtungen Y(t), t=1,...,tmax, zu

beschreiben. Die Parameter C, «, S sind daher so zu wdhlen, daB p(Y) maximal
bzw. die Funktion

t n
max

£(Y) In[p(Y)] - 1n{2n]

L [tr[<p(t)pT(t)>_S__1] + ln[det(§)]] (2.5.8)

minimal ist.

2.6 DAs ML- UND DAS LSQ-VERFAHREN: ZWEI ITERATIVE SCHATZVERFAHREN

Die beiden Schritte der Schitzung der Zustandsvariablen (Kapitel 2.4) und
der Parameter des Zustandsraummodells (Kapitel 2.5) werden nun zusammengefaSBt.
Dabei werden zwei mogliche Verfahren vorgestellt. Das ML-Verfahren ist ein
Schitzverfahren zur Minimierung der Funktion f(Y) (2.5.8). Man erhilt die
Maximum-Likelihood-Schétzer der Parameter C, «, R und Q. Das LSQ-Verfahren
bestimmt die Parameter C und « als die Least-Squares—Schitzer. Der Aufwand
dieses einfacheren Schitzverfahrens ist erheblich geringer, wodurch die Analy-
se von Systemen mit einer groBen Anzahl n beobachteter Zeitreihen Y(t) erst

moglich wird.

a) Das ML-Verfahren: die Maximum-Likelihood-Schatzer

Zur Bestimmung der Maximum-Likelihood-Schitzer der Parameter C, «, R und

Q bietet sich ein iteratives Verfahren an:

1.) Fir gegebene Zustandsvariablen i(i_l)

g 50) 201) 1 Minimum der Funktion £(Y) (2.5.8).
2.) Fir gegebene Parameter ﬁ‘i), E(i)
i(i)(t;t) gemdB der Beziehung (2.4.1) mit M = [E(i)]_l.

Unter der Annahme, daB8 die Parameter C und § unabhingig sind von den Modell-

(t;t) bestimme man die Parameter

schidtze man die Systemzustidnde

parametern «, kann der erste Iterationsschritt aufgespaltet werden:
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1.1) Fiir gegebene Zustandsvariablen ﬁ(i—l](t;t) und Parameter i(i_l),
S(i_l) bestimme man die Modellparameter &(i) als Minimum der Funktion
f(y) (2.5.8).

1.2) Fiir gegebene Zustandsvariablen i(i—l)(t;t) und Modellparameter &(1)
bestimme man die Parameter ﬁ(i), S(i) als Minimum der Funktion f(Y)
(2.5.8).

Man erhdlt durch Minimierung der Funktion £(Y) (2.5.8) nur die Kovarlanzmatrix
S. Ist die Matrix Q bekannt, so kann aufgrund der Beziehung S = QQQT + R
(2.5.5) auch R bestimmt werden. Jedoch ist R =S - ggg? méglicherweise nicht
positiv semidefinit. Deshalb ist f(Y) mit S = QQQ? + R bzgl. der Kovarianz R

zu minimieren. Der Iterationsschritt 1.2) wird ersetzt durch:

i(i_l) ~(1)

1.2.1) Fir gegebene Zustandsvariablen (t;t) und Modellparameter «

schitze man den Vorhersagefehler der ZustandsgréBen n(t) (2.5.1,2) und

bestimme ﬁ(i) als das Maximum der Funktion

p(X) = :ﬁ‘l"‘[[(zn)mdet(g)l‘“z exp[—%nT(t)g_ln(t)]], (2.6.1)
bzw. als Minimum der Funktion
gx) = 1 [tr[<n(t)nT(t)>g'11 . ln[det(Q)]]. (2.6.2)
1.2.2) Fir gegebene Zustandsvariablen i(i—l)(t;t) und Parameter &(i), Q(i)

bestimme man die Parameter G'1’, ‘!’ als Minimum der Funktion f£(Y)
(2.5.8) mit S = CQCT + R (2.5.5).
Die positiv semidefiniten Kovarianzmatrizen R und Q sind eindeutig durch die

Dreiecksmatrizen B, und B, bestimmt:

R Q
R =B BT und Q =B BT (2.6.3)
= =R™R =Q=Q’

In das Verfahren gehen deshalb nur BR und BQ ein.

Fassen wir das Iterationsverfahren zusammen:

1.1) Fir gegebene Zustandsvariablen 2(1_1)(t;t) und Parameter ﬁ(i—l),
E(i_l), Q(l_l) bestimme man die Modellparameter &(i) als Minimum der
Funktion f(Y) (2.5.8).

1.2.1) Fir gegebene Zustandsvariablen i(i—l)(t;t) und Modellparameter &(i)

schidtze man den Vorhersagefehler der ZustandsgréSen n(t) (2.5.1,2) und
bestimme ﬁ(i) = [Eéi)][ﬁéi)]T als das Minimum der Funktion g(X)

(2.6.2).
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1.2.2) Fir gegebene Zustandsvariablen i(i_l)(t;t) und Parameter &(i’, ﬁ(i)
bestimme man die Parameter ﬁ(i), E(i) = [Eéi)][géi)]T als Minimum der
Funktion f(Y) (2.5.8).

2.) Fiir gegebene Parameter ﬁ(i) und E(i) schidtze man die Systemzustidnde
%) (t;t) gemiB der Beziehung (2.4.1) mit M = [R‘1)17L,

Die Iterationsschritte 1.1), 1.2.1) und 1.2.2) beinhalten jeweils ein
Minimierungsproblem, das durch Routinen einer Programmbibliothek geldst werden
kann. Sind die Dimension m des Zustandsraumes und die Zahl p der Modellpara-
meter o klein, so geniigt fiir die Schritte 1.1) und 1.2.1) z.B. ein Quasi-
Newton-Verfahren (wie die Routine EO4JAF der NAG-Bibliothek). Da die Anzahl n
der Beobachtungszeitreihen Y(t) i.a. groB8 ist, empfiehlt es sich, fiir den
Schritt 1.2.2) ein Konjungierte-Gradienten-Verfahren zu verwenden (z.B. die
Routine EO4DGF der NAG-Bibliothek; siehe Anhang A.1 fir die ersten Ableitungen
der Funktion f(Y) bzgl. C und BR).

Ist bel allen drei Iterationsschritten 1.1), 1.2.1) und 1.2.2) keine
weitere Minimierung der Funktionen f(Y) bzw. g(X) mdglich, so ist eine selbst-

konsistente Losung des Iterationsverfahrens gefunden.

b) Das LSQ-Verfahren: die Least-Squares-Schatzer

Bel der Analyse elner gréS8eren Anzahl n von Beobachtungszeitreihen Y(t)
T

dominiert die Anpassung der nx(n+l1)/2 Koeffizienten der Matrix ER (R = ERER)
im Iterationsschritt 1.2.2) den Aufwand des soeben beschriebenen iterativen
Verfahrens zur Bestimmung der Maximum-Likelihood-Schidtzer der Parameter C, «,
R und @. Um auch fiir groBe n eine Analyse zu ermdglichen, ist ein einfacheres
Schitzverfahren notwendig.

Wir wdhlen deshalb die Parameter C und a« so, da8 das quadratische Mittel

£ (Y) = % <l (t)p(t)> (2.6.4)

des Vorhersagefehlers p(t) (2.5.7) minimal ist. Die Giitefunktion f’(Y) ist
unabhingig von den Kovarianzmatrizen R und Q.

Zur Losung bietet sich wiederum ein Iterationsverfahren an:

1.1) Flir gegebene Zustandsvariablen i(l_l)(t;t) und Muster i(i_l) bestimme
man die Modellparameter &(i) als Minimum der Funktion f’ (Y) (2.6.4).

1.2) Fiir gegebene Zustandsvariablen i(i—l)(t;t) und Modellparameter &(i)
bestimme man die Muster ﬁ(i) als Minimum der Funktion f’(Y) (2.6.4).

<(1)

schidtze man die Systemzustdnde X

~(1)

2.) Fir gegebene Muster C (t;t)

gemédB der Beziehung (2.4.1) mit M = I.
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Das Minimierungsproblem in Iterationsschritt 1.1) kann durch ein Quasi-
Newton-Verfahren (z.B. der Routine EO4JAF der NAG-Bibliothek) geldst werden.
Das Minierungsproblem in Iterationsschritt 1.2) wird, da die Muster C in die
Funktion f’(Y) nur quadratisch eingehen, auf die L&sung eines linearen Glei-
chungssystems zuriickgefiihrt (siehe Anhang A.1).

Eine selbstkonsistente Losung des Iterationsverfahrens ist gefunden, wenn
in den beiden Iteratlonsschritten 1.1) und 1.2) keine weltere Minimierung der
Funktion f’(Y) mdglich ist. AbschlieBend schitzen wir die Kovarianzmatrix Q
des Systemrauschens als die Kovarianzmatrix <n(t)nT(t)> des Vorhersagefehlers
der Systemzustdnde 7n(t) (2.5.1,2) und die Kovarianzmatrix R des Beobachtungs-
rauschens als die Kovarianzmatrix <e’(t)e’T(t)> des Approximationsfehlers

e’ (t) (2.4.1,2).

2.7 DAs EOFML-VERFAHREN:

DIE EMPIRISCHEN ORTHOGONALFUNKTIONEN (EOFS) ALS MUSTER

In diesem Kapitel wird der spezielle Fall einer rauschfreien Beobach-

tungsgleichung ((2.1.5) mit R = 0)
Y(t) = CX(t) (2.7.1)

betrachtet. AuBerdem seien die Muster C orthonormal (g?g = I). Wegen der Frei-
heit in der Darstellung des Zustandsraummodells (siehe Kapitel 2.3) ist diese
Wahl z.B. fir lineare Modellfunktionen F[X(t=t),«,t] wie (2.3.7) mdglich.

Es sei
T T
Cxx = <X(t)X (t)> = LAL (2.7.2)
mit L = (11....,1m) und A = diag(hl....,hm) die Zerlegung der Kovarianzmatrix

Cxx der Zustandsvariablen X(t) in die orthonormalen Eigenvektoren 1# und die
positiven Eigenwerte A (Cxx habe den Rang m). Die Reihenfolge der Eigenpaare

[A, 1 1 sei durch
[T

Al zxz =,. .2 Am (2.7.3)

gegeben. Aus der Beobachtungsgleichung (2.7.1) folgt fiir die Kovarianzmatrix
der Beobachtungen Y(t) die Zerlegung

T

C T
ol

= (CLIA(CL)T = EAET, (2.7.4)

- T _
Cy = <YV (£)> = CC

E = CL, (2.7.5)
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mit den Spaltenvektoren eu von E = (el,...,em) als den orthonormalen Eigenvek-
toren der Kovarianzmatrix ny zu den Eigenwerten Au. Die iibrigen (n-m) Eigen-
werte von ny sind Null. Die e“ sind die bekannten empirischen Orthogonalfunk-
tionen (EOFs) der Beobachtungen Y(t) [z.B. von Storch und Hannoschdck (1985)].

Daraus folgt, daB die PIPs/POPs c” Linearkombinationen der EOFs e“
(2.7.5) sind. Die schon erwidhnte Freiheit in der Darstellung des Zustandsraum-
modells ermdglicht es, die PIPs/POPs gleich den EOFs zu wihlen.

Mit den Beobachtungen Y(t) und den Mustern C sind auch die Zustands-
variablen

x(t) = c'vety, ¢ = fold

(2.7.6)

gegeben (vgl. (2.4.1)). Sind wie in diesem Abschnitt die Muster C als ortho-
normal vorausgesetzt (g?g = 1), ist die Pseudoinverse gf gleich der Transpo-
nierten der Muster, Qf = g?.

Die noch unbestimmten Parameter o und Q sind so zu wdhlen, daB die Wahr-

scheinlichkeit

t
p(X) = ﬁax[[(Zn)mdet(g)]_l/z exp[—%nT(t)g_ln(t)]], (2.7.7)
t=1
n(t) = X(t) - F[X(t<t), e, t-11, (2.7.8)
die gegebene Zeitreihe X(t), t=1,...,tmax, als eine Realisierung des

stochastischen dynamischen Modells (2.1.6) zu beobachten, maximal ist.

Die Wahl der Muster C als die EOFs der Beobachtungen Y(t) und die
anschlieBende Bestimmung der Parameter o und Q als Maximum-Likelihood-Schitzer
wird im folgenden als EOFML-Verfahren bezeichnet.

Es seien noch einige bekannte Eigenschaften der EOFs genannt. Wdhlen wir
E=C in (2.7.5), so folgt aus (2.7.2), daB die Koeffizienten X“(t) der EOFs
e“ statistisch unabhidngig sind und ihre Varianz gleich dem dazugehdrigen
Eigenwert A“ ist. Fir die Varianz der Beobachtungen gilt

m

var{Y(t)] = tr[ny] = trlC_] = uzlxn. (2.7.9)

Summiert wird hier nur iiber m Eigenwerte A“, da wir in diesem Kapitel den spe-
ziellen Fall einer rauschfreien Beobachtungsgleichung (2.7.1) betrachten und
die {ibrigen (n-m) Eigenwerte von ny gleich Null sind. Die zeitliche Entwick-
lung e”X”(t) der pu-ten EOF beschreibt im Mittel 100x[An/var[Y(t)]]% der
Varianz der Beobachtungen Y(t). Die gewdhlte Reihenfolge der Eigenwerte A“

(2.7.3) sortiert die EOFs entsprechend dieser erklirten Varianz.
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2.8 DIE VERALLGEMEINERTEN EMPIRISCHEN FUNKTIONEN (GEFS)

Im letzten Kapitel haben wir gezeigt, daB fir ein Zustandsraummodell mit
rauschfreier Beobachtungsgleichung ((2.1.6), (2.7.1)) der Unterraum, auf den
die Dynamik des Systems beschrénkt ist, durch die EOFs der Kovarianzmatrix ny
der Beobachtungen Y(t) gegeben ist (2.7.5). Dieser Zugang kann auf natiirliche
Weise verallgemeinert werden, indem die Singuldre-Werte-Zerlegung der
Kovarianzmatrix ny(r) mit einer Zeitverschiebung T betrachtet wird.

Bezeichnen wir mit
Cyp (T) = <X(L+T)X’ (£)> (2.8.1)

die Kovarianzmatrix der Zustandsvariablen X(t) mit der Zeitverschiebung v, so

ist
C, (T) = S(DA(DT (7) (2.8.2)

mit S(t) = (sl(t),...,sm(T)), T(T) = (tl(t),...,tm(r)) und A(T) = diag(hl(r),
...,Am(T)) die Singulidre-Werte-Zerlegung (singular value decomposition, SVD)
in die orthonormalen Vektoren s“(r) und t“(T) und die nicht negativen
singuléren Werte Au(T) [z.B. Stoer und Bulirsch (1978), Press et al. (1986)].
Hat Cxx(O). wie auch im letzten Kaplitel 2.7 vorausgesetzt, den Rang m, so ist
der Rang der Kovarianzmatrix Cxx(T) mit einer Zeitverschiebung T ebenfalls m,
d.h. die singuldren Werte Au(t) sind positiv. Es ist unmittelbar einsichtig,
daB dies nur fiir kleine Zeitverschiebungen T gelten kann, weil Kovarianzen
abhiingig von der Dynamik mit zunehmendem t kleiner werden, d.h. die Kovarianz-
matrix ny(r) nur fir kleine T gut konditioniert ist. Die Reihenfolge der
Tripel [A”(T), s“(r), t“(r)] ist durch

Al(r) = Az(t) z,..2 hm(t) (2.8.3)
gegeben. Aus der Beobachtungsgleichung (2.7.1) folgt fiir die Kovarianzmatrix
C. (1) = <¥(t+T)¥' (t)> (2.8.4)
Yy
der Beobachtungen Y(t) mit der Zeitverschiebung T

C,y (%) = _ngx(‘r)gT = (cs(xNA) (TN T = umA@IY(v), (2.8.5)

U(t) = cs(x), Y(x) = CI(x), (2.8.6)
mit den Sitzen orthonormaler Vektoren U(t) = (ul(r),...,um(t)) und V(T) =
(vl(r),...,vm(T)) (es gelte wie im letzten Kapitel g?g = I). Dies ist gerade

die SVD der Kovarianzmatrix ny(T) zu den positiven singuldren Werten A“(t).
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Die ibrigen (n-m) singuldren Werte von ny(r) sind Null.
Fir den Fall T = 0 erhalten wir die bekannten Ergebnisse (2.7.2,4,5) aus
dem vorigen Kapitel:

L =S(0) = T(0), A =A(0), E=U(0) =V(0). (2.8.7)

Es sind also neben den Mustern C auch deren Linearkombinationen U(t) oder
V(r) (2.8.6) zu kleinen Zeitverschiebungen T Basen des Unterraumes, auf den
die Dynamik des Systems beschrinkt ist.

Mit diesem erweiterten Zugang konnen wir nun die verallgemeinerten empi-
rischen Funktionen (generalized empirical functions, GEFs) einfithren. Das
bisher vernachlissigte Beobachtungsrauschen fiihrt dazu, daB8 die Unterriume,
die durch die Basen U(0), V(0), U(1), V(1), U(2), V(2),... aufgespannt werden,
alle etwas voneinander abweichen. Um diesen Einflu8 des Rauschens auszu-
schlieBen, suchen wir einen ,gemittelten" Unterraum, d.h. eine orthonormale
Basis G = (gl,...,gm), die den von der Gesamtheit aller Vektoren
(u(o),v(o),u(1),v(1),u(2),v(2),...) aufgespannten Raum am besten erfaBt, so
daB die quadratische Abweichung

m

m m T 5 = 5
B - 2.8.8
TZI ”Zl["u“(r) vzlgv gvu“(r)" +"vu(r) vzlgv gvvu(r)" ] ( )

minimal ist. Dabei steht |... Tx e

"2 fiir die Norm ||x]|2 = x x eines Vektors x. Die

Basisvektoren g“ nennen wir die verallgemeinerten empirischen Funktionen

(generalized empirical functions, GEFs).

2.9 DER MULTIVARIATE DURBIN-LEVINSON-ALGORITHMUS UND DAS EOFMDL-VERFAHREN

Ein autoregressiver Proze8 p-ter Ordnung (AR(p)-ProzeB)

X(t) = E AX(t-3) + m(t),  2~WN(0,Q), (2.9.1)
J=1

wie er als Modellfunktion eines Zustandsraummodells (2.1.5,6) vorliegen kann,
erfiillt die Yule-Walker-Gleichungen

C_.(k) - E A.C x(k-J), k=1,...,p, (2.9.2)

v}
XX =1 %

€, (0) - JZ1AJCXX(_j). (2.9.3)

o
]

Dabei ist

C (k) = <X(t+k)X1(t)> (2.9.4)
XX
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die Kovarianzmatrix der Variablen X(t) mit der Zeitverschiebung k. Man erhidlt
die Yule-Walker-Gleichungen, indem man die dynamische Gleichung (2.9.1)} von
rechts mit XT(t—k). k=0,...,p, multipliziert und iiber die Zeit mittelt.

Kennt man die Kovarianzmatrizen Cxx(k), so bilden die Yule-Walker-
Gleichungen ein Gleichungssystem, um die Systemmatrizen AJ zu bestimmen. Der
multivariate Durbin-Levinson-Algorithmus 16st dieses Problem in sukzessiv auf-
steigender Ordnung p = 1,2,3,... Neben dem AR(p)-ProzeB8 (2.9.1) mit den Yule-
Walker-Gleichungen (2.9.2,3) muB dabei gleichzeitig ein AR (p)-ProzeB in nega-
tiver Zeitrichtung

X(t) = i ASX(t+J) + 7 (t), = ~WN(0,Q ), (2.9.5)
3=
mit den Yule-Walker-Gleichungen
0 = Cxx(-k) - JZ1AJCXX(_k+J)’ k=1,...,p, (2.9.6)
Q = Cxx(o) - JZ1AJCXX(j) (2.9.7)

betrachtet werden. Im univariaten Fall vereinfacht sich die Beziehung Cxx(k) =
C§X(~k) der Kovarianzmatrizen (2.9.4) zu Cxx(k) = Cxx(—k), und die beiden Pro-

zesse (2.9.1,5) sind identisch.
Sind die Modellparameter des AR(p-1)- und des AR (p-1)-Prozesses bekannt,

so ergeben sich die GréBen der Prozesse in p-ter Ordnung aus

(p) _ ,(p-1) (p) ,-(p-1)
A% = - P =1,...,p-1, 2.9.8
-(p) _ ,~(p-1) _ ,-(p) ,(p-1) - - 2.9
A J A. j A p AP_J ’ J 1.---,P 1» ( . .9)
A(g) - A(p—1) [Qf(p—l)]-l’ (2.9.10)
Af(g) = 2P plp=1) -1 (2.9.11)

(p) (p)

(t) und 7 (t) erhdilt man aus den Modellfunktionen
(2.9.1) und (2.9.5), ihre Kovarianzmatrizen aus

(p)

Die Rauschterme 7

Q a®P ) m® T, (2.9.12)

Q—(p) = <n—(p)(t)[n_(p)(t)]T> (2.9.13)

und die verwendeten HilfsgréBen A(p)und A_(p) aus
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A(p) - <n(p)(t)[n—(p)(t—p-l)]T>, (2.9.14)

A_(p) = <n—(p)(t)[‘n(p)(t+p+1)]T>- (2.9.15)

Gibt man als Startwerte

Q{0 = g0 _

vor, so folgt fiir einen AR(1)- und AR (1)-ProzeB8 aus (2.9.10,11) das bekannte

(0) _ ,-(0),T
Cxx(O)’ A = (A ]

=C__(1) (2.9.16)
XX
Ergebnis

1) _
.

In Anhang A.2 wird der multivariate Durbin-Levinson-Algorithmus (2.9.8-15),
aus den Yule-Walker-Gleichungen (2.9.2,3,6,7) hergeleitet. Die multivariate
Formulierung des Durbin-Levinson-Algorithmus geht auf Whittle (1963, 1983)

(1) _ =1 ~( iyl
Ay = Cxx(l)Cxx(O), A Cxx( 1)Cxx(0). (2.9.17)

zuriick und findet sich auch in dem Lehrbuch von Honerkamp (1990).

Die Zustandsvariablen X(t) eines Zustandsraummodells sind nicht beobacht-
bar. Im speziellen Falle einer rauschfreien Beobachtungsgleichung (2.7.1)
kdnnen fiur lineare Modellfunktionen (2.9.1) die Muster C als die EOFs gewdhlt
werden (siehe Kapitel 2.7). Mit den Mustern C sind dann auch die Zustands-
variablen X(t) gegeben (2.7.6).

Die Wahl der Muster C als die EOFs der Beobachtungen Y(t) und die Bestim-
mung der Parameter eines AR(p)-Prozesses (2.9.1) als Yule-Walker-Schitzer mit
Hilfe des multivariaten Durbin-Levinson-Algorithmus (2.9.8-16) wird im folgen-
den als EOFMDL-Verfahren bezeichnet. Die POP-Analyse, die auf von Storch et
al. (1988) zuriickgeht, beruht auf dem EOFMDL-Verfahren. Dabei werden meist ca.
zehn EOFs beriicksichtigt und mit (2.9.17) die Systemmatrix eines AR(1)-

Prozesses geschitzt.

2.10 DIE HIERARCHIE DER SCHATZVERFAHREN FUR ZUSTANDSRAUMMODELLE

Das EOFMDL- (Kapitel 2.9), das EOFML- (Kapitel 2.7), das LSQ- und das
ML-Verfahren (Kapitel 2.6) schitzen die Parameter eines Zustandsraummodells

(2.1.5,6)

Y(t) = CX(t) + e(t), e~WN(O,R), (2.10.1)

X(t) = F[X(z<t),a,t-1] + n(t), n~WN(0,Q), (2.10.2)

mit zunehmender Genauigkeit.
Das EOFMDL~ und das EQOFML-Verfahren setzen beide die Muster C als die
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EOFs der Beobachtungen Y(t). Mit dieser Wahl sind die Schitzwerte der
Zustandsvariablen (2.7.6)

xt) = ctviry, ¢t = o, (2.10.3)

gegeben, an die die jeweilige Modellfunktion F[X(7=t),o«,t] angepaBt wird. Das
EOFMDL-Verfahren bestimmt die Yule-Walker-Schitzer der Modellparameter eines

AR(p)-Prozesses (2.9.1)

=t-1,...,t-p), b o den = E X(t- .10.4
F[X(z=t-1 t-p) (Al Ap)] J=1AJX(t J) (2.10.4)

beliebiger Ordnung p mittels des multivariaten Durbin-Levinson-Algorithmus,
das EOFML-Verfahren dagegen bestimmt die Maximum-Likelihood-Schdtzer der
Modellparameter « und der Kovarianzmatrix Q fiir beliebige Modellfunktionen
FIX(T=t),a,t].

Der wesentliche Unterschied dieser beiden Verfahren zu dem LSQ- und ML-
Verfahren ist, daB jene die Muster C gemeinsam mit den Modellparametern « fir
beliebige Modellfunktionen F[X(tst),a,t] schitzen. Das LSQ-Verfahren bestimmt
die Least-Squares-Schitzer fiir C und «, wdhrend das ML-Verfahren die Maximum-
Likelihood~Schédtzer fiir C und « zusammen mit den Kovarianzmatrizen R und Q
ermittelt.

Beide verwenden den linearen, erwartungstreuen Schitzer (2.4.1)

x(t;t) = c'vr), ¢ = oy iy (2.10.5)

fiir die nicht zu beobachtenden Zustandsvariablen X(t) (Kapitel 2.4; M = I fiir
das LSQ-Verfahren und M = Bfl fiir das ML-Verfahren). Dieser Schitzer hingt nur
von der Beobachtung Y(t) zu dem Zeitpunkt t ab. D.h. aber auch, daB er nur
einen geringen Teil der zur Verfiligung stehenden Information der gesamten Zeit-
reihe der Beobachtungen Y(t), t=1,...,t , nutzt.

max
Fiir ein Zustandsraummodell mit einem AR(1)-ProzeSB

FIX(t-1),A] = AX(t-1), (2.10.6)

als Modellfunktion erhdlt man mit Hilfe des Kalman-Glattungsfilters einen
Schitzer i(t). der linear von allen Beobachtungen Y(t), t=1""‘tmax’ abhingt
und den quadratischen Fehler <"X(t}—i[t)"2> minimiert (siehe Kapitel 2.4).
Ein auf dem Kalman-Glattungsfilter aufbauendes Verfahren zur Bestimmung der
Maximum-Likelihood-Schitzer der Parameter des Zustandsraummodells wurde von
Gantert (1989) entwickelt. Zunichst wird der aus einem Erwartungsschritt und

einem Maximierungsschritt bestehende EM-Algorithmus angewandt [z.B. Shumway



2. Parameterschitzung fur Zustandsraummodelle 21

und Stoffer (1982), Schneider (1986), Kirchen (1988)1. In der Ndhe des gesuch-
ten Maximums der Maximum-Likelihood-Funktion wird 2zu einem Quasi-Newton-
Verfahren iibergegangen. Auf diese Weise wird die Konvergenzrate gegeniiber der
alleinigen Verwendung nur eines der beiden Verfahren verbessert. Dieses auf
dem Kalman-Gl&ttungsfilter aufbauende Schitzverfahren ist also noch genauer
als das ML-Verfahren.

Eine Ubersicht iiber diese Hierarchie der verschiedenen Schitzverfahren

fiir Zustandsraummodelle gibt Tabelle 2.10.1.

Schitz- Modell- Schédtzer der

verfahren | funktionen X(t) € o

EOFMDL AR(p)-ProzeB (2.10.3) EOF multivarater Durbin-
Levinson-Algorithmus

EOFML beliebig (2.10.3) EQF Maximum-Likelihood-
Schidtzer

LSQ beliebig (2.10.5) mit M =1 Kleinst-Quadrate-Schitzer

ML beliebig (2.10.5) mit M = E_l Maximum-Likelihood-Schidtzer

Kalman AR(1)-ProzeB8 | Kalman-Gldttungsfilter| Maximum-Likelihood-Schitzer

Tabelle 2.10.1: Uberblick iiber die Hierarchie der Schitzverfahren fiir

Zustandsraummodelle, wie sie in diesem Kapitel zusammengefaBt sind. In der
ersten Spalte steht die Bezeichung des Verfahrens, in der 2zweiten die
méglichen Modellfunktionen FI[X(t=t),«,t], die mit dem jeweiligen Verfahren
angepaBt werden kdnnen. Der entsprechende Schiitzer der Zustandsvariablen X(t)
wird in der dritten Spalte angegeben. Die beiden letzten Spalten fassen zusam-

men, wie die Muster C und die Modellparameter o bestimmt werden.

2.11 DAS LINEARE ZUSTANDSRAUMMODELL ALS EIN SYSTEM VON OSZILLATOREN UND

RELAXATOREN

Das Zustandsraummodell mit einem AR(p)-ProzeB8 (2.9.1) als Modellfunktion
ist das allgemeinste lineare Zustandsraummodell der Form (2.1.5,6) mit einer
zeitunabhidngigen Modellfunktion F[X(T=t),a]. Es kann als ein System von Oszil-
latoren und Relaxatoren aufgefaBt werden.

Um dies zu sehen, muB der m-variate AR(p)-Proze8 (2.9.1) =zundchst in

einen (pxm)-variaten AR(1)-Prozes8
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z(t) = @Z(t-1) + &(t), Z~WN(0,3), (2.11.1)

umgeschrieben werden. Dabei ist

( e A )
X(t) ) & By hy Q 0—0)
X(t-1) 18 —0 00—0
Z(t) = , g=losos ||, 3=|] [ . (2.11.2)
FE S l |
Xtt-pel)) 0—0 10 L1
Dieser {(pxm)-variate AR(1)-ProzeB8 kann nun als Linearkombination
z(t) = Lz’ (t), & =L2'L ", 3=L3L (2.11.3)
von stochatisch angeregten Oszillatoren und Relaxatoren
Zz’ (t) = &2 (t-1) + L' (t), ' ~WN(0,3"), (2.11.4)

aufgefaBt werden, denn die Matrix A 148t sich auf Blockdiagonalgestalt

(::2 0
4 = ""(..) (2.11.5)

0 = TG,
‘)

bringen. Voraussetzung dafiir ist, daB alle (komplexen) Eigenwerte der Matrix

A’ verschieden sind. Die Bldcke stehen dabei fir

@ By

(1) = 8. « | FELom (2.11.6)
i i

(.) = ¥ i=1,...,pxm-2r. (2.11.7)

Mit (oci + iBi) werden die 2r komplexen Eigenwerte der Matrix A und mit % die
pxm-2r reellen Eigenwerte bezeichnet. In Anhang A.3 wird die zugehdrige Trans-
formationsmatrix L hergeleitet.
Als deterministische Lésung von (2.11.4) erhdlt man die Oszillatoren
d

zZi-l(t) =z exp(nit) cos(wit+¢i),
d i=1,...,r, (2.11.8)
Z2i t)y = - z; exp(Kit) 51n(wit+@i),
] N 2 2 A X
mit der Dampfungsrate K, = In oci+Bi , der 1/e-Abklingzeit T, = —1/KV der

Schwingungsfrequenz wi = arctan(Bi/ai) und der Periode Ti = 2n/wi sowie die
Relaxatoren

,d

z2r+i

(t) = z; exp[xit], i=1,...,pxm-2r, (2.11.9)
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mit der Dampfungsrate K, = ln[lin] und der 1/e~Abklingzeit T, = “1/Kr
Physikalisch sinnvoll sind nur stabile Oszillatoren und Relaxatoren mit einer
Dampfungsrate K, < 0.

Diese Oszillatoren und Relaxatoren kdnnen auch im Raum der Beobachtungen
Y(t) veranschaulicht werden. Unter Beriicksichtigung der Beobachtungsgleichung
(2.1.5) und der Transformationen (2.11.2,3) ergibt sich

) ) )T
c X (t) = cZ (t) = cl Z'(t). (2.11.10)
g KR g BB by ply #emTm

Man beachte, daB die Zustandsvariable X(t) nur aus den ersten m-Komponenten
des (pxm)-komponentigen Vektors Z(t) besteht (2.11.2). FaB8t man die Linearkom-

bination der Muster zu

m
c, = Z culunf m=1,...,pxn, (2.11.11)
pu=1
zusammen, so erhdlt man
m pxm
Z c X (t) = z e 2z (t). (2.11.12)
p=1 Ll m=1

Fiir die einzelnen Oszillatoren und Relaxatoren (2.11.8,9) folgt dann als

deterministische Ldsung des Zustandsraummodells (2.1.5,6):

d — » - » s

Yi(t) = €51 % exp[nit] cos[wit+¢i] 5 % exp[Kit] 51n[wit+¢i],
i=1,...,r, (2.11.13)

d o s -

Yi(t) = ¢4 % exp[Kit], i=1,...,pxm=2r. (2.11.14)

Der i-te Oszlllator beschreibt demnach im Beobachtungsraum einen Zyklus

T2i—1 l2i
€21 T %241
bei dem in Abstidnden von einer viertel Periode, 11/4, die POPs céb{’ —cér
_céi-l und céi als ,reine" Zustidnde auftreten.
Zum SchluB sel noch bemerkt, daB trotz der gewdhlten speziellen Form der
Systemmatrix #’ (2.11.5) und der POPs C’ = (ci,...,cﬁxm) (2.11.11) noch immer

eine Freiheit in der Wahl der Darstellung besteht. Um diese auszuschlieBen,
sind weitere Nebenbedingungen notwendig, die im Anhang A.4 2zusammengefaBSt

sind.
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2.12 ZUR AQUIVALENZ VON AR(P)~ UND AR(1)-PROZESSEN

Aus dem vorhergehenden Kapitel wissen wir, daB der zu dem m-variaten
AR(p)-ProzeB (2.9.1) &quivalente (pxm)-variate AR(1)-Proze8 (2.11.1) eine
spezielle Gestalt hat (2.11.2). Man beachte dabei besonders die Beziehung

zwischen den Komponenten der Vektoren X(t) und Z(t):

ztxm+u = Xu(t—'c), p=1,...,m, t=0,...,p-1. (2.12.1)

Wesentlich ist auBerdem, daB der Rang der Kovarianzmatrix des Rauschens der

beiden dquivalenten Prozesse gleich ist:
rglQ] = rgl3]. (2.12.2)

Es gilt demnach festzuhalten, daB ein Zustandsraummodell (2.1.5,6) mit
einem m-variaten AR(p)-ProzeB als Modellfunktion (2.9.1) im allgemeinen einen
andereren stochastlischen Proze8 beschreibt als ein Zustandsraummodell mit

einem (pxm)-variaten AR(1)-ProzeB8 (2.11.1).



3. STATISTISCHE TESTS

Die Anpassung eines Modells ist nur ein Punkt bei der Analyse von Zeit-
reihen. Es sind zusdtzliche Tests notwendig, die das Ergebnis der Modellanpas-
sung erhirten. In diesem Kapitel werden einige Hilfsmittel der Statistik be-
reltgestellt, die bei den Anwendungen in den Kapiteln 4 und 5 bendtigt werden.

Grundlegend im Bereich der Zeitreihenanalyse ist die Annahme, daB der
beobachtete ProzeB stationir ist. Als erstes wird deshalb in Kapitel 3.1 ein
Stationaritétstest eingefiihrt. An Hand von Simulationen wird die Anwendbarkeit
dieses Tests diskutiert. Eine weitere, h#uflg gemachte Annahme ist, daB die
Beobachtungen von einem linearen ProzeB stammen. Ein Test auf Linearitét wird
in Kapitel 3.2 beschrieben und diskutlert.

Wird an eine Zeltreihe ein Modell angepaBt, ist es wichtlg, neben den
geschitzten Modellparametern auch deren Vertrauensintervalle (Kapitel 3.4) als
MaB fiir die VerldBlichkeit der Schidtzung anzugeben. Dlagnostische Tests der
geschitzten Rauschterme (Kapitel 3.5) geben Hinweise darauf, ob das Modell die
Informationen des beobachteten Prozesses vollstidndig beschreibt. Die Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen der Modellparameter und der TestgréBSen werden in
dieser Arbeit durch Monte-Carlo-Simulationen approximiert. In Kapitel 3.3 sind
die Voraussetzungen genannt, die dabei eingehen.

Ein sehr wichtiges Kriterium fiir die Aussagefdhigkeit eines angepaBSten
Modells 1ist die Vorhersagbarkeit des modellierten Prozesses. AbschlieBend
werden deshalb in Kapitel 3.6 zwel MaBe vorgestellt, die zusammen die Vorher-

sagegiite eines angepaBten Modells charakterisieren.

3.1 EIN TEST AUF STATIONARITAT

a) Der Stationaritdtstest nach Priestley und Subba Rao

Eine der grundlegenden Annahmen bel der Zeltreihenanalyse ist, daB8 der
beobachtete ProzeB8 stationdir ist, d.h. daB alle seine statistischen Eigen-
schaften iIn der Zeit konstant sind. Bel der Einfiihrung des Zustandsraummodells
(2.1.5,6) haben wir dies ebenfalls vorausgesetzt. Soll die Anpassung eines
Zustandsraummodells an die Beobachtungen sinnvoll sein, so missen bei linearen
Modellfunktionen zumindest deren erste und zweite Momente (Mittelwert,

Varianz) zeitlich konstant sein.
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Der Test auf Stationaritdt, der in diesem Kapitel beschrieben wird, geht
auf eine Arbeit von Priestley und Subba Rao (1969) zuriick. Timmer (1990) griff
die Idee des Tests kiirzlich wieder auf. Gepriift wird die Hypothese, daB die zu
verschiedenen Zeitpunkten bestimmten Spektren einer Zeitreihe Z(t),
t=1.....tmax, gleich sind. Es werden nur die wesentlichen Punkte des Tests
erwdhnt, fir weitere Einzelheiten sei auf die beiden =zitierten Arbeiten
verwiesen. Voraussetzung fir diesen Test ist, daB der Mittelwert der Zeitreihe
Z(t) stets verschwindet und die zweiten Momente zu allen Zeiten endlich sind,
da sonst die Spektren nicht berechnet werden kdnnen.

Um die Spektren zu verschiedenen Zeitpunkten zu erhalten, gehen wir von

den Fourier-Transformierten kurzer Ausschnitte der Zeitreihe Z(t) aus:

o Eep -lwt
Ut,w) = (1/2vmh) Z z(t)e T, (3.1.1)
T=t-h

Fiir einen grdBeren Abschnitt der Zeitreihe Z(t), t=t1—T/2,...,ti+T/2, der
durch die Zeit t1 gekennzeichnet wird, erhdlt man durch Mittelung

N 1 T/2 2

f(ti,w) = m- lU(ti_T’w)I (3.1.2)

T==1/2

einen konsistenten Schitzer fiir das Spektrum dieses Abschnittes. Asymptotisch
gilt fir den Erwartungswert und die Varianz des Schitzers

EIf(t,w)] = £(t,0), varlf(t,w)] = %% £2(t,w). (3.1.3)

Die Schitzwerte f(t,,»,;) und f(t,,0,) sind statistisch unabhingig, wenn eine
der beiden Bedingungen
LiJ
o’
gliltig ist. Durch eine logarithmische Transformation

|oj-w,| » [t-t ] » T (3.1.4)

Y(t,w) = loglf(t,w)] (3.1.5)

erhalten wir einen Schitzer Y(t,w) mit den aymptotischen Eigenschaften

E[Y(t,0)] = Y(t,0), var[¥Y(t,w)] = %% mit w#0,mw. (3.1.6)

Die Varianz dieses transformierten Schitzers ist unabhdngig von t und w. Es

ist auch moglich,

Y(t,w) = Y(t,0) + e(t,w) (3.1.7)
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zu schreiben, wobei der Fehler £(t,w) mit den Eigenschaften

4h
3T

die Abweichung des Schitzwertes Y(t,w) von seinem asymptotisch zu erwartenden

Ele(t,w)] =0, varle(t,w)] = mit w#0,m, (3.1.8)

Wert Y(t,w) erfaBt. Wdhlen wir Zeiten ti und Frequenzen wj, zu denen Y(t,w)
geschitzt wird, so daB beide Bedingungen aus (3.1.4) erfillt sind, ist der
Fehler e(ti,wj) fir verschiedene Zeiten ti und Frequenzen wj unkorreliert. Wir
kénnen davon ausgehen, daB e(ti,wj) (zumindest asymptotisch) unabhidngig und
normalverteilt ist.

Das Spektrum f(w) eines stationiren Prozesses Zo(t) ist unabhingig von

der Zeit. Die Beziehung (3.1.7) ist in diesem Fall von der Form
Y(t,w) = p + Blw) + e(t,w). (3.1.9)

Das Spektrum eines gleichférmig modulierten Prozesses Z(t) = c(t)ZO(t) ist
f(t,w) = cz(t)f(w). Wir erhalten fiir solche Prozesse mit (3.1.5) eine Verall-

gemeinerung von (3.1.9),

V(t,0) = p + alt) + Blw) + e(t,w). (3.1.10)

Die allgemeinste Form
V(t,w) = pu + alt) + Blw) + 7(t,0) + e(t,w0). (3.1.11)

enthidlt auBerdem einen Term ¥(t,w), der von der Zeit t und der Freuenz w

abhingt. Mit den Nebenbedingungen
Za(t) =0, JBWw =o, Zy(t,w) =0, Jr(t,w) =0 (3.1.12)
(7} 7}

sind (3.1.9-11) eindeutig formuliert.

Der Test auf Stationaritidt ist demnach zweiteilig. Zuerst gilt es festzu-
stellen, ob die Behauptung zuriickgewiesen werden muB, den Beobachtungen liege
ein gleichférmig modulierter ProzeB zugrunde. In einem zweiten Schritt kann
dann gegebenenfalls gepriift werden, ob die Behauptung verworfen werden mus8,
der beobachtete ProzeB8 sei stationdr. Der eigentliche Test wird mit Hilfe der
Varianzanalyse durchgefiihrt, wie sie z.B. Hartung (1982) oder Pruscha (1989)
ausfithrlich beschreiben. Obwohl nur eine Beobachtung pro ,Zelle" vorliegt, ist
es méglich, auch den ,Wechselwirkungsterm" ¥(t,w) zu testen, da die asympto-
tisch zu erwartende Varianz 02 = var[e(t,w)] = = aus (3.1.8) bekannt ist. Die

3T
benétigten TestgréBen sind
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2

s, =10, Z[v(t,.)—v(.,.)] , (3.1.13)
2
s, = Z Z[Y(t,w)-Y(t,.)-Y(.,w)+Y(.,.)] (3.1.14)
7]
mit

Y(t,.) = (i/n ) Z;Y(t,w), (3.1.15)
Y(.,0) = (1/nt) Y(t,w), (3.1.16)
Y(.,.) = (1/n,n ) gz;vtt,w). (3.1.17)

Die Summen in (3.1.13-17) erstrecken sich iiber die Zeiten t, und Frequenzen

i
w,, zu denen Y(t,w) geschidtzt wird. Deren Anzahl bezeichnen wir mit n, und n .

) Unter der Nullhypothese, daB der beobachtete Proze8 glelchférmig modu-
liert ist, d.h. daB8 %(t,w) aus (3.1.11) konstant ist, ist dle GroBe SW/TZ
(3.1.14) eine xz-verteilte Zufallsvariable mit (nt—l)(nw—l) Freiheitsgraden.
Ist der Term 7(t,w) nicht signifikant, so k&nnen wir priifen, ob es sich um
einen stationiren ProzeB8 handelt, d.h. ob a(t) aus (3.1.10) konstant ist. Die
geeignete TestgroBe Sa/o2 (3.1.13) ist eine xz—verteilte Zufallsvariable mit
(nt—l) Freiheitsgraden. Ist der Term %(t,w) jedoch signifikant, kann man
testen, ob sich die Nichtstationaritidt auf eine bestimmte Frequenz w

beschréankt. Dle geeignete TestgroBe S(w)/o*2 mit
2
S(w) = Z[Y(t,w)-Y(.,w)] (3.1.18)

ist ebenfalls eine xz—verteilte Zufallsvariable mit (nt—l) Freiheltsgraden.

b) Die Analyse simulierter statlonarer Prozesse

In die Formulierung des Stationaritdtstests gehen verschiedene Vorausset-
zungen ein. Es bietet sich von daher an, die asymptotisch zu erwartenden Ver-
teilungen der TestgréBen Sa/o2 und 87/02 durch die Analyse simulierter statio-

nirer Prozesse zu approximieren.
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Betrachten wir =zunichst den einfachsten stationdren ProzesS, ein

GauBsches weiBes Rauschen
Z(t) = ¢(t), £ ~ GWN(0,25), (3.1.19)

mit verschwindendem Mittelwert und der Varianz 25. Die simulierte Zeitreihe
sei tmax = 480 Zeitschritte lang. Die bei dem Stationaritdtstest verwendeten
Parameter sind in Tabelle 3.1.1 zusammengefaBt. Der Parameter h aus (3.1.1)
wurde gleich der Anzahl der Frequenzpunkte n, gewdhlt. Der Abstand der Zeit-
punkte ti
n/h (siehe (3.1.4)).

Die asymptotisch zu erwartenden xz—Verteilungen und die durch die Analyse

ist gleich der Linge der Zeitabschnitte T, der der Frequenzen ist

von 500 Simulationen approximierten Verteilungen der TestgréBSen Sa/cr2 und
57/0'2 sind in den Abbildungen 3.1.1 gezeigt. In beiden Fidllen ist eine gute
Ubereinstimmung festzustellen.

Betrachten wir als einen weiteren stationidren Proze8 den AR(2)-ProzeS8
Z(t) = a12(t—1) + aZZ(t—Z) + C(t), L ~ GWN(0,1), (3.1.20)

mit einer Periode von 10 Zeitschritten und einer 1/e-Abklingzeit von 20 Zeit-
schritten, der durch ein GauBsches weiBSes Rauschen (t) mit verschwindendem
Mittelwert und der Varianz 1 angetrieben wird. Die simulierte Zeitreihe sei
wiederum tmax = 480 Zeitschritte lang. Die Parameter des Stationaritidtstest
seien dieselben wie zuvor (Tabelle 3.1.1). Die durch die Analyse von 500 Simu-
lationen approximierten Verteilungen der TestgréBen Sa/02 und Sy/o‘2 weichen
erheblich von den asymptotischen Verteilungen ab, wie in den Abbildungen 3.1.2
zu sehen ist. Dle TestgroéBe S“/cr2 nimmt viel hoéhere Werte an, die Werte der

TestgroBe 87/02 sind dagegen zu klein.

Linge der Zeltreihe tmax = 480

Anzahl der Zeitabschnitte n, = 4

Anzahl der Frequenzen n = h=6

Linge der Zeltabschnitte T = 117

Zeitabschnitte ti =65 + (i-1)T, i=1,...,nt
Frequenzen wé = w/2h + (j-1)n/h, j=1....,nw
Varianz c = 4h/3T = 0.068

Tabelle 3.1.1: Die bei dem Stationaritdtstest einer Zeitreihe von

tmax = 480 Zeitschritten Linge verwendeten Parameterwerte.
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Abbildung 3.1.1: Die asymptotischen und die simulierten Verteilungen der

TestgroBen a) Sa/cr2 und b) Sw/cz. Die simulierten Verteilungen beruhen auf der
Analyse von 500 Zeitreihen der Linge tmax = 480 eines GauBschen weiBen Rau-

schens.
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Abbildung 3.1.2: Fiir die Testgr&éBen a) Sa/cr und b) 87/0'2 sind neben den in
den Abbildungen 3.1.1 gezelgten Verteilungen diejenigen Vertellungen darge-
stellt, die auf der Analyse von 500 Zeitreihen der L&nge tmax = 480 elnes
AR(2)-Prozesses beruhen (gestrichelte Linien). Der AR(2)-Proze8 hat eine Pe-

riode von 10 Zeitschritten und eine 1/e-Abklingzeit von 20 Zeitschritten.
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Abbildung 3.1.3: Die asymptotischen und die simulierten Vertellungen der

TestgréBen a) S"L/O‘2 und b) Sw/o*z. Die simulierten Verteilungen beruhen auf der

Analyse von S00 Zeitreihen der Linge tmax = 5000 eines GauBschen weiBen Rau-

schens.
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Abbildung 3.1.4: Fir die TestgrdBen a) SOL/cr2 und b) S,a(/cr2 sind neben den in
den Abbildungen 3.1.3 gezelgten Vertellungen diejenigen Vertellungen darge-
stellt, die auf der Analyse von S00 Zeitreihen der Linge tmax = 5000 eines
AR(2)-Prozesses beruhen (gestrichelte Linien). Der AR(2)-ProzeB hat eine Pe-
riode von 10 Zeitschritten und eine 1/e-Abklingzelt von 20 Zeltschritten.
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Auch bei der Analyse von Zeitreihen mit tmax = 5000 Zeitschritten Li3nge
und den Parametern aus Tabelle 3.1.2 fiir den Stationaritdtstest ergibt sich

dasselbe Bild, wie aus den Abbildungen 3.1.3 und 3.1.4 zu entnehmen ist.

Lange der Zeitreihe tmax = 5000

Anzahl der Zeitabschnitte n, = 5

Anzahl der Frequenzen n, = h =10

Lange der Zeitabschnitte T = 997

Zeitabschnitte ti = 509 + (i-1)T, i=1,...,nt
Frequenzen wé = n/2h + (j-1)n/h, j=1,...,nw
Varianz ¢ = 4h/3T = 0.013

Tabelle 3.1.2: Die bei dem Stationarititstest einer Zeitreihe von

tmax = 5000 Zeitschritten Linge verwendeten Parameterwerte.

c) Die Voraussetzungen des Tests

Offenbar sind die Voraussetzungen, die bei dem Stationarititstest gemacht
werden, im Falle des AR(2)-Prozesses nicht erfiillt. Eine der Voraussetzungen
ist, daB die Schitzwerte ?(ti,wj) und damit die Fehler e(ti,wj) normalverteilt
sind. Die aus den Simulationen berechneten dritten und vierten Momente von
?(ti,wj) sind in allen vier Beispielen mit dieser Voraussetzung vertriglich.

Eine weitere Voraussetzung ist, daB die Varianz der Schidtzwerte Yt wj) unab-

hingig von der Frequenz wJ ist (3.1.6). Es zeigt sich aber, daB d;és nur fir
den ProzeB des GauBschen weiBen Rauschens zutrifft.

In Tabelle 3.1.3 sind die aus den Analysen des simulierten GauBschen
weiBen Rauschens mit tmax = 480 berechneten Varianzen der Schitzwerte ?(ti,wj)
und die {iber die Zeitpunkte ti gemittelten Varianzen zusammengefaBt. Die

Abweichungen voneinander sind zuf&dllig. Die Varianzen von ?(t wj), die auf

i’
der Analyse des simulierten AR(2)-Prozesses beruhen und in Tabelle 3.1.4 zu
finden sind, zeigen dagegen eine deutliche Abhdngigkeit von den Frequenzen w,.

Alle berechneten Varianzen sind gréBer als der asymptotische Wert 02 = 0.068.
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th?j 0.262 0.785 1.309 1.833 2.356 2.880
[S
65 0.070 0.070 0.076 0.078 0.073 0.077
182 0.089 0.078 0.076 0.068 0.070 0.083
299 0.091 0.068 0.075 0.076 0.073 0.083
416 0.080 0.076 0.076 0.071 0.072 0.086

%— 0.083 0.073 0.076 0.073 0.072 0.082
t

Tabelle 3.1.3: Die Varianzen der Schitzwerte ?(ti,wj) und die iiber die Zeit-

punkte gemittelten Varianzen, die aus den Analysen des simulierten GauBschen
weiBen Rauschens mit t . 480 berechnet wurden. Die asymptotisch erwartete
Varianz hat den Wert o~ = 4h/3T = 0.068.

25| 0.262 0.785 1.309 1.833 2.356 2.880

i

65 0.096 0.226 0.148 0.151 0.161 0.166
182 0.089 0.195 0.125 0.131 0.141 0.146
299 0.093 0.190 0.124 0.131 0.137 0.142
416 0.112 0.224 0.150 0.155 0.158 0.165

%— Z 0.098 0.208 0.137 0.142 0.149 0.155
t

Tabelle 3.1.4: Dle Varianzen der Schidtzwerte ?(ti,wj) und die iiber die Zeit-
punkte gemittelten Varianzen, dle aus den Analysen des simulierten AR(2)-

Prozesses mit tm % = 480 berechnet wurden. Die asymptotisch erwartete Varianz
hat den Wert 02 = 4h/3T = 0.068.

Fir die Zeitreihen mit tmax = 5000 erwarten wir, daB die asymptotisch
geltenden Aussagen besser erfiillt sind. Im Falle des GauBschen weiBen Rau-
schens (Tabelle 3.1.5) streuen die Varianzen sehr viel weniger und liegen nur
unwesentlich iiber dem asymptotischen Wert von 02 = 0,013. Fir den AR(2)-Proze8
(Tabelle 3.1.6) besteht die Abh#ngigkeit der Varianzen von den Frequenzen w

J

Jjedoch immer noch.
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t“u?j 0.157 0.471 0.785 1.100 1.414 1.728 2.042 2.356 2.670 2.985

i

509 0.015 0.014 0.014 0.014 0.013 0.014 0.014 0.013 0.013 0.017
1506 0.017 0.015 0.014 0.014 0.014 0.013 0.014 0.015 0.013 0.018
2503 0.016 0.014 0.015 0.015 0.013 0.015 0.014 0.013 0.013 0.015
3500 0.015 0.015 0.013 0.014 0.014 0.013 0.014 0.013 0.014 0.017
4497 0.016 0.014 0.014 0.014 0.015 0.015 0.014 0.014 0.016 0.015
%— ; 0.016 0.014 0.014 0.014 0.014 0.014 0.014 0.014 0.014 0.016

t

Tabelle 3.1.5: Die Varianzen der Schatzwerte ?(ti,wj) und die iiber die Zeit-

punkte gemittelten Varianzen, die aus den Analysen des simulierten GauBschen

weiBen Rauschens mit t ax = 5000 berechnet wurden. Die asymptotisch erwartete

Varianz hat den Wert o = 4h/3T = 0.013.

t\% j 0.157 0.471 0.785 1.100 1.414 1.728 2.042 2.35 2.670 2.985
i ™

509 0.013 0.029 0.032 0.021 0.018 0.016 0.014 0.011 0.010 o0.010
1506 0.012 0.025 0.026 0.016 0.015 0.014 0.011 0.010 0.009 0.009
2503 0.013 0.023 0.027 0.017 0.01S 0.014 0.012 0.010 0.010 0.009
3500 0.013 0.025 0.028 0.017 0.016 0.015 0.013 0.011 0.010 0.009
4497 0.012 0.025 0.026 0.016 0.015 0.014 0.012 0.010 0.010 0.010

%— Z 0.013 0.025 0.028 0.017 0.016 0.015 0.012 0.010 0.010 0.009
t

Tabelle 3.1.6: Die Varianzen der Schitzwerte ?(tl,wj) und die i{iber die Zeilt-

punkte gemittelten Varianzen, die aus den Analysen des simulierten AR(2)-

Prozesses mit t . 5000 berechnet wurden. Die asymptotisch erwartete Varianz
hat den Wert 02 = 4h/3T = 0.068.

d) Dle Analyse simulierter nichtstationarer Prozesse

In der Klimaforschung liegen oft nur kurze Zeltreihen (tmax < 1000) vor.
Um zu sehen, ob der Stationaritdtstest trotz der aufgezeigten Midngel auf solch
kurze Zetireihen anwendbar ist, werden noch einige Prozesse mit tmax = 480
untersucht. Insbesondere interessiert uns die Frage, ob nichtstationdre Pro-

zesse als solche erkannt werden kodnnen.
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Das erste Beispiel eines nichtstationsiren Prozesses sel ein gleichfdrmig

modulierter Prozes
Z(t) = c(t)ZO(t). (3.1.21)

Zo(t) ist dabei wiederum der AR(2)-ProzeB8 (3.1.20) mit der Periode 10 und der
1/e-Abklingzeit 20. Die Funktion c{(t) steigt in dem beobachteten Zeitraum
linear von 0.0 auf 1.0 an. Wir wollen den Stationaritédtstest durch einen Ver-
gleich der TestgréBen Su/o'2 und 87/02 mit den Verteilungen der TestgroBen des
AR(2)-Prozesses Zo(t) entscheiden. Die Abbildungen 3.1.5 zeigen die Verteilun-
gen der TestgroBen des Prozesses Z(t) (durchgezogene Linien) und Zo(t) (ge~
strichelte Linien). Die beiden Verteilungen der TestgrdBe 87/02 unterscheiden
sich nur wenig voneinander (Abbildung 3.1.5b). Die Behauptung, der simulierte
ProzeB sei gleichfdrmig moduliert, wird auf dem 5%-Signifikanzniveau nur in 1%
der Fidlle fdlschlich abgelehnt. Bei dem zweiten Telil des Testes, der sich auf
die TestgrioBe Sa/cr2 bezieht (Abbildung 3.1.5a), wird der Proze8 Z(t) eindeutig
als nichtstationadr erkannt.

Ein gleichfdrmig modulierter Proze8 Z(t) (3.1.21), dessen Funktion c(t)
in dem Beobachtungszeitraum linear nur wenig von 0.75 bis 1.25 ansteigt, ist
ein wesentlich realistischerer Fall. Die Abbildungen 3.1.6 zeigen die entspre-
chenden Verteilungen der beiden TestgrdBen. Auf dem 5%-Signifikanzniveau wird
der Proze8 nur in 1% der Fdlle als nicht gleichférmig moduliert erkannt
(Abbildung 3.1.6b)}. Allerdings wird auf dem 5%-Signifikanzniveau die Behaup-
tung, der ProzeB sei stationdr, in 30% der Fdlle nicht abgelehnt.

Als letztes Beispiel betrachten wir einen AR(2)-ProzeB

2(t) = a, (t)Z(t-1) + a,(t)2(t-2) + &(t), ¢ ~ GWN(0,1), (3.1.22)

mit zeitabhidngigen Parametern al(t) und a2(t), der durch ein GauBsches weiBes
Rauschen {(t) mit verschwindendem Mittelwert und der Varianz 1 angetrieben
wird. Wahrend des Beobachtungszeitraumes steigen die Periode des Prozesses und
die 1/e-Abklingzeit linear von 10 auf 30 Zeitschritte bzw. von 20 auf 60 Zeit-
schritte an. In den Abbildungen 3.1.7 sind neben den Verteilungen der
TestgréBen Sa/cr2 und Sy/o2 dieses Prozesses (durchgezogene Linien), auch die
des AR(2)-Prozesses (3.1.20) mit der Periode 10 und der 1/e-Abklingzeit 20
(lang gestrichelte Linien), sowie des AR(2)-Prozesses mit der Periode 30 und

der 1/e-Abklingzeit 40 (kurz gestrichelte Linien) gezeigt. Im Vergleich zu
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Abbildun§f§.1.5: Die durchgezogenen Linien stehen fir die simulierten Vertei-
lungen der TestgroBen a) Sa/o2 und b) Sv/cr2 eines gleichférmig modulierten
Prozesses 2(t) = c(t) Zo(t). die gestrichelten fiir die des AR(2)-Prozesses
Zo(t). Die Funktion c(t) steigt in dem beobachteten Zeitraum von tmax = 480
Zeitschritten linear von 0.0 auf 1.0 an. Der AR(2)-ProzeB hat eine Periode von

10 Zeltschritten und eine 1/e-Abklingzeit von 20 Zeitschritten.

a) b)

G020 = ©.20 -
il 3
)-I ]
1 z
aoms -1 . L—/:)O.\S -
pd 1 - zZ 1
i ' L
o : (]
- 1]
= 0.010 A . Z 0.0 4
= 1Tk =
[an] [aa]
<< <
S S
@ 0-005 - & 0-05
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.
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Abbildung 3.1.6: Wie in Abbildung 3.1.5 sind die simulierten Verteilungen der

TestgréBen a) Sa/o-2 und b) S7/o'2 eines gleichférmig modulierten Prozesses Z(t)
= c(t) Zo(t) (durchgezogene Linien) und die des AR(2)-Prozesses Zo(t) (gestri-
chelte Linie) zu sehen. In diesem Fall steigt die Funktion c(t) in dem beob-

achteten Zeltraum (tmax = 480) linear nur wenig von 0.75 auf 1.25 an.



3. Statistische Tests

37

€620 q 0.30 =
L b
1 +
= [I E_— 0.25 i
Z o154 = i
g} ' [Vp] ¥
= ' = H
7-"\ : Y] 0.20 -:E
[ ‘: O ?3
0 o
Eomo-p tom{ﬂ
= P -0 =
D : o
HE 0.10 43
% 0.005 - E g I i
&~ 8 o :':-:n
o b e Q005 3%,
1 2
' o
) - ] #J,r~err—1wxxL_
0.000 — 0.00 dr—rdptet e —————
0.0 750.0 0.0 25.0 $0.0 75.0 100.0 125.0
Sy /o

Abblildung 3.1.7:

Den simulierten Verteilungen der TestgrdBen a) Sa/tr2 und b)
S?/¢2 elnes AR(2)-Prozesses,

bel dem wihrend des Beobachtungszeitraumes von
t

— 480 dle Periode von 10 auf 20 Zeitschritte und die 1/e-Abklingzeit von

20 auf 60 Zeitschritte linear ansteligt (durchgezogene Linien), sind dle Ver-

teilungen zwelier AR(2)-Prozesse mit konstanten Parametern gegeniibergestellt.
Die Periode und die 1/e-Abklingzeit dieser beiden AR(2)-Prozesse (3.1.20) be-

trdgt 10 und 20 (lang gestrichelte Linien) bzw. 30 und 40 Zeitschritte (kurz
gestrichelte Linien).

diesen beiden Prozessen wird Z(t) (3.1.22) durch die Verteilung der Testgr&Be
87/02 eindeutig als nicht gleichférmig moduliert und damit nichtstationdr
erkannt. Die TestgroBe 87/02 nimmt im Falle eines GauBschen weiBen Rauschens

(3.1.19) bekanntlich hthere Werte an als bel einem AR(2)-Proze8 (Abbildung

3.1.2). Aber auch im Vergleich zu dleser Verteilung wird der Proze8 als nicht-
stationdr elingestuft.

Obwohl die slimullerten Vertellungen tellwelse deutlich von den asymptoti-
schen Vertellungen abweichen (Abbildung 3.1.2), zelgen die Beispiele, daB der

Stationaritidtstest recht gut zwischen stationdren und nichtstationdren Pro-

zessen unterscheldet. Bel schwach 1lnstationiren Prozessen,

des gleichférmig modulierten Prozesses (3.1.21)
0.75 bis 1.25 an),

wie dem Belspiel
(c(t) steigt llnear nur von
ist der Test wenig zuverldssig. Als Entscheidungskriterium
dienten die S%-Slignifikanzniveaus der simulierten Vertellungen eines entspre-
chenden stationdren AR(2)-Prozesses (3.1.20).
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3.2 EIN TEST AUF LINEARITAT

a) Der Linearitdtstest nach Subba Rao und Gabr

Eine weitere hdufig gemachte Annahme ist, daB die Beobachtungen Z(t),
t=1,...,tmax, von einem linearen ProzeB8 stammen. Der Llnearitdtstest, der in
diesem Kapitel beschrieben wird, geht auf eine Arbeit von Subba Rao und Gabr
(1980) zuriick. Es werden wieder nur die wesentlichen Punkte des Tests erwidhnt,
fir die Einzelheiten sei auf Subba Rao und Gabr (1980) und Timmer (1990) ver-
wiesen. Voraussetzung fir diesen Test 1ist, daB der betrachtete Prozes
stationdr ist, daB der Mittelwert der Zeitreihe 2Z(t) verschwindet und die
zweiten und dritten Momente zu allen Zeiten endlich sind.

Wird der beobachtete lineare ProzeB durch ein GauBsches weiBes Rauschen
angetrieben, sind die Beobachtungen Z(t) ebenfalls normalverteilt. Hat der

ProzeB einen verschwindenden Mittelwert

<Z(t)> = 0, (3.2.1)
so ist alle Information in der Autokovarianzfunktion 2. Ordnung

v(T) = <Z(t+71)2(t)> (3.2.2)
enthalten. Insbesondere ist die Autokovarianzfunktion 3. Ordnung

c(rl,rz) = <Z(t+11)z(t+rz)2(t)> (3.2.3)

identisch Null. Ganz analog beinhaltet im Frequenzraum das Spektrum

£lw) = ﬁ ) 7(x) 717 (3.2.4)

T==00

die gesamte Information des Prozesses und das Bispektrum

-iw, . -ilw.T
11 e (3.2.5)

Ir~18

_1 ¥
f(wl’wz) = — Z c(tl,rz) e

verschwindet identisch.

Allgemein gelten fiir die Autokovarianzfunktionen (3.2.2,3) die Symmetrie-

bedingungen
r(T) = y(-7), (3.2.6)
c(rl,rz) = c(tz,rl) = C(—Tl,Tz—Tl) = C(Tl-Tz,-Tz). (3.2.7)
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Fiir das Spektrum und das Bispektrum (3.2.4,5) folgt daraus:

f(w) ist reell, (3.2.8)

E ]
f(wl.wz) = f(wz,wl) = f(wl,-wl-wz) =f (-wl,—wz), (3.2.9)

wobei * die komplexe Konjugation bezeichnet. Das normierte Bispektrum ist
definiert durch
2
[£(w,0,)|

3 (3.2.10)
f(wl)f{wzlf[w1+w2}

X(wl,wz) =

Wdhrend das normierte Bispektrum fiir einen durch GauBsches weiBes Rauschen
angetriebenen linearen ProzeB8 gleich Null ist, hat es einen konstanten nicht-
verschwindenden Wert bei einem linearen ProzeB, der durch ein weiBes Rauschen
angetrieben wird, das nicht GauBsch ist. Ein nicht konstantes normiertes
Bispektrum ist ein Anzeichen dafiir, daB der beobachtete ProzeB8 nichtlinear
ist. Es gilt demnach zu priifen, ob die Hypothese verworfen werden muB, da8 das
normierte Bispektrum konstant ist.

Die Konstanz des normierten Bispektrums ist allerdings nur eine notwen-
dige und keine hinreichende Bedingung dafiir, daB der beobachtete ProzeB8 linear
ist. So ist z.B. das normierte Bispektrum des durch die Duffingleichung gege-
benen Prozesses konstant [Perrochaud (1982)]. Die Duffingleichung ist die
diskretlisierte Version des linearen Oszillators mit einer kubischen Stdrung.

In diesem Linearitédtstest verwenden wir

M

= _ 1 N -lwt
flw) = 5 T=§_:Mw(r) y(T) e (3.2.11)

als konsistenten Schitzer fiir das Spektrum (3.2.4) und analog dazu

. 1 M M . —iwltl-iwzrz
flw, ,0,) = — z w(t,,t,) clt,,t,) e (3.2.12)
1’72 2 L L 1’72 1°°2
an” t,=-M T . =-M
1 2
als Schitzer fiir das Bispektrum (3.2.5). Dabei ist
sin(nr/Mw)
W(T) = W (3213)
W
das Daniell-Fenster und
(3.2.14)

w(rl,rz) = w(tl) W(Tz) w(rl—tz)

die entsprechende Verallgemeinerung.
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Abbildung 3.2.1: Darstellung des groben und feinen Gitters zur Berechnung des
Bispektrums. Die fiir die Abbildung gewZhlten Parameter sind K =6, L = 4,
p=7, r=2undn = 9,

Wegen den Symmetriebedingungen (3.2.9) muB das Bispektrum nicht auf der
gesamten Flache -n < Wy, 0, < 7w ausgewertet werden, sondern nur in dem in
Abbildung 3.2.1 dargestellten Dreieck. Fiir den Test bendtigt man ein kon-
sistent geschidtztes Bispektrum und dessen Kovarianz als MaB8 fiir die Genauig-

keit der Schidtzung. Man schatzt daher das Bispektrum auf dem groben Gitter der

Punkte qi, i=1,...,p dadurch, daB8 man von dem auf einem feinen Gitter von n
Punkten cik’ k=1,...,n, um jeden dieser Punkte ci herum geschitzten normierten
Bispektrum den Mittelwert und die Varianz bestimmt. Das grobe Gitter ist durch
die Punkte (wi.wj) = (in/K, jn/K) mit i=1,...,L, J=i+1,...,7(i) gegeben, wobel
L = [2K/3] und 7(i) = K-[i/2]-1 und K « tmax' Das feine Gitter um den Punkt
(wi,wj) ist durch (wip'wj) mit wip = w+ pdn/tmax, p=-r,...,-1,0,1,...,r, und
(wi.qu) mit qu = wJ+qdn/tmax, g=-r,...,-1,1,...,r, gegeben. Dabel ist der

Abstand d so zu widhlen, da8 die Werte des normierten Bispektrums auf benach-

barten Punkten des feinen Gitters unabhingig voneinander sind.

Wir bezeichnen mit Yik den Wert des normierten Bispektrums X(wl,wz) an

den Punkten cik' mit Y = (?1,...,?p)T fassen wir die gemittelten Werte
i 1 n
¥, == ZYik . (3.2.15)

k=1
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an dem Punkt ci zusammen. Die Kovarianzmatrix §y fir Y ist durch
1 ¢ = s
(8055 = 7 kzl(vik—vi)(vjk—vJ

gegeben. Die Schiatzungen von ?1 sind asymptotisch normalverteilt. Sind die

) (3.2.16)

Werte ?i alle gleich, wie wir es fiir einen linearen ProzeB8 erwarten, so ist

der Vektor

Z2 = BY (3.2.17)

mit der (p-1)xp Matrix

1, -1, 0 ——0)
0, " ™
B = "xh“xx"x\"xm (3.2.18)
."l‘_.l. ‘..'.l.“ -.‘...l' .0
B0 ™1 R
. 4
identisch Null. Die Kovarianzmatrix des Vektors Z lautet
S = BSB. (3.2.19)
2, = 828
und man erhdlt
1% = bP-1 11, (3.2.20)
p-1 =2z

als TestgroBe.

Unter der Nullhypothese, daB der beobachtete Proze8 linear ist, d.h.
X(wl.wz) konstant ist, ist T2 eine asymptotisch F-verteilte Zufallsvariable
mit (p-1) und (n-p-1) Freiheitsgraden.

b) Die Analyse simulierter linearer und nichtlinearer Prozesse

Wie schon bel dem Stationaritidtstest (Kapitel 3.1) wird die asymptotisch
zu erwvartende Vertelilung der TestgridBSe T2 mit den durch die Analyse simulier-
ter stationdrer, linearer und nichtlinearer Prozesse approximierten Vertei-
lungen verglichen. Alle simulierten Zeitreihen, die hierzu analysiert wurden,
waren tmax = 480 Zeitschritte lang. Das grobe und feine Gitter wurde mit den
Parameterwerten K =6, L=4, p=7, r=2, n=9 und dem Abstand d=20
bestimmt und ist in Abbildung 3.2.1 veranschaulicht. Fir die Schitzung des
Spektrums und des Bispektrums (3.2.11-13) wurde M = 20 und Mw = 20 gewdhlt.
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Abbildung 3.2.2: Die asymptotische und die simulierte Verteilung der Test-

grosBe T2. Die simulierten Verteilungen beruhen auf der Analyse von S00 Zelt-
reihen der Linge tmax = 480 eines AR(2)-Prozesses. Die Periode und die 1/e-
Abklingzeit der beiden Prozesse betrdgt 10 und 20 Zeitschritte (lang gestri-
chelte Linie) bzw. 30 und 40 Zeitschritte (kurz gestrichelte Linie).

In der Abbildung 3.2.2 sind neben der asymptotischen Verteilung der Test-
groBe T2 zwei Verteilungen gezeigt, die auf die Analyse von jeweils 500 Simu-

lationen eines AR(2)-Prozesses
Z(t) = alz(t-l) + aZZ(t—Z) + L(t), Z ~ GWN(0,1), (3.2.21)

zuriickgehen. Der AR(2)-ProzeB der lang gestrichelten Linie hat eine Periode
von 10 Zeltschritten und eine 1/e-Abklingzeit von 20 Zeitschritten, der der
kurz gestrichelten Linie eine Periode von 30 Zeitschritten und eine 1/e-
Abklingzeit von 40 Zeitschritten. Beide Male treibt ein GauSssches weiBes
Rauschen {(t) mit verschwindendem Mittelwert und der Varianz 1 den ProzeB an.
Die Ubereinstimmung zwischen den drei Verteilungen ist recht gut. Insbesondere
scheint die Verteilung der TestgréBe unabhidngig von den 2Zeitskalen des
betrachteten AR(2)-Prozesses zu sein. Der Linearitédtstest kann offenbar unter

Verwendung der asymptotischen Vertelilung der TestgréBe T2 durchgefiihrt werden.
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Vergleichen wir die asymptotische Verteilung mit der, die auf 500 Simula-

tionen eines bilinearen Prozesses
2(t) = aZ(t-1) + bZ(t-1)g(t-1) + C(t), E~GWN(0,1) (3.2.22)

beruht. Die Parameter sind a = b = 0.4. Das weiBe Rauschen {(t) ist wiederum
normalverteilt mit verschwindendem Mittelwert und der Varianz 1. Wie wir in
Abbildung 3.2.3 sehen, unterscheidet sich die simulierte Verteilung recht gut
von der asymptotlischen. So wird auf dem S%-Signifikanzniveau in nur 19% der
Fédlle der bilineare ProzeB fdlschlich als linear eingestuft. Fir einen Prozes,

der durch die stochastisch angetriebene logistische Gleichung
Z(t) = az(t-1) [1-Z(t-1)] + &(t),  Z~GWN(0,0.02%) (3.2.23)

mit a = 3.7 gegeben ist, wird auf dem 5%-Signifikanzniveau die Nullhypothese,
der ProzeB sel linear, lediglich in weniger als 2% der Fdlle nicht abgelehnt
(Abbildung 3.2.4).
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Abblildung 3.2.3: Die asymptotische und die simulierte Vertellung der Test-
groBe T2. Die simullerte Verteilung beruht auf der Analyse von 500 Zeitreihen

der Linge tmax = 480 eines blillnearen Prozesses. Die beiden Abbildungen unter-

scheiden sich nur durch die Skalierung der Tz—Achse.
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Abbildung 3.2.4: Die asymptotische und die simulierte Verteilung der Test-

grosBe T2. Dle simulierte Verteilung beruht auf der Analyse von 500 Zeltreihen
der Linge tmax = 480 der stochastisch angetriebenen logistischen Gleichung.

Die beiden Abbildungen unterscheilden sich nur durch die Skalierung der
2
T -Achse.
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3.3 MONTE-CARLO-SIMULATIONEN

PaBt man an eine beobachtete Zeitreihe Y(t), t=1,...,t , Z.B. ein

Zustandsraummodell (2.1.5,6)

Y(t) = CX(t) + e(t), e~WN(O,R), (3.3.1)

X(t)

FIX(T<t),e,t-1] + n(t), 1~WN(0,Q), (3.3.2)

an, so ist dieses Vorgehen nur sinnvoll, wenn das beobachtete System auch als
ein Zustandsraummodell formuliert werden kann. Man geht also von folgender

Nullhypothese aus:

Ho: Der wahre ProzeB, der der Zeitreihe der Y(t) zugrunde liegt, ist ein

Zustandsraummodell der Form (3.3.1,2).

Die Parameter des Zustandsraummodells C, &, R und Q und evtl. weitere abgelei-

tete GréBen seien zu dem Vektor © = (61,6 ...) zusammengefaBt.

Die Parameterwerte Bwahr

des beobaciteten Prozesses sind unbekannt. Die
beobachtete Zeitreihe Y(t), t=1,...,tmax, ist eine spezielle Realisierung des
stochastischen Prozesses und als Ergebnis der Analyse erhdlt man die
.beobachteten" Schitzwerte ®. Wiren neben der vorliegenden Realisierung Y(t)
(1) (2)(t),...,

des stochastischen Prozesses noch weitere Datensdtze Y (t), Y

t=1,...,t , beobachtet worden, so hdtten diese zu den Schidtzwerten 5(1),
5(2) .. geftihrt (Abbildung 3.3.1).

All diese Parameter @, 5(1). @(2),... sind um ®wahr verteilt. Die Abwei-
chungen @_ewahr treten mit einer Wahrscheinlichkeit P(®_®wahr) auf. Ebenso wie
dle Parameter ®wahr ist diese Wahrscheinlichkeitsverteilung unbekannt.

beobachtet NI Analyse 8
hypothetisch [, (1) [=€1)
wahre Parameter| | it (t) b
gwahr ; Y(Z)(t) ; é(z)
> Y(B)(t) 5 é(S)
Abbildung 3.3.1: Die Analyse einer beobachteten Zeitreihe Y(t), t=1,...,tmax,
eines Prozesses mit den Parametern ®wahr flihrt zu den Schitzwerten ©. Wiirde

(1)

dieses Experiment wiederholt, so erhielte man neue Zeltreihen Y

en Schiétzwerten 5(1) [nach Press et al. (1986)].

(t) mit neu-
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simullert ([ (1) Analyse =t
i Yslm(t) i esim
[y @ty N é‘f’
Analyse = sim sim
Y(t) 8 || - ~(3
> Ysim(t) 3 esim
v (4) [x(4)
. Yslm(t) 5 esim

Abbildung 3.3.2: Die geschdtzten Parameter ® der beobachteten Zeitreihe Y(t),

t=1....,tmax sind der Ausgangspunkt fiir die Simulation von beliebig vielen
(s)
Zeitreihen Yéim

Ensemble von Parametern Bif; [nach Press et al. (1986)].

(t). Die Analyse dieser Monte-Carlo-Simulationen ergeben ein

In dem Fall, daB die Nullhypothese Ho
beobachteten Parameterwerte & gegeben sind, ist es méglich, dle Wahrschein-

gilt und die Parameter durch die

lichkeitsverteilung P(6-8) zu bestimmen. Ausgehend von den Parametern ® kann
(1) (2) = -
eine beliebige Anzahl von Zeitreihen Ysim(t)’ Ysim(t)""’ t—l....,tmax, simu
liert werden. Die Analyse dieser Monte-Carlo-Simulationen fihrt zu einem
Ensemble von Parametern é(l), N(Z),..
- sim sim

lung P(6-8) geschdtzt werden kann. Abbildung 3.3.2 skizziert dieses Vorgehen.
Mit Hilfe der Annahme, daB die simullerte Wahrscheinlichkeltsverteilung
P(6-8) gleich der unbekannten wahren Verteilung P(8-8"2PT) ist, wie es Abbil-
andeutet, konnen quantitative Aus-

dung 3.3.3 fir elnen einzelnen Parameter &

., von dem die Elgenschaften der Vertei-

i
sagen liber die VerlidBlichkeit der Schitzwerte gemacht werden.

AP (8)

=

5 @ VAHR ]

Abbildung 3.3.3: Dle unbekannte Wahrscheinllichkelitsverteilung P(B-ewahr

des Parameters 8 sei gleich der Wahrscheinlichkeitsverteilung P(6-8).

)
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3.4 VERTRAUENSINTERVALLE

Wir betrachten nicht die Wahrscheinlichkeltsverteilung P(8-8) im multi-
dimensionalen Raum aller Parameter 6 = (91.62,...), sondern die Vertelilung
i (Abbildung 3.4.1).

Um zu beantworten, ob ein bestimmter Schitzwert typisch fiir den betrach-
teten ProzeB8 1ist oder nicht, eignet sich die Angabe der Wahrscheinlichkeit
P(91<51). mit der Werte 8,
wert 6,. Ist z.B. die Wahrscheinlichkeit P(ei<°1) = 99%, ist der Schidtzwert 6

i 1
zu groB, denn gréBere Werte 6i kommen nur mit einer Wahrscheinlichkeit von 1%

P(ei—ai) eines einzelnen Parameters 6

auftreten konnen, die kleiner sind als der Schitz-

vor.
Wichtig im Rahmen der Modellanpassung ist vor allem ein Ma8 fiur die

VerliBlichkeit eines Schétzwertes 51. Zu einem Schidtzwert 51 werden deshalb
die 90%-Vertrauensintervalle bestimmt, wie es in Abblildung 3.4.1 skizziert
‘i'ahr llegt mit einer Wahrscheinlichkeit von 90%

innerhalb dieses Intervalls. Liegt der Schidtzwert 51 auBerhalb des 90%-

Vertrauensintervalls, so ist sein Wert untypisch fiir den untersuchten Proze8

ist. Der wahre Parameterwert @

mit den Parametern . Sehr weite Vertrauensintervalle lassen auf ein schlech-
tes Signal-zu-Rausch-Verhdltnis oder auf eine zu groBe Anzahl von angepaSten
Parametern schlieBen. Parameter 91. deren Vertrauensintervall mit Null
vertriglich ist, sollten evtl. Null gesetzt werden. Meistens ergibt sich dann

eine Verbesserung der Ergebnisse.

5% 5%

\\\ AR e ———
8 e'AHR
90%—VERTRAUENS INTERVALI..F‘

Abbildung 3.4.1: Die Wahrscheinlichkeltsvertellung P(6-8) des Parameters 6.
Der Wert P(6<8) gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der Werte 6 auftreten
kénnen, die klelner sind als der Schitzwert 8. Das 90%-Vertrauensintervall
ist ein MaB fiir die Verl#Blichkelt des Schitzwertes 8.

>V
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3.5 DIAGNOSTISCHE TESTS DER GESCHATZTEN RAUSCHTERME

Um die Gliltigkeit der Nullhypothese H0 aus Kapitel 3.3 zu priifen, sind
sogenannte diagnostische Tests notwendig. Bel diesen Tests werden die
unerklirten Reste betrachtet, die sich aus der Beobachtungsgleichung (3.3.1)

zZu

e(t) = Y(t) - CX(t), (3.5.1)
aus der dynamischen Gleichung (3.3.2) zu

n(t) = X(t) - FIX(t<t), @, t-11, (3.5.2)
oder aus der Ein-Schritt-Vorhersage des gesamten Systems (2.5.7) zu

p(t) = Y(t) - CFIX(t<t), e, t-11, (3.5.3)

ergeben (siehe Kapitel 2.4,5).

a) Die erklarte Varianz

Eine KenngréBe, die wir betrachten konnen, ist die durch die Beobach-
tungsgleichung (3.3.1) oder auch die Ein-Schritt-Vorhersage des Gesamtsystems
(3.3.1,2) erklirte Varianz

var[Y(t)] - var{&(t)]

var[Y(t)] (3.5.4)

S =

Im ersten Fall steht £(t) fiir den unerklédrten Rest e(t) (3.5.1), im zweiten
fir den Vorhersagefehler p(t) (3.5.3). Gilt die Nullhypothese HO’ so erwarten
wir einen typischen Wert S. Ist dagegen S und damit auch die Wahrscheinlich-

keit P(S<S) sehr klein oder sehr gro8, so muB8 die Nullhypothese H_ abgelehnt

0
werden.

b) Der multivariate Portmanteau-Test auf weiBes Rauschen

Wenn die Nullhypothese H. richtig ist, so sind die unerklédrten Reste

0
e(t), m(t) und p(t) ein weiBes Rauschen. Dies ergibt eine weitere Moglichkeit
des diagnostischen Tests. Es stellt sich also die Frage, ob eine multivariate
Zeitreihe £(t) mit weiBem Rauschen vertriglich ist. Eine der wenigen bekannten

multivariaten Tests beruht auf der Portmanteau-Statistik
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T

P1 = Ynax rZ1 triR()R(-T)], LI (L P (3.5.5)
mit
R(z) = EE(T)CE€ CEE(T) = <§(t+T)ET(t)>. (3.5.6)

Die univariate Formulierung der Portmanteau-Statistik p1 geht auf Box und
Pierce (1970) =zuriick. Sle wird im Rahmen der Anpassung univariater Auto-
regressiver-Moving-Average- (ARMA-) Prozesse vorgestellt und hat auch Eingang
in neuere Lehrbiicher zur Zeitreihenanalyse gefunden [z.B. Brockwell und Davis
(1987), Schlittgen und Streitberg (1987), Honerkamp (1990)]1. Chitturi (1974)
erwelterte diesen Test auf multivariate autoregressive (AR-) Prozesse, Hosking
(1980) auf multivariate ARMA-Prozesse.

Die Matrizen R(t) (3.5.6) sind nicht die Korrelationsmatrizen der Zeit-
reihen £(t) zur Zeitverschiebung T, wie sie liblicherweise definiert werden.
Sie sind aber eine natiirliche Verallgemeinerung der Autokorrelationen uni-
variater Zeitreihen. Betrachtet man einen m-variaten ARMA(p,q)-ProzeB, so ist
die Portmanteau—Statistlk Py eine asymptotisch xz—vertellte Zufallsvariable
mit m x(r *p-q) Freiheitsgraden [Hosking, (1980)]. Wir bestimmen auch die
Wahrscheinl1chkeitsverteilung P(pl) durch Monte-Carlo-Simulationen und kdnnen
so, unabhingig von der Wahl der Modellfunktion F[X(T=t),«,t], die Portmanteau-
Statistik Py als Teststatistik verwenden.

Bei der Anpassung univariater ARMA-Modelle wurde mehrfach beobachtet, daB
der unerkldrte Rest £(t) unkorreliert ist, die quadrierten Reste Ez(t) dagegen
nicht [McLeod und Li (1983) und Zitate darin]. Mit zus&tzlichen nichtlinearen
Termen konnte diese Schwierigkeit umgangen werden. Es ist daher zweckmiBig,
neben der Portmanteau—Statlstik p1 (3.5.5,6) auch die Portmanteau-Statistik P,
des quadrierten Restes E (t) - <E (t)> zu betrachten. McLeod und Li (1983)
zeigten, daB P, eine asymptotisch x —vertellte Zufallsvariable mit T nax Frei-
heitsgraden ist. Neben der Portmanteau-Statistik Py (3.5.5,6) betrachten wir
deshalb auch die Portmanteau-Statistik P, der multivariaten quadrierten Reste
T

(gf(t)—qf(t», Eg(t)-<§§(t)>,...) (3.5.7)

Gilt die Nullhypothese HO, so erwarten wir typische Werte 51 und 52. Ist
aber der Wert 51 (SZ) und damit auch die Wahrscheinlichkeit P(p1<51)

(P(p2<52)) sehr groB8, so muB die Nullhypothese H_. mit einer Signifikanz von

0
1 - P(p1<p1) (1 - P(p2<p2)) abgelehnt werden.
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3.6 DIE VORHERSAGEGUTE DES ANGEPASSTEN MODELLS

Die Frage der Giite eines bestimmten Zustandsraummodells (3.3.1,2) kann
auch durch den Vergleich von Vorhersagen Y(t+t;t) mit den Beobachtungen Y(t+t)
beantwortet werden.

Wir beginnen die Vorhersage zum Zeitpunkt t. Die bendtigten Anfangswerte
der Systemzustédnde X(t’) mit t’ s t werden als (2.4.1)

X(t';t) =c'ver), ¢ = ™Mo ™, M =1 oder R, (3.6.1)
geschitzt. Durch Iteration der Ein-Schritt-Vorhersage (2.5.1)

X(t;t-1) = F[X(w<t),e,t-1], (3.6.2)
erhalten wir so die Zeitserie X(t+t;t), ©=0,1,..., und die Vorhersagen (2.5.3)

Y(t+T;t) = CX(t+T;t) (3.6.3)

der BeobachtungsgréBen Y(t).

Die Menge der Zeiten t, zu denen eine Vorhersage gestartet wird, bezeich-
nen wir mit ¥. So kann I alle Zeitpunkte t=1,...,tmax umfassen. Dabei sind
aber z.B. die Zeiten der benétigten Anfangswerte zu vernachlédssigen. Handelt
es sich bei den Beobachtungen Y(t) um monatliche Werte, kann die Menge I auch

diejenigen Zeiten beinhalten, die nur einem bestimmten Monat entsprechen.

a) Die Korrelationsgute

Als MaB der Giite einer T-Schritt-Vorhersage Y(t+Tt;t), t € ¥, biletet sich

die Korrelationsgiite der Vorhersagen Y(t+t;t) mit den Beobachtungen Y(t+t)

S (t;¥) = 3
or n

c tr[cor[Y(t+t);Y(t+r;t)]teI] (3.6.4)

an. Die Korrelationsmatrix corl[2(t);2’ (t)] zweier multivariater Zeitreihen

tel
Z(t) und 2’ (t) mit je n Komponenten ist wie gewdhnlich mit Hilfe der Kova-
rianzmatrix
= , T
sz’ = <Z(t)2 {t)>teI (3.6.5)
als

(3.6.6)

cor[Z(t);2' (t)]

n
) [ [sz’lij ]
tel ;
V/[sz’]ii[czz’]JJ

definiert. Die Klammern <"'>teI stehen fir eine Mittelung iber die Zeiten t,

i,j=1

die in der Menge X enthalten sind. Das GiitemaB Scor(r;I) kann Werte zwischen



3. Statistische Tests 51

-1 und 1 annehmen. Mit Scor(r;I) = *]1 wird angedeutet, daB die Vorhersagen
Y(t+tr;t) und die Beobachtungen Y(t+t) bis auf einen additiven Term oder einen
beliebigen Faktor identisch sind. Mit zunehmender Vorhersagezeit T werden die
Vorhersagen schlechter, ihr zeitlicher Verlauf weicht mehr und mehr voneinan-
der ab, der Betrag von Scor(r;I) wird kleiner. Scor(T;I) = 0 bedeutet, daB die

Vorhersagen und die Beobachtungen statistisch unabhidngig sind.

b) Die relative Abweichung

Die relative Abweichung der Vorhersagen Y(t+t;t) von den Beobachtungen

Y(t+t) ist als

(3.6.7)

V//var[Y[t+T)—Y{t+T;t)ltef
véFTY(tﬂ')]tEI ’

definiert. Die Varianz einer multivariaten Zeitreihe Z(t) ist durch die Spur

der Kovarianzmatrix sz (3.6.5)

_ R |
var[Z(t)]teI = tr[sz] = <27 (t)2(t)> (3.6.8)

tel

gegeben. Die relative Abweichung Srrmse(r;i) und die erkldrte Varianz S

(3.5.4) aus Abschnittt 3.5a) hingen unmittelbar zusammen:

S (r=0;%={1,...,t }) =v 1-5S fir £&(t)

rrmse max e(t), (3.6.9)

S (t=1;%={1,...,t___}) =V 1-S fiir £(t)

rrmse max p(t). (3.6.10)

Sind die Vorhersagen Y(t+t;t) und die Beobachtungen Y(t+t) identisch, so
ist S (t;3¥) = 0. Mit wachsender Vorhersagezeit t werden die Vorhersagen

rrmse
mehr und mehr von den Beobachtungen abweichen wund die Varianz

rrmse
Varianz der Abweichungen ebenso groB wie oder grioBer als die Varianz der Beob-

var[Y(t+r)—Y(t+r;t)]teI wird zunehmen. Fiir S (t;X) =1 ist dann die

achtungen.
Die beiden MaBe S (t;%) und S
cor rrms

zeit T betrachtet, geben zusammen ein gutes Kriterium, um unterschiedliche

e(r;r), als Funktionen der Vorhersage-

Zustandsraummodelle (3.3.1,2) miteinander zu vergleichen. Allerdings wird ein
zu gutes Modell vorget3uscht, wenn man die Giite der Vorhersagen Y(t+t;t) bzgl.
der Beobachtungen Y(t+t) betrachtet, an die das Zustandsraummodell angepaBt
wurde. Dieser kiinstlichen Erhdhung der Vorhersagegiite ist in besonderer Weise
Rechnung zu tragen. Fir eine ausfiihrliche Diskussion des Verhdltnisses von
.wahrer" zu , kiinstlicher" Vorhersagegiite sei auf die Arbeit von Barnett und

Hasselmann (1979) hingewiesen.



4. ANALYSEN SIMULIERTER DATEN

In dem Kapitel 2 wurde eine Hierarchie von Schitzverfahren fiir Zustands-
raummodelle vorgestellt. Die Analyse simulierter Daten bietet die Mdglichkeit,
die Schitzwerte und ihre Vertrauensintervalle mit den vorgegebenen und daher
bekannten Werten des simulierten Modells zu vergleichen. Auf diese Weise wer-
den die Vor- und Nachteile der einzelnen Verfahren einander gegeniibergestellt.
Als Beispiele dienen niederdimensionale Zustandsraummodelle (n = 4) mit und
ohne Beobachtungsrauschen. Die gewdhlten Modellfunktionen sind linear (AR(1)-
und AR(2)-Prozesse).

Fiir Zustandsraummodelle ohne Beobachtungsrauschen kénnen die POPs gleich
den EOFs gewdhlt werden (siehe Kapitel 2.7). Ein solches Zustandsraummodell
ohne Beobachtungsrauschen mit einem AR(2)-ProzeB als Modellfunktion dient in
Kapitel 4.1 als erstes Beispiel, um die Schitzung der Modellparameter durch
das EOFMDL-, das EOFML-, das LSQ- und das ML-Verfahren miteinander zu verglei-
chen.

Bei dem zwelten Beispiel in Kapitel 4.2 handelt es sich um ein Zustands-
raummodell mit einem AR(2)-Proze8 als Modellfunktion, das auch das Beobach-
tungsrauschen einschlieBt. Verglichen werden das LSQ- und das ML-Verfahren.
Insbesondere wird die Abhingigkeit der Schidtzungen von den gewdhlten Anfangs-
werten untersucht.

In dem Kapitel 4.3 findet sich ein Vergleich des LSQ- und des
ML-Verfahrens mit dem von Gantert (1989) entwickelten Kalman-Verfahren. Die
Modellfunktion ist bei dlesem dritten Beispiel ein AR(1)-ProzeB8. Der EinfluB8

des Beobachtungsrauschens auf die Analyseergebnisse wird behandelt.

4.1 EIN VERGLEICH DER EOFMDL-, EOFML-, LSQ- uND ML-VERFAHREN AN EINEM

BEISPIEL OHNE BEOBACHTUNGSRAUSCHEN

Das EOFMDL-, das EOFML-~, das LSQ- und das ML-Verfahren, die in den Kapi-
teln 2.6,7,9 definiert wurden, werden hier an Hand simulierter Daten vergli-

chen.

a) Die simulierten Daten

Den simulierten Daten liegt ein Zustandsraummodell (2.1.5,6) mit gleichen
Dimensionen (n = m = 2) fir den Raum der Y(t) und X(t), ohne Beobachtungsrau-

schen (R = 0) und mit einem AR(2)-ProzeB als Modellfunktion zugrunde:
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Y(t) = CX(t), (4.1.1)

X(t) X(t-2) + (), 1~GWN(0,Q). (4.1.2)

AX(t-1) + A,
Das Rauschen 7 (t) ist ein GauBsches weiBes Rauschen mit verschwindendem

Mittelwert und der Kovarianzmatrix Q. Mit den Parametern

_ [ 1.0000 0.0000
ol [ 0.0000 1.0000]’ 4180
4 = [ 1-9250 -0.1070 A = [70-9604  0.0790 (2.1.4)
=1 = | 0.0021 1.8180)" <2 = (-0.0043 -0.9023}’ '

_(7.846 1.500
o= | 1.500 2.177] (4.1.5)

ist dieses Modell ein System aus zwel Oszillatoren. Die Periode und die 1/e-
Abklingzeit des einen Oszillators sind T, = 34 und 7, = 49, die des anderen

1 1

sind T2 = 21 und T, = 20. Die Zeitreihe der simulierten Beobachtungen Y(t) ist

t = 1000 Zeltschritte lang.
max

b) Das EOFMDL~Verfahren

Der multivariate Durbin-Levinson-Algorithmus berechnet die Yule-Walker-
Schiatzer eines AR(p)-Prozesses in sukzessiv aufsteigender Ordnung p =
1,2,3,... (Kapitel 2.9). Deshalb ist das EOFMDL-Verfahren ein geeignetes
Mittel, AR(p)-Prozesse verschiedener Ordnung p anzupassen, um so Hinweise auf
die Ordnung des AR(p)-Prozesses des linearen Zustandsraummodells (4.1.1-5) zu
erhalten, mit dem die Daten Y(t) erzeugt wurden.

Alle mit dem EOFMDL-Verfahren angepaBSten bivariaten (m = 2) AR(p)-
Prozesse der Ordnungen p=2,...,10 zeigen zwel dominante Oszillatoren mit den
Zeitkonstanten T, %36, %1z54 und T

1 2
Relaxatoren klingen sehr schnell ab (7<5). Zusammen mit dem Verhalten der

x21, ;2%22. Die weiteren Oszillatoren und

Varianz des unerklédrten Restes %(t) und den Portmanteau-Statistiken 51 und EZ
von n(t) (sliehe Kapitel 3.5) in Abhingigkeit von der Ordnung p, die in Tabelle
4.1.1 zusammengefaBt sind, kann man p = 2 als Ordnung des AR(p)-Prozesses

(4.1.1-5) folgern.
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p |varin(t)] 51 52

1 94.6 14060. 3633.

2 9.7 141.1 103.3

3 9.7 130.7 103.9

4 9.6 130.8 105.0
Tabelle 4.1.1: Die Varianz des un- 5 9.6 129.4 106.7
erklirten Restes 7(t) und die Port- 6 9.6 126.3 105.1
manteau-Statistiken Sl und Sz von 7 9.5 121.7 104.9
n(t) fir die mittels des EOFMDL- 8 9.5 113.0 103.9
Verfahrens angepaBten AR(p)-Prozesse 9 9.4 106.6 108.7
mit p=1,...,10. 10 9.4 107.6 109.2

c) Das EOFMDL- und das EOFML-Verfahren

Das EOFMDL~ und das EOFML-Verfahren (Kapitel 2.7,9) schidtzen beide die
Muster C als die EOFs der Beobachtungen Y(t). Mit dieser Wahl sind Schidtzwerte
der Zustandsvariablen X(t) gegeben, an die die jeweilige Modellfunktion
F[X(tst),a,t] angepaBt wird. Das EOFMDL-Verfahren bestimmt die Yule-Walker-
Schédtzer der Modellparameter eines AR(p)-Prozesses beliebiger Ordnung p
mittels des multivariaten Durbin-Levinson-Algorithmus, das EOFML-Verfahren
dagegen bestimmt die Maximum-Likelihood-Schitzer der Modellparameter o fir
beliebige Modellfunktionen F[X(tst),«x,t]. Ist wie in diesem Beispiel die
Modellfunktion ein AR(p)-ProzeB8, so dienen die Yule-Walker-Schitzer der
Modellparameter als Anfangswerte fiir die Maximierung.

Die Analysen der simulierten Daten Y(t) mit den beiden Verfahren schitzen

die Muster C als

(@1

- [ 0.9999 0.0139]' (4.1.6)

-0.0139 0.9999
Die Ergebnisse der EOFMDL- und der EOFML-Analyse mit einem bivariaten (m = 2)
AR(2)-ProzeB als Modellfunktion sind direkt vergleichbar. Um die Ergebnisse
auch mit den gegebenen Werten (4.1.3-5) vergleichen zu k&nnen, muB das vorge-
gebene Modell auf dieselbe Darstellung transformiert werden. Weil fiir das hier
betrachtete Modellbeispiel die Dimensionen des Beobachtungsraumes und des

Zustandsraumes gleich sind (n = m), ist dies eine einfache Basistransformation
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mit L = E? (siehe Kapitel 2.3):

1.9260 -0.1055 -0.9614 0.0781

4 = ( 0.0036 1.8170]' A =[_0,0051 _0_9013], (4.1.7)
, _ {7.803 1.578
&= [ 1.578 2.220]' (4.1.8)

In Tabelle 4.1.2 sind die gegebenen und die von beiden Verfahren
geschatzten Werte der Systemmatrizen Al und AZ und der Kovarianzmatrix Q
zusammengefaBt. Mit den Schitzwerten sind auch deren 90%-Vertrauensintervalle
angegeben, die auf 500 Monte-Carlo-Simulationen beruhen (Kapitel 3.3,4). Die
Unterschiede zwischen den Analyseergebnissen der beiden Verfahren sind gering.
Alle Schitzwerte liegen innerhalb des jeweiligen 90%-Vertrauensintervalls.
Insbesondere die Systemmatrizen Al und Az scheinen sehr gut geschdtzt zu sein,
was durch die engen Vertrauensintervalle angedeutet wird. Auch die vorgegebe-
nen Werte liegen alle innerhalb der Vertrauensintervalle, d.h. die Schétzwerte

sind erwartungstreu.

Para- gegeben EOFMDL-Verfahren EOFML-Verfahren LSQ-Verfahren
meter |(4.1.7,8)| gesch. [90%-Interv.| gesch. |90%-Interv. gesch. 90%-Interv.
(Al)11 1.93 1.93 | 1.91; 1.95 1.93 | 1.91: 1.94] 1.93 1.91; 1.94
(A),,| ©.00 0.01 |-0.00{ 0.01| 0.00 |-0.00{ 0.01| 0.00 [-0.01; 0.01
(Al)12 -0.11 -0.11 (-0.15i{-0.07| -0.12 |-0.16:-0.08| -0.12 |-0.16:-0.08
(_.51)22 1.82 1.81 1.79¢ 1,83] 1.83 | 1.80{ 1.84]| 1.83 | 1.80{ 1.84
(AZ)11 -0.96 -0.96 [-0.98:-0.94| -0.96 |-0.98:-0.94| -0.96 [-0.98:i-0.94
(Az)21 -0.00 -0.01 |-0.02; 0.00| -0.01 |-0.02: 0.00| -0.01 |[-0.02: 0.00
(52)12 0.08 0.07 0.03; 0.12 0.08 0.04: 0.11 0.08 0.04: 0.12
(AZ)Z2 -0.90 -0.90 (-0.92{-0.87] -0.91 |-0.93i-0.88| -0.91 |-0.93!-0.88
dqq 7.80 7.54 | 6.97! 8.04| 7.52 | 6.94! 8.06| 7.52 | 6.92] 7.99
9519 1.58 1.54 | 1.34: 1.77] 1.54 1.30: 1.77] 1.54 | 1.29¢ 1.76
450 2.22 2.17 | 2.01; 2.33| 2.17 | 1.99i 2.30| 2.17 | 1.99] 2.33
Tabelle 4.1.2: Die Werte der Systemmatrizen Al’ 52 und der Kovarianzmatrix Q,

wie sie in (4.1.7,8) gegeben sind, und die entsprechenden Analyseergebnisse
des EOFMDL-, des EOFML- und des LSQ-Verfahrens. Die 90%-Vertrauensintervalle

beruhen auf 500 Monte—-Carlo—-Simulationen.
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d) Das EOFML-, das LSQ- und das ML-Verfahren

Aus Kapitel 2.7 ist bekannt, daB im Falle eines linearen Zustandsraummo-
dells ohne Beobachtungsrauschen die POPs C gleich den EOFs gewdhlt werden
kdnnen. Das ML-Verfahren (Abschnitt 2.6a) ist jedoch nur anwendbar, wenn S =
QQQ? + R (2.5.5) invertierbar ist. Chne Beobachtungsrauschen (R = Q) ist dies
der Fall, wenn die Dimensionen des Beobachtungsraumes und des Zustandsraumes
gleich sind (n = m). Unter diesen Voraussetzungen sind die beiden Wahrschein-
lichkeitsfunktionen p(Y) (2.5.6) und p(X) (2.7.7) identisch und man erwartet,
daB die Maximum-Likelihood-Schitzer der ML- und der EOFML-Analyse gleich sind.

Das Modell (4.1.1-5), mit dem die Daten Y(t) erzeugt wurden, hat die
genannten Eigenschaften, und ein Vergleich der Ergebnisse der EOFML-Analyse
mit denen der ML-Analyse ist ein Test des in Abschnitt 2.6a) beschriebenen
iterativen Verfahrens. Als Anfangswerte des ML-Verfahrens dienen die
Schdtzwerte der EOFMDL-Analyse. Der Anfangswert der Kovarianzmatrix des
Beobachtungsrauschens R, die beil der EOFMDL-Analyse nicht geschdtzt wird, wur-
de gleich der Einheitsmatrix gewdhlt (R = I).

Die Analyse der simulierten Beobachtungen Y(t) mit dem ML-Verfahren und
einem bivariaten (m = 2) AR(2)-ProzeB8 als Modellfunktion schidtzt das Beobach-

tungsrauschen richtig als

R = (4.1.9)

0.00 0.00

Die weliteren Ergebnisse sind wie erwartet (nach einer entsprechenden Basis-

[ 0.00 o.oo}

transformation wie in Abschnitt c¢) mit denen der EOFML-Analyse identisch.

Das LSQ-Verfahren, das in Abschnitt 2.6.b) vorgestellt wurde, bestimmt
die Least-Squares-Schidtzer der Muster C und der Systemmatrizen Al und 52. Als
Anfangswerte des Verfahrens dienen wiederum die Schitzwerte der EOFMDL-
Analyse. Die Kovarianzmatrizen R und Q ergeben sich aus den Kovarianzen der
entsprechenden unerklidrten Reste. Da die Dimensionen des Beobachtungsraumes
und des Zustandsraumes gleich sind (n = m), gilt fiir den Approximationsfehler

(2.4.1,2)
e’ (t) = Y(t) - cCTY(t) = 0 (4.1.10)

und die Kovarianz des Beobachtungsrauschens wird als

~

R=0 (4.1.11)



4, Analysen simulierter Daten 57

geschitzt. Fiir dieses Modellbeispiel ist also (die POPs C als die EOFs (4.1.6)
gewdhlt) ein direkter Vergleich der Least-Squares-Schidtzer des LSQ-Verfahrens
mit den Yule-Walker- und Maximum~Likelihood-Schédtzern des EOFMDL- und EOFML-
Verfahrens fiir Al' 52 und Q mdglich. Die Unterschiede der drei Analyseergeb-
nisse, die in Tabelle 4.1.2 zusammengefaBt sind, sind fiir dieses Modellbei-
spiel sehr klein. Auch die auf jeweils 500 Monte-Carlo-Simulationen beruhenden
90%-Vertrauensintervalle sind fast gleich.

Box und Jenkins (1970) beobachteten bei der Anpassung von AR(p)-Prozessen
an univariate Zeitreihen Y(t) mittlerer und groBer L&nge tmax ebenfalls nur
kleine Unterschiede zwischen den verschiedenen Schitzern. Jedoch kénnen (auch
fir relativ groBe tmax) beachtliche Unterschiede auftreten, wenn die Zeitreihe

nahe der Instabilitidt ist. In diesem Fall erwartet man die beste Schidtzung von

den Maximum-Likelihood-Schitzern.

4.2 FEIN VERGLEICH DES LSQ- UND DES ML-VERFAHRENS UND DEREN ABHANGIGKEIT

VON DEN ANFANGSWERTEN AN EINEM BEISPIEL MIT BEOBACHTUNGSRAUSCHEN

An Hand eines weiteren Beispiels eines linearen Zustandsraummodells, das
nun auch Beobachtungsrauschen einschlieBt, werden das LSQ- und das ML-
Verfahren untersucht, dle in Kapitel 2.6 vorgestellt wurden. Insbesondere
interessiert uns die Abhdngigkeit der Ergebnisse der belden iterativen

Schitzverfahren von den gew@hlten Anfangswerten.

a) Die simulierten Daten

Den simulierten Daten liegt ein Zustandsraummodell (2.1.5,6) mit den
Dimensionen n = 4 fiir den Raum der Y(t) und m = 2 fiir den Raum der X(t) mit

einem AR(2)-ProzeB als Modellfunktion zugrunde:

Y(t) = CX(t) + e(t), e~GWN(O,R), (4.2.1)

X(t)

AX(t-1) + AX(£-2) + n(t), n~GWN(0,Q). (4.2.2)

Die Rauschterme €(t) und 7 (t) sind GauBsches weiBes Rauschen mit verschwin-
dendem Mittelwert und den Kovarianzmatrizen R und Q. Dieses Modell mit den

Parametern
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0.2281  0.8679
_ | 0.7477 -0.4430
£ =] o.5000 0.2195|" (4.2.3)
0.3199  0.0465
0.2180 0.1614 -0.1789 -0.3160
R = | 0-1614 0.1304 -0.1709 -0.1864 (4.2.4)
= -0.1789 -0.1709 1.2760 -0.3988|’ -
-0.3160 -0.1864 -0.3988 1.6990
_ [ 1.9250 -0.1070 _ (-0.9604 0.0790
4 = ( 0.0021 1.8180]’ 4 = [—0.0043 -0.9023]’ S4:2400
_ [ 7.846 1.500
2= [ 1.500 2.177] (4.2.6)

ist ein System aus zwei Oszillatoren. Wie in Kapitel 2.11 gezeigt wurde,
durchlduft jeder der beiden Oszillatoren im Beobachtungsraum einen Zyklus, der
durch ein Paar von Mustern gekennzeichnet ist. Mit den Nebenbedingungen aus
Anhang A.4 ist ein solches Paar eindeutig bestimmt. Das POP-Paar des ersten

Oszillators mit der Periode T1 = 34 und der 1/e-Abklingzeit T = 49 ist

0.1942 0.0215
1 _ | 0.7641 1 _ |-0.0101

€1 = | o0.5309|° 2 T | 0.0059]|’ (4.2.7)
0.3098 0.0014

das des zwelten Oszillators mit der Periode T2 = 21 und der 1/e-Abklingzeit <
= 20 ist

2

0.8342 -0.0526

2 | o0.0480 2 | 0.1553

€1 % | o.a754|* 2 T | o.0584|" (4.2.8)
0.2090 0.0417

Die Zeitreihe der simulierten Beobachtungen Y(t) umfaBt tmax = 1000 Zeit-

schritte.

b) Das LSQ- und das ML-Verfahren

Eine Schwierigkeit bei der Anpassung von Zustandsraummodellen liegt in
der Freiheit der Darstellung, die in Kapitel 2.3 nidher betrachtet wurde. Um
die Ergebnisse verschiedener Analysen vergleichen zu kénnen, oder auch um die
Monte-Carlo-Simulationen sinnvoll durchfithren zu kdnnen, muB eine Darstellung

gewdhlt werden, die durch geeignete Nebenbedingungen eindeutig festgelegt ist.
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Die r&dumlichen und zeitlichen Eigenschaften des betrachteten linearen
Zustandsraummodells (4.2.1,2) werden durch die Angabe der Muster C und der
Systemmatrizen Al' Az charakterisiert. Die Angabe der POP-Paare (ci, cé), (c?,
cg) der beiden Oszillatoren und der dazugehdrigen Zeitkonstanten (Tl’ rl),
(Tz, Tz) ist dazu dquivalent. Wdhrend bei den Mustern C und den Systemmatrizen
Aﬂ’ Az eine Transformationsfreiheit besteht, ist, wie schon erwdhnt, die
Darstellung der Oszillatoren mit den Nebenbedingungen aus Anhang A.4
eindeutig.

Die Unsicherheiten des Modells sind durch die Kovarianzmatrizen R des
Beobachtungsrauschens und Q des Systemrauschens charakterisiert. Die Matrix R
ist im Beobachtungsraum definiert und damit eindeutig. Die Darstellung der

Matrix Q im Beobachtungsraum

2.642 1.323 2.159 1.068

T _ | 1.323 3.820 2.844 1.630
QC =1 5150 2.804 2.748 1.484 (4.2.9)

1.068 1.630 1.484 0.812
ist ebenfalls eindeutig.

Die simulierten Daten wurden mit dem LSQ- und dem ML-Verfahren analysiert
und die dazugehdérigen 90%-Vertrauensintervalle berechnet, die auf S5S00 Monte-
Carlo-Simulationen beruhen. Als Anfangswerte der beiden iterativen Verfahren
dienten die Schidtzwerte der EOFMDL-Analyse. Fiir das ML-Verfahren wurde der
Anfangswert der Kovarinzmatrix des Beobachtungsrauschens R, dle durch das
EOFMDL-Verfahren nicht geschidtzt wird, gleich der Einheitsmatrix gesetzt
(R = 1I). Die ,beobachteten" Schidtzwerte dienten als Anfangswerte der Analyse
der entsprechenden Monte-Carlo-Simulationen.

Die rdumlichen und zeitlichen Eigenschaften werden gut geschitzt (siehe
Tabelle 4.2.1a). Die Unterschiede zwischen den beiden Analyseverfahren sind
gering. Die Schdtzwerte und die vorgegebenen Werte liegen innerhalb der ange-
gebenen 90%-Vertrauensintervalle. Die stochastischen Eigenschaften des Systems
(Tabelle 4.2.1b) werden schlechter geschidtzt. Der Maximum-Likelihood-Schitzer
(ML-Verfahren) des Beobachtungsrauschens R ist zufriedenstellend; das im Beob-
achtungsraum dargestellte Systemrauschen ggg? wird Jjedoch etwas 2zu groB
geschitzt. Das LSQ-Verfahren bestimmt die GréBen R und Q als die Kovarianz-
matrizen der entsprechenden unerkldrten Reste. Die Starke der Rauschterme wird
in der Regel {berschdtzt. Auf die Abh&ingigkeit der beiden Verfahren vom

Beobachtungsrauschen wird im ndchsten Kapitel 4.3 eingegangen.



60 4. Analysen simulierter Daten

Para- gegeben LSQ-Verfahren ML-Verfahren

meter |(4.2.7,8)| gesch.|90%~Interv.| gesch.|90%-Interv.
T1 33.9 33.8 |32.6 i35.3 | 33.8 |32.6 i35.1
T 48.8 54.7 |35.6 i80.3 | 58.1 |[38.1 {80.9
(c%)l 0.19 0.20 | 0.17; 0.22| 0.20 | 0.17; 0.22
(cll2 0.76 0.76 | 0.75{ 0.77( 0.76 | 0.75i Q.77
(c}]3 0.53 0.53 | 0.52; 0.54| 0.53 | 0.52: 0.54
[c1]4 0.31 0.31 0.31: 0.31 0.31 0.31] 0.31
(c%]1 0.02 0.02 |-0.00: 0.05 0.02 |-0.01i 0.05
(c%]2 -0.01 -0.01 |-0.02! 0.00| -0.01 |-0.02;{ 0.00
(c%J3 0.01 0.01 |[-0.00; 0.01| 0.01 (-0.00; 0.01
(cz)4 0.00 0.00 |-0.00{ 0.00| 0.00 [-0.00i 0.00
T2 21.1 20.5 19.6 i21.2 20.5 19.7 i21.3
T 19.6 18.7 (14.8 i23.4 | 20.4 (14.5 {24.0
(ci)1 0.83 0.80 0.73i 0.84 0.80 0.74; 0.84
(cé)2 0.05 0.10 |-0.01: 0.21 0.10 |(-0.01; 0.21
(cé)3 0.48 0.48 0.43: 0.52 0.48 0.44: 0.52
(ci)4 0.21 0.22 | 0.19; 0.25| 0.22 | 0.19i 0.25
(c%)1 =0.05 -0.09 (-0.16i-0.04| -0.09 |-0.15{-0.05
(c%)2 0.16 0.23 0.11; 0.34| 0.23 | 0.13; 0.34
(c%)3 0.06 0.08 | 0.04§ 0.12| 0.08 | 0.04i 0.12
(cz)4 0.04 0.06 | 0.03{ 0.09| 0.06 | 0.03: 0.09

Tabelle 4.2.1a: Die Analyseergebnisse fiir die Zeitkonstanten Ti’ T, und die
POP-Paare (c;, cé) der beiden Oszillatoren (i=1,2). Spalte 2 beinhaltet die

vorgegebenen Werte, die Spalten 3-5 die Ergebnisse des LSQ-Verfahrens, d.h.
die Schitzwerte und die dazugehdrigen 90%-Vertrauensintervalle, die auf 500
Monte~Carlo-Simulationen beruhen. In den letzten drei Spalten sind die ent-

sprechenden Ergebnisse des ML-Verfahrens aufgefiihrt.

c) Die Abhéngigkeit des LSQ- und des ML-Verfahrens von den Anfangswerten

Aus der Analyse der simulierten Daten mit verschiedenen Anfangswerten
erhdlt man AufschluB iiber die Abhingigkeit der Schdtzwerte von den gewdhlten
Anfangswerten. FUr das LSQ- und das ML-Verfahren wurden 500 Analysen mit
stochastischen Anfangswerten aller Parameter 6 durchgefiihrt. Die verschiedenen

Schitzungen streuen etwas. Von diesen Verteilungen kdnnen, wie bei den Monte-
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Para- gegeben LSQ-Verfahren ML—Verfahren
meter (4.2.4,9)] gesch.|90%-Interv.| gesch.[90%-Interv.
r11 0.22 0.21 0.19; 0.22 0.15 0.08: 0.22
r21=r12 0.16 0.23 0.215 0.24 0.12 0.06i 0.18
r31=r13 -0.18 -0.33 —0.36%—0.31 -0.17 |-0.25;-0.07
r41=r14 -0.32 -0.12 —0.16{—0.09 -0.27 |~-0.37i-0.15
T'Ho 0.13 0.27 O.ZSE 0.29 0.13 0.07: 0.21
T35=Tog -0.17 -0.29 -0.325-0.26 -0.20 |-0.28:-0.08
T4~ Toy -0.19 -0.31 -0.34;—0.27 -0.20 |-0.33:-0.08
r33 1.28 0.85 0.78: 0.92 1.26 1.07§ 1.49
T437 T3, -~0.40 -0.52 [-0.59i-0.46| -0.41 [-0.53i-0.25
r44 1.70 1.73 1.59¢ 1.84 1.77 1.60i 1.95
(QQQT)ll 2.64 3.05 2.80: 3.28 2.83 2.80: 3.26
(QQQT)lz 1.32 1.43 1.23: 1.61 1.37 1.27: 1.67
(QQQ?)13 2.16 2.43 | 2.21: 2.61 2.28 2.255 2.67
(QQQ?)14 1.07 1.21 1.09; 1.30 1.14 1.115 1.33
(QQQ?)ZZ 3.82 4.11 3.775 4.35 3.87 3.79i 4.39
(QQQ?)ZB 2.84 3.06 2.80! 3.26 2.90 2.83 3.32
(EQQ?)24 1.63 1.76 1.61{ 1.87 1.66 1.63: 1.90
(QQQ?)ss 2.75 3.01 2.77: 3.19 2.84 2.80: 3.26
(QQQ?)34 1.48 1.63 1.50i 1.74 1.54 1.51E 1.76
(ggg?)44 0.81 0.89 | 0.82i 0.95| 0.84 | 0.83} 0.97

Tabelle 4.2.1b: Analog zu Tabelle 4.2.1a sind in dieser Tabelle die Ergebnis-

se filir die Koeffizienten der symmetrischen Kovarianzmatrix R des Beobachtungs-
rauschens und (CQCT) der transformierten Kovarianzmatrix des Systemrauschens

zusammengefafBt.

Carlo-Simulationen, die 90%-Intervalle berechnet werden.
Es zeigt sich, daB das LSQ-Verfahren wesentlich robuster ist. So wurden

fiir das ML~Verfahren
06=(1+£)8, £ ~N(0,0.04), (4.2.10)

als stochastische Anfangswerte gewdhlt. Dabei ist @ der ,beobachtete"
Schidtzwert und £ eine normalverteilte Zufallsvariable mit dem Mittelwert O und
der Varianz 0.04. Fiir das LSQ-Verfahren war es sogar moglich, die Anfangswerte

vollkommen unabhingig von den ,beobachteten" Schidtzwerten zu wdhlen, ndmlich



62 4, Analysen simullerter Daten

Para- LSQ-Verfahren ML-Verfahren

meter gesch. |90%-Interv. gesch. |90%-Interv.
T, 33.8 |33.8 i(33.8 | 33.8 [33.8 i33.8
T 54.7 |54.6 i54.7 | 58.1 |57.7 i58.2
(c%)1 0.20 | 0.20i 0.20| 0.20 | 0.20: 0.20
{cl)2 0.76 0.765 0.76| 0.76 | 0.76i 0.76
(c} 5| 0-53 0.53}{ 0.53| 0.53 | 0.53{ 0.53
(01)4 0.31 | 0.31i 0.31|] 0.31 | 0.31; 0.31
(c% .| ©0.02 | 0.02{ 0.02f 0.02 | 0.02{ 0.02
(c%)2 -0.01 |-0.01{-0.01| -0.01 |-0.01{-0.01
(c?r)3 0.01 | 0.01; 0.01| ©0.01 | 0.01i 0.01
(c;),| ©.00 | 0.00{ 0.00f 0.00 | 0.00; 0.00
T, 20.5 [20.5 i20.5 | 20.5 (20.5 {20.5
T 18.7 |[18.7 i18.7 | 20.4 [19.8 i20.5
(cg ,| ©-80 [ 0.80; 0.80] 0.80 [ 0.80; 0.80
(ci)2 0.10 | 0.10i 0.10| 0.10 | 0.10; 0.10
(cé)3 0.48 | 0.48; 0.48| 0.48 | 0.48{ 0.48
(ci o 0-22 0.22: 0.22| 0.22 | 0.22i 0.22
(c% .| —0-09 [-0.09{-0.09| -0.09 [-0.09{-0.09
(03)2 0.23 | 0.23i 0.23] 0.23 | 0.23} 0.23
(05)3 0.08 | 0.08; 0.08| 0.08 | 0.08; 0.08
(c;),| ©0.06 | 0.06{ 0.06] 0.06 | 0.06{ 0.06

Tabelle 4.2.2a: In dieser Tabelle sind fiir die Zeitkonstanten T 'rl und die
POP-Paare (c;, <, ) der beiden Oszillatoren (i=1,2) die 90%- Intervalle der 500

Analysen mit zufalligen Startwerten der beiden iterativen LSQ- und ML-
Verfahren zusammengefaBt. Die ersten drei Spalten beinhalten die Schitzwerte
und die dazugehdrigen 90%-Intervalle des LSQ-Verfahrens. In den letzten drei

Spalten sind die entsprechenden Ergebnisse des ML-Verfahrens aufgefiihrt.

als normalverteilte Zufallszahlen
0 =g, € ~ N(0,1), (4.2.11)

mit Mittelwert O und Varianz 1.

Die 90%-Intervalle der GréBSen (Tl’ Tl), (c : :

}, c;), (TZ' 12). (cl, cz)
(siehe Tabelle 4.2.2a) zeigen, daB die Schwankungen fiir beide Verfahren sehr

gering sind. Auch die Schwankungen der Schitzwerte der 1/e-Abklingzeit sind im
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Para- LSQ-Verfahren ML-Verfahren
meter gesch. |90%-Interv. | gesch. |90%-Interv.
T 0.21 0.21; 0.21| 0.15 0.09E 0.14
ry1=Fyo 0.23 | 0.23; 0.23| 0.12 | 0.07{ 0.13
r3=Ty3 -0.33 (-0.33;-0.33| -0.17 |-0.22:-0.14
Ta1=T1a -0.12 (-0.12:-0.12| -0.27 [-0.30i-0.21
T'so 0.27 0.27; 0.27 0.13 0.07: 0.14
r32=r23 -0.29 [-0.29i-0.29| -0.20 |-0.22{-0.13
T4 Ton -0.31 |-0.31:-0.31| -0.20 (-0.28:-0.18
T33 0.85 | 0.85i 0.85| 1.26 1.235 1.39
T43=Tay -0.52 (-0.52i{-0.52| -0.41 [-0.44{-0.33
Tag 1.73 | 1.73i{ 1.73| 1.77 | 1.72{ 1.82
(QQQ?Jll 3.05 | 3.05{ 3.06] 2.83 | 2.83i 2.92
(ggg?)lz 1.43 | 1.43; 1.44| 1.37 | 1.35:; 1.42
(ggg?)ls 2.43 | 2.43] 2.44| 2.28 | 2.27: 2.35
(QQQ?)14 1.21 | 1.21{ 1.21| 1.14 | 1.13; 1.17
(QQQ?)ZZ 4.11 | 4.11} 4.11] 3.87 | 3.87i 3.90
(QQQ?)zs 3.06 | 3.06; 3.06|] 2.90 | 2.89; 2.94
(QQQ?)24 1.76 | 1.76§ 1.76] 1.66 | 1.66i 1.68
(QQQ?)Sa 3.01 | 3.01; 3.01| 2.84 | 2.83} 2.90
(QQQT)34 1.63 | 1.63i 1.63| 1.54 | 1.53i 1.57
(QQQ?)44 0.89 | 0.89; 0.89] 0.84 | 0.84; 0.86

Tabelle 4.2.2b: Analog zu Tabelle 4.2.2a sind in dieser Tabelle die Ergebnis-

se fiir die Koeffizienten der symmetrischen Kovarianzmatrix R des Beobachtungs-
rauschens und (CQCT) der transformierten Kovarianzmatrix des Systemrauschens

zusammengefaBt.

Vergleich zu den in Tabelle 4.2.1a angegebenen 90%-Vertrauensintervallen zu
vernachldssigen. Die Dampfungsrate k = -1/t ist gegeniibr der 1/e-Abklingzeit T
ein stabilerer Parameter, jedoch wird die Angabe der anschaulicheren 1/e-
Abklingzeit T bevorzugt.

Die 90%-Intervalle der Kovarianzmatrizen R und QQQT (siehe Tabelle
4.2.2b) zeigen einen erheblichen Unterschied zwischen den beiden Verfahren.
Die Maximum-Likelihood-Schétzer des ML-Verfahrens differieren voneinander. Die

Schwankungen sind im Vergleich zu den 90%-Vertrauensintervallen der Monte-
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Carlo-Simulationen (Tabelle 4.2.1b) nicht zu vernachldssigen. Die Schédtzer des
LSQ-Verfahrens sind dagegen kaum von den jeweiligen Anfangswerten des iterati-

ven Verfahrens abhidngig.

d) Zusammenfassung

Zusammenfassend folgt fiir das LSQ- und das ML-Verfahren:

Die zeitlichen und rdumlichen Eigenschaften des betrachteten Zustands-
raummodells werden gut geschidtzt (Tabelle 4.2.1a); die Abhdngigkeit der
Schdtzwerte von den Anfangswerten des iterativen Verfahrens ist unwesentlich
(Tabelle 4.2.2a). Die Ergebnisse der beiden Verfahren unterscheiden sich kaum.

Die Schitzergebnisse der Kovarianzmatrizen R und QQQT (Tabelle 4.2.1b)
sind schlechter. Die etwas besseren Ergebnisse des ML-Verfahrens werden durch
die deutliche Abhidngigkeit von den Startwerten (Tabelle 4.2.2b) in Frage
gestellt. Weiter ist zu beachten, daB8 fiir das LSQ-Verfahren allgemeinere
Anfangswerte (4.2.11) gewidhlt werden konnten. Die Untersuchungen zeigten
auBerdem, daB die Gilite der Ergebnisse des ML-Schidtzverfahrens von der Vorgabe
der Anfangswerte der Muster C beeinfluSt wird.

Daraus schlieBen wir, daf8 fir unbekannte, groBe, komplexe Systeme das

LSQ-Verfahren zu bevorzugen ist. Dafiir spricht auch der geringere Rechenzeit-

bedarf dieses Verfahrens.

4.3 EIN VERGLEICH VON LSQ- UND ML-YERFAHREN MIT DEM AUF DEM KALMAN-

GLATTUNGSFILTER AUFBAUENDEN KALMAN-VERFAHREN UND DEREN ABHANGIG-

KEIT VON DEM BEOBACHTUNGSRAUSCHEN

An einem dritten Beispiel eines linearen Zustandsraummodells werden das
LSQ- und das ML-Verfahren (Kapitel 2.6) mit dem von Gantert (1989) entwickel-
ten Schétzverfahren (Kapitel 2.10) verglichen.

Das LSQ- und das ML-Verfahren bestimmen die Zustandsvariablen X(t) durch
den linearen, erwartungstreuen Schitzer X(t;t) =‘g+Y(t) (2.4.1). Fir ein
Zustandsraummodell mit einem AR(1)-ProzeB als Modellfunktion erhdlt man mit
Hilfe des Kalman-Glattungsfilters einen Schitzer ﬁ(t), der linear von allen
Beobachtungen Y(t), t=1,...,tmax, abhidngt. Das Verfahren von Gantert baut auf
dem Kalman-Gldttungsfilter auf und wird deshalb im folgenden kurz Kalman-

Verfahren genannt. Es bestimmt die Maximum-Likelihood-Schdtzer der Muster C,
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der Modellparameter « und der Kovarianzmatrizen R und Q. Diese drel Verfahren
bilden eine Hierarchie von Schétzverfahren fiir Zustandsraummodelle, wie sie
Tabelle 2.10.1 im Uberblick zeigt.

Wir wissen, daB bei einem Zustandsraummodell ohne Beobachtungsrauschen
der Kalman-Glittungsfilter in den einfacheren Schitzer (2.4.1) mit M =1
iibergeht (Kapitel 2.4), und auBerdem, daB mit den Mustern C auch die Zustands-
variablen X(t) gegeben sind (Kapitel 2.7). In diesem Kapitel interessiert des-
halb der EinfluB verschiedener Beobachtungsrauschen auf die Analyseergebnisse

der drei Verfahren.

a) Die simulierten Daten

Den simulierten Daten liegt ein Zustandsraummodell (2.1.5,6) mit den
Dimensionen n = 4 fir den Raum der Y(t) und m = 2 fiir den Raum der X(t) und

einem AR(1)-ProzeB8 als Modellfunktion zugrunde:

Y(t) = CX(t) + e(t), e~GWN(O,R), (4.3.1)

It

X(t) = AX(t-1) + n(t), n~GWN(0,Q). (4.3.2)

Die Rauschterme €(t) und 71(t) sind GauBsches weiBes Rauschen mit verschwinden-

dem Mittelwert und den Kovarianzmatrizen R und Q . Dieses Modell mit den Para-

metern
( 0.1370 0.4787
_ | 0.0958 0.2802
€ = | o0.4532 0.3196| (4.3.3)
| 0.2334 0.2347
(0.0423 0.0000 0.0000 0.0000
R = | 0-0000 0.0230 0.0000 0.0000 (4.3.2)
= 7 | 0.0000 0.0000 0.0760 0.0000|’ T
| 0.0000 0.0000 0.0000 0.0455
_ ( 0.9100 0.2100
A= [—0.2500 0.8900]' (4.3.5)
_( 2.66%0 0.5540
vo= [ 0.5540 2.8370] (22529

ist das System eines geddmpften Oszillators mit der Periode T = 25 und der
1/e-Abklingzeit T = 14. Das POP-Paar, das der Oszillator zyklisch durchl&duft
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(siehe Kapitel 2.11), ist mit den Nebenbedingungen aus Anhang A.4 eindeutig
bestimmt:

0.5585 0.1976
_ | 0.3359 _ | o.1010
1 = | o.58a5|° €2 T |-0.2089]" (4.3.7)
0.3710 -0.0598

Die Zeitreihe der simulierten Beobachtungen Y(t)} umfaBt tmax = 1000 Zeit-
schritte.

Die Eigenschaften des Zustandsraummodells werden, wie schon im Abschnitt
4.2b) erwdhnt, durch das POP-Paar (cl, cz), die Zeitkonstanten T, =, dle
Kovarianzmatrix R des Beobachtungsrauschens und die im Beobachtungsraum darge-

stellte Kovarianzmatrix

0.7729 0.4622 0.7442 0.4838
0.4622 0.2769 0.4572 0.2949

T —
e = [ 0.7442 0.4572 0.9985 0.5954 (4.3.8)

0.4838 0.2949 0.5954 0.3624

des Systemrauschens eindeutig charakterisiert.

b) Das LSQ- und das ML-Verfahren

Die simulierten Daten wurden mit dem LSQ- und dem ML-Verfahren (linearer,
erwartungstreuer Schitzer fiir X(t), Least-Squares—- bzw. Maximum-Likelihood-
Schitzer fiir C, «, R und Q) analysiert und dle dazugehdrigen 90%-Vertrauensin-
tervalle berechnet, die auf 500 Monte-Carlo-Simulationen beruhen. Als Anfangs-
werte dienten die Schédtzwerte der EOFMDL-Analyse. Fir das ML-Verfahren wurde
der Anfangswert der Kovarianzmatrix des Beobachtungsrauschens, die durch das
EOFMDL-Verfahren nicht geschidtzt wird, gleich der Einheitsmatrix (R = 1)
gesetzt. Die ,beobachteten" Schitzwerte dienten als Anfangswerte der Analyse
der Monte-Carlo-Simulationen.

Die rdumlichen und zeitlichen Eigenschaften werden recht gut geschidtzt
(siehe Tabelle 4.3.1a). Die Unterschiede zwischen den Schédtzwerten des LSQ-
und ML-Verfahrens sind klein. Alle Schitzwerte liegen in den entsprechenden
90%-Vertrauensintervallen. Allerdings wird die vorgegebene 1/e-Abklingzeit <t
systematisch unterschédtzt, und es liegen einlge der vorgegebenen Koeffizienten
der Muster knapp auBerhalb der 90%-Vertrauensintervalle. Die stochastischen
Eigenschaften des Systems (Tabelle 4.3.1b) werden schlecht geschidtzt. Es sind
zwar alle Schitzwerte innerhalb der 90%-Vertrauensintervalle, aber diese sind

nicht immer konsistent mit den vorgegebenen Werten.
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Para-| gegeben LSQ-Verfahren ML-Verfahren Kalman-Verfahren
meter| (4.3.7) | gesch.|90%-Interv.| gesch.|90%-Interv.| gesch.|90%-Interv.
T 25.2 25.9 |23.9 i27.9 | 25.9 (24.0 i27.8 [ 25.7 |24.2 (28.1
T 13.5 10.0 8.3 i12.1 | 10.2 8 12.0 | 14.1 11.1 ;16.6
Cqq 0.56 0.54 | 0.52; 0.55| 0.54 | 0.52: 0.55| 0.55 | 0.53;{ 0.56
10 0.34 0.32 | 0.32; 0.33] 0.33 | 0.32; 0.33| 0.33 0.32_ 0.34
43 0.58 0.61 | 0.60; 0.63| 0.61 | 0.60: 0.63| 0.60 0.58§ 0.61
14 0.37 0.38 | 0.37; 0.38] 0.38 | 0.37! 0.38| 0.38 [ 0.37{ 0.38
5 0.20 0.20 | 0.18; 0.21| 0.20 | 0.18; 0.21| ©0.19 | 0.18: 0.21
Csp 0.10 0.10 | 0.09: 0.10| 0.10 | 0.09:i 0.10| 0.10 0.09E 0.10
Crg -0.21 -0.19 [-0.21:-0.18| -0.19 |-0,20:;-0.18| -0.19 |-0.21:-0.18
o -0.06 -0.05 |-0.06{-0.05| -0.05 |-0.06{-0.05| -0.05 [-0.06i-0.05

Tabelle 4.3.1a: Die Analyseergebnisse fiir die Zeitkonstanten T, T und das

POP-Paar (cl, cz) des Oszillators. Spalte 2 beinhaltet die vorgegebenen Werte,
die Spalten 3-5 die Ergebnisse des LSQ-Verfahrens, d.h. die Schitzwerte und
die dazugehSrigen 90%-Vertrauensintervalle, dle auf S00 Monte-Carlo-Simulatio-
nen beruhen. In den Spalten 6-8 sind die entsprechenden Ergebnisse des
ML-Verfahrens und in den letzten drei Spalten die des Kalman-Verfahrens darge-
stellt.

Das Unvermdgen des LSQ- und des ML-Verfahrens, insbesondere die
Kovarianzmatrix R des Beobachtungsrauschens korrekt zu schétzen, erstaunt auf
den ersten Blick. Denn R (4.3.4) 1st klein gegeniiber der transformierten Kova-
rianzmatrix QQQT (4.3.7) des Systemrauschens und sollte das Analyseergebnis
nicht wesentlich beeinflussen. Dieser Mangel soll kurz erkldrt werden:

Dazu spalten wir das Beobachtungsrauschen £(t) (4.3.1) in zwel Anteile
e(t) = CC'el(t) + (I-CC)e(t) (4.3.9)

auf, wobel

c* = "oy (4.3.10)

die aus (2.4.1) bekannte Moore-Penrose-Pseudoinverse der Muster C zur Metrik M
ist (M = Bfl bzw. 1). Der erste Anteil nge(t) ist die Projektion des Beobach-

tungsrauschens auf den durch die Muster aufgespannten Raum der Dynamik des



68 4, Analysen simulierter Daten

Para- gegeben LSQ-Verfahren ML-Verfahren Kalman-Verfahren
meter (4.3.4,8)| gesch. |90%-Interv.| gesch. |90%-Interv.| gesch. [90%-Interv.
T11 . 042 . 007 .007: .008 .037 .022; .053 .108 .0845 .131
r17T12 .000 -.011 (-.012:-.010| -.010 |-.011i{-.006 .030 .019: .044
rs1=Tq3 .000 .003 | .003: .004| .016 | .006; .029] .064 | .041: .087
T41"T1a .000 -.006 (-.007{-.005 .015 .003i .029 .050 .0355 . 066
r22 .023 .021 .019; .022 .013 .007: .021 .035 .028: .046
T35=To3 .000 -.000 |~-.001: .000 .003 [-.004; .011 .033 .021; .046
T4o=Toy .000 -.002 |~-.004:-.001 .005 |-.002: .012 .026 .017; .038
T3 .076 .008 .008: .009 .024 .008: .035 .132 .094! .164
T43T34 .000 -.018 |-.019{-.017| -.003 |-.011{ .007 .055 .035: .073
r44 .046 .039 .037: .042 .054 .040: .069 .087 .070i .104
(_Q_ ]11 0.77 0.88 0.82: 0.94 0.86 0.80: 0.93 0.70 0.66: 0.73
(_Q_ }12 0.46 0.52 0.48: 0.55 0.51 0.47! 0.55 0.42 0.39:; 0.43
(_Q_ )13 0.74 0.76 0.70: 0.82 0.75 0.70i 0.83 0.65 0.60; D0.67
le_ }14 0.48 0.51 | 0.47; 0.55| 0.50 | 0.47: 0.55| 0.42 | 0.39: 0.44
(_Q_ )22 0.28 0.31 0.29: 0.33 0.30 0.28: 0.33 0.25 0.233 0.26
(_Q_ )23 0.46 0.47 0.43{ 0.50 0.46 0.43: 0.51 0.40 0.37: 0.41
(_Q_ ) 0.29 0.31 0.29: 0.33 0.30 0.29i 0.33 0.26 0.24i 0.27
le_ ) 1.00 1.07 | 0.99; 1.14] 1.06 | 1.01; 1.17| 0.85 | 0.79; 0.89
(_Q_ ) 0.60 0.63 0.58i 0.67 0.62 0.59: 0.68 0.51 0.48% 0.53
(_Q_ )44 0.36 0.38 0.35{ 0.41 0.38 0.36: 0.41 0.31 0.295 0.32

Tabelle 4.3.1b: Analog zu Tabelle 4.3.1a sind in dieser Tabelle die Ergebnis-

se fir die Koeffizienten der symmetrischen Kovarianzmatrix R des Beobachtungs-
rauschens und (CQCT) der transformierten Kovarianzmatrix des Systemrauschens

zusammengefaBt.

Systems, der zweite Antell (lrggf)e(t) ist die Projektion auf den dazu
orthogonalen Raum. Sind die Muster C bekannt, so folgt fiir die geschitzten
Zustandsvariablen (2.4.1)

X(t;t) = CY(t) (4.3.11)
aus der Beobachtungsgleichung (4.3.1)

X(t;t) = CTCX(t) + C'elt) = X(t) + C'e(t). (4.3.12)
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Das bedeutet, daB die Schidtzung der Zustandsvariablen um den auf den Raum der
Muster projizierten Antell des Beobachtungsrauschens verfdlscht wird und da-
durch das LSQ- und das ML-Verfahren die 1/e-Abklingzeit T systematisch unter-
schétzen.

Bei dem einfacheren LSQ-Verfahren wird die Kovarianzmatrix R des Beobach-

tungsrauschens als die Kovarianzmatrix

R = <e’ (t)e’ L(t)> (4.3.13)
des Approximationsfehlers

g’ (t) = Y(t) - CX(t;t) (4.3.14)
bestimmt (Abschnitt 2.6b). Aus (4.3.1,12-14) folgt

e (t) = (I-cc™) e(t), (4.3.15)
fir den Approximationsfehler und

R' = (I-cC) R (I-cch)’. (4.3.16)

fir dessen Kovarianzmatrix. Mit den gegebenen Parameterwerten (4.3.3,4) kdnnen
wir also héchstens erwarten, daB8 die Schédtzung der Kovarianzmatrix R mit
0.0075 -0.0114 0.0034 -0.0062
g | oo oo oo
-0.0062 -0.0023 -0.0187 0.0409
vertriglich ist. Ein Vergleich mit den entsprechenden Schitzwerten des LSQ-
Verfahrens, die in den Spalten S5 bis 7 der Tabelle 4.3.1b zusammengefaBt sind,
zeigt, daB alle Komponenten von R’ 1innerhalb der angegebenen 90%-
Vertrauensintervalle liegen. Die Abweichung der Matrix R' von der Matrix R aus
(4.3.4) 1st allerdings nicht vernachldssigbar.
Das ML-Verfahren bestimmt die Kovarianzmatrizen R und § durch ihre
Maximum-Likellhood-Schitzer (Abschnitt 2.6.a). Der Fehler bei der Schdtzung
der Zustandsvarilablen (4.3.12) beeinfluBt auch diese Schétzwerte, jedoch kann

das bei diesem Verfahren nicht auf einfache Weise veranschaulicht werden.

c) Das Kalman-Verfahren

Bei dem Kalman-Verfahren werden die Zustandsraumvariablen X(t) mittels
des Kalman-Glattungsfilters geschidtzt und die Parameter C, «, R und Q als
Maximum-Likelihood-Schitzer bestimmt. Gantert (1989) wihlte fiir das Kalman-

Verfahren die spezielle Darstellung des Zustandsraummodells mit Q = I (siehe
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Kapitel 2.3). Als Anfangswerte dienten die auf diese Darstellung transformier-
ten Ergebnisse der EOFMDL-Analyse. Die Kovarianzmatrix des Beobachtungsrau-
schens war wiederum R = I. Weiter bendtigt das Kalman-Verfahren noch die
Anfangswerte fir den Kalman-Glidttungsfilter: 2(0) = X(1;1) und P(0) = I. Die
jeweils ,beobachteten” Schitzwerte wurden als Anfangswerte der Analyse der
entsprechenden 500 Monte-Carlo-Simulationen gesetzt, auf denen die berechneten
90%-Vertrauensintervalle beruhen.

Der Kalman-Glittungsfilter korrigiert die naive Schitzung (4.3.11) der
Zustandsvariablen. Es gehen dabel sowohl das 1lineare Zustandsraummodell
{(4.3.1,2) als auch alle Beobachtungen Y(t), t=1,...,tmax, ein. Dies fiihrt zu
einer besseren Schitzung der zeitlichen und rdumlichen Struktur (siehe Tabelle
4.3.1a). Die Muster c1 und cz, die Periode T und insbesondere die 1/e-Abkling-
zeit T werden konsistent geschidtzt. Jedoch 1st das Kalman-Verfahren offenbar
nicht in der Lage, dle stochastischen Eigenschaften des Beispieles richtig zu
bestimmen. Wie wir aus Tabelle 4.3.1b ersehen, liegen die Schdtzwerte zwar
alle innerhalb der 90%-Vertrauensintervalle, jedoch wurde die Kovarianzmatrix
R des Beobachtungsrauschens systematisch {iberschdtzt und die transformierte
Kovarianzmatrix ggg? des Systemrauschens systematisch unterschitzt.

Mit dem Kalman-Verfahren wird ein stets positiv definiter Schidtzer fiir R
bestimmt, der nur langsam gegen einen mit Null vertridglichen Wert konvergiert.
Von daher ist zu verstehen, daB in diesem Beispiel, in dem das vorgegebene R
(4.3.4) klein gegeniiber ggg? (4.3.7) und nur die Diagonale von Null verschie-
den ist, R systematisch iiberschétzt wird. In die Likelihoodfunktion (2.5.6)
geht nur die Summe S = QQQ? + R (2.5.5) der Kovarianzen der beiden Rauschterme
ein. Daraus folgt, daB mit einem systematisch {iberschidtzten R ein systematisch
unterschidtztes ggg? einhergeht.

d) Ein zwelter Satz simulierter Daten

Die Folgerungen bzgl. der Abhingigkeit des LSQ- und des ML-Verfahrens von
dem Beobachtungsrauschen werden durch die Analyse einer zweiten Zeitreihe
gepriift. Den simulierten Daten liegt wiederum das lineare Zustandsraummodell
(4.3.1,2) zugrunde. Die Parameter der Muster C (4.3.3), der Modellparameter A
(4.3.5) und der Kovarianzmatrix Q (4.3.6) des Systemrauschens bleiben
unverdndert. Lediglich die Kovarianzmatrix des Beobachtungsrauschens ist neu

durch
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0.0074 -0.0110 0.0034 -0.0060
-0.0110 0.0228 -0.0002 -0.0020

B 0.0034 -0.0002 0.0092 -0.0179 (a8 18)
-0.0060 -0.0020 -0.0179 0.0423
gegeben. Der Unterschied
-0.0003 0.0008 -0.0000 0.0003
. 0.0008 0.0009 -0.0003 0.0003
R-KR = -0.0000 -0.0003 0.0005 0.0010 (4.3.19)
0.0003 0.0003 0.0010 0.0009
zur Kovarianzmatrix
0.0077 -0.0117 0.0034 -0.0063
R = -0.0118 0.0219 0.0001 -0.0023 (4.3.20)

= 0.0034 0.0001 0.0087 -0.0189

-0.0063 -0.0023 -0.0189 0.0414

des Approximationsfehlers e’ (t) = (lrggf)e(t) (4.3.14,15) ist klein. Daraus

schlieBen wir, daB8 der Anteil nge(t). der auf den Raum der Muster C

projiziert wird, gegeniiber dem Rauschen €(t) zu vernachldssigen ist, wund

erwarten, daB8 die Analyseergebnisse insbesondere des LSQ-Verfahrens besser
sind als in dem zuvor diskutierten Belspiel.

Die zeitlichen und rdumlichen Eigenschaften in diesem zweiten Beispiel
werden von allen drei betrachteten Verfahren gut geschidtzt (siehe Tabelle
4.3.2a). Die Unterschiede sind gering, lediglich die Schidtzung der 1/e-
Abklingzeit T durch das Kalman-Verfahren ist etwas gro8. Die Schétzwerte und
die vorgegebenen Werte liegen innerhalb der angegebenen 90%-Vertrauensinter-
valle. Wie erwartet, schidtzen das LSQ- und das ML-Verfahren die stochastischen
Eigenschaften diesmal besser (Tabelle 4.3.2b). Alle Schitzwerte liegen in den
90%-Vertrauensintervallen. Die Schitzung der Kovarianzmatrizen R und QQQ? ist
bls auf zwel bzw. eine Ausnahme konsistent mit den vorgegebenen Werten. Das
Kalman-Verfahren hingegen iberschitzt wie bel dem ersten Belspiel die Kova-
rianzmatrix R des Beobachtungsrauschens und unterschitzt die transformierte

Kovarianzmatrix CQCTdes Systemrauschens.

e) Zusammenfassung

Zusammenfassend folgt fiir das LSQ-, das ML- und das Kalman-Verfahren:
Die rdumlichen und =zeitlichen Eigenschaften der beiden betrachteten
Beispiele werden gut geschitzt (Tabellen 4.3.1a und 4.3.2a). Die Ergebnisse

des Kalman-Verfahrens, insbesondere bei dem ersten Beispiel, sind besser als
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Para-| gegeben LSQ-Verfahren ML-Verfahren Kalman—-Verfahren
meter| (4.3.7) gesch. |90%-Interv. gesch. 90%-Interv.| gesch. |90%-Interv.
T 25.2 25.3 [23.9 E27.1 25.3 |23.7 i26.8 | 25.3 [24.2 526.6
T 13.5 14.5 |11.8 (17.6 | 14.6 |11.5 :17.5 | 16.8 [13.1 i21.1
14 0.56 0.56 | 0.55: 0.58] 0.56 | 0.55: 0.58| 0.56 | 0.55: 0.57
0 0.34 0.34 | 0.33; 0.35| 0.34 | 0.33} 0.35| 0.34 | 0.33: 0.34
13 0.58 0.58 | 0.56! 0.59| 0.58 | 0.56; 0.59| 0.58 | 0.57: 0.59
C1a 0.37 0.37 | 0.37{ 0.38f 0.37 | 0.37{ 0.38f 0.37 |{ 0.37: 0.38
Coq 0.20 0.19 | 0.18; 0.21| ©0.19 | 0.18 0.21| 0.20 | 0.18: 0.21
Cop 0.10 0.10 | 0.09: 0.11| o0.10 | 0.09i 0.11] 0.10 0.095 0.11
Cog -0.21 -0.21 [-0.22:-0.20| -0.21 [-0.22:-0.20| -0.21 -0.225—0.20
Cog -0.06 -0.06 |-0.07:-0.06| -0.06 (-0.07{-0.06| -0.06 |-0.07:-0.06

Tabelle 4.3.2a: Die Analyseergebnisse fiir die Zeitkonstanten T, T und das

POP-Paar (cl, cz) des Oszillators. Spalte 2 beinhaltet die vorgegebenen Werte,
die Spalten 3-5 die Ergebnisse des LSQ-Verfahrens, d.h. die Schidtzwerte und
die dazugehorigen 90%-Vertrauensintervalle, die auf 500 Monte-Carlo-Simulatio-
nen beruhen. In den Spalten 6-8 sind die entsprechenden Ergebnisse des ML-
Verfahrens und in den letzten drei Spalten die des Kalman-Verfahrens darge-
stellt.

die des LSQ- oder ML-Verfahrens.

Die Schitzergebnisse der stochastischen Eigenschaften von allen drei Ver-
fahren sind im Vergleich dazu schlechter (Tabellen 4.3.1b und 4.3.2b). Fiir das
LSQ- und das ML-Verfahren kann diese Schwidche theoretisch erldutert werden,
wie die Analyseergebnisse des zweiten Beispiels zeigen. Wir beobachteten bei
beiden Beispielen, daB das Kalman-Verfahren die Kovarianzmatrix R des Beobach-
tungsrauschens und die transformierte Kovarianzmatrix ggg? des Systemrauschens
systematisch iiber- bzw. unterschdtzt. In beiden Beispielen war das vorgegebene
R (4.3.4,18) klein gegeniiber ,ggg? (4.3.8). Wie die Beispiele bei Gantert
(1989) =zeigen, schidtzt das Kalman-Verfahren die stochastischen Eigenschaften
besser, wenn das Beobachtungsrauschen groB ist.

Legen wir vor allem Wert auf die Giite der Schiatzung der r&umlichen und
zeitlichen Eigenschaften eines Systems, so ist das Kalman-Verfahren zu bevor-
zugen. Jedoch ist dieses durch die Verwendung des Kalman-Glidttungsfilters noch

erheblich langsamer als das ML-Verfahren.
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Para- gegeben LSQ—Verfahren ML-Verfahren Kalman-Verfahren
meter (4.3.8,18}]gesch. 90%-Interv.| gesch. |90%-Interv.| gesch. |90%-Interv.

T . 007 .007 | .007{ .008| .017 | .007; .030| .060 | .045: .078
r=T1p -.011 -.011 |-.012{-.010| -.004 (-.006i-.001 .028 | .015¢ .040
r3;"T13 .003 .004 | .003; .004| .013 | .004; .024| .053 | .037: .0Q75
T11=T1a -.006 -.007 |-.008{-.006| .003 (-.006; .013| .032 | .020! .046

Ty .023 .020 | .019: .021 .024 | .018i .032| .047 | .038; .057
F35,=T5g -.000 ~-.000 |(-.001; .001 .005 [-.002{ .013| .035 .022} .048
T4o=Toa -.002 -.002 |-.003; .000| .004 |-.002; .012| .025 .017: .033

g .009 .009 | .009: .010| .020 | .008{ .035| .076 | .057: .105
T437T3g -.018 -.020 |-.022:-.018]| -.012 (-.018;-.004| .022 | .010; .036

Taa .042 .043 | .040: .046| .050 | .035 .063| .071 .059: .085
(ggg?)ll 0.77 0.76 | 0.71; 0.82] 0.76 | 0.72i 0.83| 0.65 0.635 0.68
(ggg?)lz 0.46 0.46 | 0.42i 0.49| 0.46 | 0.43{ 0.50| 0.39 | 0.37{ 0.41
(QQQ?)13 0.74 0.74 | 0.69: 0.80| 0.74 | 0.70i 0.82| 0.64 | 0.62: 0.67
(QQQT)14 0.48 0.49 | 0.45{ 0.52| 0.48 | 0.46 0.53| 0.42 | 0.40i 0.44
(QQQ?)ZZ 0.28 0.28 | 0.25; 0.30| 0.27 | 0.26i 0.30| 0.23 | 0.22: 0.24
(QQQ?)23 0.46 0.46 | 0.42; 0.49| 0.46 | 0.43; 0.50| 0.39 | 0.38: 0.42
(QQQ?)24 0.29 0.30 | 0.27]{ 0.32| 0.30 | 0.28; 0.33] 0.25 | 0.24: 0.27
(ggg?)33 1.00 1.00 | 0.92; 1.06] 1.00 | 0.95; 1.10| 0.86 | 0.83: 0.90
(ggg?)34 0.60 0.60 | 0.55: 0.64| 0.60 | 0.57] 0.66] 0.52 O.SOE 0.54
(ggg?)44 0.36 0.37 | 0.34: 0.39] 0.37 | 0.35] 0.40| 0.32 0.305 0.33

Tabelle 4.3.2b:

Analog zu Tabelle 4.3.2a sind in dieser Tabelle die Ergebnis-~

se fiir die Koeffizienten der symmetrischen Kovarianzmatrix R des Beobachtungs-

rauschens und (CQCT) der transformierten Kovarianzmatrix des Systemrauschens

zusammengefaBt.
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Ein zentraler Tell dieser Arbeit sind die Analysen beobachteter Daten mit
der Methode der Principal Interaction/Oscillation Patterns (PIPs/POPs). Das El
Nifio/Southern Oscillation- (ENSO-) Ph#nomen erscheint fiir diese erste Anwen-
dung der PIPs/POPs besonders gut geeignet. ENSO ist auf den Zeiltskalen von
einigen Monaten bis zu einigen Jahren das vorherrschende globale Klimasignal.
Vor allem ist es ein Beispiel dafiir, daB die komplexe Dynamik des Systems
Ozean—-Atmosphédre durch die zeitliche Entwicklung einiger weniger r&dumlicher
Strukturen wiedergegeben werden kann [z.B. Weare et al. (1976)]. Das
ENSO-Phdnomen wird in Kapitel 5.1 kurz beschrieben.

Der Ablauf von ENSO-Ereignissen und deren Auswirkungen auf das Klima-
system vor allem in den Tropen sind recht gut bekannt. Dagegen ist immer noch
unklar, wie ein Ereignis zustande kommt. Mit der Analysemethode der PIPs/POPs
ist ein neuer diagnostischer Zugang moglich. Neben der rdumlichen Struktur von
ENSO wird durch die PIP/POP-Methode insbesondere auch die Dynamik dieser
Muster beschrieben.

Die auffédlligste Erscheinung des ENSO ist das Verhalten der Meeresober-
flachentemperatur (SST) im zentralen und 6stlichen dquatorialen Pazifik. Durch
einen SST-Anomalie-Index, wie er in Kapitel 5.2 analysiert wird, kdnnen daher
warme und kalte ENSO-Ereignisse defliniert und deren Stdrke klassifiziert
werden (Abschnitt 5.2b). Der SST-Index zeigt die allgemein bekannte Eigen-
schaft der festen Phasenbeziehung des ENSO-Phinomens zum Jahresgang (Abschnitt
5.2e,f); auch das breite Band an Zeitskalen dieser quasiperiodischen Erschei-
nung ist in dem SST-Index enthalten (Abschnitt 5.2g).

Auf diese univariate Zeitreihe werden der Stationaritédtstest (Kapitel
4.1) und der Linearitdtstest (Kapitel 4.2) angewandt (Abschnitt S5.2c,d). Die
wichtige Voraussetzung der Stationaritdt ist danach erfiillt. Flir die Nicht-
linearitdten, die der Dynamik des SST-Index zugrunde liegen, sind die Fluktua-
tionen auf Zeitskalen unter einem Jahr wesentlich.

Neben der SST sind auch die zonale und die meridionale Komponente der
bodennahen Windgeschwindigkeit (u, v) charakteristische Variablen des ENSO. In
Kapitel 5.3 wird ein gemeinsamer Datensatz der SST-, u- und v-Anomalien unter-
sucht. Die Daten sind auf dem Aquator zentriert und {iberdecken den Bereich des
Indischen Ozeans und des Pazifik (40°E—800W). Beide Regionen sind durch die im
indonesischen Raum aufeinanderstoBenden Windsysteme des Monsuns und der Passa-

te eng miteinander verbunden. Eine weitere wichtige GroBe ist der Luftdruck
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auf Meereshéhe (SLP). Der in Kapitel 5.4 analysierte Datensatz der SLP-
Anomalien umfaBt das gesamte Geblet zwischen 30°N und 30°S.

An dem Datensatz des SLP, der n = 288 Zeitreihen mit einer Liange von tmax
= 296 Zeitschritten umfaBt, wird deutlich, welchen Anforderungen ein Schitz-
verfahren fir Zustandsraummodelle gerecht werden muB8. Von der vorgestellten
Hierarchie der Schidtzverfahren fiir Zustandsraummodelle (Kapitel 2.10) kommen
bei diesen Analysen deshalb nur das EOFMDL- und das LSQ-Verfahren zur Anwen-
dung. Das ML- und das Kalman-Verfahren, die wie das LSQ-Verfahren die Muster C
und die Modellparameter a gleichzeitig bestimmen, bendtigen zu viel Rechen-
zeit. Bei den Analysen der simulierten Daten (Kapitel 4.2,3) wurden die Unter-
schiede deutlich. Der hohe Rechenzeitbedarf fiir die Monte-Carlo-Simulationen
ist der Grund, daB dle Vertrauensintervalle der Schitzwerte nur fir die Analy-
sen des SST-Index angegeben werden (Abschnitt 5.2g,h).

Die Modellierung eines komplexen Systems mit einigen wenigen PIPs/POPs
kann nur die wesentlichen Teile der Dynamik des Systems wiedergeben, d.h. die
Dynamik der Beobachtungen und die Dynamik des angepaBSten Zustandsraummodells
sind keineswegs gleich. Daher sind die unerklidrten Reste der Beobachtungsglei-
chung €(t), der dynamischen Gleichung n(t) und der Ein-Schritt-Vorhersage p(t)
kein weiBes Rauschen. Ein Test auf weiBes Rauschen wie der multivariate Port-
manteau-Test (Kapitel 3.5) ist kein geeignetes Hilfsmittel, um die Giite ver-
schiedener Zustandsraummodelle zu vergleichen.

Im Verlauf der Untersuchungen stellte sich heraus, daB die Vorhersagegiite
eines angepaBten Zustandsraummodells (Kapitel 3.6) das beste Kriterium ist, um
zu entscheiden, welches der betrachteten Zustandsraummodelle die Dynamik des
ENSO-Phdnomens am besten erfaBt (Abschnitt 5.21 und Abschnitt 5.3e,1).

Die Analysen ergeben, daB das ENSO-Phinomen als eine Uberlagerung von
zwel PIPs aufzufassen ist, die beide eine rdumlich stehende Oszillation be-
schreiben. Die Wechselwirkung der beiden PIPs ist nichtlinear. Das linear ge-
koppelte System der PIPs kann durch zwei Elgenschwingungen veranschaulicht
werden. Die erste Eigenschwingung hat eine Periode von etwa drei Jahren und
zeigt eine rdumlich stehende Oszillation der SST-, u-, v- und SLP-Anomalien.
Die zweite Eigenschwingung hat eine Periode von etwa 2zwei Jahren. Sie
beschreibt eine ostwidrts wandernde Oszillation der zonalen Windanomalien u und
der SLP-Anomalien. Das Signal der meridionalen Windanomalien v erscheint im
wesentlichen als stehend. In der SST konnte keine zwei jdhrige Schwingung iden-

tifiziert werden.
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5.1 Das EL NIN0O/SOUTHERN OSCILLATION-PHANOMEN

Die Erscheinung, die mit El1 Nifio/Southern Oscillation (ENSO) bezeichnet
wird, ist das auf den Zeitskalen von einigen Monaten bis 2zu einigen Jahren
vorherrschende globale Klimasignal. Dieses heute sehr intensiv untersuchte
Phinomen kurzfristiger Klimaschwankungen mit einer Periode von 2 bis 7 Jahren
[z.B. Trenberth (1976), Rasmusson und Carpenter (1982)] war bis in die sechzi-
ger Jahre von untergeordnetem wissenschaftlichen Interesse.

Walker beobachtete bei seiner Suche nach Erscheinungen, die dem indischen
Monsun vorangehen und so eine Vorhersage der Monsunstirke erlauben [Walker
(1923, 1924, 1928), Walker und Bliss (1930, 1932, 1937)], {iber eine Reihe von
Jahren die Tendenz elnes Druckwechsels 2zwischen dem Indischen Ozean und dem
westlichen Paziflk, die er mit den bekannten Worten beschrieb: "When pressure
i1s high in the Pacific Ocean it tends to be low in the Indian Ocean from
Africa to Australia; ..." [Walker und Bliss (1932)]. Diese riesige Druckschau-
kel nannte er die Southern Oscillation. Auch der Zusammenhang der Southern
Oscillation mit weiteren atmosphirischen GréBen und deren jahreszeitliche
Abhdngigkeit war Walker bekannt, denn er fuhr fort: : "...; these conditions
are associated with low temperatures in both areas, and rainfall varies in the
opposite direction to pressure. Conditions are related differently in winter
and summer, and it is therefore necessary to examine separately the seasons
December to February and June to August." Bis in die sechziger Jahre hinein
wurde diese Beobachtung von den meisten Meteorologen hdéchstens als eine inte-
ressante Kuriositdt betrachtet.

Peruanische Fischer bezeichneten urspriinglich mit "Corriente del Nifio"
einen warmen Meeresstrom, der regelmdBig zur Welhnachtszeit auftritt und ent-
lang der Kiiste Equadors und Perus siidwdrts wandert. Das Auftreten dieses
Kiistenstromes beendet die dortige Fischsaison. Ein krdftiger Siidostpassat
treibt normalerweise das Oberflidchenwasser des O&stlichen Pazifiks westwirts
und erméglicht so im Kiistenbereich das Aufquellen kalten, ndhrstoffreichen
Wassers. Widhrend des Siidsommers (Dezember bis Mirz) schwdchen die Passatwinde
ab. Vermindertes Aufquellen und die jahreszeitliche Erwdrmung fiihren zu dem
beobachteten warmen Kiistenstrom. Die Ndhrstoffe des Oberfldchenwassers werden
aufgebraucht und das Planktonwachstum hort auf. Die Fische weichen in tiefere
Wasserschichten aus.

In einigen Jahren sind die Temperaturen des Kistenstromes auBerordentlich

hoch und bleiben auch das folgende Jahr bestehen. Diese besonderen Ereignisse
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haben katastrophale Auswirkungen auf die wirtschaftliche Lage der Fischer. Die
Voégel der Kiistenregion, die von den Fischen leben, sterben in groBer Zahl. Die
Guanoproduktion kommt zum Erliegen, was die wirtschaftliche Situation der
Bevélkerung welter verschiarft. [Wyrtki (1975), Philander (1983)].

Heute bezelchnet der Begriff E1 Nifio diese besonderen Ereignisse. Die
verheerenden Auswirkungen auf dle Wirtschaft der Kiistenregion bringen es mit
sich, daB8 wir vom Beginn des 18. Jahrhunderts an Kenntnis von El Nifio-Ereig-
nissen haben [Quinn et al. (1978)]. Die El Nifios wurden bis in die sechziger
Jahre hinein vor allem als eine regionale Erscheinung angesehen.

In einer Reihe von Arbeiten zeigte Bjerknes zweierlei [Bjerknes (1966,
1969, 1972)]: Zum einen sind El Nifios nicht auf den &stlichen Pazifik
beschrinkt, sondern die Erwdrmung der Meeresoberfliche erstreckt sich entlang
des Aquators bis iiber die Datumsgrenze hinaus. Zum anderen zeigte er die enge
Verbindung der atmosphirischen Erscheinung der Southern Oscillation mit dem
ozeanischen Signal des El1 Nifio auf.

Normalerweise ist, wie in Abbildung 5.1.1a) veranschaulicht, eine relativ
kalte Meeresoberfldche im &6stlichen &dquatorialen Pazifik und eine Ansammlung
warmen Wassers im westlichen Pazifik zu beobachten. Uber dem kalten Wasser des
Ostlichen Pazifiks sinkt trockene Luft herab und flieBt den Siidostpassat
stidrkend westwidrts. Sie wird angetrieben von dem Hochdruckgebiet iiber dem Ost-
pazifik und dem Tiefdruckgebiet iiber Indonesien und dem Westpazifik. Auf ihrem
Weg erwdrmt die Luft sich und nimmt Wasserdampf auf, bis sie liber Westpazifik
aufsteigt. Der Wasserdampf kondensiert aus; es kommt zu krédftigen Niederschléd-
gen. In der oberen Troposphédre stromt die Luft ostwdrts und schlieB8t so die
zweidimensionale dquatoriale Walker-Zirkulation.

Die Ansammlung warmen Wassers im Westpazifik wird durch den Sidostpassat
aufgebaut, der die westwidrts gerichteten Ozeanstrdme entlang des Aquators
antreibt. So spiegelt sich der Temperaturunterschied zwischen dem westlichen
und 6stlichen Pazifik auch im Wasserstand und in der Thermoklinen wider. Die
Thermokline ist die Sprungschicht, die das warme, gut durchmischte Oberfli-
chenwasser von dem kalten Wasser in der Tiefe trennt. Die oberste gut durch-
mischte Schicht (mixed layer) ist im Westen iiber 150m tief und wird nach Osten
hin flacher, bis sie an der Kiiste Siidamerikas nahezu verschwindet.

Mit dem Auftreten einer Erwdrmung im Ostlichen Pazifik (Abbildung 5.1.1b)
werden der Temperaturunterschied der Meeresoberflidche zum westlichen Pazifik
vermindert und die Passatwinde abgeschwicht. Dies wird begleitet von einem

geringeren Unterschied im Luftdruck. Das Konvektionsgebiet verlagert sich vom
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Westpazifik nach Osten [Gill und Rasmusson (1983), Rasmusson und Wallace
{1983)]. El Nifios gehen also einher mit elner schwachen Walker-Zirkulation;
die Verdnderungen in der Walker-Zirkulation entsprechen der Southern Oscilla-
tion.

Schwdchen die Oberfl&dchenwinde ab, ist ein schneller horizontaler Aus-
tausch des warmen Oberfldchenwassers die Folge. Der ostwédrts gerichtete nord-
dquatoriale Gegenstrom wird verstédrkt und der westwirts strdmende Siddquato-
rialstrom schwidcht sich ab [Wyrtki (1975, 1977)]. Der Unterschied in der Dicke
der obersten durchmischten Schicht vermindert sich. Der Wasserstand und die
Tiefe der Thermoklinen nehmen im &stlichen tropischen Pazifik zu, im west-
lichen Pazifik dagegen nehmen sie ab. UngewShnlich hohe Meeresoberflédchentem-

peraturen im zentralen und Ostlichen Pazifik treten auf. Ein ENSO-Ereignis
findet statt.

Normale Bedingungen
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Abbildung S5.1.1: a) Die normalen Bedingungen und b) die Bedingungen wihrend
eines El Nifio-Ereignisses im Bereich des tropischen Pazifik.
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5.2 DER SST-INDEX

a) Die Daten

Das Verhalten der Meeresoberflichentemperatur (SST) im zentralen und ost-
lichen #quatorialen Pazifik (180°-90%, 6°N-6°S) ist die auffilligste Erschei-
nung des ENSO. Deshalb wurde sie mit kleineren Abweichungen der definierenden
Region schon h#ufiger als ein ENSO-Index verwendet [z.B. Angell (1981), Wright
(1984), Wright (1985), Zwiers und von Storch (1989)].

In dieser Arbeit wird ein SST-Index benutzt, der aus einem Datensatz
gewonnen wurde, den T.P. Barnett freundlicher Weise zur Verfiligung gestellt
hat. Bei dem Datensatz handelt es sich um monatliche Mittelwerte der SST fir
den Zeitraum von 1950 bis 1989 auf einem 2°x100 Gitter, das sich zwischen
30°N-30%S und 30°E-70°W erstreckt. Die Region, iUber die der Index gemittelt
wurde, entspricht derjenigen, die Wright auch fiir seinen Index definiert hat
[(Wright (1984)]. Sie ist in Abbildung 5.2.1 dargestellt. Von dem so ermittel-
ten Index wurden die Monatsmittelwerte bzgl. des gesamten Zeitraumes und der

lineare Trend abgezogen. Die Abbildung 5.2.2 zeigt den SST-Index.

b) Klassifizierung warmer und kalter ENSO-Ereignisse

Die Stdrke eines warmen oder kalten ENSO-Ereignisses wird 1in dieser
Arbeit mit Hilfe des 12 Monate ibergreifenden Mittels des SST-Index definiert.
An Hand der maximalen (minimalen) Werte wihrend einer warmen (kalten) Episode
ergibt sich eine Klassifizierung nach Tabelle 5.2.1. In Tabelle 5.2.2 sind die
Jahre des Beginns und die Stérke eines Ereignisses innerhalb des Zeitraumes
von 1950 bis 1989 zusammengefaBt.

Die Stirke der warmen Ereignisse ist mit der von Rasmusson (1984) erwei-
terten Zusammenstellung von Quinn et al. (1978) vergleichbar. Die Ereignisse

1953 und 1976 werden schwicher bewertet, und das 1975er Ereignis wird als

Tabelle 5.2.1: Der maxima-

le (minimale) Wert des 12 Stérke warmes Ereignis kaltes Ereignis

Monate iibergreifend gemit- 0 0.2 < max = 0.4 -0.4 = min < -0.2
telten SST-Index einer war- 1 0.4 <max = 0.6 | -0.6 = min < -0.4
men (kalten) Episode gibt 2 0.6 <max = 0.8 | -0.8 = min < -0.6
die Stadrke eines warmen 3 0.8 <max = 1.0 | -1.0 = min < -0.8
(kalten) Ereignisses an. 4 1.0 < max min < -1.0
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Abbildung 5.2.1: Die Region der ridumlichen Mittelung der monatlichen SST-
Anomalien umfaBt das Gebiet von (6°-2°N, 170%-90%), (2°N-6°S, 180°-90%) und
(6°-10%, 150°-110°W) (nach Wright (1984)).
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Abbildung 5.2.2: Der SST-Index fiir den Zeitraum von 1950 bis 1989.
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a) warme Ereignisse

Jahr | Stdrke | Jahr | Stdrke | Jahr | Stédrke
1951 1 1965 3 1979 0
Tabelle 5.2.2: Die Jahre 1953 1 1969 2 1982 4
des Beginns a) warmer 1957 3 1972 4 1987 3
bzw. b) kalter Ereignisse 1963 1 1976 1
innerhalb des Zeitraumes
von 1950 bis 1989. Die b) kalte Ereignisse
Stdrke eines Ereignisses Jahr | Stéarke Jahr | Starke Jahr |[Starke
wird bezeichnet mit: O, 1954 2 1970 3 1985 2
sehr schwach; 1, schwach; 1961 0 1973 3 1988 3
2, mdBig stark; 3, stark; 1964 2 1975 4
4, sehr stark. 1967 1 1981 0

kaltes Ereignis charakterisiert. Sehr schwache Ereignisse (Stédrke 0) wie das
des Jahres 1979 sind in der Zusammenstellung von Rasmusson nicht aufgefiihrt

und werden auch im folgenden nicht weiter betrachtet.

¢c) Der Test auf Stationaritat

Wir wenden den in Kapitel 3.1 vorgestellten Test auf Stationaritdt auf
den SST-Index an, um zu priifen, ob die sehr wichtige Voraussetzung der Sta-
tionaritédt iiberhaupt gegeben ist. Wie die meisten der Beispiele im Kapitel 3.1
umfaBt der Index tmax = 480 Zeitschritte. Die in den Stationaritédtstest einge-
henden Parameterwerte kénnen der Tabelle 3.1.1 entnommen werden. Die Beispiele
zeigen, daB die slimulierten Verteilungen der TestgréBen Sa/rr2 und Sy/o'2 teil-
weise deutlich von den asymptotischen Verteilungen abweichen. Der Test wird
hier deshalb auf der Grundlage der simulierten Verteilungen durchgefihrt, die
auf der Analyse von 500 Monte-Carlo-Simulationen (Kapitel 3.3) eines AR(2)-
Prozesses beruhen, der mit Hilfe des EOFMDL-Verfahrens (Kapitel 2.9) an den
Index angepaBt wurde.

Die Tabelle 5.2.3 zeigt filir die TestgréBen Sa/O‘2 und S?/o‘2 neben dem
Jeweiligen Schitzwert auch die Wahrscheinlichkeit P(S<S), daB die TestgréBe S
kleiner ist als der Schitzwert S. Die Wahrscheinlichkeiten beziehen sich auf

die asymptotischen (Pasym) bzw. die simulierten (P ) Verteilungen. Ein

sim
Vergleich der jeweiligen Werte deutet an, daB die asymptotischen und die simu-
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lierten Verteilungen deutlich voneinander abwelchen. Bezogen auf dle simuller-
ten Verteilungen nehmen die geschidtzten TestgréBen recht typische Werte an.
Daraus folgt, daB der SST-Index von einem stationdren ProzeB8 nicht unterschie-

den werden kann.

TestgréBe | S | Pasym(S<§) | Psim(s<§)
Tabelle 5.2.3: Test auf Sta: Sﬂ,@z 15.08 99.8% 67.8%
tionaritidt: die Schdtzwerte S S?/ﬁz 3.84 0.2% 10. 4%

und die Wahrscheinlichkeiten
P(S<S) bzgl. der asymptotischen (Pas ) bzw. simulierten (Psim) Verteilungen
der beliden TestgroBen Sa/02 und 87/0 fir den SST-Index.

Die Frequenzen w an denen die Stationaritédt geprift wird, sind durch

JD
die Formel in Tabelle 3.1.1 gegeben. Sie haben die Werte wJ = 0.26, 0.78,
1.31, 1.83, 2.36, 2.88 [rad/Monat] und entsprechen den Perioden T, = 2n/w, =

J J
24.0, 8.0, 4.8, 3.4, 2.7, 2.2 [Monat]. Aus dem Spektrum des SST-Index (Abbil-

dung 5.2.3) ersehen wir, daB der gréBte Teil der Energle jedoch auf Perioden
oberhalb von 12 Monaten konzentriert 1ist. Das bedeutet, daB8 die energle-
reichsten Frequenzen nicht in den Stationaritdtstest eingehen.

5 = 0.10, 0.18, 0.25, 0.33, 0.41, 0.49 [rad/Monat], die
den Perioden T, = 64.8, 35.9, 24.9, 19.0, 15.4, 13.0 [Monat] entsprechen,

J
iiberdecken den wichtigsten Bereich des Spektrums. Fiihren wir den Test mit

Die Frequenzen w

diesen Frequenzen durch, so kommen wir wieder zu der Aussage, daB8 der SST-

Index von einem stationdren ProzeB nicht zu unterscheiden ist.
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Abbildung 5.2.3: Das Spektrum des in Abbildung 5.2.2 gezeigten SST-Index.
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d) Der Test auf Linearitat

In diesem Abschnitt wird gepriift, ob der SST-Index auf einem linearen
ProzeB beruht. Dazu verwenden wir den in Kapitel 3.2 vorgestellten Test auf
Linearitidt. Es werden dieselben Parameterwerte gewzhlt wie bei den Belsplelen
in Kapitel 3.2. Die Beispiele zeigen, daB8 die asymptotische und die simulierte
Verteilung der TestgroBSe T2 recht gut iibereinstimmen. Der Test kann also auf
der Grundlage der asymptotischen Verteilung durchgefiihrt werden.

Die fiir den ungefilterten SST-Index geschitzte TestgroBe von Tz = 8.71
(siehe Tabelle 5.2.4) ist nur unwesentlich kleiner als das 5%-
Signifikanzniveau, das bei T2 = 8.94 liegt. So wird die Nullhypothese, daB8 der
ProzeB linear ist, auf dem 5%-Signifikanzniveau nicht verworfen. Ein nicht-

linearer ProzeB scheint allerdings méglich zu sein.

Tabelle 5.2.4: Test auf Linearitéat:

dle Schitzwerte Tz und die Wahr- Gl lten TZ Pasym(T2<T2)
scheinlichkeiten P(T2<T%) bzgl. der nein 8.71 94.8Y%
asymptotischen Verteilung der Test- ( 1/ 1/ 96/108) 3.90 85.4%
groBe T2 fir verschiedene Filterun- (12/16/480/480) 0.80 37.1%
gen des SST-Index. (12/16/ 96/108) 1.68 64.2%

Um zu sehen, welche Zeitskalen fiir diese evtl. Nichlinearitdt verantwort-
lich sind, wurde der Test auf Linearitdt auch fiir den gefilterten SST-Index
durchgefiihrt. Die Fllterung erfolgt im Frequenzraum; der Filter wird in Anhang
A.5 beschrieben. Werden alle langen Fluktuationen mit Zeitskalen iiber 108
Monaten unterdriickt (Filtercharakteristik (1/1/96/108)), so ist die TestgréBe
zwar kleiner (TZ = 3.90), gréBere Werte treten aber nur mit einer Haufigkeit
von 14.6% auf. Werden Fluktuationen mit Zeitskalen unter 12 Monaten herausge-
filtert (Filtercharakteristik (12/16/480/480)), so ist der Wert der TestgroBe
von TZ = 0.80 sehr klein und der SST-Index wird als linear eingestuft. Die
mégliche Nichtlinearitit, die dem SST-Index zugrunde liegen kdnnte, konzen-
triert sich demnach auf die schnellen Fluktuationen mit Zeitskalen unter einem
Jahr. Der Filter mit der Filtercharakteristik (12/16/96/108), der auch bei den
Analysen der folgenden Kapitel 5.3,4 verwendet wird, unterdriickt sowohl die
kurzen als auch die langen Fluktuationen. Der so gefilterte SST-Index

erscheint ebenfalls als linear.
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e) Der Verlauf warmer und kalter ENSO-Ereignisse

Ein ENSO-Ereignis zeigt einen typischen jahreszeitlichen Verlauf. Dies
verdeutlicht die Abbildung 5.2.4. Sie zeigt analog zu der von Rasmusson und
Carpenter (1982) gewdhlten Darstellung das 12 Monate iibergreifende Mittel des
SST-Index in den Jahren vor, widhrend und nach einem der zehn warmen bzw. acht
kalten ENSO-Ereignissse zwischen den Jahren 1950 und 1989.

Wahrend einer warmen Episode (Abbildung 5.2.4a) treten stark ansteigende
positive SST-Anomalien meistens in den Monaten November bis Februar vor dem
eigentlichen warmen Ereignis auf. Die Ereignisse von 1969 und 1987 zeigen den
Temperaturanstieg schon frither, zwischen Mai und Juli. Vor dem 1953er Ereignis
sind die Temperaturen sehr viel hdher als in den ilibrigen Fédllen, der Anstieg
ist deshalb wesentlich flacher. Die héchsten Werte werden in den Monaten Mail
bis September erreicht. Danach f#llt die Temperatur drastisch ab. In einigen
Fédllen h&dlt diese Abkiihlung bis in die zweite Hdlfte des darauffolgenden Jah-
res an. Dies ist nach den Ereignissen der Jahre 1953, 1963, 1969, 1972 und
1987 der Fall, auf die schon im folgenden Jahr ein kaltes Ereignis folgt.

Wahrend einer kalten Episode (Abbildung 5.2.4b) kann man stark ansteigen-
de negative SST-Anomalien in den Monaten Februar bis Mai vor dem eigentlichen
kalten Ereignis beobachten. Von diesem Bild weicht das Verhalten der Ereignis-
se 1967, 1975 und 1985 ab, denen kein warmes Ereignis unmittelbar voraus geht.
Die niedrigsten Werte werden zwischen September und Dezember erreicht. Danach
steigen die Temperaturanomalien wieder an. Der Anstieg nach den Ereignissen
von 1964, 1967, 1975 und 1985 ist besonders ausgeprigt.

Die Dauer eines warmen oder kalten ENSO-Erelgnisses, von dem ersten Auf-
treten einer Anomalle bis zu deren Verschwinden gerechnet, ist ebenso unter-
schiedlich wie der Jeweilige Verlauf. Im Mittel umfaBt ein Ereignis 14 bis 16

Monate.

f) Die Persistenz

Ein Signal ist persistent, wenn es eine Zeit andauert. Die Autokorrela-
tionsfunktion
<Y(t+T)Y(t)>teI

(5.2.1)

r(t;%) = cor[Y(t+'l:);Y(t)]teI =

der Beobachtungen Y(t) ist ein MaB fiir die mittlere Persistenz einer Erschei-
nung. Dle Menge der Zeiten t, iiber die gemittelt wird, bezeichnen wir mit 2I.

GroBe Werte der Autokorrelationsfunktion r(t;I) bls zu einem bestimmten =<
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Abblldung 5.2.4: Das 12 Monate {ibergreifende Mittel des SST-Index in den

Jahren vor, wihrend und nach einem a) der zehn warmen und b) der acht kal-

ten ENSO-Erelgnisse zwlschen den Jahren 1950 und 1989 (analog zu Rasmusson
und Carpenter (1982)).
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deuten an, da8 das Signal im Mittel so lange anhdlt.

Betrachten wir die Autokorrelationsfunktion r(t;%) des ungefilterten SST-
Index fiir die einzelnen Monate (z.B. Y = {alle Januare}), so erkennen wir eine
starke Abhingigkeit von der Jahreszeit (siehe Tabelle 5.2.5). Die Persistenz
ist maximal von Juni bis August. Minimale Persistenz finden wir um den Mirz.
Dies ist zu sehen an den niedrigen Werten der Autokorrelationsfunktion r(t;Z)
fiir t=1,2,3 und dem Band des Abfalls der Persistenz wdhrend der Monate Julil
bis Dezember.

Die in Kapitel 3.6 eingefilhrte Korrelationsgiite (3.6.4)

Scor(r;I) = cor[Y(t+t);Y(t+T;t)]teI (5.2.2)

ist ein MaB fir die Giite der <T-Schritt-Vorhersage Y(t+t;t) gegeniiber den
Beobachtungen Y(t). Ein Vergleich der Autokorrelationsfunktion r(t;X) (5.2.1)
mit der Korrelationsglite Scor(t;z) (5.2.2) zeigt, daB wir den einfachsten Fall

einer t-Schritt-Vorhersage betrachtet haben:
Y(t+T;t) = Y(t). (5.2.3)

Die Komplexitat eines anderen Modells und dessen physikalische Interpretation
sind nur gerechtfertigt, wenn es diesem sehr einfachen ,Persistenzmodell”
(5.2.3) Ulberlegen ist.

T O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Jan 100

Feb 100

Médr 100 Marz
Apr 100

Mai
Jun
Jul
Aug
Sep
Okt
Nov
Dez
Jan
Feb
Mar
Apr
Mai
Jun

80 6
Tabelle 5.2.5: Die Autokorrelationsfunktion (x100) des ungefilterten SST-

Index der Jahre 1950 bis 1989 fiir die einzelnen Monate. Z.B. Ist die Korrela-
tion der Januarwerte mit den Februarwerten gleich 0.96 [nach Wright (1985)].
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g) Die Zeitskalen des ENSO-Phanomens

ENSO beinhaltet ein breites Band an Zeitskalen. Warme bzw. kalte Erelig-
nisse folgten in der Zeit von 1950 bis 1989 mit einem Abstand von zwei bis
zehn Jahren aufeinander. Die sehr schwachen Ereignisse (Stdrke 0) eingeschlos-
sen betrigt die mittlere Ubergangszeit zwischen warmen und kalten bzw. kalten
und warmen Ereignissen 21 Monate (Abbildung 5.2.2, Tabelle 5.2.2). Die Dauer
eines Ereignisses lilegt zwischen 14 und 16 Monaten (Abschnitt e). Das Spektrum
des SST-Index (Abbildung 5.2.3) zeigt, daB die Energie sich hauptsédchlich auf
Perioden oberhalb von 12 Monaten konzentriert; wir finden ein breites, nur
flach ausgepridgtes Maximum zwischen 30 und 80 Monaten.

Weitere Hinweise auf die Zeitskalen des ENSO-Phénomens erhalten wir durch

die Anpassung univariater AR(p)-Prozesse (Kapitel 2.11)

X(t) = E a X(t-j) + n(t), =n~WN(O,q), (5.2.4)

=
an den SST-Index.

Bel der Anpassung eines Prozesses werden die Ein-Schritt-Vorhersagen
optimiert. So erfaBt die EOFMDL-Analyse (Kapitel 2.9) des ungefilterten SST-
Index zundchst die schnellen Fluktuationen. Erst in héherer Ordnung (p z 5)
erhalten wir Hinweise auf eine Schwingung mit einer Periode um 34 Monate.

Durch eine Filterung mit der Charakteristik (12/16/96/108) werden die
schnellen Fluktuationen unterdriickt. Der an den so gefilterten SST-Index ange-
paBSte AR(2)-ProzeB (EOFMDL-Verfahren) beschreibt eine geddmpfte Schwingung

d - —-— -

X°(t) = X(to) exp[no(t to)] coslw(t to)] (5.2.5)
mit einer Periode von T = 2n/& = 32 Monaten und einer 1/e-Abklingzeit von ;0 =
-1/20 = 109 Monaten. Dle Dauer einer halben Periode (T/2 = 16 Monate) ent-

spricht der Linge eines ENSO-Ereignisses von dem ersten Auftreten einer Anoma-

lie bis zu deren Abklingen (siehe Abschnitt e).

Para- EOFMDL~-Verfahren
meter | gesch. 90%-Interv.
Tabelle 5.2.6: An den gefilterten SST-Index i
wurde mittels des EOFMDL-Verfahrens ein B 32.2 28.3 é il
109.1 40.4 | 207.6

AR(2)-ProzeB angepaBt. Die Tabelle zeigt
die Schiatzwerte der Periode T und der 1/e-Abklingzeit T sowie deren 90%-

Vertrauensintervalle, die auf 500 Monte-Carlo-Simulationen beruhen.
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In Tabelle 5.2.6 sind zusammen mit den Schidtzwerten auch die jeweillgen
90%-Vertrauensintervalle angegeben, die auf der Analyse von 500 Monte-Carlo-
Simulationen des angepaBSten AR(2)-Prozesses beruhen (Kapitel 3.3,4). Die
Periode T wird zuverlédssig geschidtzt. Die Schidtzung der 1/e-Abklingzeit T ist
dagegen sehr ungenau und héngt, wie weitere Analysen zeigen, stark von der

verwendeten Filterung ab.

h) Die Stabilitat des Systems Ozean—AtmosphEre

Wie wir gesehen haben, steht der Verlauf eines ENSO-Ereignisses in einer
festen Phasenbeziehung zum Jahresgang (Abschnitt e). Auch die Persistenz
varilert stark wihrend eines Jahres (Abschnitt f). Offenbar ist das System
Ozean—-Atmosphire nur in bestimmten Monaten instabil, wihrend denen eine
Storung angefacht wird und gréBere SST-Anomalien entstehen kdnnen.

Dieses Verhalten kann man durch eine Schwingung

x1(t) = X(ty) explK(t,t,)] coslult-t)], (5.2.6)
t-1
K(t,ty) = } «(7), (5.2.7)
=t
0
beschreiben, dessen Dimpfungsrate
k(t) = KJ, j=1,...,12, (5.2.8)
von Monat zu Monat frei variiert. Ist KJ positlv, so ist das System instabil,
ist KJ negativ, so lIst es stabil. Physikalisch sinnvoll ist nur eine negative
mittlere Dampfungsrate:
_ 1 12
K =13 jZ1KJ < 0. (5.2.9)

Diese Schwingung mit =zeitlich variierender Dimpfung wird durch einen
AR(2)-ProzeB mit zeitabhingigen Parametern al(t). az(t) modelliert. Fir eine
kurze Beschreibung des Modells sei auf den Anhang A.6 verwiesen. Die Anpassung
an den gefilterten SST-Index (Filtercharakteristik (12/16/96/108)) erfolgte
mit dem LSQ-Verfahren (Kapitel 2.6). Die Schitzwerte von T und KJ, j=1,...,12,
und die 90%-Vertrauensintervalle, die man durch die Analyse von 500 Monte-
Carlo-Simulationen des angepaBSten Prozesses erhdlt (Kapitel 3.3,4), sind in
Tabelle 5.2.7 zusammengefaBt.

Die Periode der Schwingung von T = 33 Monaten und die mittlere 1/e-
Abklingzeit von T = -1/k = 105 Monaten (vgl. (5.2.9)) unterscheiden sich nur

unwesentlich von den Zeitskalen des AR(2)-Prozesses mit konstanter Dampfungs-
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Para- ML-Verfahren
meter | gesch. 90%-Interv.
T 32.7 31.6 34.0
Kl -0.022| -0.036 -0.013
Kz -0.025| -0.039 -0.016
Ka -0.023| -0.037;j -0.014
Tabelle 5.2.7: An den gefilterten SST- Ky -0.016| -0.029]{ -0.008
Index wurde mittels des LSQ-Verfahrens Kg -0.006( -0.020 0.003
ein AR(2)-ProzeB8 mit monatlich variie- Ke 0.001| -0.014 0.009
render Diampfungsrate KJ, j=1,...,12, Ko 0.004| -0.010 0.013
angepaBt. Die Tabelle zeigt die Schatz- Kg 0.004| -0.010 0.012
werte der Periode T und der monatlichen Kg 0.001| -0.013 0.009
Démpfungsraten KJ sowie deren  90%- K19 -0.004| -0.016 0.004
Vertrauensintervalle, die auf 500 Kqq -0.010( -0.023j -0.002
Monte-Carlo-Simulationen beruhen. Kio -0.017( -0.030; -0.008

rate, der in Abschnitt g) betrachtet wurde.

Die geschitzten monatlichen Démpfungsraten k J=1,...,12, sind in der

Abbildung 5.2.5 nochmals veranschaulicht (durcﬂgezogene Linie). Die EJ
beschreiben eine nahezu kosinusférmige saisonale Oszillation. Von Juni bis
September ist die Dadmpfungsrate positiv, d.h. das System ist instabil. Wahrend
des restlichen Jahres ist das System dagegen stabil. Der Monat der stdrksten
Ddmpfung ist der Februar.

Die 90%-Vertrauensintervalle der monatlichen Ddmpfungsraten Ej’ in Abbil-
dung 5.2.5 als gestrichelte Linien gezeigt, sind recht groB8. So scheinen in
den Monaten Juni bls September durchaus negative Werte fir Kj méglich zu sein.
Die Grenzen der 90%-Vertrauensintervalle zeigen die gleiche saisonale Oszilla-
tion wie die EJ selbst. Wir koénnen daher zwar nicht sicher sein, daB das
System von Juni bis September wirklich instabil ist, jedoch ist die Ddmpfung

widhrend dieser Zeit minimal.

i) Die Vorhersagegﬁte des Modells mit monatlich variierender Dampfungsrate

AbschlieBend untersuchen wir, wie gut der AR(2)-ProzeB mit monatlich
variierender Démpfungsrate (5.2.4,8) den ungefilterten SST-Index vorhersagen

kann.
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Abbildung 5.2.6: a) Die Korrelationsgiite Scor(t) und b) die relative Abwei-~

chung S

(T) der Modell- (durchgezogene Linien) und Persistenzvorhersagen

rrmse

(gestrichelte Linien) des SST-Index. Das Modell das zugrunde llegt, ist ein

univariater AR(2)-ProzeB mit monatlich varilerender Dimpfungsrate (5.2.4,8).
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Als Startwerte einer Vorhersage dient nicht der mit der Filtercharakte-
ristik (12/16/96/108) gefilterte SST-Index, an den das Modell angepaBSt wurde,
sondern der durch die Mittelung iiber die sechs Monate vor Beginn einer Vorher-
sage geglidttete SST-Index. Die Gewichte der Mittelung haben ein Verhdltnis von
1:2:3:4:5:6. Die Vorhersagen starten in allen mdglichen Monaten des Zeltraumes
von 1950 bis 1989.

Die Giite der Vorhersagen messen wir mittels der Korrelationsgiite
Scor(T;I) und der relativen Abweichung Srrmse(r;x), die in Kapitel 3.6
eingefiihrt wurden (} = {1,...,tmax}). Diese GiitemaBe der Modellvorhersagen
werden in der Abbildung 5.2.6 gezeigt (durchgezogene Linien). Die MaBe der
einfachen Persistenzvorhersage (Abschnitt f) sind als Vergleich eingetragen
(gestrichelte Linien).

Die Korrelationsgiite Scor(r) des Modells ist bei Vorhersagen iiber einen
Zeltraum von mehr als zwei Monaten (Tt > 2) h6her als die der Persistenzvorher-

sagen. Die relative Abweichung S e(1:) von dem SST-Index ist fir beide Arten

rrms

der Vorhersagen nahezu gleich. Uber einen Zeitraum bis zu fast sechs Monaten

(t < 6) liegt fir das betrachtete Modell die Korrelationsgiite oberhalb von 0.6

(S___(tr) < 0.6) und die relative Abweichung unterhalb von Eins (S < 1.0).
cor rrmse

Wir schlieBen aus diesem Vergleich, daB die angepaBte Schwingung mit monatlich

variierender Dampfung einen wichtigen Teil der Dynamik des SST-Index erfaBt.

J)  Zusammenfassung

In diesem Kapitel 5.2 wurde der in Abschnitt a) vorgestellte SST-Index
analysiert.

Der Test auf Stationaritit zeigt, daB diese wichtige Eigenschaft fiir den
SST-Index erfiillt ist (Abschnitt c¢). Der Linearitédtstest wurde auf den SST-
Index in verschiedenen Filterungen angewandt (Abschnitt d). Mogliche Nicht-
linearitédten konzentrieren sich demnach auf schnelle Fluktuationen mit Zelt-
skalen unter elnem Jahr. Werden die kurzen und die langen Zeitskalen durch
eine Filterung mit der Charakteristik (12/16/96/108) unterdriickt, so wird der
SST-Index als linear angesehen.

Das quasiperlodische Verhalten des ENSO-Phinomens beinhaltet ein breites
Band an Zeitskalen (Abschnitt g). Das breite und flache Maximum des Spektrums
des SST-Index liegt bei Perioden zwischen 30 und 80 Monaten (Abbildung 5.2.3).
Der an den gefilterten SST-Index angepaSte AR(2)-Proze8 beschreibt eine
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Schwingung mit einer Perlode von T = 32 Monaten. Eine halbe Perlode (T/2 = 16
Monate) entspricht der Linge eines ENSO-Erelgnisses.

Die feste Phasenbeziehung eines Ereignisses zum Jahresgang (Abschnitt e,
Abbildung 5.2.4) und die starke Abhingigkeit der Persistenz von der Jahreszeit
(Abschnitt f, Tabelle 5.2.5) deuten darauf hin, daB die Empfindlichkeit des
Systems Ozean-Atmosphidre von der Jahreszeit abhéngt. Dieses Verhalten kann
durch einen AR(2)-Proze8 mit monatlich frei variierender Dampfungsrate Kj
modelliert werden (Abschnitt h). Die geschétzten KJ beschreiben eine saisonale
Oszillation (Abbildung 5.2.5). Von Juni bis September ist die Dampfung am
geringsten, das System Ozean-Atmosphire reagiert in diesen Monaten am empfind-
lichsten auf Stdrungen. Ein Signal, das in dieser Zeit beobachtet wird, wird
angefacht oder nur schwach geddmpft. Die Lebensdauer eines solchen Signals ist
groB gegeniiber einem Signal, das im Februar, der Zeit der stirksten Dampfung,
auftritt. Die Monate maximaler Persistenz und geringer Dimpfung stimmen
iiberein, ebenso die Monate minimaler Persistenz und starker Dampfung.

Dle Schwingung mit varilierender Dimpfung beschreibt einen wichtigen Tell
der Dynamik des SST-Index. Dles bestédtlgt ein Vergleich der Gilite der Vorher-
sagen des SST-Index mit der einfachen Persistenzvorhersage (Abschnitt i).
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5.3 AQUATORIALE MONATLICHE ANOMALIEN DER MEERESOBERFLACHENTEMPERATUR

UND DER ZONALEN UND MERIDIONALEN KOMPONENTE DER BODENNAHEN WIND-

GESCHWINDIGKEIT UBER DEM INDISCHEN OZEAN UND DEM PAZIFIK

a) Die Daten

Bel den Daten, die den Analysen dieses Kapitels zugrunde liegen, handelt
es sich um monatliche Anomaliewerte der Meeresoberflichentemperatur (SST) und
der zonalen und meridionalen Komponente der 10m-Oberfldchenwindgeschwindig-
keit (u, v) entlang des Aquators iilber dem Indischen Ozean und dem Pazifik fiir
den Zeitraum von 1970 bis 1989. Sie wurden aus einem Datensatz gewonnen, den
T.P. Barnett freundlicher Weise zur Verfiigung gestellt hat. Die Originaldaten
liegen auf einem 2°x10o Gitter vor, das sich zwischen 30°N—30°S und 30°E-70°w
erstreckt. Eine genauere Beschreibung der Windanomalien und eine Analyse mit
komplexen EOFs finden wir in Barnett (1983). Der Datensatz der SST ist auch
die Grundlage fiir den SST-Index, der im vorhergehenden Kapitel 5.2 untersucht
wurde.

Die Daten sind iiber Zellen von 10%x10° mit Zentrum auf dem Aquator gemit-
telt. Sie umfassen den Indischen Ozean und den Pazifik, d.h. sie erstrecken
sich von 40°E bis 80°W. Betrachtet werden im folgenden die Abweichungen vom
lang jdhrigen Monatsmittel, das auf dem untersuchten Zeitraum von 1970 bis 1989
beruht. Der lineare Trend der Daten wurde abgezogen. Alle Fluktuationen mit
Zeitskalen unter 12 Monaten und iiber 108 Monaten wurden durch eine Filterung
im Frequenzraum unterdriickt. Verwendet wurde der Filter, der in Anhang A.5
beschrieben ist, mit der Filtercharakteristik (12/16/96/108). Der gesamte
Bereich an Zeitskalen, den ENSO beinhaltet und wie er in Abschnitt 5.2g fir
den SST-Index aufgezeigt wird, liegt innerhalb des Filterfensters. Um eine
gemeinsame Analyse von SST, u und v zu ermdglichen, wurden die drei Datensidtze

skaliert, so daB sie die gleiche raumlich gemittelte Varianz besitzen.

b) Dle EOF-Analyse

Das Verhalten der dquatorialen SST-, u- und v-Anomalien wird beherrscht
von der zeitllichen Entwicklung der ersten EOF, die den hohen Anteil von 45.7%
der Varianz der Beobachtungen Y(t) erfaBt. Abbildung 5.3.1a zeigt die erste
EOF e, und Abbildung 5.3.2a die geschédtzte Zustandsvarlable il(t), dle auch

1
EOF-Koeffizient genannt wird. Die Zeitachse der Abbildungen von Zeitreihen
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Abbildung 5.3.1:

len SST-, u- und v-Anomalien. Die erste EOF e

a) Die erste EOF ;1

und b) die zweite EOF ;2 der dquatoria-

erkldrt 45.7% der Varianz, die

1
zweite EOF 32 18.5%.
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Abbildung 5.3.2: Die EOF-Koeffizienten a) iltt) und b) iz(t) der in Abbildung

5.3.1 gezeigten EOFs e

(Abbildung 5.2.2)

1 und e2.

betrdgt 0.89.

Die Korrelation von il(t) mit dem SST-Index
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Abblildung 5.3.3: Die Kreuzspektralanalyse der EOF-Koeffizienten il(t). ﬁz(t):
die Spektren von Xl(t) und X2(t) (oberste Abbildung, dicke bzw. diinne Linie)
sowie die Kohdrenz (mittlere Abbildung) und die Phase (unterste Abbildung)
zwischen il(t) und iz(t).

wurde in diesem Kapitel so wie in den Kapiteln 5.2 und 5.4 gewdhlt, um den
Vergleich der Ergebnisse der verschiedenen Analysen zu vereinfachen.
Der EOF-Koeffizient il(t) und der SST-Index (Abbildung 5.2.2) sind hoch

korreliert:
cor[il(t);SST-Index] = 0.89. (5.3.1)

Die erste EOF beschreibt daher die rdumliche Struktur, die wir wdhrend eines
warmen (kalten) Erelignisses beobachten:

Eine krédftige Erwdrmung der Meeresoberfldche erstreckt sich von der
siidamerikanischen Kiiste bis in den zentralen Pazifik (160°E-80°W). Sie geht
einher mit einer Abkithlung im Westpazifik (120°-160°E) und einer Erwdrmung im
Indischen Ozean (400-120°E). Begleltet wird dieses Temperatursignal von
krdftigen Westwindanomallien im 2zentralen Pazifik (14O°E-1ZOOW). deren Maximum
westlich der maximalen SST-Anomalien, im Bereich der Datumslinie liegt. Uber

dem Indischen Ozean und Indonesien (500-140°E) finden wir dagegen Ostwindano-
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malien. Gleichzeitig treten Windanomalien aus nérdlicher Richtung im Zentral-
und Ostpazifik zwischen 170°E und 11o°w auf. Die meridionalen Windanomalien im
Westpazifik und Indischen Ozean zeigen kein einheitliches groBrdumiges Muster.

Die zweite EOF gz (Abbildung 5.3.1b) erklért 18.5% der Varianz der
Beobachtungen Y(t). Der Beitrag der SST-Anomalien zu der zweiten EOF ist im
gesamten Untersuchungsgebiet verschwindend klein. Die u-Anomalien im Indischen
Ozean und dem Ostpazifik (40°-120°E und 180°-80°W) sind ebenfalls fast Null,
aber im westlichen Pazifik (120°E—1800) treten starke Westwindanomalien auf.
Stidliche Windanomallen unterschiedlicher Stdrke finden wir im Indischen Ozean
und dem gesamten Pazifik.

Am auffdlligsten an dem EOF-Koeffizienten iz(t) (Abbildung 5.3.2b), der

zeitlichen Entwicklung dieses Musters e sind der Wechsel von groBen positi-

ven zu groBen negativen Werten in den §éhren 1972/73 und 1982/83. Der Zusam-
menhang mit den sehr starken, warmen Ereignissen der Jahre 1972 und 1982 ist
unverkennbar.

Die Kreuzspektralanalyse [nach Brockwell und Davis (1987)] der EOF-
Koeffizienten X, (t), X,(t) (Abbildung 5.3.3) zeigt, daB deren Kohdrenz fir
Perioden zwischen 24 und 40 Monaten iiber dem 99%-Niveau liegt. Xz(t) fiihrt
dabei ﬁl(t) mit etwa 90° Phasenverschiebung. Das Ergebnis der Korrelations-
analyse von Xl(t) und Xz(t) ist dazu konsistent. Bei einer Zeitverschiebung

von *6.5 Monaten 1st die Korrelationsfunktion maximal:

cor[?l(t+6.5);§2(t)] 0.52, (5.3.2)

-0.56. (5.3.3)

cor[)’il(t—s.s);iz(t)]

Die zweite EOF beschreibt demnach eine Ubergangsphase von ENSO. Ein halbes
Jahr vor einem Ereignis tritt das Muster der zweiten EOF auf - ein halbes Jahr
nach einem Ereignis finden wir das negative der zweiten EOF.

Die Beziehung zwischen den EOF-Koeffizienten X (t), X,(t) deutet an, da8

die EQFs ;1, e, einen Zyklus der Form

2
®1 =S5
e, ¢ e
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als ,reine" Zustinde auftreten. Eine solche Beziehung zwischen den Mustern ist
uns aus Kapitel 2.11 bekannt. Die beiden EOFs sind offenbar dle POPs eines

Oszillators mit einer Periode von T = 26 Monaten.

¢) Die POP-Analyse nach von Storch et al. (1988)

Die POP-Analyse, die auf von Storch et al. (1988) zurlickgeht (vS-POP-
Analyse), entspricht der EOFMDL-Analyse (Kapitel 2.9) eines Zustandsraummo-
dells (2.1.5,6) mit einem AR(1)-ProzeB8 (2.9.1) als Modellfunktion:

Y(t)

CX(t) + (t), e~WN(O,R), (5.3.4)

X(t)

AX(t-1) + n(t), 7~WN(0,Q). (5.3.5)

Der Zustandsraum ist bei dieser Anwendung der POP-Analyse durch die ersten
zehn EOFs gegeben (m = 10, §,= E.= (;1,...,310)), die =zusammen 88.5% der
Varianz der Beobachtungen Y(t) erfassen. Fluktuationen, die wenig beitragen,
werden dadurch unterdriickt.

Als Ergebnis der Analyse erhdlt man fiinf POP-Paare (Ei, E;), i=1,...,5
(Kapitel 2.11). Jedes dieser POP-~Paare charakterisiert einen Oszillator der
Periode Ti und der 1/e-Abklingzeit %i’ die in Tabelle 5.3.1 zusammengestellt
sind. Als dritte GréBe ist in Tabelle 5.3.1 die erkldrte Varianz

var[Y(t)] - var[ei(t)]
Si = . i=1,...,r (5.3.6)
var[Y(t)]

_ T DR W
g;(t) = Y(t) - cyX; (£) - ¢ X, (t), (5.3.7)

eines POP-Paares (c. ct) angegeben, wobel x‘(t) Xl(t) die dazugehdrigen

1l
Zustandsvariablen (POP—Koefflzienten) sind. Die erklarte Varianz S gibt an,
wieviel ein POP-Paar (c c, ') zu der Varianz der Beobachtungen var[Y(t)] bei-

trigt (siehe Abschnitt 3.5).

Tabelle 5.3.1: Die Perioden T;, die 1/e- i T T S

Abklingzeiten T und die erkldrte Varianz 1 265. 40.4 16.8%
Si der finf Oszillatoren, i=1,...,5, die 2 64.7 37.8 12.4%
man bel der EOFMDL-Analyse mit 10 EOFs 3 45.5 26.9 6.7%
und einem AR(1)-ProzeB als Modellfunktion 4 30.1 41.8 14.5%
erhdlt. 5 27.1 50.1 | -6.3%
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Von diesen fiinf Oszillatoren ist jedoch nur einer sinnvoll. Die Periode
Tl = 265 Monate des ersten Oszillators ist zu gro8, denn Fluktuationen mit
einer Periode von mehr als 108 Monaten wurden bei den Beobachtungen Y(t)
herausgefiltert (Abschnitt a). Durch eine Kreuzspektralanalyse werden der
zyeite und dritte Oszillator ausgeschlossen: die POP-Koeffizienten ii(t).
i;(t), i=2,3, sind nicht kohdrent, so wie wir es fiir einen Oszillator der
Periode Ti erwarten (vgl. (2.11.8)). Der fiinfte Oszillator hat eine negative
erklédrte Varianz (S5 = =-6.3%), d.h. die Varianz des unerkldrten Restes
var[es(t)] i1st grdBer als die Varianz der Beobachtungen var(Y(t)].

Daraus folgt: In dieser spezlellen Darstellung des Zustandsraummodells
(5.3.4,5) als ein System von unabhingigen Oszillatoren finden wir ein relevan-
tes POP-Paar (E?, Eg) (Abbildung 5.3.4a) mit den Zeitskalen T4 = 30 Monate, %4
= 42 Monate. Das Muster E? (dicke Linie) und die erste EOF ;1 (Abbildung
5.3.1a) sind &hnlich, ebenso entsprechen sich im wesentlichen gg (diinne Linie)
und die zweite EOF e, (Abbildung 5.3.1b). Die Abbildung 5.3.4 zeigt ferner die
POP-Koeffizienten X (t) (dicke Linie) und igtt) (diinne Linie) sowie deren
Kreuzspektralanalyse. Die Kohdrenz ist fiir f = 1/(30 Monate) = 0.033/Monat
zwar minimal, sie liegt aber dennoch auf dem hohen Wert des 95%-Niveaus, Die

Phasenverschiebung betragt wie erwartet ~90°,

d) Das Zustandsraummodell eines Oszillators

Die vS-POP-Analyse ergibt, daB fiir die Beobachtungen Y(t) ein Oszillator
relevant ist. Ein solcher Oszillator wird durch ein Zustandsraummodell mit

einem bivariaten AR(1i)-ProzeB8 (m = 2) als Modellfunktion beschrieben:

Y(t) = QX(t) + e(t), e~WN(0,B). (5.3.8)
a a

X(t) = a“ a12 X(t-1) + a(t), n~WN(0,Q) (5.3.9)
21 22

Das in Kapitel 2.6 vorgestellte LSQ-Verfahren schitzt die Muster C und die
Modellparameter auv gleichzeitlg und bestimmt so den optimal angepaBten Oszil-
lator.

Als Ergebnis dieser Analyse erhdlt man einen Oszillator mit einer Periode
von T = 44 Monate und einer 1/e-Abklingzeit T = 53 Monate, der den Zyklus des
POP-Paares (c,, ¢,) durchliuft (Kapitel 2.11), die in der Abbildung 5.3.5a

gezeigt sind. Die Muster ¢, (dicke Linie) und ¢, (diinne Linie) sind den EOFs

1 2
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Abbildung S.3.4: Als Ergebnis der vS-POP-Analyse der &quatorialen SST-, u-

und v-Anomalien erhédlt man ein relevantes POP-Paar (3;1, Eg) mit der Perlode T‘4
= 30 Monate und der 1/e-Abklingzeit L 42 Monate. Gezeigt sind a) die Muster
E? (dicke Linie) und Eg (diinne Linie), b) die POP-Koeffizienten if(t) (dicke
Linie) und ig(t) (diinne Linie) sowie c¢) deren Kreuzspektralanalyse (Spektren
(oberste Abbildung), Kohdrenz (mittlere Abbildung) und Phase (unterste Abbil-

dung)).
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Abbildung 5.3.5: Mittels des LSQ-Verfahrens wurde das Zustandsraummodell

eines Oszillators an die dquatorialen Daten angepaBt. Als Ergebnis der Analyse
erhilt man ein POP-Paar (;1, 32) mit den Zeitskalen T = 44 Monate, T = 53
1 (dicke Linie) und c, (diinne Linie), b)
die POP-Koeffizienten Xl(t) (dicke Linie) und Xz(t) (diinne Linie) sowie c¢)
deren Kreuzspektralanalyse (Spektren (oberste Abbildung), Kohdrenz (mittlere
Abbildung) und Phase (unterste Abbildung)).

Monate. Gezeigt sind a) die Muster ¢
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gl und ;2 (Abbildung 5.3.1) sehr #hnlich. Die Abbildung 5.3.5 zeigt ferner die
POP-Koeffizienten Xl(t) (dicke Linie) wund Xz(t) (diinne Linie) sowie deren
Kreuzspektralanalyse. Die Kohdrenz liegt fiir f = 1/(44 Monate) = 0.023/Monat
liber dem 99%-Niveau und ﬁz(t) fiihrt il(t) wie erwartet mit 90° Phasenverschie-
bung.

Wir verfolgen nun den Zyklus

den das POP-Paar (El, 82) (Abbildung 5.3.5a) durchléuft:

Im Bereich des zentralen und d&stlichen Pazifik (1600E—800W) beschreiben
die SST-Anomalien eine rdumlich stehende Oszillation (52 ~ 0). Es entwickelt
sich aus einem Zustand ohne nennenswerte Anomalien [cz] innerhalb einer vier-
tel Periode eine kraftige Erwdrmung [cz——+ c1], die nach einer weiteren vier-
tel Periode vollstandig abklingt [cl——e —c2]. Im weiteren Verlauf bildet sich
ganz analog ein kaltes Ereignis [-e¢,— -c

2 1
(400—120°E) beschreibt die SST auch eine rdumlich stehende Oszillation (c2 =

— 32], Im Indischen Ozean

0), die jedoch schwidcher ist.

Die zonalen Windanomalien u zeigen dagegen ein nach Osten wanderndes Sig-
nal. Noch wdhrend im Pazifik das kalte Ereignis ablauft [—51]. treten West-
windanomalien im Indischen Ozean und dem indonesischen Raum auf (500—140°E).
Diese wandern ostwdrts in den Westpazifik [—El——e 82], wobel sie sich
verstdrken. Zur warmen Phase [01] finden wir die anomalen Westwinde im zentra-
len Pazifik (140°E—IZOOW), westlich der maximalen Erwdrmung. Nach einem warmen
Ereignis klingen die Windanomalien im Pazifik ab [c, — -c,]. Gleichzeitig
werden im Indischen Ozean bereits die Vorldufer des nichsten kalten Ereignis-
ses beobachtet.

Die meridionalen Windanomalien v zeigen 1im Zentral- und Ostpazifik
(1700E—1looW) auch eine stehende Oszillation (31 ~ —gz), die gegeniiber der
Oszillation der SST-Anomalien um eine achtel Periode verschoben ist. Kurz vor
einem Ereignis sind kaum v-Anomalien zu beobachten. Wdhrend der warmen Phase
finden wir Windanomalien aus nérdlicher Richtung, die sich weiter verstidrken.

Nachdem die SST-Anomalien abgeklungen sind, verschwinden eine achtel Periode

spdater auch die meridionalen Windanomalien.
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e) Die Vorhersagegﬁte des Zustandsraummodells eines Oszillators

Um zu iiberpriifen, ob das Zustandsraummodell eines Oszillators (5.3.8,9)
das ENSO-Phinomen gut beschreibt, untersuchen wir dessen Vorhersagegiite.
Jedoch werden nicht die Beobachtungen Y(t) selbst, sondern der SST-Index
(Abbildung 5.2.2) vorhergesagt. Der SST-Index wird dabei durch eine Linear-

kombination
r cosle] Xl(t+1;t) + r sinle] X2(t+t;t) (5.3.10)

der T-Schritt-Vorhersagen X(t+t;t) der Zustandsvariablen X(t) approximiert.

Als Startwerte einer Vorhersage dienen die iiber sechs Monate vor Beginn
einer Vorhersage gemittelten Beobachtungen Y(t). Die Gewichte der Mittelung
haben ein Verhdltnis von 1:2:3:4:5:6. Die Vorhersagen starten in allen
moglichen Monaten des untersuchten Zeitraumes von 1970 bis 1989.

Die Korrelationsgiite Scor(r) und die relative Abweichung Srrmse(T) (Kapi-
tel 3.6) sind ein MaB fiir die Giite der Modellvorhersagen. Die Parameter ¢ und
r aus (5.3.10) werden so gewihlt, daB die Korrelation Scor(r=0) maximal und
die relative Abwelichung Srrmse(r=0) minimal ist. In Abbildung 5.3.6 werden die
Vorhersagegiite des Oszillators der vS-POP-Analyse (Abschnitt ¢, durchgezogene
Linle) und des mit dem LSQ-Verfahren angepaBten Oszillators (Abschnitt d,
durchgezogene Linle mit Symbolen) der Vorhersagegiite der einfachen Persistenz-
vorhersage (Abschnitt 5.2f, gestrichelte Linie) gegeniiber gestellt. Am
schlechtesten schneidet der Oszillator der vS-POP-Analyse ab. Aber auch der
mit dem LSQ-Verfahren optimal angepaBte Oszillator ist kaum besser als die

Persistenzvorhersage.

r) Zusammenfassung: ENSO als System eines Oszillators?

Dle Kreuzspektral- und Korrelationsanalyse der EOFs gl’ ;2 (Abschnitt b),
die vS~POP-Analyse (Abschnitt c) und die Anpassung des Zustandsraummodells
eines Oszillators (Abschnitt d) liefern alle einen Hinwels auf einen Oszllla-
tor. Zwar sind bei den drei Analysen die Muster &hnlich, die Schidtzung der
Periode des Oszlllators ist dagegen nicht konsistent (b) T = 26 Monate, c) T =
30 Monate, d) T = 44 Monate). AuBerdem ist die Vorhersagbarkeit des SST-Index
durch dieses Zustandsraummodell eines Oszillators nicht besser als die einfa-
che Persistenzvorhersage (Abschnitt e). Ein wesentlicher Teil der Dynamik des

ENSO-Phénomens scheint nicht erfaBt zu sein.
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Abbildung 5.3.6: a) Die Korrelatlonsgiite §COT(T) und b) die relative Abwei-

chung §rrmse(T) der Vorhersagen des SST-Index durch den Oszillator der vS-POP-
Analyse (durchgezogene Linien), durch den mittels des LSQ-Verfahrens optimal
angepassten Oszlllator (durchgezogene Linie mit Symbolen) und durch die Per-

sistenzvorhersagen (gestrichelte Linien).

Betrachten wir nochmals die EOF-Koeffizienten X, (t), X,(t) aus Abbildung
5.3.2, so erkennen wir eine vorherrschende Periode von etwa drel Jahren fir
il(t) und von etwa zwel Jahren fiir iz(t). Augenscheinlich liegen den Beobach-
tungen Y(t) Prozesse mit zwel verschiedenen Zeltskalen zugrunde. Das bisher

betrachtete Zustandsraummodell (5.3.8,9) kann dies nicht beschreiben.

g) Das Zustandsraummodell zweier unabhingiger, stehender Oszillatoren

Wir bendtigen daher ein Modell, daB8 in der Lage ist, die zwel Schwingun-
gen wiederzugeben, die in den EOF-Koefflizienten il(t), iz(t) vorherrschend
sind. Die rdumliche Struktur der Schwingungen ist durch die beiden EOFs e, e
gegeben. Ein geeignetes Modell ist das Zustandsraummodell

Y(t) = CX(t) + e(t), e~WN(O,R), (5.3.11)
a1 0 2 0

X(e) = %1 7 | X(t-1) + 21 ,| X(£-2) + a(t), n~WN(0,Q).
0 a2 0 a2

(5.3.12)
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Es bescheibt zweil unabhingige, rdumlich stehende, gedédmpfte Oszillatoren.
Passen wir dieses Zustandsraummodell an die Beobachtungen Y(t) an (LSQ-
Verfahren), so finden wir eine langsamere Schwingung des Musters El (Abbildung

3.5.7a) mit den Zeitskalen Tl = 34 Monate, ?1 = 164 Monate und eine schnellere

2 {(Abbildung 5.3.7b) mit Tz = 22 Monate, ;2 = 137

Monate. Die Zeitskalen der Oszillatoren sehen wir in Tabelle 5.3.2 im Uber-

blick. Das Muster 81 (Abbildung 5.3.7a) gleicht der ersten EOF 81 (Abbildung

5.3.1a), das Muster 82 (Abbildung 5.3.7b) der zweiten EOF 82 (Abbildung
5.3.1b). Die vorherrschenden Perioden der beiden EOF-Koeffizienten von drei
bzw. zwel Jahren wird durch dieses Modell richtig erfasBt.

Die erklidrte Varianz (Abschnitt 3.5) des ersten Musters P

Schwingung des Musters P

betrdgt mit §1

= 45.6% etwa das 2.5~fache der erklidrten Varianz §2 = 18}5% des zweiten
Musters C,- Wir schlieBen daraus, daB die dreijdhrige Schwingung die fundamen-
tale Schwingung des ENSO-Systems ist.

Tabelle 5.3.z:~ Die Perioden Tu, die 1/e- M I Tu ‘ %p ‘ §“

5bklingzeiten T“ und die erklédrte Varianz 1 33.8 164. 45. 6%

Su der beiden unabhingigen, stehenden Os- 5 22 2 137. 18.5%

zillatoren, p=1,2.

h) Das Zustandsraummodell zweier linear gekoppelter, stehender Oszillatoren

Die Wechselwirkung der beiden stehenden Oszillatoren wird nun untersucht,

indem eine lineare Kopplung

0 01 0 c2
+ 1 12| X(t-1) + 2 12| x(t-2) (5.3.13)
€51 0 oy 0

zu der dynamischen Gleichung (5.3.12) addiert wird.

Die geschitzten Muster 51 und 52 (nicht gezeigt) gleichen denen des

Zustandsraummodells ohne Kopplung (Abbildung 5.3.7). Die angepaBSte Modellfunk-
tion lautet

X(t) = [ [(X(t-1)-X(t-2)]

[N«
O

0.98 0
1] M) [ 0 0.98]

0 0.00 0 0.13
+ [_0.00 0 ] X(t-1) + [ 0.06 O ] [X(t-1)-X(t-2)] + n(t).

(5.3.14)
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Mittels des LSQ-Verfahrens wurde das Zustandsraummodell
stehender Oszillatoren an die &quatorialen Daten ange-

1 der langsameren Schwingung (Tl = 34 Monate,
T, = 164 Monate) und b) das Muster ¢

= 137 Monate).

der schnelleren Schwingung (TZ = 22 Mo-

Abbildung 5.3.8: Die Zustandsvariablen a) il(t) und b) iz(t) der in Abbildung

5.3.7 gezeigten Muster P

1

und c

2

zweier unabhdngiger, stehender Oszillatoren.
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Die Kopplung der Schwingungen ist demnach nicht von den Zustandsvariablen
X(t-1) selbst, sondern von der Anderung des Zustandes [X(t-~1)-X(t-2)}]
abhéngig. Die Wechselwirkung des Signals Xz(t) auf die Dynamik von Xl(t) ist
um einen Faktor zwei gréBer als umgekehrt, d.h. im wesentlichen wird die lang-

samere Oszillation des Musters 31 von etwa drei Jahren durch die schnellere

Oszillation des Musters 32 von etwa zwei Jahren beeinfluSt.

Da die Wechselwirkung linear 1ist, entspricht die Modellfunktion
(5.3.12+13) einem AR(2)-ProzeB. Es ist deshalb moglich, dieses Modell durch
zwei POP-Paare (c;, c;), i=1,2, darzustellen, die die Eigenschwingungen des

betrachteten Zustandsraummodells charakterisieren (Kapitel 2.11). Die Schitz-
werte der Periode Ti’ der 1/e-Abklingzeit Too der erklarten Varianz S; 2 eines

und der erklédrten Varianz Si eines POP-Paares (c;, c;) faBt

i
Musters cl’2
Tabelle 5.3.3 zusammen.

B ilfi|¥i|§;|§;|§i
Tabelle 5.3.3: Dle Periode Ti'
die 1/e-Abklingzeit ;i' die er- 1 38.6 80.4 43. 3% 1.2%| 44.5%
kldrte Varianz §; 2 eines Musters 2 21.9 B3 18.2%| 18.3%| 36.5%

E; 2 und die erklédrte Varianz §i eines POP-Paares (E;. E;) der beiden Oszilla-

toren, i=1,2, die die Eigenschwingungen des Systems zweier linear gekoppelter,

stehender Oszillatoren charakterisieren.

Betrachten wir die erste Eigenschwingung, die durch das in Abbildung

5.3.9a gezeigte POP-Paar (31, E;) und die Zeitskalen Tl = 39 Monate, ;1 = 80

Monate gekennzeichnet wird: dieses POP-Paar beschreibt im wesentlichen eine
stehende Oszillation, denn das zweite Muster Eé (dinne Linie) ist gegeniiber

dem ersten Ei (dicke Linie) vernachlédssigbar klein (3; « 31). Ein Vergleich
der erklirten Varianzen (gi = 43.3%, §; = 1.2%) und die Spektren der POP-
Koeffizienten ii(t), i;(t) in Abbildung 5.3.9c verdeutlichen, da8 der Beitrag
von ¢, unbedeutend ist.

Die hohe Korrelation des POP-Koeffizienten ii(t) mit dem SST-Index von
cor[ﬁi(t);SST-Index] = 0.89 (5.3.15)
zelgt, daB diese Eigenschwingung die r&umliche Struktur warmer und kalter

ENSO-Ereignisse wiedergibt. Eine halbe Periode der Eigenschwingung von Tl/z =
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Abbildung 5.3.9: Mittels des LSQ-Verfahrens wurde das Zustandsraummodell

zweler llnear gekoppelter, stehender Oszillatoren an dle &quatorialen Daten

angepaBt. Gezeigt sind von der ersten Elgenschwingung des Systems mit den
Zeltskalen T} = 39 Monate, ;1 = 80 Monate werden a) die Muster Ei (dicke

Linle) und & (dinne Linie), b) die POP-Koeffizienten ii(t) (dicke Linie) und
)'Eé(t) (diinne Linie) sowie c¢) deren Spektren.
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Abbildung 5.3.10:

zwelier linear gekoppelter,

Mittels des LSQ-Verfahrens wurde das Zustandsraummodell

stehender Oszlllatoren an die &dquatorialen Daten
angepaBt.

Zeltskalen
Linie) und

Gezelgt sind von der zwelten Elgenschwingung des Systems mit den
ig = 22 Monate, 2 86 Monate werden a) die Muster E? (dicke
¢S (dinne Linie), b) die POP-Koeffizienten if(t) (dicke Linie) und

ig(t) (dinne Linie) sowie c¢) deren Kreuzspektralanalyse (Spektren (oberste

T

Abbildung), Kohdrenz (mittlere Abbildung) und Phase (unterste Abbildung)).
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19 Monaten entspricht der mittleren Ubergangszeit zwischen warmen und kalten
bzw. kalten und warmen Ereignissen (vgl. Tabelle 5.2.2 und Abschnitt S5.2g).
Ein warmes Ereignis zeigt eine kréftige Erwdrmung der Meeresoberflédche im
zentralen und 8stlichen Pazifik, die begleitet wird von einer Abkiilhlung im
Westpazifik, einer Erwdrmung im Indischen Ozean und anomalen Nordwinden im
Zentralpazifik. Die gleichzeitig auftretenden kréftigen Westwindanomalien im
zentralen Pazifik und die Ostwindanomalien im Indischen Ozean beschreiben eine
riesige Zonalwindschaukel, deren Schwingung an die von Walker und Bliss (1932)
beschriebene Druckschaukel der Southern Oscillation erinnert (Kapitel S5.1).
Das in Abbildung 5.3.10a gezeigte POP-Paar (E?, Eg) gibt die raumliche
Struktur an, die die zweite, schnellere Eigenschwingung mit der Periode von T2
= 22 Monaten und der 1/e-Abklingzeit von T, = 86 Monaten kennzeichnet. Die
hohe Kohdrenz der Koeffizienten i?(t), ﬁz(t) und die Phasenverschiebung um
-90°

Musterpaar eines Oszillators nach Kapitel 2.11.

(Abbildung 5.3.10c) bestédtigen die Interpretation von (E?, Eg] als

Das Muster Eg kennzeichnet den Zustand eines sich abschwdchenden kalten
Ereignisses, wie wir aus einem Vergleich mit dem Muster Ei der ersten Eigen-
schwingung sehen (Abbildung 5.3.9a, dicke Linie). Nach einer Zeit von T2/4 =
5.5 Monaten [gg-—e E?] sind die SST-Anomalien im ganzen Untersuchungsgebiet
verschwunden. Die schwachen Westwindanomalien iiber dem Indischen Ozean wander-
ten derweil stark anwachsend ostwdrts in den Westpazifik. Gleichzeitig treten
im Indischen Ozean und dem gesamten Pazifik Windanomalien aus silidlicher Rich-
tung auf. Verfolgen wir den Zyklus der zweiten Eigenschwingung weiter, so
erkennen wir nach weiteren T2/4 = 5.5 Monaten [3?——» —53]. daB sich im zentra-
len und 6stlichen Pazifik eine Erwdrmung der Meeresoberflidche aufbaut und die
Westwindanomalien abgeschwdcht den zentralen Pazifik erreicht haben. Die Wan-
derung der anomalen Westwinde setzt sich weiter fort bis in den Ostpazifik

~2
[c2

~2
— -cll.
Durch eine Kreuzspektral- und Korrelationsanalyse der EOF-Koeffizienten
X,(t) und X, (t) wurde in Abschnitt b) ein Oszillator identifiziert. Dieser
1 2
Oszillator entspricht der hier beschriebenen zweiten Eigenschwingung, denn die
,+ —6,) (Abbildungen 5.3.1) und (Sf, Eg) (Abbildung 5.3.10a)

gleichen einander, und die Perioden T = 26 Monate und Tz = 22 Monate werden

Muster-Paare (e

konsistent geschidtzt.
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1) Die Vorhersagegﬁte des Zustandsraummodells zweler linear gekoppelter,

stehender Oszillatoren

Uns interessiert nun die Fihigkeit des Zustandsraummodells zweler linear
gekoppelter, stehender Oszillatoren den SST-Index vorherzusagen (vgl.
Abschnitt e). Abbildung 5.3.11 =zeigt die Korrelatlonsgiite Scor(t) und die
relative Abweichung srrmse(T) der Modellvorhersagen (durchgezogene Linie) und
der einfachen Persistenzvorhersage (gestrichelte Linie).

Die Modellvorhersagen {iber einen Zeitraum von mehr als einen Monat
(T > 1) sind der Persistenzvorhersage iliberlegen. Dies belegt sowohl die Korre-
lationsgiite Scor(r) als auch die relative Abwelichung Srrmse(r). Dle Verbesse-
rung gegeniiber den Vorhersagen des Zustandsraummodells elnes Oszillators
(Abbildung 5.3.6) ist noch deutlicher. Uber einen Zeitraum bis zu sieben Mona-
ten (Tt = 7) llegt fir das hier betrachtete Modell die Korrelationsgiite ober-
halb von 0.6 (Scor(t) > 0.6) und die relative Abweichung unterhalb von Eins
(s (t) < 1.0). Wir sehen, daB das Zustandsraummodell zweler linear gekop-

rrmse
pelter, stehender Oszillatoren die ENSO-Dynamik gut erfaBt.

G) 100 - b) 200=
2 178 <
: s
X -
~— A'zsoq
_ Q3
o
= =125
¥ x
[%p] ~
- UL R R R T R R
e )
= J 5 7%
< 2
o
E 1 50
0
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o
=20 T T T T T 1 [v] T T T T
2 a 10 11 12 o 1 2 9 10 11 12

3 4 5 6 7 8 54 56 7 8
LAG (MONTH) LAG (MONTH)
Abblldung 5.3.11: a) Die Korrelationsgiite §co;t) und b) die relative Abwei-
chung §rrmse(r) der Vorhersagen des SST-Index durch die zwel linear gekoppel-
ten, stehenden Oszillatoren (durchgezogene Linien) und durch die Persistenz-

vorhersagen (gestrichelte Linien).
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J) Die Wechselwirkung der beiden stehenden Oszillatoren

Das Zustandsraummodell der beiden stehenden Oszillatoren (5.3.11,12), das
in Abschnltt g) betrachtet wurde, haben wir in Abschnitt h) durch einen linea-
ren Wechselwirkungsterm (5.3.13) erweltert. In diesem Abschnitt wird getestet,
ob fiir die Wechselwirkung der Zustandvariablen il(t). ﬁz(t) (Abbildung 5.3.8)
c, (Abbildung

der unabhdngigen, stehenden Oszillatoren mit den Mustern c >

5.3.7) auch nichtlineare Terme von Bedeutung sein kdnnen. '

Mit dem Test auf Linearitdt, der in Kapitel 3.2 eingefiihrt wurde, testen
wir, ob die Zustandsvariablen il(t) bzw. iz(t) auf einem linearen ProzeB
beruhen. Dabei werden dieselben Parameter gewdhlt wie bei den Belspielen in
Kapitel 3.2. Der Test wird auch hier auf der Grundlage der asymptotischen Ver-
teilung der TestgroBSe T2 durchgefithrt. Tabelle 5.3.4 faBt die Testergebnisse
zusammen.

Die Nullhypothese, die Zustandsvariable ﬁl(t) beruhe auf einetzlinearen
ProzeB8, wird nicht verworfen, denn die geschidtzte TestgréBe von T = 1.94
liegt weit unter dem 5%-Signifikanzniveau von T2 = 8.94. Der Schitzwert Tz =
9.41 fiir die Zustandsvariable iz(t) liegt lber dem 5%-Signifikanzniveau. Der
ProzeB8, der die Dynamik von Xz(t) beschreibt, 1ist demnach wahrscheinlich
nichtlinear.

Die Zustandsvariable il(t) und der gefilterte SST-Index (Filtercharakte-
ristik (12/16/96/108)) sind fast identisch (cor[il(t);SST—Index] = 0.94). Der
Test auf Linearitéit von Xl(t) kann deshalb mit dem des SST-Index (Abschnitt
5.2d) verglichen werden. Wir sehen, daB der Linearititstest fiir den Zeitraum
von 1970 bis 1989 &dhnlich ausfédllt wie fir die Jahre 1950 bis 1989 (Tabelle

5.2.4).

| g ik (T%<T2)

Tabelle 5.3.4: Test auf Linearitéit: - asyn

die Schitzwerte 7> und die Wahr- f1(t) 1.94 68.7%

scheinlichkeiten P(T2<T2) bzgl. der Xz(t) ?.41 95.3%
2

asymptotischen Verteilung der TestgroBe T~ fir die Zustandsvariablen
il(t), iz(t) der beiden unabhingigen, stehenden Oszillatoren.

Mit dem Test auf Linearitdt koénnen wir nur auf nichtlineare Wechselwir-
kungen der Zustandsvariablen X“(t) mit sich selbst testen. Deshalb soll ein
weiterer Test auf Linearitat durchgefiihrt werden, der auch moégliche nichtli-

neare Wechselwirkungen zwischen den Zustandsvariablen Xl(t) und Xz(t)
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beriicksichtigt. Dazu verwenden wir die Tripelkorrelationen

<X“(t)Xv(t)Xo(t)>

t = (5.3.15)

uvo -
*/var[xu(t)]var[(Xv(t)]var[xo(t)]

als TestgréBen. Wird die Dynamik der Variablen Xﬂ(t) durch einen linearen
Proze8 beschrieben, den ein GauBsches weiBes Rauschen antreibt, so sind die
tuvo identisch Null. Die Verteilung der TestgrdBen tpvo wird durch Monte-
Carlo-Simulationen approximiert.

In Tabelle 5.3.5 sind die Ergebnisse dieses Linearitédtstests zusammenge-
faBt. Die Verteilungen der TestgriBen tuvo beruhen auf 500 Monte-Carlo-
Simulationen des Zustandsraummodells (5.3.11,12) der zwel linearen,
unabhingigen, stehenden Oszillatoren, das durch GauBsches weiBes Rauschen
angetrieben wurde (e~GWN(O,R), w~GWN(0,Q)). Aufgrund dieses Tests schlleBen
wir, daB der ProzeB der Zustandsvariablen il(t). iz(t) nichtlinear ist; auch
die Wechselwirkung zwischen Xl(t) und Xz(t) ist nichtlinear.

Tabelle 5.3.5: Test auf Testerobe i Poin "M | ‘<osn | “>o5u
Linearitédt: die Schitz- b1 0055 1004 T80 - 05
vorte T und die Wahr- ty, | 0-007 83% | -0.012 | 0.014
scheinlichkeiten P(t<%) t122 0.045 100% | -0.011 | 0.010

t 0.015 97% | -0.014 | 0.013

bzgl. der simulierten 222
Verteilung der Tripelkorrelationen tuvo’ p,v,0=1,2, der Zustandsvariablen
Xl(t)' Xz(t) der beiden unabhingigen, stehenden Oszillatoren. Innerhalb des
Intervalls [t<95%, t>95%] liegen 90% der simulierten Werte von t.

Die Ergebnisse der beilden Tests weisen darauf hin, daB die Dynamik der
Zustandsvariablen auch durch nichtlineare Terme beeinfluBt wird. Jedoch konnte
keine nichtlineare Erweiterung der Modellfunktion (5.3.12+13) gefunden werden.
Es ergaben sich z.B. fiir zusdtzliche kubische Terme sehr kleine, mit Null
vertridgliche Parameter. Auch die Vorhersagegiite verbesserte sich durch diese
Erweiterung nicht gegeniiber dem Zustandsraummodell zweier linear gekoppelter,

stehender Oszillatoren.

k)  Zusammenfassung

In diesem Kapitel 5.3 wurden die &quatorialen monatlichen Anomalien der

Meeresoberflichentemperatur (SST) und der zonalen und meridionalen Komponente
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der bodennahen Windgeschwindigkeiten (u, v) im Bereich des Indischen Ozeans
und des Pazifik analysiert.

Wir fanden, daB das ENSO-Phinomen als eine Uberlagerung von zwei PIPs
aufzufassen ist, die beide in erster Ordnung eine rdumlich stehende Oszilla-
tion beschreiben (Abschnitt h). Mit dem ersten PIP, das 45.6% der Varianz der
Beobachtungen erfaBt, ist die fundamentale Oszillation des ENSO mit einer
Periode von drei Jahren (Tl = 34 Monate) verbunden. Das zweite PIP erkldrt
18.5% der Varianz. Die zugehdrige Schwingung hat eine Periode von zwei Jahren

(T. = 22 Monate).

? Mit einem linearen Kopplungsterm wurde die Wechselwirkung der beiden
Oszillatoren modelliert (Abschnitt i). Dabei zeigt sich, daB die Wechselwir-
kung nur in eine Richtung wirkt: die schnellere, zweijdhrige Oszillation
beeinfluBt die langsamere, dreijdhrige Oszillation. Die Dynamik der belden
PIPs selbst und auch die Wechselwirkung untereinander ist nichtlinear. Das
zeigen die in Abschnitt j) durchgefiihrten Tests auf Linearitdt. Eine nicht-
lineare Erweiterung der Modellfunktion (5.3.12+13) konnte jedoch nicht gefun-
den werden.

Das linear gekoppelte System der zwei stehenden Oszillationen kann durch
zwel Eigenschwingungen veranschaulicht werden:

Die erste Eigenschwingung beschreibt eine stehende Oszillation in SST, u
und v mit einer Periode von Tl = 39 Monaten. Eine halbe Periode (Tl/z = 19
Monate) entspricht der mittleren Ubergangszeit zwischen warmen und kalten bzw.
kalten und warmen Ereignissen. Die radumliche Struktur gleicht dem bekannten
ENSO-Muster und stimmt mit dem ,composite" der Ubergangsphase (,transition
phase") eines warmen Ereignisses von Rasmusson und Carpenter (1982) uberein.
Rasmusson und Carpenter untersuchten SST-, u- und v-Anomalien {iber dem Pazifik
zwischen 30°N-30°S und 100°E—7OOW. Sie bestimmten das composite der Ubergangs-
phase als Mittel der Monate August bis Oktober der Jahre 1951, 1953, 1957,
1965, 1969 und 1972.

Die zweite Elgenschwingung hat eine Periode von Tz = 22 Monaten. Sie 1ist
gekennzeichnet durch ein ostwédrts wanderndes Signal der zonalen Windanomalien.
Ausgehend vom Indischen Ozean erreicht es nach ca. 16 Monaten den Ostpaziflk.
Besonders verstdrkt wird das Signal im westlichen Pazifik (120°E—180°). einer
Region, die fir den Beginn eines ENSO-Ereignisses von besonderer Bedeutung ist

[Rasmusson und Carpenter (1982)].
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Zusammenfassend ergibt sich danach folgendes Bild:

- Die Dynamik der SST-Anomalien entspricht einer stehenden, dreijdhrigen
Oszillation.

- Der anomale Zonalwind u erscheint als Uberlagerung einer stehenden,
dreijdhrigen Oszillation, die eine Schaukel zwischen dem Indischen 0Ozean und
dem Pazifik beschreibt, und einer ostwidrts wandernden, zweijdhrigen Oszilla-
tion.

- Der anomale Meridionalwind v setzt sich aus den zwei Oszillatoren zusammen,
die beide im wesentlichen als stehend erscheinen.

Barnett (1983) fand fir die =zonalen Windanomalien ebenfalls die
Uberlagerung einer stehenden und wandernden Oszillation. Er analysierte die
u-Anomalien zwischen 10°N-10°S und 30°E-70°W fir die Jahre 1952 bis 1978 nmit
der Methode der komplexen EOFs.

Die POPs der zwel Eigenschwingungen sind nicht linear unabhdnglg, sondern
sie lassen sich als Linearkombination der Muster der beiden linear gekoppel-
ten, stehenden Oszlllatoren darstellen (Abschnitt 2.11). Diese Entartung der
POPs findet bei Barnett (1983) ihre Entsprechung darin, daB er die Dynamik der
zonalen Windanomalien allein aus der ersten komplexen Eigenfunktion ableitet.

Durch die Uberlagerung der ersten und zweiten Eigenschwingung der zonalen
Windanomalien kann der schnelle Ubergang von &stlichen zu westlichen Windano-
malien westlich der Datumslinie erklédrt werden, wie er von Rasmusson und Car-

penter (1982) zu Ende des Jahres vor einem warmen Ereignis beobachtet wird.
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5.4 GLOBALE MONATLICHE ANOMALIEN DES LUFTDRUCKES AUF MEERESHOHE

zwiscHEN 30°N unp 30°S

a) Die Daten

Den Analysen dlieses Kapitels liegt ein globaler (30°N-30°S) Datensatz
monatlicher Anomalien des Luftdruckes auf Meereshthe (SLP} fir die Jahre von
1956 bis 1988 zugrunde. Dieser Datensatz stammt wie die SST-, u- und v-Daten
von Barnett. Die Daten befinden sich auf einem 5°x10o Gitter. Verwendet wurden
die Daten, die auf den Breitenkreisen von 27.5°N, 17.5°N, 7.5°N, 2.5°N, 2.5%,
7.5%, 17.5°% und 27.5°S liegen. Eine Beschreibung der Daten findet sich in
Barnett (1985). Analysiert werden wiederum die Abweichungen vom Monatsmittel
des untersuchten Zeitraumes, von denen der lineare Trend abgezogen wurde. Die
Daten wurden gefiltert (Filtercharakteristik (12/16/96/108)) und so skaliert,
daB die Varianz Jjeder einzelnen Zeitreihe gleich ist. Abblildung 5.4.1 gibt
einen Uberblick iiber das Untersuchungsgebiet.

vy 90t 180° 90w . . Q'
30.N I 1 1 | i ] ] 30.N
I | I~ | [ i
w .« o ] | 1 | b ] ('
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Abbildung 5.4.1: Das Untersuchungsgebiet im Uberblick

b) Die EOF-Analyse

Die zeitliche Entwicklung der ersten EOF 31. die 24.2% der Varianz der
Beobachtungen Y(t) erkldrt, ist das beherrschende Signal des SLP-Feldes. Die
Korrelation des EOF-Koefflzienten il(t) (Abbildung 5.4.3a) mit dem SST-Index

(Abbildung 5.2.2)

cor[il(t);SST-Index] = 0.85 (5.4.1)
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Abbildung 5.4.2: a) Die erste EOF e, und b) dle zweite EOF e. der SLP-
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Anomalien. Die erste EOF ;1 erklirt 24.2% der Varlanz, die zwelte EOF e2 8.6%.

a)

1 I} 1 L 1

/\M\f\ o [\ i N\AI\AM\I\M

0.00
x 0.1E+02

M IRVAEAN

=-1.17

IR

k]

6% oar
x 0.1E402

T
=087

3

1990

T T

T T T T
1950 1w 1w 1880 1988

TIME

=T T T T T T T
1970 UL 20 1o 1983 (LS 1980 e

TIME

r T T T
1930 Ll -] 19080 8y

Abblildung 5.4.3:
5.4.2 gezeligten EOFs ;1 2°
(Abbildung 5.2.2) betrigt 0.85.
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Abblldung 5.4.4: Die Kreuzspektralanalyse der EOF-Koeffizienten X, (t), X, (t):
die Spektren von Xl(t) und Xz(t) (oberste Abbildung, dicke bzw. diinne Linie)
sowle die Kohidrenz (mittlere Abbildung) und die Phase (unterste Abbildung)
zwischen il(t) und iz(t).

ist hoch, d.h. il(t) spiegelt das ENSO-Signal wider. Die erste EOF ;1
beschreibt die réumliche Struktur des Slgnals wihrend eines warmen (kalten)
Ereignisses (Abbildung 5.4.2a, Geblete negativer Werte sind schraffiert):

Kennzeichnend fiir ein warmes Ereignis ist westlich von der Datumslinie
ein ausgedehntes Gebiet anomalen Hochdrucks, das {iiber Nordaustrallien, dem
ostlichen Indischen Ozean und Indonesien besonders stark ausgepréigt ist.
Ustlich der Datumslinie befindet sich ein Gebiet anomalen Tiefdruckes mit dem
Zentrum im zentralen und &stlichen Siidpazifik (160°-80°W). Die Zentren entge-
gengesetzter Druckanomalien {iber Indonesien und dem Siidpazifik entsprechen den
Zentren des bekannten Korrelationsmusters von Berlage (1957) (Abbildung
5.4.5).

Die zwelte EOF ;2 erkldrt 8.6% der Varianz (Abblildung 5.4.2b, Geblete
negativer Werte sind schraffiert). Fast der gesamte Raum des Indischen Ozeans
und des Pazifiks zeigt positive SLP-Anomalien. Die Zentren maximaler Werte

liegen nérdlich und siidlich des Aquators im Bereich der Datumslinie (1800).
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Abbildung 5.4.5: Dle Korrelatlonen der jdhrlichen SLP-Anomalien mit denen von
Djakarta [Berlage (1957)].

Die Zentren des Gebietes anomalen Tiefdruckes, das sich von der Westkiiste Ame-
rikas iiber den Atlantik und Afrika bis in den westlichen Teil des Indischen
Ozeans erstreckt, liegen iiber Mittelamerika und Zentralafrika.

Die zeitliche Entwicklung der zweiten EQF ist kleinskaliger als die der
ersten EOF, wie ein Vergleich der EOF-Koeffizienten il(t). ﬁz(t) zelgt (Abbil-
dung 5.4.3). Wir schlieBen daraus, daB dem beobachteten SLP-Feld Prozesse mit
verschledenen Zeltskalen zugrunde liegen.

Auch die Kreuzspektralanalyse von il(t) und iz(t) deutet auf zwel Zeit-
skalen hin (Abbildung 5.4.4). Fir Perioden zwischen 24 und 30 bzw. 36 und SO
Monaten llegt die Kohdrenz iber dem 95%-Niveau. il(t) fithrt dabei iz(t) mit
etwa 135o Phasenverschiebung bei Perioden von 24 bis 30 Monaten bzw. mit etwa

45° Phasenverschiebung bei Perioden von 36 bis 50 Monaten.

c¢) Das Zustandsraummodell zweier unabhangiger, stehender Oszillatoren

Wie wir bei den Analysen der &#quatorialen SST-, u- und v-Daten im Kapitel
5.2 gesehen haben, ist das Zustandsraummodell zweier unabhingiger, rdumlich
stehender Oszillatoren (5.3.11,12) geeignet, zwei Zeitskalen in Verbindung mit
zwel dominanten Mustern zu modellieren.

Passen wir dleses Zustandsraummodell an die beobachteten SLP-Anomalien
Y(t) an (LSQ-Verfahren), so finden wir eine langsamere Schwingung mit der

Periode Tl = 33 Monate und der 1/e-Abklingzeit ;1 = 253 Monate und elne
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schnellere Schwingung mit Tz = 28 Monate und ;2 = 34 Monate. Die Zeitskalen

der Schwingungen sehen wir in Tabelle 5.4.1 im Uberblick. Das Muster El
(Abbildung S5.4.6a) und die erste EOF e (Abbildung 5.4.2a) sind dhnlich, eben-
so entsprechen sich das zweite Muster c, (Abbildung 5.4.6b) und die zweite EOF
e, (Abbildung 5.4.2b). Die erkldrte Varianz (Abschnitt 3.5) des ersten Musters

~

31 betrdgt mit §1 = 22.8% mehr als das 2.5-fache der erkldrten Varianz 82 =

8.3% des zwelten Musters 82. Wir schlieBen daraus, daB die dreijdhrige Schwin-

gung die fundamentale Schwingung des ENSO-Systems ist.

Tabelle 5.4.1: Die Perioden Tu, die 1/e- u | Tu | ;u | §u
ﬁbklingzelten T“ und die erklédrte Varianz 1 32.7 252 22.8%
S” der beiden unabhéngigen, stehenden Os- 2 27.8 33.8 3.3%

zillatoren, u=1,2.

Die fundamentale Schwingung des SLP-Feldes beschreibt dieselbe Dynamik
wie die fundamentale Schwingung der &#quatorialen SST-, u-, v-Daten (Abschnitt
5.3g). Bezogen auf den gemeinsam untersuchten Zeitraum von 1970 bis 1988
betrédgt die Korrelation der beiden Zustandsvariablen il(t) 0.87 (Abbildungen
5.3.8a und 5.4.7a). Auch die geschitzten Perioden stimmen gut iberein (T1 = 33
Monate SLP, T1 = 34 Monate fiir SST, u und v).

Das Signal, das der schnellere Oszillator des SLP-Feldes aufnimmt, unter-
scheidet sich von dem der SST-, u- und v-Daten. Die Perioden werden verschie-
den geschitzt (T, = 28 Monate fir SLP, T, = 22 Monate fiir SST, u und v) und
die Korrelation der beiden Zustandsvariablen Xz(t) (Abbildungen 5.3.8b und
5.4.7b) 1ist mit -0.62 deutlich niedriger als die Korrelation der beiden

Zustandsvariablen ﬁl(t) der fundamentalen Schwingung.

d) Die Stabilitat der beiden unabhangigen, stehenden Oszillatoren

In Abschnitt 5.2h untersuchten wir die Stabilitdt des Systems Ozean-
Atmosphire, indem wir an den SST-Index eine Schwingung mit monatlich frei

varlierender Dimpfungsrate k J=1,...,12, (5.2.8) anpaBSten. Es ergab sich

eine deutliche Abhdngigkeit 5Lr Dampfungsrate von der Jahreszeit. Das System
Ozean—-Atmosphidre ist demnach Iinstabil von Juni bis September. Die Zeit der
stdrksten Dampfung liegt zu Anfang eines Jahres im Februar.

Um Aussagen liber die Stabilitit der beiden unabhingigen, stehenden Oszil-

latoren zu erhalten, betrachten wir das Zustandsraummodell (5.3.11,12) mit
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zeitabhédngligen Parametern aT(t). ag(t), u=1,2. Der Zusammenhang zwischen den
Parametern a?(t), ag(t) und den monatlichen D&mpfungsraten kMr) = xg,
J=1,...,12, ist in Anhang A.6 beschrieben.

Die Muster 81, 82 (nicht gezelgt), die Perioden Tl. T., und dle mittleren

2'
> (Tabelle 5.4.2) gleichen denen der belden
unabhingigen, stehenden Oszillatoren mit konstanter Démpfungsrate (Abschnitt

1/e-Abklingzelten ?1, T

c). Die geschdtzten monatlichen Dampfungsraten Eg sind in Abbildung S.4.8 auf-

getragen. Die durchgezogene Linie entspricht der D&mpfungsrate des langsameren

Oszillators (T = 33 Monate), die gestrichelte Linie der des schnelleren Os-

zillators (T, : 28 Monate).

. ~ el TR | S
Tabelle 5.4.2: Die Perioden T“, die mittle- ) 26 | 233 —
ren 1/e-5bklingzeiten T, und die erklirte X 27'9 32'1 ‘ 7'4;
Varianz S“ der beiden unabhingigen, stehenden ’ ) e
Oszillatoren, p=1,2, mit monatlich varilerender Dampfungsrate ng, J=1,...,12,

0.02 -
| UNSTABLE REGION
0.01 -~
bl -
< -0.00
e
O _0.01
=
Q. —0.02
2
S -0.03
-0.04
'-005 T T T T T T T ] T T T T T T T T T 1

JAN FEB MAR APR MAY JUN JUL AUG SEP OCT NOV DEC JAN FEB MAR APR MAY JUN

Abbildung 5.4.8: Die Schidtzwerte der monatlichen Dampfungsrate K?, J=1,
...,12, fiir den langsameren (Tl = 33 Monate, durchgezogene Linie) und den

schnelleren (Tz = 28 Monate, gestrichelte Linie) stehenden Oszillator. nﬁ >0
1

bedeutet ein Anfachung, KJ

< 0 eine Dampfung.
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Dle Dampfungsrate nl des langsameren Oszillators nimmt in den Monaten

Juni bis August kleine, pgsitive Werte an, d.h. wdhrend dieser Monate reagiert
der Oszlllator am empfindlichsten auf Stdrungen. Die Monate der stédrksten
Dampfung sind Januar und Februar. Das beschriebene Ddmpfungsverhalten ent-
spricht dem des SST-Index.

Die Dampfung des schnelleren Oszillators ist das ganze Jahr hindurch
stdrker als die des langsameren Oszillators (K? < ni, j,k=1,...,12) und die
Amplitude der Dampfung 1ist gréBer. Die salisonale Variation ist gerade
gegenldufig, und so liegt die Zeit der geringsten Dampfung im Dezember und

Januar, dle Zeit der stdrksten Dampfung im Juli und August.

e) Das Zustandsraummodell zweier linear gekoppelter, stehender Oszillatoren

Die Wechselwirkung der beiden stehenden Oszillatoren wird untersucht,
indem die dynamische Gleichung (5.3.12) um den Term (5.3.13) einer linearen
Kopplung erweitert wird.

Dle geschdtzten Muster El und 32 (nicht gezeigt) gleichen denen des
Zustandsraummodells ohne Kopplung (Abbildungen 5.4.6). Die angepaBte Modell-

funktion lautet

_(0.97 0 _ 0.97 0O v
X(t) = [ 0 0,95] X(t-1) + [ 0 0_97) [X(t-1)-X(t-2)]
o o.01 0 -0.10
g [ 0 oo o ] X(t-1) + [ 0 s o ] [X(t-1)-X(t-2)1 + n(t).

(5.4.2)

Wie bei den SST-, u- und v-Daten (Abschnitt 5.3h) wirkt die Anderung

[Xz(t-l)—Xz(t-Z)] in der schnelleren Oszillation des Musters ¢, auf die lang-

2
samere Oszillation Xl(t) des Musters ¢ Die weiteren linearen Wechselwirkun-

gen sind demgegeniiber zu vernachléssig;;.

Die betrachtete Wechselwirkung der beiden stehenden Oszillatoren ist
linear, d.h. die Modellfunktion (5.3.12+13) entspricht einem AR(2)-ProzeB. Es
ist deshalb mdglich, dieses Modell durch zwei POP-Paare (ci, c;) darzustellen,
die die Eigenschwingungen des betrachteten Zustandsraummodells charakterisie-

ren (Kapitel 2.11). Die Schitzwerte der Periode Ti' der 1/e-Abklingzeit o

der erkldrten Varianz Si 2 eines Musters c; 2

eines POP-Paares (c;, c;) faBt Tabelle 5.4.3 zusammen.

und der erklédrten Varianz Si
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] B a|%i|¥i|§;|§;_‘§i

abelle 5.4.3: Die Perlode Ti’ - - -
die 1/e-Abklingzeit T,, dle er- 1| %8s | sle 21'2f 1‘3f 22.5f
k}ﬁrte Varianz §;’2 eines Musters 2 26.0 ?0'2. 11.2%) 11.3%) 22, 4%
E;,z und die erkléirte Varianz §; eines POP-Paares (E;, E;) der beiden Oszilla-

toren, i=1,2, die die Eigenschwingungen des Systems zweier linear gekoppelter,

stehender Oszillatoren charakterisieren.

Die erste Eigenschwingung mit der Periode Tl = 39 Monate und der 1/e-

Abklingzeit ;1 = 82 Monate durchliduft einen Zyklus, der durch das POP-Paar
{Ei, Eé} aus Abbildung 5.4.9 charakterisiert wird. Das zwelite Muster E; ist
gegeniiber dem ersten Muster Ei

Varianzen (§i = 21.2%, §é = 1.3%) und die Spektren der POP-Koeffizienten
ii(t}, ﬁé(t] (Abbildung 5.4.9d) verdeutlichen dies. Der POP-Koeffizient il(t)

und der SST-Index sind hoch korreliert:

zu vernachlidssigen (E; « 81). Dle erklédrten

cor[%i(t);SST-Index] = 0.85. (5.4.3)

Es handelt sich bel der ersten Eigenschwingung also um eine rdumlich stehende
Oszillatlion, die die Dynamik warmer und kalter ENSO-Ereignisse wiedergibt.

Ein warmes Ereignis duBert sich im SLP durch anomalen Hochdruck westlich
der Datumslinie und anomalen Tiefdruck &6stlich der Datumslinie. Besonders aus-
gepriagt ist das Hochdruckgebiet iiber Nordaustralien, dem Ostlichen Indischen
Ozean und Indonesien. Das Zentrum des Tiefdruckgebietes liegt im zentralen und
ostlichen Pazifik (1600-800W) siidlich des Aquators. Die Schwingung dieses
Musters mit der Periode Tl = 39 Monate gleicht einer riesigen Schaukel im ano-
malen Druckfeld, der Southern Oscillation [Walker und Bliss (1932)].

Das in Abbildung 5.4.10 gezeigte POP-Paar (8?, 33) gibt die ridumliche
Struktur an, die die zweite, schnellere Eigenschwingung mit der Periode von T

2
= 26 Monaten und der 1/e—-Abklingzeit von ;2 = 90 Monaten kennzeichnet. Die
Kohirenz der POP-Koeffizienten X,(t), X,(t) liegt fir f = 1/(26 Monate) =
0.038/Monat auf dem 95%-Niveau. Die Phasenverschiebung betridgt jedoch etwa

-135° und weicht damit deutlich von den erwarteten -90% ab. Der Zyklus

52 —82
1 2
~2 ~2
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Abbildung S.4.9: Mittels des LSQ-Verfahrens wurde das Zustandsraummodell

zweler linear gekoppelter, stehender Oszillatoren an die SLP-Daten angepaBt.

Gezelgt sind von der ersten Eligenschwingung des Systems mit den Zeltskalen i

1
= 39 Monate, T, = 82 Monate werden die Muster a) E; und b) E;, c) die POP-
Koeffizienten ii(t) (dicke Linie) und i;(t) (dinne Linie) sowie d) deren

Spektren.
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Abblldung 5.4.10: Mittels des LSQ-Verfahrens wurde das Zustandsraummodell

zweler linear gekoppelter, stehender Oszillatoren an die SLP-Daten angepaSBt.
Gezeigt sind von der zwelten Eigenschwingung des Systems mit den Zelitskalen T
= 26 Monate, ;2 = 90 Monate werden die Muster a) c? und b) cz c) die POP—
Koeffizienten )'?f(t) (dicke Linie) und ﬁgtt) (diinne Linie) sowie d) deren
Kreuzspektralanalyse (Spektren (oberste Abbildung), Kohirenz (mittlere Abbil-

dung) und Phase (unterste Abbildung)).
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wird also nicht gleichmdBig durchlaufen, wie es der Interpretation des POP-

Paares {c c ) nach Kapitel 2.11 entspricht. Vielmehr erfolgt der Ubergang

[icg

dagegen 1nnerha1b von (1/8)T2 = 3 Monaten. Welcher Teil des Zyklus die

1’
— _c ] innerhalb von (3/8)T = 10 Monaten, der Ubergang [ic? —> icgl

asymmetrischen Ubergangszeiten verursacht, kann nicht beantwortet werden. Es
ergibt sich folgendes Bild:

Das Gebiet anomalen Hochdrucks iiber dem australischen Raum [c ] baut sich
auf und wandert [c — c ] ostwadrts in den westlichen Pazifik, wobei es sich
aufspaltet mit einem Zentrum nérdlich und einem siidlich des Aquators. Danach
befindet sich das Hochdruckgebiet dann im &stlichen Pazifik {-S%]. Der weitere
Zyklus zeigt, daB diese Wanderung nach Osten sich um fast den ganzen Globus
herum fortsetzt. Wir erkennen das Signal iber Amerika [—c ] und dann iiber dem
Atlantik und Afrika [c 1. 2u dieser Zeit erscheint auch wieder das Hochdruck-

gebiet iiber dem australischen Raum.

f) Die Wechselwirkung der beiden stehenden Oszillatoren

Wie bei den &quatorialen Daten (Abschnitt 5.3j) testen wir, ob fiir die
Zustandsvariablen § (t), % (t) (Abbildung 5.4.7) der unabhingigen, stehenden
B Ez (Abbildungen 5.4.6) nichtlineare Wechsel-
wirkungsterme von Bedeutung sein konnen.

Oszillatoren mit den Mustern c

Wir wenden den Linearitédtstest aus Kapitel 3.2 mit den dort verwendeten
Parametern auf il(t) und iz(t) an. Tabelle 5.4.4 zeigt die Testergebnisse. Auf
dem hohen Signifikanzniveau von 2.5% wird die Nullhypothese zuriickgewiesen,

die Zustandsvariable il(t) oder iz(t) beruhe auf einem linearen ProzeB.

| 2 | Po m(T2<T2)
Tabelle 5.4.4: Test auf Linearitit: - y
die Schitzwerte Tz und die Wahr- fl( ) 1539 LR
scheinlichkeiten P(T2<T2) bzgl. der Xz(t) oo 99.5%

2

asymptotischen Verteilung der TestgréBe T filir die Zustandsvariablen
il(t), ﬁz(t) der beiden unabhingigen, stehenden Oszillatoren.

Die Ergebnisse des Linearitédtstests, der auf den Tripelkorrelationen tuvo
(5.3.15) als TestgroBen aufbaut (vgl. Abschnitt 5.3j), sind in Tabelle 5.4.5
zusammengefaBt. Auch dieser Test zeigt, daB nichtlineare Terme fiir die Dynamik
der Zustandsvariablen il(t), iz(t) wichtig sind.
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Tabelle 5.4.5: Test auf Testerofe : Poin *P | cosn | “roon
Linearitdt: die Schitz- 111 40ES 98% | -.0093 | .0094
vorte T und die Wahre t11 .0094 98% | -.0066 | .0080
scheinlichkeiten P(t<%) tip | 0089 °8x | ~-0108 } 0095

£ .0292 100% | -.0316 | .0170

bzgl. der simulierten 222
Verteilung der Tripelkorrelationen tpvo' u,v,0=1,2, der Zustandsvariablen
il(t), iz(t) der beiden unabhidngigen, stehenden Oszillatoren. Innerhalb des

Intervalls [t<95%, t>95%] liegen 90% der simulierten Werte von t.

Obwohl die beiden Tests sehr klar auf die Bedeutung von Nichtlinearitdten
fir die Dynamik der belden unabhingigen, stehenden Oszillatoren hinweisen,
konnte keine nichtlineare Erweiterung der Modellfunktion (5.3.12+13) gefunden
werden. Ahnlich wie bei der Analyse der #quatorialen SST-, u- und v-Anomalien
waren z.B. die die geschidtzten Modellparameter zusidtzlicher kubischer Terme
klein, und die Vorhersagegiite verbesserte sich durch diese Erweiterung nicht
gegeniiber dem Zustandsraummodell zweier linear gekoppelter, stehender Oszilla-

toren.

g) Zusammenfassung

In diesem Kapitel 5.4 wurde das globale (30°N-30°S) Feld monatlicher
Anomalien des Luftdruckes auf Meereshdhe (SLP) analysiert.

Wie beil den dquatorialen SST-, u- und v-Daten im letzten Kapitel 5.3 fan-
den wir zwei PIPs, die beide in erster Ordnung eine raumlich stehende Oszilla-
tion beschreiben (Abschnitt c¢). Mit dem ersten PIP, das 22.8% der Varianz der
Beobachtungen erfaBt, ist die langsamere Schwingung mit einer Periode von etwa
drei Jahren verbunden (Tl = 33 Monate). Diese Oszillation gleicht der rdumlich
stehenden, dreijdhrigen Oszillation der SST-, u- und v~Daten (Abschnitt 5.3h).
In beiden Datensdtzen ist diese fundamentale Oszillation des ENSO konsistent
enthalten. Das zweite PIP erklart 8.3% der Varianz. Die Periode der zugehori-

gen Schwingung ist mit T = 28 Monate etwas ldnger als zwei Jahre.

2
Die Ddmpfung der zwel stehenden Oszillatoren beschreibt eine salsonale
Schwingung (Abschnitt d). Die Zeiten der stidrksten und geringsten Dimpfung

sind fiir die beiden Oszillatoren gerade entgegengesetzt.
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In den Monaten Januar bis Februar wird der dreijdhrige Oszillator am
stdrksten gedédmpft. Eln ENSO-Signal, das im wesentlichen mit diesem Oszillator
verbunden ist, kann sich in dieser Zeit nicht entwickeln; die Vorhersagbarkeit
ist minimal. Dem entspricht, daB die Persistenz des SST-Index im Monat Midrz am
geringsten ist (Abschnitt 5.2f).

Besonders starke Signale des dreijdhrigen Oszillators werden in den Mona-
ten Juni bis August verursacht. Wihrend dieser Zeit reagiert der Oszillator am
empfindlichsten auf Stérungen. Dies ist auch die Zeit, in der die Winde im
Pazifik westlich von 160°E ein Teil des asiatischen Sommermonsuns sind [Ras-
musson und Carpenter (1982), Barnett (1983)]. Das erméglicht eine besonders
starke Wechselwirkung zwischen dem Monsunsystem und den Passatwinden. Die
Monate des Nordsommers sind demnach die wichtigen Monate fiir den Ubergang zu
warmen oder kalten Ereignissen [vgl. z.B. Meehl (1987)].

An Hand eines linearen Kopplungstermes wurde die Wechselwirkung der bei-
den Oszillatoren untersucht (Abschnitt e). Es zeigt sich, daB die schnellere,
zwei jéhrige Oszillation auf die langsamere, dreijdhrige Oszillation einwirkt.
Die Wechselwirkung in umgekehrter Richtung ist dagegen zu vernachlidssigen. Dle
Linearititstests aus Abschnitt f) weisen klar darauf hin, daB8 nichtlineare
Terme fir die Dynamik der beiden PIPs eine Rolle spielen. Jedoch konnte fir
das SLP-Feld keine nichtlineare Erweiterung der Modellfunktion (5.3.12+13)
gefunden werden.

Auch die belden Elgenschwingungen des linear gekoppelten Systems der zwel
stehenden Oszillatoren zeigen Ahnlichkeiten zu den Eigenschwingungen der
dquatorialen Daten:

Die erste Eigenschwingung beschreibt eine stehende Oszillation mit einer
Periode von Tl = 39 Monaten. Die rdumliche Struktur des zugehdorigen Musters
gleicht dem bekannten ENSO-Muster des SLP mit dem Zentrum anomalen Hochdrucks
im indonesisch-australischen Raum und dem Zentrum anomalen Tiefdrucks im
zentralen und &stlichen Siidpazifik. Die Schwingung dieses Musters entspricht
der Southern Oscillation.

Die zweite Eigenschwingung mit einer Periode von Tz = 26 Monaten be-
schreibt ein ostwdrts wanderndes Signal. Es erscheint zundchst in dem austra-
lischen Raum und erreicht innerhalb von ca. 13 Monaten den Ostpazifik. Das

Signal kann um fast den gesamten Globus herum bis nach Afrika verfolgt werden.
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Fir den SLP ergibt sich folgendes Bild:

- Das anomale Druckfeld erscheint als Uberlagerung einer rdumlich stehenden,
dreijéhrigen Oszillation, die die Schwingung einer riesigen Schaukel zwischen
dem Indischen Ozean und dem Siidpaziflk wiedergibt, und einer zweijdhrigen Os-
zillation, die ein ostwirts wanderndes Signal beschreibt.

Barnett (1990) fand eine langsamere, stehende Oszillation mit einer
Periode zwischen 48 und 56 Monaten und eine schnellere, ostwdrts wandernde
Oszillation mit einer Periode zwischen 24 und 30 Monaten sowohl in der SST als
auch in dem SLP. Er analysierte den kombinierten Datensatz von SST- und SLP-
Anomalien der Jahre von 1951 bis 1987, die die Region von 90°N bis 40°S iiber-
decken, indem er nach einer Filterung mit den Charakteristika (32/36/80/88)
und (18/20/30/35) fiir beide Frequenzbereiche die komplexen EOFs bildete. Der
Unterschied zwischen dem Barnettschen Filter und dem in dieser Arbeit verwen-
deten Filter ist gering und wird in Anhang A.5 beschrieben.

Das von Barnett gefundene zweijdhrig oszillierende, ostwirts wandernde
Signal des SLP ist konsistent mit der hier gefundenen zweiten Eigenschwingung.
Das zwel jihrige, wandernde Signal der SST findet durch die Analyse der SST-,
u- und v-Anomalien in dem Kapitel 5.3 dagegen keine Entsprechung. Die Perlode
von 48 bis 56 Monaten, die Barnett fiir die langsamere, stehende Schwingung
angibt, liegt deutlich oberhalb der hier gefundenen Tl = 39 Monate der ersten
Eigenschwingung. Der Grund dafiir ist die von Barnett gewdhlte Filtercharakte-
ristik (32/36/80/88). Durch diese Filterung werden die kiirzeren Zeitskalen zu
wenig beriicksichtigt; ein Schitzwert der Periode, der am unteren Filterrand
liegt, ist nicht méglich. Bei den Analysen der SST-, u- und v-Daten in Kapitel
5.3 sowie bei den Analysen der SLP-Daten in diesem Kapitel wurde eine weniger
einschrénkende Filterung mit der Charakteristik (12/16/96/108) vervendet.
Dieses Filterfenster schlieBt den gesamten Bereich an Zeitskalen ein, den ENSO
beinhaltet (siehe Abschnitt 5.2g).
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5.5 ZUSAMMENFASSUNG DER ERGEBNISSE DER KAPITEL 5.3 uND 5.4

Fassen wir die Analyseergebnisse der Kapitel 5.3 und 5.4 zusammen:

1.) Die zeitliche Entwicklung des ENSO-Phinomens beinhaltet Prozesse mit zwei
verschiedenen Zeitskalen (Abschnitt 5.3g und 5.4c):

- In den Anomalien der SST, des zonalen und meridionalen Windes und des
SLP wurde ein r&umlich stehender Oszillator mit einer Pericde von fast
drei Jahren (Tl = 32-34 Monate) identifiziert.

- Ein zweiter rdumlich stehender Oszillator mit einer Periode von etwa
zwel Jahren ist 1n den Windanomalien u und v (Tz = 22 Monate) sowie den
SLP-Anomalien (T2 = 28 Monate) zu finden.

2.) Die rdumliche Struktur dieser beiden stehenden Oszillatoren ist durch
zwei PIPs gegeben. Die Uberlagerung und Wechselwirkung der PIPs fiihrt zu
den beobachteten warmen und kalten ENSO-Ereignissen.

3.) Der dreljdhrige Oszillator beschreibt die fundamentale Schwingung des
ENSO-Systems (Abschnitt 5.3g und 5.4c), die durch die schnellere, zwei-
jdhrige Schwingung beeinfluBt wird (Abschnitt 5.3h und S.4e).

4.) Die fundamentale Schwingung ist in den Monaten Juni bis August am emp-
findlichsten. Diese Jahreszeit ist fir einen Ubergang zu einem warmen
oder kalten Ereignis besonders wichtig (Abschnitt 5.4d).

5.) Dle Dynamik der belden PIPs und deren gegenseitige Wechselwirkung ist
nichtlinear. Eine Modellierung der Nichtlinearitiaten gelang nicht
(Abschnitt 5.3j und 5.4r).

Das linear gekoppelte System der beiden stehenden Oszillatoren fiihrt auf zwel

Eigenschwingungen (Abschnitt 5.3h und S.4e):

1.) Die erste Eigenschwingung der SST-, u- und v- Anomalien und die erste
Eigenschwingung der SLP-Anomalien entsprechen einander. Es handelt sich
um ein rdumlich stehendes Signal, das die Schwingung zwischen warmen und
kalten ENSO-Ereignissen wiedergibt (Abbildung 5.3.9 und 5.4.9). Die
Periode von T1= 39 Monaten ist gerade das Doppelte der mittleren Uber-
gangszelt zwischen warmen und kalten bzw. kalten und warmen Ereignissen.

2.) Die zweite Eigenschwingung der SST-, u- und v-Anomalien und die zweite
Eigenschwingung der SLP-Anomalien sind nicht unmittelbar vergleichbar.

Beide Male handelt es sich aber um eine zwel jdhrige Oszillation (Tz = 22
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Monate fiir SST, u und v, T, = 26 Monate fir SLP), die die enge Verbindung

der Windsysteme des Indiscien Ozeans und des Pazifiks widerspiegeln.

Fir dle einzelnen Variablen ergibt sich folgendes Bild:

1.) Die Dynamik der SST-Anomalien ist durch eine stehende, dreijdhrige Oszil-
lation gegeben.

2.) Der anomale Zonalwind u erscheint als Uberlagerung einer riumlich stehen-
den, dreijdhrigen Oszillation und einer ostwirts wandernden, 2zwei jdhrigen
Oszillation.

3.) Der anomale Meridionalwind v setzt sich aus den zwei Oszillatoren zusam-
men, die beide im wesentlichen als stehend erscheinen.

4,) Das anomale Druckfeld SLP erscheint als Uberlagerung einer rdumlich
stehenden, dreijdhrigen Oszillation und einer ostwidrts wandernden, zwei-
Jahrigen Oszillation.

Die bekannte Schaukel der SLP-Anomalien, deren Zentren im indonesisch-

australischen Raum und im zentralen und éstlichen Sidpazifik liegen, findet in

dieser Beschreibung sein Gegenstiick in der Schaukel der Zonalwindanomalien,

deren Zentren im Indischen Ozean und im Zentralpazifik liegen.
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Ein komplexes System mit vielen Frelheitsgraden wird bei der PIP/POP-
Analyse durch ein Modell mit wenig Freiheitsgraden approximiert. Von dem dyna-
mischen Verhalten des einfachen Modells kann auf dle dynamischen Elgenschaften
des komplexen Systems geschlossen werden.

Das Modell, das durch die PIP/POP-Analyse an die Beobachtungen des unter-
suchten Systems angepaBt wird, ist ein Zustandsraummodell (Kapitel 2.1). Da
der Zustand des Systems unabhingig von der Anzahl der MeBpunkte ist, an denen
die Beobachtungen gegeben sind, unterscheidet das Zustandsraummodell zwischen
den Beobachtungen Y(t) und den Zustandsvariablen X(t). Den Zusammenhang
zwischen diesen beiden GréBen gibt die Beobachtungsgleichung (2.1.3)

Y(t) = CX(t) + Rauschen.

Die zeitliche Entwicklung des Systems wird durch die dynamische Gleichung
(2.1.4)

X(t) = F[X(w<t),«,t-1]1 + Rauschen

modelliert. Im allgemeinen Fall kann die Modellfunktion F[X(z<t),a,t-1] nicht-
linear und zeitabh#dngig sein. Die Spalten der Matrix C werden in dem Raum der
Beobachtungen Y(t) interpretiert und heiBen deshalb auch Muster. Das zeitliche
Verhalten des komplexen Systems Ozean-Atmosphidre wird oft durch die Wechsel-
wirkung einiger weniger rdumlicher Muster bestimmt. Das ENSO-Ph&nomen ist ein
Belspiel dafiir. Zustandsraummodelle mit einer dynamischen Gleichung von wenig
Freiheitsgraden konnen daher die wesentlichen dynamischen Eigenschaften des
beobachteten komplexen Systems wiedergeben. In diesem Fall bilden die Muster C
elne Basis des Unterraumes, auf den die Dynamik des Systems beschrénkt ist.

Die in Kapitel 2.10 zusammengestellte Hierarchie der Schétzverfahren fir
Zustandsraummodelle (Tabelle 2.10.1) umfaBt 2zwei Arten von Verfahren. Das
EOFMDL- und das EOFML~Verfahren wdhlen die Muster C als die empirischen Ortho-
gonalfunktionen (EOFs) und passen anschlieBend die Modellparameter o an. Das
LSQ-, das ML- und das Kalman-Verfahren sind dagegen iterative Optimierungsver-
fahren, die die Anpassung der Muster C und der Modellparameter o gleichzeitig
durchfihren.

Fir groBe, komplexe Systeme ist von den drei Verfahren, die die Muster C

und die Modellparameter o gleichzeitig bestimmen, das LSQ-Verfahren zu bevor-



6. Schlussbemerkungen 133

zugen (Kapitel 4). Die Muster C und die Modellparameter « werden durch das
LSQ-Verfahren gut geschidtzt, die Abhingigkeit der Schitzergebnisse von den
gewdhlten Anfangswerten ist unbedeutend und der Rechenzeitbedarf ist geringer
als der des ML- oder Kalman-Verfahrens.

In Kapitel 3 wurden ein Stationaritédtstest und ein Linearitdtstest vorge-
stellt. Deren Anwendbarkeit auf kurze Zeitreihen mit etwa 500 Zeitschritten
wurde durch einen Vergleich simulierter Verteilungen der TestgrdBe mit der
asymptotischen Verteilung der TestgrdSe untersucht.

Fiir den Stationaritdtstest aus Kapitel 3.1 weichen die simulierten Ver-
teilungen der belden TestgréBen Sa/o'2 und 87/02 deutlich von den asymptoti-
schen Verteilungen ab. Hinzu kommt, daB die simulierten Verteilungen abhingig
sind von dem gewdhlten stationfren ProzeB8, der simuliert wird. Der Stationari-
tdtstest wurde dennoch auf den SST-Index angewendet, aber auf der Grundlage
der Verteilungen entschieden, die auf Simulationen eines an den SST-Index
angepaSten AR(2)-Prozesses beruhen (Abschnitt 5.2¢).

Fiir den Linearitétstest aus Kapitel 3.2 stimmt die simulierte Verteilung
der TestgroBe T2 mit der asymptotischen Verteilung gut iberein. Der Lineari-
tidtstest kann daher auch auf kurze Zeitreihen angewendet werden.

In Kapitel 5 wurden monatliche Anomalien der Meeresoberfldchentemperatur
(SST) und der zonalen und meridionalen Komponente der bodennahen Windgeschwin-
digkeiten (u und v) entlang des Aquators im Bereich des Indischen Ozeans und
des Pazifik sowle ein globales (30°N-30%S) Feld monatlicher Anomalien des
Luftdruckes auf Meereshshe (SLP) untersucht. Aus den Analysen folgt, daB die
zeitliche Entwicklung des ENSO-Phinomens durch die Uberlagerung und Wechsel-
wirkung zweier PIPs beschrieben werden kann. Die Dynamik der PIPs selbst und
auch deren Wechselwirkung sind nichtlinear.

In erster Ordung entspricht jeder der zwei PIPs einem rdumlich stehenden
Oszillator. Die Perlode des dominierenden PIP betridgt knapp drei Jahre. Dlese
fundamentale Schwingung findet sich in den SST-, u-, v- und SLP-Anomalien. Die
Schwingung des zweiten PIP hat eine Periode von etwa zwei Jahren, die nur in
den atmosphédrischen GréB8en, den u-, v- und SLP-Anomalien, enthalten ist. Die
Wechselwirkung zwischen den zwei PIPs wirkt von der schnelleren, zweijdhrigen
Oszillation 2zu der langsameren dreijdhrigen Oszillation. Die 2zweljdhrige,
atmosphidrische Oszillation ist demnach ein wesentlicher Ausldser fir das Auf-

treten warmer oder kalter ENSO-Ereignisse. Der dreijdhrige Oszillator reagiert
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in den Monaten Juni bis August am empfindlichsten auf solche Stérungen.

Das linear gekoppelte System der beiden PIPs zeigt eine r&umlich stehende
Schwingung in Ozean und Atmosphidre (SST, u, v, und SLP) und eine ostwérts
wandernde Schwingung in der Atmosphire (u, v und SLP). Das rédumlich stehende
Signal gibt die etwa dreijihrige Schwingung zwischen warmen und kalten ENSO-
Ereignissen wieder. Dle ostwidrts wandernde Schwingung hat eine Periode von
etwa zwei Jahren. Dieses Signal wandert ausgehend von dem Raum des Indischen
Ozeans ostwédrts 1n den Pazifik und splegelt die enge Verbindung zwischen dem
Monsunsystem und den Passatwinden wider. In dem globalen Feld der SLP-
Anomalien kann das Signal um fast den gesamten Globus herum bis nach Afrika

verfolgt werden.
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A.1 GRADIENTEN DER SCHATZFUNKTIONEN F(Y) UND F’(Y)

Fiir das in Abschnitt 2.6a) beschriebene iterative Schitzverfahren zur
Bestimmung der Maximum-Likelihood-Schitzer werden im Schritt 1.2.2) die Gra-
dienten der Giitefunktion (2.5.8)

£(Y) = 2 [tr[<p(t)pT(t)>§'11 + ln[det(_S_)]] (A.1.1)
bzgl. C und BR bendtigt. Es gilt zusdtzlich (2.5.7)
p(t) = Y(t) - CF[X(7<t), &, t-11], (A.1.2)

sowie (2.5.5), (2.6.3)

_ T _ T
S = CQC" + R, R = BRBR' (A.1.3)
Wir verwenden die bekannten Beziehungen fiir die Ableitung von Matrizen
-1
88 = _ _ g-lés -1
=—=-5"325", (A.1.4)
8 det(8) _ -18S
wie man sie z.B. in Dhrymes (1978) findet. Daraus folgt dann:
oeln . 2 [§f1<p(t)FT[x(r<t).a.t—11>
B T
-1 T -1 -1
+ S “<p(t)p (t)>8 °CQ - S "Cof , (A.1.6)
g(Y) _ =2 [s™1ep(t)pT(t)>s™ B, - 5718 ! (A.1.7)
3B, o (2 PEPER R IR S

Fiir das in Abschnitt 2.6b) beschriebene iterative Schitzverfahren zur
Bestimmung der Least-Squares-Schitzer ist in dem Schritt 1.2) das Minimum der
quadratischen Funktion (2.6.4)

£ 1) = 1 <’ (t)p(t)> (A.1.8)
bzgl. C durch die Losung des linearen Gleichungssystems
C <Fl...IF[...1> = <¥(t)F'[...]>. (A.1.9)

gegeben. Dabei steht F[..] als Abkiirzung fir F[X(t<t),a,t-1]. Das Gleichungs-

system folgt aus der notwendigen Bedingung

T
_of'(y) _ -2 T _
= ST [<p(t)F [X(z<t),a,t 1]>] i (A.1.10)

0

die fiir die quadratischen Funktion f’ (Y) (A.1.8) auch hinreichend ist.
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A.2 HERLEITUNG DES MULTIVARIATEN DURBIN-LEVINSON-ALGORITHMUS

Ein autoregressiver ProzeS8 p-ter Ordnung (AR(p)-ProzeB) (2.9.1)

X(t) = E AJX(t—j) + n(t), n~WN(0,Q), (A.2.1)
J=1

erfiillt die Yule-Walker—-Gleichungen (2.9.2,3)

<n(£)XL(t-k)>

_O_ =
= Cxx(k) = leﬁjcxx(k—j), k=1,...,p, (A.2.2)
Q= <n(t)nT(t)> = <n(t)xT(t)>
= Cxx(O) - z AJCXX(-j). (A.2.3)
J=1
Ein AR (p)-ProzeB in negativer Zeitrichtung (2.9.5)
X(t) = EA}X(HJ) +m (t), m ~WN(0,Q), (A.2.4)
3=

erfiillt die Yule-Walker-Gleichungen (2.9.6,7)

< (D)X (t+k)>

g.-:.

= Cxx(—k) - leﬂjcxx(—k+J), k=1,...,p, (A.2.5)
Q= < W1 = < wxt )

= ¢, (0) - leﬂjCXX(J). (A.2.6)

Um die Kovarianzmatrizen Q und Qf (2.9.12,13) zu berechnen, verwendet man
am besten den ersten Teil der Beziehungen (A.2.3,6), damit sichergestellt
wird, daB8 Q und gf positiv semidefinit sind.

Fiir die HilfsgroBe A (2.9.14) gilt mit der Yule-Walker-Gleichung (A.2.2):

A <n(t)[n'(t—p—1)]T> N <n(t)xT(t-p-1)>

Cxx(p+1) - .E Aijx(p+1~j). (A.2.7)
J=1
Analog folgt fiir die HilfsgréBe A (2.9.15) mit (A.2.5):



A. Anhang 137

() [n(t+p+1) 1> = <n” (£)XT (t+p+1)>

(>
It

Cxx(-p-l) - JZlﬁjcxx(—p—hj). (A.2.8)

Die Modellparameter des AR(p-1)- und AR (p-1)-Prozesses seien bekannt:

p-1
C (k) = leﬁ(g‘l)cxx(k-n. k=1,...,p-1, (A.2.2a)
C,, (k-P) = jZiA—(g:;)Cxx(k—J). k=1,...,p-1, (A.2.5a)
g (P 1) . C, . (0) - jZiA‘(g:g)cxx(p—j), (A.2.6a)
AP 1) C (P) - j:l_\_(?-l)cxx(p-j). (A.2.7a)

Daraus leiten wir zunichst die rekursive Gleichung (2.9.8) fir den

AR+(p)—ProzeB her:

0= C_(k) - pila(p)c k-5) - APlc (x-p), k=t -1
- XX le—'j XX =p xx PJy ree - Ph
1A.2.2a) TA.2.5a) (A.2.2b)
p-1
- (p-1) _ ,(p) _ ,(p) —(p-l)J _s - -
0 le[gj L N N N P T
AP) = A7) )=o) (A.2.9)

=J J =p~ pJ
Als zweites leiten wir die dazugehdrige rekursive Gleichung (2.9.10) her:

0=C ()-p_1 A® ¢ - - aPc (0
= xx P jZI =) xx p-J =p xx ’
(A.2.9) (A.2.2¢)
p=1 p=1
_ _ (p-1) o A (p) PSt —(p-1) _

0= - T a5 Ve 6 - 4P (e 0 - T ATV ),
J=1 J=1
(A.2.7a) (A.2.6a)

A(g) = P - (p-1)y-1 (A.2.10)

Die Herleitung der Gleichungen (2.9.9,11) eines multivariaten AR (p)-Prozesses
ist ganz analog. Ersetzen von Aj durch AE, j=1,...,p, und Cxx(k) durch

Cxx(—k), k=0,...,p, fiir eine beliebige Ordnung p liefert den Ubergang zwischen
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den Yule-Walker-Gleichungen (A.2.2) — (A.2.5). Aus dem Ubergang zwischen den
Gleichungen (A.2.3) — (A.2.6) und (A.2.7) — (A.2.8) ergeben sich die wei-

teren Ersetzungen von Q durch Q: und A durch A . Damit folgt:

-(p) _ ,~(p-1) _ ,~(p),(p-1)  ._ _
A =AY T L R (A.2.11)
A—(g) = (P D) gt (pm1)y-1 (A.2.12)

A.3 TRANSFORMATION EINER QUADRATISCHEN MATRIX AUF BLOCKDIAGONALGESTALT

Eine kxk Matrix & wie z.B. die Systemmatrix (2.11.2) eines AR(1)-Prozes-
ses ldBt sich durch eine Ahnlichkeitstransformation

2 =L ta (A.3.1)

auf Blockdiagonalgestalt

(1) .

7 = y
0 (--)(.).\
)

bringen. Voraussetzung dafiir ist, daB alle (komplexen) Eigenwerte der Matrix &

(A.3.2)

verschieden sind.

Un die Transformationsmatrix L herzuleiten, gehen wir in zwel Schritten

vor. Zundchst bringt man # auf Diagonalgestalt:

-1 _ . . . I
Ll gﬂgl = diag[(a1+181),(u1 181),...,(ar+1Br),(ar lBr)'Wl""’7k-2r]’
(A.3.3)
Ll = [(a1+ib1)’(a1_ib1)"'"(ar+ibr)’(ar_ibr)’cl""’ck-Zr}'
(A.3.4)
Dabei sind [aiiiBi, aiiibi], i=1,...,r, und [yi. ci], i=1,...,k-2r, die

komplex- und reellwertigen Eigenpaare der Matrix g{. Die komplexwertigen Eigen-
paare treten in zueinander konjungiert komplexen Paaren auf, weil die Matrix g{
reell ist.

Die so gewonnene komplexe Darstellung kann auf eine reelle transformiert
werden. Mit

A R
g =L, [L #L]L, (A.3.5)
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L, = “(::) . () = [ e ] (A.3.6)

“
hat die Matrix #’ die gewlinschte Blockdiagonalgestalt (A.3.2). Die Bldcke

stehen fiir
% By
(::) = w |+ FlL..or, (A.3.7)

(.) =7, i=1,...,k-2r. (A.3.8)

Die beiden Transformationen (A.3.4,6) konnen abschlieBend zusammengefaBt

werden, und man erhidlt

L=LL (A.3.9)

L,L, = [al’bl"'"ar’br’cl""’ck-Zr]

fir die gesuchte Transformationsmatrix.

A.4 EINDEUTIGE DARSTELLUNG VON OSZILLATOREN UND RELAXATOREN

Wle am SchluB von Kapitel 2.11 erwdhnt, ist fiir eine eindeutige Darstel-
lung der Oszillatoren und Relaxatoren im Beobachtungsraum C’ die Formullerung
einiger Nebenbedingungen notwendig. Die C' = (c’...,,c;xm) ergeben sich als
Linearkombination (2.11.11)

m
c = #Zlc#luﬂf m=1,...,pxm, (A.4.1)
aus den Mustern C. Die Transformationsmatrix L wurde in dem vorherigen Kapitel

A.3 hergeleitet. Die Freiheit in der Darstellung wird u.a. durch die noch

offene Normierung der Eigenvektoren der Matrix g{, aiiibi, i=1,...,r, und Cp»
i=1,...,pxm-2r, verursacht. Man wdhle deshalb
— :T ’ ,Tv 3
1= ¢5i-1%j-1 * ©2i%;j»
R S
0= ci1%;
T, T, -
0 = €5i-1%2i-1 = iS5 + i=1,...,r, (A.4.2)
1 B
< - ’
0531 Clai-yy oder
i=1
0 s °1(2i—1) fir festes i,)
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fir die Oszillatoren und

= »T ’ '
1=y riCr+i’
1 B
0 = Hizlci(2r+i) oder - i=1,...pxm-2r, (A.4.3)
0= ci(2r+i) fir festes I'J
fiir die Relaxatoren.
Da die komplexen Eigenpaare [“iﬂBi’ aiﬂbi]’ i=1,...,r, in konjungiert

komplexen Paaren auftreten, ist es moglich, die Schwingungsfrequenz wi

arctan(Bi/ai) auf

0 < w; =7 (A.4.4)

einzuschrénken.
Als letztes ist noch die Reihenfolge der Oszillatoren und Relaxatoren

offen. Die der Oszillatoren sel durch die GréB8e der Perloden

Ti = Ti+1’

i=1,...,r, (A.4.5)
gegeben, die der Relaxatoren durch die GroéBe der 1/e-Abklingzeiten

T, = i=1,...,pxm-2r. (A.4.6)

N T,
i i+1’

A.5 BESCHREIBUNG DES VERWENDETEN FILTERS

Um die Fluktuationen auf Zeitskalen, die nicht von Interesse sind, zu
unterdriicken, koénnen die Fourierkomponenten einer Zeitreihe entsprechend
gewichtet werden. Die Gewichte des Filters, der in dieser Arbeit verwendet

wurde, sind durch

fiir w<w., ,

0

min
1 .
z[l—cos[u(w-wmin)/(wl-wmin)]] fir W sn S0 < Wy

wlw) =4 1 fiir W, V=, (A.5.1)

1 o
2[l-cos[n(w-wmax)/(wz-wmax)I] fiir w, <w s -
0 fir o < w

» max

gegeben. Die Perioden (pmin/pz/pl/ pmax) bezeichnen wir als die Charakteristik
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des Filters. Dabei gilt

P = 21t/wma

» Py = 2n/w Py = 2n/w1, Prax = 2n/wmin. (A.5.2)

min X 2'
D.h. Fluktuationen mit Perioden unter pmin bzw. {ber Prax werden herausge-
filtert. Die ,Cosinus-Schwinze" des Filters vermindern die unangenehmen Rand-
effekte des Rechteckfilters, den man mit der Charakteristik Poin = P, und P, =
P erhdlt,
max

Der in Kapitel 5.4 erwihnte Filter, der in der Arbeit von Barnett (1990)

zur Anwendung kommt, unterscheidet sich nur durch die linearen Anstiege des

Filterfensters:
(0 fiir w<w., ,
min
(w-wmin)/(wl_wmin)] fiir W S e <o,
wiw) =4 1 fiir W, S0 S0, (A.5.3)

(w—wmax)/(wz-wmax)] fir w, < ws -
0 fir o < w

\ max

A.B8 EIN UNIVARIATER AR(2)-PROZESS MIT KONSTANTER UND ZEITABHANGIGER

DAMPFUNGSRATE

Der univariate AR(2)-ProzeS8

X(t) = a; X(t-1) + a, X(t-2) (A.6.1)

beschreibt eline geddmpfte Schwingung

X(t) = X(to) exp[Ko(t—to)] cos[w(t-to)] (A.6.2)
mit der Dampfungsrate Kqs der 1/e-Abklingzeit T = —1/&0, der Schwingungsfre-
quenz ® und der Periode T = 2n/w. Der Anfangszustand zur Zeit to ist durch
X(to) gegeben. Die Beziehungen

a, = 2 exp[KO] coslw], (A.6.3)

a, = - exp[ZKO]. (A.6.4)

geben den Zusammenhang zwischen den Koeffizienten a;, a, und den GréBen Kg» @
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Eine Schwingung mit einer zeitabhingigen Dimpfungsrate k(t) wird durch

einen AR(2)-ProzeSB
X(t) = al(t—l) X(t-1) + az(t-l) X(t-2)

mit den zeitabhidngigen Parametern

al(t—l) 2 expik(t-1)] coslwl,

az(t—l)

- explk(t-1)+k(t-2)]
modelliert. Die Losung dieses Systems ist
X(t) = X(to) exp[K(t,to)] cos[w(t—to)],

mit der Démpfung

t-1
K(t,ty) = Z k(T).

T=t0

Der Anfangszustand zum Zeitpunkt t0

Fir die konstante Dimpfungsrate k(t) = «
wieder die Beziehungen (A.6.1-4).

0

ist wieder durch X(to) gegeben.

ergeben sich aus

(A.6.5)

(A.6.6)

(A.6.7)

(A.6.8)

(A.6.9)

(A.6.5-9)
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