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1. EINLEITUNO - PRINCIPAL INTERACTION/0SCILLATION PATTERNS 

Das Ziel der Forschung im Bereich der Ozeanographie und der Meteorologie 

ist es, Einblick in das Verhalten der komplexen Systeme Ozean und Atmosphäre 

und deren Wechselwirkung zu erhalten. Dabei sind heute zwei Zíelrichtungen von 

Bedeutung: Zum einen möchte man die natürlichen Klimaschwankungen verstehen, 

zum anderen interessieren die vom Menschen verursachten Einflüsse auf das 

Klima. In dieser Arbeit wird das Klimasignal des E1 Niko/Southern Oscillation- 

Phänomens untersucht. 

Um die Dynamik des Systems Ozean-Atmosphäre zu modellieren, sind zwei 

grundsätzlich verschiedene Zugänge möglich: 

1. ) physikalische Modelle: Ausgehend von physikalischen Gleichungen wie z.B. 

der Massen-, der Energie- und der Impulserhaltung sowie des Wärme-, des 

Salz- oder des Feuchtetransportes werden Modelle formuliert, die die 

zeitliche Entwicklung von Ozean und/oder Atmosphäre simulieren. 

2. ) diagnostische Modelle: An die Beobachtungen des Systems Ozean-Atmosphäre 

werden Modelle mit wenig Freiheítsgraden angepaßt, die die vorherrschen- 

den dynamischen Eigenschaf ten von Ozean und/oder Atmosphäre erfassen. 

Physikalische Modelle sind recht umfangreich und komplex, weil eine 

Vielzahl von Prozessen berücksichtigt wird. Mit diesen Modellen können Hypo- 

thesen zum dynamischen Verhalten von Ozean und Atmosphäre durch die Simulation 

verschiedener Szenarien überprüft werden. 

Diagnostische Modelle mit wenig Freiheitsgraden zeigen ein vergleichs- 

weise einfaches dynamisches Verhalten. Dabei ist es wichtig, daB die offen- 

sichtlichen Eigenschaf ten einer untersuchten Erscheinung durch einen ent- 

sprechenden Modellansatz berücksichtigt werden. So wird z.B. das zeitliche 

Verhalten des Systems Ozean-Atmosphäre oft durch die Wechselwirkung einiger 

weniger räumlicher Strukturen oder ııMuster" bestimmt. Beispiele dafür sind das 

E1 Níño/Southern Osc1llat1on-Phänomen und die Erscheinung der atmosphärischen 

Blockierung. Die Analysemethode der Principal Interaction/Osc1llat1on Patterns 

(PIPs/POPs) [Hasselmann (1988)] bietet die Möglichkeit, solche Muster zu 

bestimmen und deren Dynamik zu beschreiben. Bisher wurde diese Analysemethode 

nur in einer vereinfachten Form angewendet, die auf von Storch et al. (1988) 

zurückgeht. 

Das Modell, das durch die PIP/POP-Analyse an die Beobachtungen angepaßt 

wird, ist ein sogenanntes Zustandsraummodell. D1e zeitliche Entwicklung der 
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Muster 1st dabei durch eine dynamische Gleichung gegeben. Ist die Modellfunk- 

t1on dieser Gleichung linear und zeitunabhängig, so beschreibt das Zustands- 

raummodell ein oszillierendes System. Die Muster werden dann Principal Oscil- 

lation Patterns (POPS) genannt. Umfaßt die Modellfunktion dagegen eine allge- 

meinere Form der Wechselwirkung, so heißen die Muster Principal Interaction 

Patterns (PIPs). 

Die theoretischen Grundlagen der PIP/POP-Analyse werden in Kapitel 2 

gelegt. Ausgehend von dem zentralen Begriff des Zustandsraummodells ergibt 

sich eine Hierarchie möglicher Verfahren zur Parameterschätzung. Die bekannten 

empirischen Orthogonalfunktionen (EOFs) sind ein Spezialfall der PIPs/POPs. 

Sie lassen sich außerdem in diesem Zusammenhang auf einfache Weise verallge- 

melnern. 

Die Anpassung eines Modells ist nur ein Punkt bei der Analyse von Zeit- 

reihen. Mit zusätzlichen Tests muB das Ergebnis der Model lanpassung erhärtet 

werden. Statistische Tests, die in dieser Arbeit zur Anwendung kommen, werden 

in Kapitel 3 bereitgestellt. Hervorzuheben sind der Test auf Stationarítät 

(Kapitel 3.1) und der Test auf Línearltät (Kapitel 3.2), deren Anwendbarkeit 

an Hand simulierter Daten ausführlich diskutiert wird. Ein solcher Test wird 

aufgrund eines Vergleichs der geschätzten Testgröße nülı der asymptotischen 

Verteilung der Testgröße entschieden. Daher muß die Anwendbarkeit eines Tests 

auf kurze Zeitreihen, wie sie in der Klimaforschung oft nur vorliegen, unter- 

sucht werden. 

Kapitel 41 beinhaltet die Analysen simulierter Daten. Durch einen Ver- 

gleich der Analyseergebnisse der verschiedenen Schätzverfahren für Zustands- 

raummodelle werden die Vor- und Nachteile der einzelnen Verfahren deutlich. 

Einen breiten Raum nehmen die Analysen zum El Níño/Southern Oscillation- 

Phänomen ein, die in Kapitel 5 zusammengefaßt sind. Im Mittelpunkt steht dabei 

die PIP/POP-Analyse. Das El Niño/Southern Oscillation- (ENSO-) Phänomen ist 

besonders gut geeignet für eine erste Anwendung der PIPs/POPs. ENSO 1st auf 

den Zeitskalen von einigen Monaten bis zu einigen Jahren das vorherrschende 

globale Klímasignal. Vor allem 1st es, wie schon erwähnt, ein Beispiel dafür, 

daß die komplexe Dynamik des Systems Ozean-Atmosphäre durch die zeitliche Ent- 

wicklung einiger weniger Muster wiedergegeben werden kann. 

Ein warmes ENSO-Ereignis, das in Abständen von zwei bis sieben Jahren 

auftritt, 1st gekennzeichnet durch eine eln1ge Monate anhaltende anomale 

Erwärmung des Oberflächenwassers, die sich im äquatorialen Pazifik von der 
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Küste Südamerikas bis über die Datumsgrenze hinaus erstreckt. D1ese 

großräumige Temperaturanomalie hat Auswirkungen auf die Zirkulation der Atmo- 

sphäre und des Ozeans. So werden ENSO-Ereignisse begleitet von weiteren Anoma- 

lien z.B. in der bodennahen Windgeschwindigkeit und dem Luftdruck auf 

Meereshöhe. Analysiert werden Beobachtungsdaten der genannten Größen. 

Der Ablauf von ENSO-Ereignissen und deren Auswirkungen auf das Klima- 

system vor allem in den Tropen sind recht gut bekannt. Dagegen ist immer noch 

unklar, wie ein Ereignis zustande kommt. Mit der Analysemethode der PIPs/POPs 

1st ein neuer diagnostischer Zugang möglich. 

Die Arbeit schließt mit den Schlußbemerkungen in Kapitel 6. 



2. PARAMETERSCHKTZUNC FUR ZUSTANDSRAUMMODELLE 

In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen gelegt, die bei der 

Analyse von Zeitreihen mit Principal Interaction/Oscillation Patterns von 

Bedeutung sind. 

Der zentrale Begriff im Zusammenhang mit den Principal Interaction/ 

Oscillation Patterns (PIPs/POPS) ist das Zustandsraummodell, das in Kapitel 

2.1 eingeführt wird. Eine dynamische Gleichung' mit stochastischem. Antrieb 

beschreibt die zeitliche Entwicklung des Zustandes eines Systems. Eine zweite 

Gleichung gibt den Zusammenhang zu den beobachteten Größen. Von besonderem 

Interesse, vor allem in der Ozeanographíe und Meteorologie, ist die Modellie- 

rung komplexer Systeme, die durch die Wechselwirkung weniger ııMuster" bestimmt 

zu seln scheinen. Abhängig von der modellierten Dynamik heißen diese Muster 

Principal Interaction/Osc11lat1on Patterns (PIPs/POPS) (Kapitel 2.2). 

In Kapitel 2.3 wird erläutert, daß die Darstellung des Zustandsraummo- 

dells nicht eindeutig ist. 

Auf die Schätzung des Zustands eines Systems wird in Kapitel 2.4 einge- 

gangen. Kapitel 2.5 behandelt die Schätzung der Parameter des Zustandsraummo- 

dells. In Kapitel 2.6 werden diese beiden Schritte zusammengefaßt und das ML- 

und LSQ-Verfahren als zwei mögliche Schätzverfahren für Zustandsraummodelle 

vorgestellt. 

Die bekannten empirischen Orthogonalfunktionen (EOFS) sind, wie in Kapl- 

tel 2.7 gezeigt wird, ein Spezialfall der PIPs/POPs. Das vereinfachte EOFML- 

Verfahren wird daraus abgeleitet. Das Konzept des Zustandsraummodells 

ermöglicht es, die empirischen Orthogonalfunktionen auf einfache Weise zu ver- 

allgemeinern. Dies wird in Kapitel 2.8 dargestellt. 

Ein autoregressiver Prozeß p-ter Ordnung (AR(p)-Prozeß) als Modellfunk- 

tion der dynamischen Gleichung kennzeichnet die Klasse linearer Zustandsraum- 

modelle. Der multivariate Durbin-Levinson-Algorlthmus, der in Kapitel 2.9 

angegeben ist, schätzt die Modellparameter eines AR(p)-Prozesses in sukzessiv 

aufsteigender Ordnung p = 1,2,3, . . . Es ergibt sich damit das einfachste der 
vorgestellten Verfahren zur Schätzung der Parameter eines Zustandsraummodells, 

das EOFMDL~Verfahren. 

D1e Hierarchie der Schätzverfahren für Zustandsraummodelle wlrd in Kapi- 

tel 2. 10 zusammengefaßt. Dabei wird auch das von Gantert (1989) entwickelte 

Schätzverfahren berücksichtigt, das auf dem Kalman-Glättungsfilter aufbaut. 
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Das lineare Zustandsraummodell läßt sich als ein System von Oszillatoren 

und Relaxatoren auffassen. Die zugehörigen Transformationen und eine eindeuti- 

ge Darstellung der Principal Oscíllation Patterns (POPS) werden in Kapitel 

2.11 beschrieben. 

Abschließend wird in Kapitel 2.12 dargelegt, daß ein m-variater AR(p)~ 

Prozeß im allgemeinen nicht äquivalent zu elnem (pxm)-variaten AR(1)-Prozeß 

ist. 

2.1 DAS ZUSTANDSRAUMMODELL 

Beobachtungen Y(t) zu den Zeiten t=1,2, .. . ,t gegeben. 

Der Ausgangspunkt aller diagnostischen Untersuchungen ist ein Satz von 

Beobachtungen Y(t) (Y1(t)„„.,Yn(t))T zu den Zeiten t. Er faßt die Zelt- 

reihen Y1(t), i=1, . . . ,n, unterschiedlicher Messgrößen zusammen, die an mehreren 

Orten gegeben sind. So werden in dieser Arbeit u.a. die Meeresoberflächen- 

temperatur (SST) sowie die zonale und die meridionale Komponente der Windge- 

schwindigkeit (u und v) an 24 Punkten entlang des Äquators im Bereich des 

Indischen Ozeans und des Pazifik untersucht. 

Die Beobachtungen Y(t) liegen in der Regel als Mittelwerte eines gewissen 

Zeitintervalls At vor, die eben erwähnten. SST-, u- und v-Daten z.B. als 

Monatsmittelwerte. Wählen wir die Zeiteinheit entsprechend als At, so sind die 

max Dabei ist Y(1) die 

erste und Y(tmax) die letzte Beobachtung des zur Verfügung stehenden Beobach- 

tungszeitraumes. 

Wollen wir die zeitliche Entwicklung des Systems modellieren, von dem uns 

die Beobachtungen 

Y(t) = (Y1(t),...,Yn(t))T, t=1,... 

vorliegen, so muß dieses Modell unabhängig sein von der Anzahl der Orte, an 

denen die Beobachtungen gegeben sind. Der Zustand des betrachteten Systems 

hängt deshalb nicht direkt von Y(t) ab, sondern wird durch die Zustandsvariab- 

len 

t ' max' (2.1.1) 

x(t) II (X1(t),...,X (t)) m t=1 » T "max' 

beschrieben. Die Zahl der Komponenten m ist unabhängig von der Anzahl n der 

beobachteten Zeitreihen. 

Den Zusammenhang zwischen diesen beiden Größen gibt die verrauschte 

(2.1.:z) 
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Beobachtungsgleichung 

Y(t) + Rauschen. = gxtt) (2.1.3) 

Die Spalten der nxm Matrix Q = (c l ,  . . . .cm) können in dem Raum der Beobachtun- 

gen Y ( t )  interpretiert werden. Wir bezeichnen die cm, μ=1, . . . ,m, deshalb auch 

als Muster. Das Rauschen symbolisiert z.B. die durch Meßfehler vorhandenen 

Unsicherheiten in den Daten. 

Die zeitliche Entwicklung des Systems wird durch die stochastische dyna- 

mische Gleichung 

X(t) = F[X(T<t),a,t-1] + Rauschen (2.1.4) 

modelliert. Wir deuten hier den Fall an. daß das gewählte Modell F von den 

Zustandsvariablen X(T) der vergangenen Zeitpunkte r<t. den zeitlich konstanten 

Parametern a = (al, . . . ,ad) und von der Zeit t selbst abhängt. In dem Rauschen 

wird die Entwicklung des Systems auf Zeitskalen zusammengefaßt, die verglichen 

m1t den Zeitskalen des zu beschreibenden Phänomens sehr kurz sind. 

Das Rauschen der Beobachtungsgleichung (2.1.3) se1 ein weißes Rauschen 

s(t) <e(t)> = o und der <s(t)eT(t')> so. 
Für diese Eigenschaft schreiben wir im folgenden e~WN(0,ß). Die Klammern <. . .> 

stehen für eine Mittelung über die Zeit. Das Rauschen der dynamischen Glei- 

chung sei ebenfalls ein weißes Rauschen n(t) mit n-wn(o,g). Setzen wir weiter 

voraus, daß die Zeitreihen Y(t) und X(t) stationär sind, d.h. alle ihre sta- 

tistischen Eigenschaften in der Zeit konstant sind, und daß der Mittelwert von 

Y(t) und X(t) verschwindet, so 1st das Modell 

m1t dem Mittelwer t Kovarianz =B. 

y(t) = §_X(t) + e(t), c~WN(0,§), (2.1.5) 

x(t) = F[X(r<t),a,t-1] + n(t), n~WN(0,Q.). (2.1_6) 

konsistent formuliert. 

Modelle dieser Struktur, bestehend aus einer Beobachtungsgleichung 

(2.1.5) und einer dynamischen Gleichung (2.1.6), heißen Zustandsraummodelle. 

Sie wurden zuerst im Bereich der Regeltechnik entwickelt. Eine typische Anwen- 

dung 1st die Beschreibung der Position einer Rakete. Signale dleser Art sind 

meist nicht direkt beobachtbar, systematisch gestört und durch Rauschen verun- 

reinigt. Ein Ansatz mit Beobachtungsglelchung und dynamischer Gleichung liegt 

nahe. Erst in den letzten Jahren wurden Zustandsraummodelle auch bei der Zeit- 

reíhenanalyse angewandt. Hier scheinen sie vor allem in der Ökonomie Eingang 

gefunden zu haben. 
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Einführungen in das Gebiet der Zustandsraummodelle finden slch in zahl- 

reichen Lehrbüchern über Zeitreihenanalyse [z.B. Brockwell und Davis (1987). 

Harvey (1981a,b), Honerkamp (1990). Schlíttgen und Streitberg (1987), Schnei- 

der (1986)] . Ausführlich behandelt werden sie in dem Buch von Aokl (1987). Be1 

der Analyse geophysikalischer Zeitreihen scheint Aok1s Ansatz n(t+1) 

für die› Rauschterme jedoch nicht angebracht. Es kann vielmehr angenommen 

werden, daB die durch das Beobachtungsrauschen symbolisierten Unsicherheiten 

in den Daten unabhängig sind von dem stochastischen Antrieb des Systems. Es 

wird daher vorausgesetzt, daB das Beobachtungsrauschen und das Systemrauschen 

unkorreliert sind: 

<e(t+r)nT(t)> = o  für alle Zeitverschiebungen T. 

= §e(t) 

(2.1.7) 

2.2 DIE DEFINITION DER PRINCIPAL INTERACTION/OSCILLATION PATTERNS (PIPS/POPS) 

Oft erscheint das zeitliche Verhalten komplexer Systeme durch die 

Wechselwirkung einiger weniger Muster bestimmt zu sein. Zustandsraummodelle 

wie (2.1.5.6) mit nur wenigen Freiheitsgraden (d.h. man) können daher die 

wesentlichen dynamischen Eigenschaften des beobachteten komplexen Systems wie- 

dergeben. In diesem Fall bilden die Spalten der Matrix Q. = (e1,...,cm) (2.1.5) 

eine Basis des Unterraumes, auf den die Dynamik des Systems beschränkt ist. 

Ist die Modellfunktion F[X(r$t),a,t] der dynamischen Gleichung (2.1.6) 

linear und unabhängig von der Zeit t, so beschreibt das Zustandsraummodell 

(2.1.5,6) ein System von Oszillatoren und Relaxatoren (siehe Kapitel 2.11). 

μı μ=1,.. .,m, werden dann Principal Osc1llatlon Patterns 

genannt. Ist die Modellfunktion F[X(rst),a,t] dagegen nichtlinear oder zeitab- 

hängig und umfaßt damit eine allgemeinere Form der Wechselwirkung, so heißen 

die Muster C μ' μ=1, . . . ,m, Principal Interaction Patterns (PIPs) [Hasselmann 

(1988)] . Die Bezeichnungen PIPS und POPs sind dabei unabhängig von dem 

gewählten Verfahren zur Schätzung der Parameter des Zustandsraummodells. 

Die Muster c (POPs ) 

2.3 DIE FREIHEIT IN DER DARSTELLUNG DES ZUSTANDSRAUMMODELLS 

Es ist wichtig zu erwähnen, daB eine erhebliche Freiheit in der Dar- 

stellung des Zustandsraummodells (2.1.5,6) besteht. Für die mit der regulären 

mxm Matrix _ 1_ transformierten Zustandsvariablen 

x'ct) = ;x(t). (2.3.1) 
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kann das Zustandsraummodell ganz analog formuliert werden: 

ytt) + e(t), s~wn(o,g), = g'x'(t) (2.3.2) 

X'(t) = F'[X'(r<t),a',t-1] + n'(t). 'n'~WN(0,Q' ) (2..3.3) 

mit 

Q' = L-1 a (2.3.4) 

F'[X'(rst),a',t] = LF[X(rst),a,t], (2.3.5) 

(2.3.6) 

Die beiden Formulierungen (2.1.5,6) und (2.3.2,3) des Zustandsraummodells sind 

genau dann äquivalent, wenn die beiden Modellfunktlonen F[X(17St),a,t] und 

F' lx' (1:st),a' ,tl zu derselben Klasse von Modellen gehören. Im Falle eines 

linearen Modells 

F[X(t),A] = got) (2.3_'7) 

ist eine lineare Transformation L. zu einem äquivalenten Zustandsraummodell 

F' tx' (t),A' ] A'X' (t), (2.3.8) 

immer möglich, weil mit (2.3.1) und 

A' = LAI.'1 (2.3_9) 

die Transformationsgleíchung (2.3.5) erfüllt ist. 

Um eine eindeutige Darstellung zu erhalten, sind deshalb Nebenbedíngungen 

für die Muster Q, die Modellklasse F oder die Kovarianzmatríx Q. zu formulieren 

[z.B. Hasselmann (1988). Honerkamp und Weese (1989), Peña und Box (1987)] . So 

kann für das lineare Modell (2.3.7) angenommen werden, daß die Systemmatrix 5 
die Form 

Cr) 
l 
*\ 

I \'x 
0 

I II 
<1 

0 (::)(_) ( • ) 

hat, denn e ne quadratische Matrix kann unter geringen Vbraussetzungen auf 

eine solche Gestalt gebracht werden. Doch auch in dieser speziellen Formulie- 

rung sind noch weitere Nebenbedingungen für eine eindeutige Darstellung not- 

wendig. 

(2.3.10J 
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Die in dieser Arbeit verwendete eindeutige Darstellung der Zustandsraum- 

modelle (2 .1 .5 ,6 )  mit einer linearen, zeitunabhängigen Modellfunktion 

F[X(1:st),a], wie sie auch das lineare Modell (2.3.7)  darstellt, wird in Kapi- 

tel 2.  11 vorgestellt. Zunächst aber werden in den folgenden Kapiteln verschie- 

dene Schätzverfahren für Zustandsraummodelle entwickelt. 

2.4 DıE SCHÄTZUNG DER ZUSTANDSVARIABLEN 

möglich, 

jedoch neben den Beobachtungen Y ( t ) ,  t=1, 

§1 des 

variablen X ( t ) ,  t = 1 , . . . , t  

Es ist nicht die Zustandsvariablen zu beobachten. Sind 

" " m a x '  

und Zustandsraummodells (2 .1.5,6)  gegeben, so können die Zustands- 

max' geschätzt werden. 

Für ein Zustandsraummodell (2.1.5,6)  mit der linearen Modellfunktion 

F [X ( t ) ,A ]  = AXU1) erhält man mit Hilfe des Kalman-Glättungsfilters elnen 

Schätzer X ( t ) ,  der linear von allen Beobachtungen Y ( t ) ,  t=1, . . . ıtmax' abhängt 

und den quadratischen Fehler <IIX(t)-X(t) l l2> minimiert. Dabei steht II. . . II für 

die Norm l[xll2 = xix eines Vektors x. Verschiedene Herleitungen und 

Interpretationen der Filtergleichungen, sowie einige numerische Varianten 

finden sich z.B. in Schneider (1986). Ein auf dem Kalman-Glättungsfílter 

aufbauendes Verfahren zur Bestimmung der Maximum-L1kelihood-Schätzer der 

Parameter Q, a, B und Q des Zustandsraummodells wurde von Gantert (1989) 

entwickelt. 

Ein Nachteil des Kalman-Glättungsfilters is t ,  daß die lineare Modellfunk- 

tion F [X ( t ) .& ]  = ıAıX(t) unmittelbar eingeht. Verallgemeinerungen des Kalman- 

Filters für beliebige Modellfunktionen F[X(1:st),a,t] sind zwar möglich [ z .B .  

Jazwinski (19'70)] , Jedoch scheint für die Aufgabe. verschiedene, auch nicht- 

lineare Modelle zu entwickeln, ein Schätzer wünschenswert, der unabhängig von 

der gewählten Modellfunktion ist .  

Hier bietet es sich an, den linearen, erwartungstreuen Schätzer 

X ( t ; t )  = g:_+y(t), § = (§T@'1QTm, 

der von Hasselmann (1988) Dieser Schätzer 

Q 

zu verwenden, vorgeschlagen wlrd. 

hängt nur von der Beobachtung Y ( t )  zu dem Zeitpunkt t ,  den Mustern Q (Q habe 

den Rang m) und der noch zu wählenden, symmetrischen und positiv definiten nxn 

Matrix Q ab. Das zweite Argument von X ( t ; t )  deutet dabei an, daß die Zustands- 

variable (vgl. _ X ( t )  zur Zeit t geschätzt wird ( 2 . 5 . 1 ) ) .  C+ ist die Moore- 

Penrose-Pseudoinverse von [Stoer (1983)] . Die Beobachtung Y ( t )  wird durch 

x ( † )  

auch die Parameter Q, a, B. 

2 

( 2 . 4 . 1 )  
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gx(1;;t) mit dem Fehler 

e'(t) y(t) ex(t;t) (2.4.2) 

B 

Gléttungsfilter geht 

Weese (1989), 

approxímíer t. Der quadratische Fehler <e'T(t)fle' (t)> ist minimal in der Klasse 

linearer, erwartungstreuer Schätzer. Mit der Metrik M = -1 

den quadratischen Fehler <IIX(t)-X(t;t)ll2> (Gauß-Markov-Theorem) 

(1970)1. 

Ist die Beobachtungsglei Chung (2.1.5) rauschfrei, d.h. 5. = ıQı, so ist die 
Zustandsvariable X(t) durch die Beobachtung Y(t) gegeben und der Kalman- 

1n den Schätzer (2.4.1) mit §1 = L über [Honerkamp und 

Honerkamp (1990)] . Der Fall einer rauschfreíen Beobachtungsglei- 

chung wird in Kapitel 2.7 behandelt. 

gilt dies auch für 

[Jazwlnskl 

2.5 DIE SCHA7TZUNC DER PARAMETER DES ZUSTANDSRAUMMODELLS 

Wir betrachten nun das System des Zustandsraummodells (2.1.5,6) genauer. 

Es seien die Beobachtung Y(r) und die Zustandsvaríable X(T) zu den Zeitpunkten 

r<t sowie die Parameter Q, a, E. und .Q gegeben. 
Aus der dynamischen Gleichung (2. 1.6) folgt 

X(t;t-1) F[X(r<t),a,t-1] (2.5.1) 

als Ein-Schritt-Vorhersage des Systemzustandes mit dem Vorhersagefehler 

n t t )  = x ( t )  - X ( t ; t - 1 ) .  

Das zweite Argument von X( t ; t -1 )  an, daß die Zustandsvariable X ( t )  zur Zeit 

t-1 geschätzt wird (vgl. ( 2 . 4 . 1 ) ) .  Aus der Beobachtungsgleíchung (2 .1 .5 )  

ergibt sich der zu erwartende Beobachtungswert 

(2.5.2) 

Y(t;t-1) = QX(t;t-1) 

mit dem Vorhersagefehler 

(2.5.3) 

p(t) y(t) Y(t;t-1). (2.5.4) 

Sind die Rauschterme e(t) und n(t) unkorrelier t (2.1.7), 

Vorhersagefehler 

so gilt für den 

p(t) = e(t) + Qn(t), P "' WN(0,§_) » 

UJI -LL R + 
T C C (2.5.5) 

Sind e(t) und n(t) normalverteilt, so 1st auch p(t) normalverteilt. Dann gibt 

-1/2 1 T -1 
p(Y) = exp[-äp (t)§. p(t)] 

t 
max 

n [ t=1 
[(21r)Ndet(§) ] I (2.5.6) 
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t=1 , . . . , t  , max 
Dabei steht p ( t )  

die Wahrscheinlichkeit an, die Zeitreihe Y ( t ) ,  als eine Reali- 

sierung des Modells (2. 1.5,6)  zu beobachten. als Abkürzung 

für (2 .s .1 ,3 ,4)  

p ( t )  = O t t )  - gF[x(†<t).«,t-11. 

Je größer die Wahrscheinlichkeit p (Y)  ist, desto besser ist offensicht- 

l1ch das Modell geeignet, die wirklichen Beobachtungen Y ( t ) .  max' 

beschreiben. Die Parameter Q, a, §_ sind daher so zu wählen, daB p(Y)  maximal 

bzw. die Funktion 

(2 .S. '7)  

t = 1 , . . . , t  zu 

f ( Y )  t-2 n1n[p(Y)] 
max 

1n[2n] 

l [tl-l<p(tlpT(t)>§.'11 + 1n[detf§J1] ( 2 . 5 _ 8 )  

minimal i s t .  

2.6 DAS ML- UND DAS LS0-VERFAHREN: zwEi ITERATIVE SCHÄTZVERFAHREN 

Die beiden Schritte der Schätzung der Zustandsvariablen (Kapitel 2.4)  und 

der Parameter des Zustandsraummodells (Kapitel 2 .5 )  werden nun zusammengefaßt. 

Dabei werden zwei mögliche Verfahren vorgestellt. Das ML-Verfahren ist ein 

Schätzverfahren zur Minimierung der Funktion f ( y )  (2 .5.8) .  Man erhält die 

Maximum-Likelihood-Schätzer der Parameter Q., a, -8. und Q. Das LSQ-Verfahren 

bestimmt die Parameter Q. und a als die Least-Squares-Schätzer. Der Aufwand 

dieses einfacheren Schätzverfahrens 1st erheblich geringer, wodurch die Analy- 

se von Systemen mit einer großen Anzahl n beobachteter Zeitreihen Y ( t )  erst 

möglich wird. 

a) Das ML-Verfahren: d ie  Maximum-Likelihood-Schatzer 

2.  J 

Zur Bestimmung der Maximum-Líkelihood-Schätzer der Parameter Q, a, 5 und 

9. bietet slch ein iteratives Verfahren an- 

1. ) Für gegebene Zustandsvariablen x~(1-1)(t%t) bestimme man die Parameter 

Ö H ) ,  a U ) ,  š ( i )  als Minimum der Funktion f ( Y )  ( 2 . 5 . 8 ) .  

Für gegebene Parameter zU), zU) schätze man die Systemzustände 

›"i("(t;t) gemäß der Beziehung (2 .4 .1)  mit m = [fiMfl .  

Unter der Annahme, daB die Parameter Q und §. unabhängig sind von den Modell- 

parametern a, kann der erste Iterationsschritt aufgespaltet werden: 
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1. 1 )  

1 . 2 )  

Zustandsvariablen Für gegebene í ( i lU ( t ; t )  

š(1-1) bestimme man die Modellparameter au) 

f ( Y )  ( 2 . s . 8 ) .  

gegebene Zustandsvaríablen iN-1) ( t ; t )  und Modellparameter 

die Parameter zU), š ( í )  

und Parameter 

als Minimum der Funktion 

§(i '1) ,  

~ ( 1 )  a Für 

bestimme man als Minimum der Funktion f ( Y )  

( 2 . 5 . 8 ) .  

Man erhält durch Minimierung der Funktion f ( Y )  ( 2 .5 .8 )  nur die Kovarlanzmatrix 

§. Ist die Matrix Q bekannt, so kann aufgrund der Beziehung § = C0.cT + 5 

( 2 . 5 . 5 )  auch ßI bestimmt werden. Jedoch ist § = § - CQCT möglicherweise nicht 

positiv semidefinit. Deshalb ist f (Y )  mit §_ = QQQT + 3 bzgl. der Kovarianz E. 

zu minimieren. Der Iterationsschritt 1 .2 )  wird ersetzt durch: 

1.2.11 Für gegebene Zustandsvariablen x~(í-1)(tit) und Modellparameter 

schätze man den Vorhersagefehler der Zustandsgrößen 'n(t) ( 2 . 5 .  1.2) und 

bestimme § ( í )  als das Maximum der Funktion 

t max 

.In I 
bzw. als Minimum der Funktion 

p ( X )  2 m -1/2 1 - 
I (  or) det(Q)] exp[-§nT(t)9L 1n(t ) l  

» 

~ ( i )  a 

( 2 . 6 . 1 )  

1 T -1 
g(X)  = a [trat[<n(t)'n (t)>g. 1 + 1n[det(g)1]. 

1 .2 .2)  Für gegebene Zustandsvariablen x~(1-1)(t;t) und Parameter a §.(1) 

bestimme man die Parameter šü), fi(1) als Minimum der Funktion f ( Y )  
T (2 .5 .8)  mit § = c c + 5 ( 2 . 5 . 5 ) .  

Die positiv semidefíníten Kovarianzmatrízen B. und Q sind eindeutig durch die 

(2 .6 .2 )  

~ ( i )  
I 

R :  

undo 

T B B und Q 

und B ein. 

Dreíecksmatrízen QR bestimmt' 

gQg; 

In das Verfahren gehen deshalb nur eR _Q 

Fassen wir das Iteratíonsverfahren zusammen: 

1.1) Für gegebene Zustandsvaríablen ›?(i`1)(1;;t) und Parameter š(1-1) 

fiü-1), §(í-1) bestimme man die Modellparameter a als Minimum der 

Funktion f ( Y )  ( 2 . s . 8 ) .  

1.2.1)  Für gegebene Zustandsvariablen ›AE(1l1)(t;t) und Modellparameter aU)  

schätze man den Vorhersagefehler der Zustandsgrößen †ı(t) (2 .5 .  1.2)  und 

bestimme iM = [šåıınšálılr als das Minimum der Funktion g ( X )  

( 2 . 6 . 2 ) .  

~ ( 1 )  

(2 .6 .3 )  
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1 . z . z )  

2. J 

~ ( i )  
9 Für gegebene Zustandsvaríablen x~(1-1) ( t ; t )  und Parameter a § ( i )  

bestimme man die Parameter zU), š( i )  = [En]  [ııılšá1)]T als Minimum der 

Funktion f ( y )  ( 2 . s . 8 ) .  

Für gegebene Parameter š(1) und ñ( i)  schätze man die Systemzustände 

x~(1)(t;t) gemäß der Beziehung (2.4.1) mit Q = [fi(1)]-1. 

Die Iteratíonsschritte 1 . 1 ) ,  1 . 2 . 1 )  und 1 . 2 . 2 )  beinhalten jeweils ein 

Mínimíerungsproblem, das durch Routinen einer Programmbibliothek gelöst werden 

kann. Sind die Dimension m des Zustandsraumes und die Zahl p der Modellpara- 

meter a klein, so genügt für die Schritte 1.1) und 1.2.1) z.B. ein Quasi- 

Newton-Verfahren (wie die Routine E04JAF der NAG-Biblíothek). Da die Anzahl n 

der Beobachtungszeitreihen Y ( t )  í . a .  groB ist ,  empfiehlt es sich, für den 

Schritt 1.2 .2)  ein Konjungier le-Gradienten-Verfahren zu verwenden (z .B .  die 

Routine EO4DGF der NAG-Bibliothek; siehe Anhang A .1  für die ersten Ableitungen 

der Funktion f ( y )  bzgl. _C und eR). 

Ist bei allen drei Iterationsschrítten 1 .1 ) ,  1.2 .1)  und 1.2 .2 )  keine 

weitere Minimierung der Funktionen f ( Y )  bzw. g(X)  möglich, so ist eine selbst- 

konsistente Lösung des Iterationsverfahrens gefunden. 

b )  Das ALSo-Verfahren: d ie  Least-Squares-Schatzer 

1 . 2 )  

2.  ) 

Bei der Analyse einer größeren Anzahl n von Beobachtungszeitreihen Y ( t )  

dominiert die Anpassung der nx(n+1)/2 Koeffizienten der Matrix BR (5. gfigšı 
im Iterationsschritt 1.2.2)  den Aufwand des soeben beschriebenen iterativen 

Verfahrens zur Bestimmung der Maximum-Likelíhood-Schätzer der Parameter ıçı, a, 

3 und Q. Um auch für große n eine Analyse zu ermöglichen, ist ein einfacheres 

Schätzverfahren notwendig. 

Wir wählen deshalb die Parameter .Q und a so, daß das quadratische Mittel 

f '  (y )  = 1 <pT( t )p( t )>  

des Vorhersagefehlers p ( t )  (2 .5 .7 )  minimal ist .  Die Gütefunktion f '  (Y)  ist 

unabhängig von den Kovarianzmatrizen _8 und Q. 

Zur Lösung bietet sich wiederum ein Iteratíonsverfahren an: 

1.1) Für gegebene Zustandsvariablen í ( i l 1 ) ( t ; t )  und Muster š(i-1) bestimme 

man die Modellparameter aU) als Minimum der Funktion f '  (Y) 

Für gegebene Zustandsvariablen x~(l-1) ( t ; t )  und Modellparameter 

bestimme man die Muster š(1) als Minimum der Funktion f '  (y) ( 2 . 6 . 4 ) .  

Für gegebene Muster š(1) schätze man die Systemzustände x~(1) ( t ; t )  

gemäß der Beziehung (2.4.1)  mit M = I .  

( 2 . 6 . 4 )  

( 2 . 6 . 4 ) _  
&(1)  
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Das Mínímíerungsproblem in Iterationsschrítt 1. 1) kann durch ein Quasi- 

Newton-Verfahren (z.B. der Routine E04JAF der NAG-Bibliothek) gelöst werden. 

Das Minierungsproblem in Iterationsschritt 1.2) wird, da die Muster in die 

Funktion f' (Y) nur quadratisch eingehen, auf die Lösung eines linearen Glei- 

chungssystems zurückgeführt (siehe Anhang A. 1). 

Eine selbstkonsístente Lösung des Iterationsverfahrens ist gefunden. wenn 

in den beiden Iterationsschritten 1.1) und 1.2) keine weitere Minimierung der 

Funktion f' (Y) möglich ist. Abschließend schätzen wir die Kovarianzmatrtx Q 

des Systemrauschens als die Kovarianzmatrix <n(t)nT(t)> des Vorhersagefehlers 

der Systemzustände n(t) (2.5. 1,2) und die Kovarianzmatrix 3 des Beobachtungs- 
rauschens als die Kovaríanzmatríx <e' (t)s'T(t)> des Approximationsfehlers 

e'(t) (2.4.1,2). 

2.7 DAS EOFML-VERFAHREN= 

DIE EMPIRISCHEN ORTHOGONALFUNKTIONEN (EOFs) ALS MUSTER 

5) m1t §.=Q) 
In diesem Kapitel wird der spezielle Fall einer rauschfreien Beobach- 

tungsgleíchung ((2.1. 

y(†.) = gxtt) (2.7.1) 

betrachtet. Außerdem seien die Muster Q. orthonormal ( Q Q  = l) . Wegen der Frei- 

heit in der Darstellung des Zustandsraummodells (siehe Kapitel 2. 3) ist diese 

Wahl z.B. für lineare Modellfunktionen F[X(rst),a,t] wie (2.3.7) möglich. 

Es sei 

= T T C = <X t x t xx ( ) ( ) > 

mit L = (11,...,1m) und A diagMl, 

C xx der Zustandsvariablen X(t) 

positiven Eígenwerte Äμ 

[71 › 
μ 

( Cxx 
l al sei durch 

(2.7.2) 

in die orthonormalen Eigenvektoren 

habe den Rang m). 

,Am) die Zerlegung der Kovarianzmatrix 

Lu und die 
Die Reihenfolge der Eigenpaare 

A 1 Z *z z, . ,z R. in 
gegeben. Aus der Beobachtungsgleichung (2.7.1) folgt fir die Kovarianzmatrix 

der Beobachtungen Y(t) die Zerlegung 

T C = <Y(t)Y (t)> 
yy 

CC CT - xx- -In _ (-Q1)A(Q-I)T =;A;T » 

(2.'7.3) 

(2.'7.4) 

5.= . (2.7.5) 
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toren der Kovarianzmatrix C 

mit den Spaltenvektoren er von g (er, . . . ,er) als den er thonormalen Eígenvek- 

yy zu den Eigenwerten Ad. Die übrigen (n-m) Eigen- 

werte von Cw sind Null. D1e er sind die bekannten empirischen Orthogonalfunk- 
tionen (EOFs) der Beobachtungen Y(t) [z.B. von Storch und Hannoschöck (1985)] . 

Daraus folgt, daB die PIPs/POPs cm Linearkombinationen der EOFs er 
(2.7.5) sind. Die schon erwähnte Freiheit in der Darstellung des Zustandsraum- 

auch die Zustands- 

variablen 

modells ermöglicht es, die PIPs/POPs gleich den EOFs zu wählen. 

Mit den Beobachtungen Y(t) und den Mustern Q sind 

x(t) = Q+Y(t), C+ = (§.TQ)-1§T 

gegeben (vgl. (2.4.1)). Sind wie in diesem Abschnitt die Muster Q. als ortho- 

normal vorausgesetzt ( Q Q  = .l), ist die Pseudo inverse § gleich der Transpo- 

nierten der Muster, § = Q .  

Die noch unbestimmten Parameter a und Q sind so zu wählen, daB die Wahr- 

scheinlichkeit 

(2.'7.6) 

p(X) 
t 
max n 

t=1 

m . 
[[(2n) det(Q)] 1/2 eX<['§vTf t)QI

1n(t)1 
9 (2_'7.7) 

n(t) = x(tJ - F[x(r<t),a,t-11, (2.'7.8) 

die 

_E= 

Zeitreihe X(t). als eine des 

Q in (2.7.5), 

unabhängig 

gegebene t=1,...,tmax, Realisierung 

stochastischen dynamischen Modells (2.1.6) zu beobachten, maximal ist. 

Die Wahl der Muster Q. als die EOFS der Beobachtungen Y(t) und die 

anschließende Bestimmung der Parameter a und Q. als Maximum-L1kelihood-Schätzer 

wird im folgenden als EOFML-Verfahren bezeichnet. 

Es seien noch einige bekannte Eigenschaf ten der EOFs genannt. Wählen wir 

so folgt aus (2.7.2), daB die Koeffizienten Xμ(t) der EOFs 

e μ statistisch sind und ihre Varianz dem 

Eigenwert Ad 1st. Für die Varianz der Beobachtungen gilt 

m 
vor[Y(t)] 1 = ZA 

μ=1 

da wir in diesem Kapitel den spe- 

(2.7.1) betrachten und 

yy gleich Null sind. Die zeitliche Entwick- 

lung er μ der μ-ten EOF beschreibt im Mittel 100x[Äμ/var[Y(t)] A der 

Varianz der Beobachtungen Y(t) . Die gewählte Reihenfolge der Eigenwerte Ad 

(2.7.3) sortiert die EOFs entsprechend dieser erklärten Varianz. 

iII[cyy] tr[c 
XX 

p,` 

Summiert wird hler nur über m Eigenwerte Ad, 

zlellen Fall einer rauschfreien Beobachtungsgleichung 

die übrigen (n-m) Eigenwerte von C 

x (t) 

gleich dazugehörigen 

(2.'7.9) 

o 



16 2. Parameterschatzung fur Zustandsraummodelle 

2.8 DıE VERALLGEMEINERTEN EMPIRISCHEN FUNKTıONEN (GEFs) 

Im letzten Kapitel haben wir gezeigt, daß für ein Zustandsraummodell mit 

rauschfreíer Beobachtungsgleíchung ( ( 2 .  1 . 6 ) ,  (2 .7 .1) )  der Unterraum, auf den 

die Dynamik des Systems beschränkt ist ,  durch die EOFs der Kovarianzmatrix City 

der Beobachtungen Y ( t )  gegeben ist (2 .7 .5 ) .  Dieser Zugang kann auf natürliche 

Weise verallgemeinert werden, indem die Singuläre-Werte-Zerlegung der 

Kovaríanzmatrix C yy(r) mit einer Zeitverschiebung 1 betrachtet wird. 

Bezeichnen wir mit 

c X X m l  = <x(t+tJxT(tJ> 

die Kovarianzmatrix der Zustandsvariablen X ( t )  mit der Zeitverschiebung I ,  so 

1st 

( 2 , 8 . 1 )  

C XX('r) = § (~ tJA( ) ;TCN (2 .8 . z )  

in 

Tripel 

abhängig von der Dynamik mit zunehmendem 1 kleiner werden, d.h. die Kovarianz- 

s ( T ) ,  
μ 

A m(T) 

Vektoren die negativen 

singulären Werte Äμ(T) (1986)1 

Hat C xx(O),  wie auch im letzten Kapitel 2 .7  vorausgesetzt, den Rang m, so 1st 

xx(I) mit einer Zeitverschiebung T ebenfalls m, 

die singulären Werte Aμ(t) sind positiv. Es ist  unmittelbar einsichtig, 

daB dies Zeitverschiebungen 1: gelten kann, 

mit §I(1:) (s1(1:),...,sm(1:)), l(1') = (t1(1:),...,tm('ı ')) und Mr )  d1ag(1i1(1:), 

. . . ,Am(r ) )  die Singuläre-Werte-Zerlegung (Singular Value decomposition, SVD) 

die er thonormalen sμ(1:) und tμ(1:) und nicht 

[ z .B .  Stoer und Bulirsch (1978), Press et al. . 

der Rang der Kovarianzmatrix C 

d.h. 

nur für kleine weil Kovarianzen 

matrix City('r) nur für kleine T gut konditíoníert ist. Die Reihenfolge der 

[ Ä  (1:), t ('ı')] 1st durch 
μ μ 

A1(r) A2( t )  Z,  

gegeben. Aus der Beobachtungsglei Chung (2 .7 .1)  folgt für die Kovarianzmatrix 

T = <Y(t+1:)Y ( t ) >  

>- 
I I ( 2 . 8 _ 3 )  

T 
.QCxx(T)Q 

§('c), 

C yy(r) 

der Beobachtungen Y ( t )  mit der Zeitverschiebung r 

T T 
C yy('r) ( § c w ) A w J ( g c n )  =Q(1:)A(1:)Y_ ( T ) ,  

Q('r) 1(1) = hQ1(1r), 

m1t den Sétzen orthonormaler Vektoren 11st) = (u1(T), . . . ( r ) )  und .Year) = 

( v 1 ( r ) , . . . , v m ( r ) )  (es gelte w e  im letzten Kapitel g o  = .L). Dies ist gerade 

die SVD der Kovarianzmatrix Cyy(t) zu den positiver singuléren Werten A ( r )  . 

,um 

( 2 . 8 . 4 )  

( 2 .8 .5 )  

( 2 . 8 . 6 )  
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Die übrigen (n-m) singulären Werte von Cyy(r) sind Null. 

Für den Fall 1 = O erhalten wir die bekannten Ergebnisse (2.7.2,4,5J aus 

dem vorigen Kapitel: 
IF4

 
II im
 § II [»

-1
 

o »1
 

1 A = A(0), lm
 

II IC
 § II l<
 

O (2,8.'7) 

I 

Es sind also neben den Mustern Q auch deren Línearkombínationen Q(t) oder 

111) 

Q (g1,...,gm), 

(gM) ,_vcoJ ,Q(1) ,-Y-(1).Q(2) ,!(2), . . . 

(2.8.6) zu kleinen Zeítverschiebungen T Basen des Unterraumes, auf den 

die Dynamik des Systems beschränkt ist. 

Mit diesem erweiterten Zugang können wir nun die verallgemeinerten empi- 

rischen Funktionen (generalízed empirical functions, GEFS) einführen. Das 

daß die Unterräume, 

aufgespannt werden, 

alle etwas voneinander abweichen. Um, dlesen. Einfluß des Rauschens auszu- 

schließen, suchen wir einen ııgem1ttelten" Unterraum, d.h. eine orthonormale 

Basis die den von der Gesamtheit aller Vektoren 

) aufgespannten Raum am besten erfaßt, so 

bisher vernachlässigte Beobachtungsrauschen führt dazu, 

die durch die Basen Q(0), 1(0), Q(1), 1(1), -Q.(2), 1(2).... 

daß die quadratische Abweichung 

m m 

minimal 

Basisvektoren 

T 2 m Z Z [llu*l('r) - X iv getup(r)ll +llv (1:) - Z iv gTv*1 
v=1 

2 II~--II 
u Ü T=1 μ=1 v=1 

ist. Dabei steht für die Norm "x"2 Vektors Die 

nennen wir die verallgemeinerten empirischen Funktionen 

T x x  

g 11 
(generalized empirical functions, GEFS) . 

(1.']" 

eines 

(2.8.8) 

x. 

2.9 DER MULTIVARIATE DURBIN"LEVlNSON"ALGORlTHMUS UND DAS EOFMDL-VERFAHREN 

Ein autoregressiver Prozeß p-ter Ordnung (AR(p)-Prozeß) 

°n~WN(0,Q), 

Q '  C 
XX 

x(t) = _Ajxtt-j) + n(t), 
j=1 

w e  er a s  Modellfunktion eines Zustandsraummodells (2.1.5,6) vorliegen kann, 

erfiillt die Yule-Walker-Gleichungen 

(kJ - pA c (k-J), 
_1=1 

Q = (0) - §.¢ 
J=1 J 

k=1,...,p, 
XX 

C 
XX XXc-5). 

(2.9.1) 

(2.9.2) 

(2.9.3) 

Dabei 1st 

C no) = <x(t+k)xT(t)> XX 
(2.9.4) 
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die Kovarianzmatrix der Variablen X(t) mit der Zeitverschiebung k. Man erhält 

die Yule-Walker-Gleichungen, indem man die dynamische Gleichung (2.9. 1) von 

rechts mit XT(t-k), k=0,...,p, multipliziert und über die Zeit mittelt. 

Kennt man die Kovarianzmatrizen Cxx(k), so bilden die Yule-Walker- 

Gleichungen ein Gleichungssystem, um die Systemmatrizen J 
multívaríate Durbin-Levinson-Algorithmus löst dieses Problem in sukzessiv auf- 

steigender Ordnung p = 1.2,3, . . . Neben dem AR(p)-Prozeß (2.9.1) mit den Yule- 

Walker-Gleichungen (2.9.2,3) muß dabei gleichzeitig ein AR-(p)-Prozeß in nega- 

t1ver Zeitrichtung 

zu bestimmen. Der 

x(t) II AJX(t+J) + n it). 
J=1 

mit den Yule-Walker-Gleichungen 

(-k) - 5 (-k+J), 
J=1 

xx E -.j 
C 
XX 

A' 
-j Cxx 

XX('j) 

) N ,Q wn ( o 'al 

k=1, . . . ,p, 

A(p-1) A -(p-1 ) P-J 
A-(p) A(p-1) 

g`=c to) - A'c 
J=1 

betrachtet werden. lm univariaten Fall vereinfacht sick die Beziehung C (k) = 
T C (-k) der Kovarianzmatrizen (2.9.4) zu C (k) = C (-k), 
XX xx XX 

zesse (2.9.1,5) sind identisch. 

Sind die Modellparameter des AR(p-1)- und des AR-(p-1)-Prozesses bekannt, 

so ergeben sick die Green der Prozesse in p-ter Ordnung aus 

A(p) _ J _ 
-(p) A = - J 
A(p) 

p 

A-(pl 
p 

Die Rauschterme n(P)(t) und n-(P)(t) erhélt man aus den. Modellfunktionen 

(2.9.1) und (2.9.5), ihre Kovarianzmatrizen aus 

(p) 
Q 

r j=1,...,p-1, 

A j=1,...,p-1, 

(p) - A - J - P 
-(p-1) - .1 P -p-J 
A(p-1) [Q-(p-1)]-1 

-1 - - A (p )[9(p 1)] 1. 

v 

<n(P) lt) 1n(P) (t)]T>, 

(2.9.5) 

(2.9.6) 

(2.9_'7) 

xx 
und die beiden Pro- 

(2.9.8) 

(2.9.9) 

(2_9.10) 

(2.9.11) 

(2.9.12) 

<n'(Pl(t)[n'(P)(t)1T> -(p) £1 :: 

n (p) -(p) und die verwendeten H1 1fsgroBen A und A aus 

(2.9.13) 



2. Paramus terschatzung fur Zustandsraummodelle 19 

A(p) = <n(P)(t)[nl(Pl(t-p-1)]T>. 

A'(P) (t)[n(P)(t+p+1)]T>. <1n-(p) 

(2.9.14) 

(2_9.15) 

Gibt man als Startwerte 

-(0) 
= Q  

gm) C XX(0), (0) -(O) T A = [ A 1 = Cxx( 1 ) 

vor, so folgt für einen AR(1)- und AR-(1)-Prozeß aus (2.9.10,11) das bekannte 

Ergebnis 

(2.9.16) 

{ )  AI -1 (1)Cxx(0), -(1) - 1 
l -  

_ -1 c XX( 1)CXX(0)_ = C xx A 

In Anhang A.2 wird der nnfltivariate Durbin-Levinson-Algorithmus (2.9.8-15). 

aus den YUle-Walker-Gleichungen (2.9.2,3,6,7) hergeleitet. Die nnfltivariate 

Formulierung des Durbin-Levinson-Algorithmus geht auf Whittle (1963, 1983) 

zurück und findet sich auch in dem Lehrbuch von Honerkamp (1990). 

Die Zustandsvariablen X(t) eines Zustandsraummodells sind nicht beobacht- 

bar. Im speziellen Falle einer rauschfreien Beobachtungsgleichung (2.7. 1) 

können für lineare Modellfunktionen (2.9.1) die Muster .Q als die EOFS gewählt 

werden (siehe Kapitel 2.7). Mit den Mustern Q. sind dann auch die Zustands- 

variablen X(t) gegeben (2.7.6). 

Die Wahl der Muster Q. als die EOFS der Beobachtungen Y(t) und die Bestim- 

mung der Parameter eines AR(p)-Prozesses (2.9.1) als Yule-Walker-Schätzer mit 

Hilfe des multivariaten Durbín-Levinson-Algori thmus (2.9.8-16) wird im folgen- 

den als EOFMDL-Verfahren bezeichnet. Die POP-Analyse, die auf von Storch et 

al. (1988) zurückgeht, beruht auf dem EOFMDL-Verfahren. Dabei werden meist ca. 

zehn EOFs berücksichtigt und mit (2.9. 17) die Systemmatrix eines AR(1)- 

Prozesses geschätzt. 

(2_9_1'7) 

2.10 DIE HIERARCHIE DER SCHKTZVERFAHREN FUR ZUSTANDSRAUMMODELLE 

Das EOFMDL- (Kapitel 2.9). das EOFML- (Kapitel 2.7), das LSO- und das 

ML-Verfahren (Kapitel 2.6) schätzen die Parameter eines Zustandsraummodells 

(z.1.s,6) 

Y(t) = gxtt) + e(t), e~WN(0,§) 7 (2.10.1) 

X(t) F[x(r<t),a,t-1] + n(t), n~WN(0,Q.) . (z.10.2) 

mit zunehmender Genauigkeit . 

Das EOFMDL- und das EOFML-Ve rfahren setzen beide die Muster als die C 
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EOFs der Beobachtungen Y ( t ) .  

Zustandsvariablen (2 .7 .6)  

Mit dieser Wahl sind die Schätzwerte der 

X ( t )  = g + y ( t ) ,  

E- U
I 

1
-1

 
I U

I 
H

 U
I 

II 
+ U

I - (2.10.3)  

gegeben, an die die jeweilige Modellfunktion F[X(TSt),a,t] angepaßt wird. Das 

EOFMDL-Verfahren bestimmt die Yule-Walker-Schätzer der Modellparameter eines 

AR(p)-Prozesses (2.9.1) 

F[X('r=t-1 r . t - p )  a (_A1 » ,ApN II 5I.x(t-J ) 
J=1 .1 

beliebiger Ordnung p mittels des multivariaten Durb1n-Levinson-Algoríthmus, 

das EOFML-Verfahren dagegen bestimmt die Maximum-Likelihood-Schätzer der 

Modellparameter a und der Kovarianzmatríx Q für beliebige Model lfunktionen 

F[X( ' rSt ) ,a , t ] .  

Der wesentliche Unterschied dieser beiden Verfahren zu dem LSO- und ML- 

Verfahren is t ,  daB jene die Muster .Q gemeinsam mit den Modellparametern a für 

beliebige Modellfunktionen F[X(1:St),a,t] schätzen. Das LSQ-Verfahren bestimmt 

die Least-Squares-Schätzeı* für §_ und a, während das ML-Verfahren die Maximum- 

Likelihood-Schätzer für _c und cx zusammen mit den Kovaríanzmatrizen 3 und Q 

ermittelt. 

( 2 . 1 0 . 4 )  

= _c;"y(t), 

Beide verwenden den linearen, erwartungstreuen Schätzer (2 .4 .  1) 

X ( t ; t )  Q+ = (QTwl1§Tm, 

für die nicht zu beobachtenden Zustandsvariablen X ( t )  (Kapitel 2 .4 ;  Q = ;_ für 
-1 • ı ı  ıı das LSQ-Verfahren und M = E Dıeser Schatzer hangt nur 

von der Beobachtung Y ( t )  zu dem Zeitpunkt t ab. D.h. aber auch, daB er nur 

einen geringen Teil der zur Verfügung stehenden Information der gesamten Zeit- 

reihe der Beobachtungen Y ( t ) ,  t=1, . . . nutzt. 

f i r  das ML-Verfahren). 

t ' max' 
Für ein Zustandsraummodell mit einem AR(1)-Prozeß 

( 2 .10_5 )  

1-*[x(t-1),Al AX(t-1) ,  (2 .10 .6)  

als Modellfunktion erhält man mit Hilfe des Kalman-Glättungsfílters einen 

Schätzer X ( t ) .  der linear von allen Beobachtungen Y ( t ) .  . . . , t  abhängt 

und den quadratischen Fehler <IIX(t)-X(t)l l2> minimiert 2 . 4 ) .  

Ein auf dem Kalman-Glättungsfílter aufbauendes Verfahren zur Bestimmung der 

Maximum-Líkelíhood-Schätzer der Parameter des Zustandsraummodells wurde von 

Gantert (1989) entwickelt. Zunächst wird der aus einem Erwartungsschrítt und 

einem Maxímíerungsschrítt bestehende EM-Algorithmus angewandt [ z .B .  Shumway 

1;=1, . max 
(siehe Kapitel 
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und Stoffer (1982), Schneider (1986), Kirchen (1988)] . In der Nähe des gesuch- 

ten Maximums der Maximum-Likelihood-Funktion wird zu einem Quasi-Newton- 

Verfahren übergegangen. Auf diese Weise wird die Konvergenzrate gegenüber der 

alleinigen Verwendung nur eines der beiden Verfahren verbessert. Dieses auf 

dem Kalman-Glttungsfilter aufbauende Schätzverfahren ist also noch genauer 

als das ML-Verfahren. 

Elne Übersicht über diese Hierarchie der verschiedenen Schätzverfahren 

für Zustandsraummodelle gibt Tabelle 2. 10.1. 

Schätz- 

verfahren 

EOFMDL 

EOFML 

LSQ 

ML 

Kalman 

Schétzer der 
X ( t )  a 

I 

AR(p)-Proze8 

belleblg 

(2_].0_3) 

(2.10.3) 

EOF 

EOF 

beliebig 

beliebig 

AR(1)-Proze8 

= l  
-1 = 5  

(2.10.5) it M 
(2.10.5) it M 
Kalman-Gléttungsfilter 

Modell- 

funktionen .Q 

multivarater Durbin- 

Levinson-Algorithmus 

Maximum-L1kel1hood- 

Schétzer 

Kle1nst-Quadrate-Schétzer 

Maximum-Likel1hood-Schétzer 

Maximum-Likelihood-Schétzer 

Tabelle 2.10.1: Überblick über die Hierarchie der Schätzverfahren für 

Zustandsraummodelle, wie sie in diesem Kapitel zusammengefaßt sind. In der 

ersten Spalte steht die Bezeichnung des Verfahrens, in der zweiten die 

möglichen Modellfunktíonen F[X(1:S.t),a,t] , die mit dem jeweiligen Verfahren 

angepaßt werden können. Der entsprechende Schätzer der Zustandsvariablen X ( t )  

wird in der dritten Spalte angegeben. D1e beiden letzten Spalten fassen zusam- 

men, wie die Muster ıç. und die Modellparameter a bestimmt werden. 

2.11 DAS LINEARE ZUSTANDSRAUMMODELL ALS EIN SYSTEM von OSZILLATOREN UND 

RELAXATOREN 

Das Zustandsraummodell mit einem AR(p)-Prozeß (2 .9 .  1) als Modellfunktion 

ist das allgemeinste lineare Zustandsraummodell der Form (2.1.5,6)  mit einer 

zeitunabhängigen Modellfunktion F[X(1:st),a] . Es kann als ein System von Oszil- 

latoren und Relaxatoren aufgefaßt werden. 

Um dies zu sehen, muß der m-variate AR(p)-Prozeß (2.9.  1) zunächst in 

einen (pxm)-variaten AR(1)-Prozeß 
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z i t )  = zIz(t-1) + CU),  C~wn(o,3) 9 (2.11.1) 

umgeschrieben werden. Dabei ist 

z ( t )  

X ( t )  

X(t-1) 

xtt-1>+1 ) 

| 

II 

811 
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-p 
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( 2 . 1 1 . 2 )  

I Z ( t )  3 L3'LT zwtw,  

Dieser (pxm)-variate AR(1)-ProzeB kann nun a s  Linearkombination 

= LH'L-1, 

von stochatisch angeregten Oszillatoren und Relaxatoren 

( 2 .  11 .3)  

= a ' z ' ( t - 1 )  + C ' ( t ) ,  z ' ( t )  ç'~wn(o,3'), 

aufgefaßt werden, denn die Matrix fl läßt sich auf Blockdíagonalgestalt 

(2 .11 .4 )  

II 

in I z I 

l . 0 

0 

"-. 

( . ) . .  " ( .  

bringen. Voraussetzung dafür is t ,  daß alle (komplexen) Eígenwerte der Matrix 

ä' verschieden 

) 

(-=) Una _ 

sind. Die Blöcke stehen dabei für 

"i Ei 
--mii i = 1 , . . . , r ,  9 a.  

I 

(Z .  11.5) 

(2 .11.6)  

i=1,...,pxm-2r. ( . )  = wi. 
Mit (at ± i8i) werden die Zu komplexen Eigenwerte der Matrix ñ und mit Wi die 

pxm-2r reellen Eigenwerte bezeichnet. In Anhang A .3  wird die zugehörige Trans- 

formationsmatrix l_.ıı hergeleitet. 

Als determínístische Lösung von (2.11.4) erhält man die Oszíllatoren 

d Z ' .  t = 21-1( ) 

d Z ' .  t 21 ( ) 

z .  
I 

exp(l<it) cos(wit+-pi), 

2 . . ' . + . 1 e x p ( n t )  s 1 n ( w t  w ) .  
i=1, . . . , r ,  

(2 .11 .7J  

(2.11.8)  

2 + v 

I BI 
w. 

I 

mit der Démpfungsrate Ki = 1n1 , der 1/e-Abklingzeit 

Schwingungsfrequenz = ar'ctan(Bi/ai) und der Periode 

Relaxatoren 

d 
s . t 22r+1( ) 

Ti 
T. = Zn/w. 

|_ I 

Zi exp[l<it] l i=1, . . . ,pxm-Zr, 

-1/K¬ ı 
sowie 

der 

die 

(2 .11 .9)  
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D§mpfungsrate 1/e-Abklingzeit 

m 

,L X 

mit der '°i = ln117111 und der Tu = -1/Ki. 

Physikalisch sinnvoll sind nur stabile Oszillatoren und Relaxatoren mit einer 

Dämpfungsrate :ci < 0. 

Diese Oszillatoren und Relaxatoren können auch im Raum der Beobachtungen 

Y ( t )  veranschaulicht werden. Unter Berücksichtigung der Beobachtungsgleíchung 

(2.1.5)  und der Transformationen (2.11.2,3) ergibt sich 

m m pxm 
c X ( t )  c z ( t ) = z  Zcı 

μ=1 
Man beachte, daB die Zustandsvariable X ( t )  nur aus den ersten m-Komponenten 

des (pxm)-komponentigen Vektors Z ( t )  besteht (2.11.2). Faßt man die Linearkom- 

binatíon der Muster zu 

m 
= Z c › 

μ im 

Z )  ( t )  u um m p. u IJ- '* u=1 m=1 

: u l  <-  

m=1, . . . ,pxm, 

pxm 

m-1 
C m z m ( t ) .  

cm 1 
u=1 

zusammen, so erhélt man 

c X ( t )  = i u=1 II H 

Fair die einzelnen Oszillatoren und Relaxatoren (2.11.8,9]  folgt damn a s  

deterministische Léisung des Zustandsraummodells (2 .1 .5 ,6 ) :  

d Y i ( t )  °2i-1 Zu exp[l<it] cos[wit+¢i] - °2i Zu explicit] s1n[wit+¢i], 

i=1 , . . . , r ,  (2.11.13) 

(2_ .11 .10)  

(2 .11 .11)  

(2 .  11. 12) 

i=1, . . . ,pxm-2r. d _ › Y i ( t )  - C2r+i Zu exp[Kit], 

Der i-te Oszillator beschreibt demnach im Beobachtungsraum einen Zyklus 

(z .11.  14) 

c ' .  - ' .  21-1 > CZ: 

< c2i -c2i-1 

bei dem in Abständen von einer viertel Periode, Ti/4, die POPs 02i_1' -c2i, 

-c2i_1 und 02i als ııreine" Zustände auf treten. 

Zum Schluß sei noch bemerkt, daß trotz der gewählten speziellen Form der 

Systemmatrix H' (2.11.5) und der POPs Q' = ( c 1 , . . . ,  ) (2.11.11) noch immer 

eine Freiheit in der Wahl der Darstellung besteht. diese auszuschließen, 

sind weitere Nebenbedíngungen notwendig, die ím Anhang A . 4  zusammengefaßt 

sind. 

c » 

pxm 
Um 
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2.12 ZUR AOUIVALENZ von AR(p)- UND AR(1)-PROZESSEN 

Aus dem vorhergehenden Kapitel wissen wir, daB der zu dem m-varlaten 

AR(p)-Prozeß (2 .9 .1 )  äquivalente (pxm)-variate AR(1)-Prozeß (2.11.1) eine 

spezielle Gestalt hat (2.  1 1 . 2 ) .  Man beachte dabei besonders die Beziehung 

zwischen den Komponenten der Vektoren X ( t )  und Z ( t ) :  

X ult--5), Z =1, . . . ,m,  1 : = 0 , . . . , - .  1:xm+μ μ P 1 

Wesentlich ist außerdem, daB der Rang der Kovarianzmatrix des Rauschens der 

beiden äquivalenten Prozesse gleich is t '  

(2.12.1) 

rg [Q] r'g[3]- (2.12.2) 

Es gilt demnach festzuhalten, daß ein Zustandsraummodell (2.  1 .5 ,6 )  mit 

einem m-variaten AR(p)-Prozeß als Modellfunktion (2 .9.1)  im allgemeinen einen 

andereren stochastischen Prozeß beschreibt als ein Zustandsraummodell mit 

einem (pxm)-variaten AR(1)-Prozeß (2.11.1).  



3. STATISTISCHE TESTS 

Die Anpassung eines Modells ist nur ein Punkt bei der Analyse von Zeit- 

reihen. Es sind zusätzliche Tests notwendig, die das Ergebnis der Modellanpas- 

sung erhärten. In diesem Kapitel werden einige Hilfsmittel der Statistik be- 

reitgestellt, die bei den Anwendungen in den Kapiteln 4 und 5 benötigt werden. 

Grundlegend im Bereich der Zeitreihenanalyse ist die Annahme, daß der 

beobachtete Prozeß stationär ist.  Als erstes wird deshalb in Kapitel 3. 1 ein 

Stationaritätstest eingeführt. An Hand von Simulationen wird die Anwendbarkeit 

dieses Tests diskutíer t .  Eine weitere, häufig gemachte Annahme 1st, daß die 

Beobachtungen von einem linearen Prozeß stammen. Ein Test auf L1nearltät wird 

in Kapitel 3 .2  beschrieben und diskutiert. 

Wird an eine Zeitreihe ein Modell angepaßt, ist es wichtig, neben den 

geschätzten Modellparametern auch deren Vertrauensintervalle (Kapitel 3 . 4 )  als 

Maß für die Verläßlichkeit der Schätzung anzugeben. Diagnostische Tests der 

geschätzten Rauschterme (Kapitel 3.5)  geben Hinweise darauf, ob das Modell die 

Informationen des beobachteten Prozesses vollständig beschreibt. Die Wahr- 

scheinlichkeitsverteilungen der Modellparameter und der Testgrößen werden in 

dieser Arbeit durch Monte-Carlo-Simulationen approximiert. In Kapitel 3 .3  sind 

die Voraussetzungen genannt, die dabei eingehen. 

Ein sehr wichtiges Kriterium für die Aussagefähigkeit eines angepaßten 

Modells 1st die Vorhersagbarkeit des modellierten Prozesses. Abschließend 

werden deshalb in Kapitel 3.6  zwei Maße vorgestellt, die zusammen die Vorher- 

sagegüte eines angepaßten Modells charakterisieren. 

3.1 EIN TEST AUF STATIONARITA5T 

a) Der Stationaritätstest nach Priest ley und Subba Rao 

Eine der grundlegenden Annahmen bei der Zeitreihenanalyse ist ,  daB der 

beobachtete Prozeß stationär ist ,  d.h. daß alle seine statistischen Eigen- 

schaften in der Zeit konstant sind. Bel der Einführung des Zustandsraummodells 

(2.1.5,6)  haben wir dies ebenfalls vorausgesetzt. Soll die Anpassung eines 

Zustandsraummodells an die Beobachtungen sinnvoll sein, so müssen bei linearen 

Modellfunktionen zumindest deren erste und zweite Momente (Mittelwert, 

Varianz) zeitlich konstant sein. 
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Der Test auf Stationarität, der in diesem Kapitel beschrieben wird, geht 

auf eine Arbeit von Priestley und Subba Rao (1969) zurück. Timmer (1990) griff 

die Idee des Tests kürzlich wieder auf. Geprüft wird die Hypothese, daB die zu 

Z(t), 

t ' max' 
fir 

0(t,w) 

Für 

durch die Zeit 

II 

verschiedenen Zeitpunkten bestimmten Spektren einer Zeitreihe 

t=1, . . . gleich sind. Es werden nur die wesentlichen Punkte des Tests 

erwähnt, weitere Einzelheiten sei auf die beiden zitierten Arbeiten 

verwiesen. Voraussetzung für diesen Test ist, daß der Mittelwert der Zeitreihe 

Z(t] stets verschwindet und die zweiten Momente zu allen Zeiten endlich sind, 

da sonst die Spektren nicht berechnet werden können. 

Um die Spektren zu verschiedenen Zeitpunkten zu erhalten, gehen wir von 

den Fourier-Transformierten kurzer Ausschnitte der Zeitreihe Z(t) aus: 

t+h 
(1/zvc1iñ) z 

r= -h 
einen. größeren. Abschnitt der Zeitreihe Z(t), . . . ,t1+T/2, der 

al 

Z(1:)e-Wt 

t=t1-T/2, 

gekennzeichnet wird, erhält man durch Mittelung 

(3.1.1J 

1 
T+1 

2 

>> 

II 

TI 

f(t,w), £2 
3T 

T/2 
F(t1,w) z IU(ti-r,u›)l 

t=- /2 

einen konsistenten Schätzer für das Spektrum dieses Abschnittes. Asymptotisch 

gilt für den Erwartungswert und die Varianz des Schätzers 

2 E[f(t,w)] vor[f(t,w)] f (t,w). 

Die Schätzwerte š(t1,w1› und (t2,w2) sind statistisch unabhängig, eine 

der beiden Bedingungen 

lw1-w2l E, lt1-t2l » T 

gültig ist. Durch eine logarithmische Transformation 

(3.1.z) 

(3.1.3) 

wenn 

(3.1.4) 

Y(t,w) = 1og[f(t,w)l (3.1.5) 

erhalten wir einen Schétzer (t,w) mit den aymptotischen Eigenschaften 

vm1?u,wu E[y"ct,w)1 II Y(t,w), L 
3T mit w¢0,n. (3.1.6) 

D1e Varianz dieses transformierten Schätzers ist unabhängig von t und w. Es 

ist auch möglich, 

?u„w)= yu„w)+ s ü w )  (3.1.7) 
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E[e(t,w)] = 0. vor[e(t,w)] mit w¢0,n, 

zu schreiben, wobei der Fehler e(t,w) mit den Eigenschaften 

4h 
3T 

die Abweichung des Schätzwertes (t,w) von seinem asymptotisch zu erwartenden 

Wert Y(t,w) erfaßt. Wählen wir Zeiten tu und Frequenzen "J' zu denen Y(t,w) 

geschätzt wlrd, so daß beide Bedingungen aus (3.1.4) erfüllt sind, ist der 

Fehler e(t1,wJ) für verschiedene Zeiten tu und Frequenzen "J unkorreliert. Wir 

können davon ausgehen, daB e(t1,wJ) (zumindest asymptotisch) unabhängig und 

normalverteilt 1st. 

Das Spektrum f(w) eines stationären Prozesses Z0(t) ist unabhängig von 

der Zeit. Die Beziehung (3.1.7) ist in diesem Fall von der Form 

(3.1_8) 

?(t.w) = u + B(w) + e(t,u>). (3.1.9) 

Das Spektrum eines gleichförmig modulierten Prozesses Z(t) = c(t)Z0(t) 1st 

f(t,w) = c2(t)f(w). Wir erhalten für solche Prozesse mit (3.1.5) eine Verall- 

gemeinerung von (3.1.9). 

?(t,<,›› = μ + a(t) + B(a›) + s(t,u›). (3. 1. 10) 

Die allgemeinste Form 

\7(t.w) = μ + a( t )  + ß(w) + 'a'(t,w) + e ( t , w ) .  

enthält außerdem einen Term 7 ( t , w ) ,  der von der Zeit t und der Freuenz w 

abhängt, Mit den Nebenbedingungen 

(3.1.11) 

a(t) II 0, Xs(w) 
w 

II 0. of(t,w) = 0, X7(t,w) 
w 

o (3,1.12) 

sind (3.1.9-11) eindeutig formuliert. 

Der Test auf Statíonarität 1st demnach zweíteílíg. Zuerst gilt es festzu- 

stellen, ob die Behauptung zurückgewiesen werden muB, den Beobachtungen liege 

ein gleichförmig modulierter Prozeß zugrunde. In einem zweiten Schritt kann 

dann gegebenenfalls geprüft werden, ob die Behauptung verworfen werden muB, 

der beobachtete Prozeß sei stationär. Der eigentliche Test wird mit H11fe der 

Varianzanalyse durchgeführt, wie sie z.B. Hartung (1982) oder Pruscha (1989) 

ausführlich beschreiben. Obwohl nur eine Beobachtung pro ııZelle" vorliegt, ist 

tisch zu erwartende Varianz 0 vor[e(t,w)] aus (3.1.8) bekannt ist. Die 

benötigten Testgrößen sind 

es möglich, auch den IIWechselwlrkungsterm" 7(t,w) zu testen, da die asympto- 
2 4h 

3T 
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S = n a w l[(t, . J-vt. Q | 

2 
) 9 (3, 1. 13) 

S 
'J 
= l X[yct,w)-y(t,.)-v(. 

LE 

2 
,w)+Y(.,.)] (3. 1. 14) 

mit 

Y(t,.) = (1/n w J ;y(t,w), (3.1. 15) 

Y(.,w) = (1/nt) Y(t,w), (3. 1. 16) 

Y(. ) g • 

2 

einen stationären Prozeß handelt, d.h. 
2 

(3.L13) 

S(w) ;[ 

(1/ntnw) ;XY(t,W). 
w 

Die Summen in (3.1. 13-17) erstrecken sich über die Zeiten tu und Frequenzen 
"J' zu denen Y(t,w) geschätzt wird. Deren Anzahl bezeichnen wir mit Na und na. 

Unter der Nullhypothese, daB der beobachtete Prozeß gleichförmig modu- 

liert 1st, d.h. daB ¶(t,w) aus (3.1.11) konstant 1st, 1st die Größe $7/02 

(3.1.14) eine x -verteilte Zufallsvariable mit (nt-1)(nw-1) Freíheítsgraden. 

Ist der Term 7(t,w) nicht signifikant, so können wir prüfen, ob es sich um 

ob a(t) aus (3.1.10) konstant 1st. Die 

geeignete Testgröße Sa/0 ist eine 32-verteilte Zufallsvaríable mit 

(nt-1) Freiheítsgraden. Ist der Term ¶(t,w) jedoch signifikant, kann. man 

testen, ob sich die Níchtstatíonarität auf eine bestimmte Frequenz w 

beschränkt. Die geeignete Testgröße S(w)/02 

2 
Y(t,U)'Y(~,U)] 

mit 

(3.1,1'7l 

(3. 1.18) 

• 2 ist ebenfalls elne x -verteilte Zufallsvariable m1t (nt-1) Freiheitsgraden. 

b) Die Analyse símullerter stationarer Prozesse 

In die Formulierung des Statíonarítätstests gehen verschiedene Vorausset- 

zungen ein. Es bietet sich von daher an, die asymptotisch zu erwartenden Ver- 

teilungen der Testgrößen S&/02 und S7/0 

närer Prozesse zu approximieren. 

2 ı durch die Analyse simulierter statio- 
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Betrachten wir zunächst 

Gaußsches weißes Rauschen 

den einfachsten stationären Pr'oze8, ein 

z(t) = git), c Gwn(o,25) 7 (3. 1.19) 

von 500 Simulationen 

S /02 
Ar 

Übereinstimmung festzustellen. 

480 Zeítschritte lang. 

mit verschwindendem Mittelwert und der Varianz 25. Die simulierte Zeitreihe 

sei t max Die bei dem Statíonaritätstest verwendeten 

Parameter sind in Tabelle 3. 1. 1 zusammengefaßt. Der Parameter h aus 

wurde gleich der Anzahl der Frequenzpunkte n 

(3.1.1) 

(0 gewählt. Der Abstand der Zeit- 

punkte tu ist gleich der Länge der Zeítabschnitte T, der der Frequenzen ist 

1:/h (siehe (3.1.4)). 

Die asymptotisch zu erwartenden 22-Verteilungen und die durch die Analyse 

der Sa/02 und 

In beiden Fällen ist eine gute 

approximíer ten Verteilungen Testgrößen 

sind in den Abbildungen 3.1.1 gezeigt. 

Betrachten wir als einen weiteren stationären Prozeß den AR(2)-Prozeß 

+ + c Gwn(0,1) r 

lationen approximier ten Ver teilungen der Testgr68en S Io` 

lang . 

Z(t) =a1Z(t.'1) a2Z(t-2) C(t), 

mit einer Periode von 10 Zeitschritten und einer 1/e-Abklingzeit von 20 Zeit- 

schritten, der durch ein Gaußsches weißes Rauschen C(t) mit verschwindendem 

Mittelwert und der Varianz 1 angetrieben wird. Die simulierte Zeitreihe sei 

wiederum t max = 480 Zeitschritte Die Parameter des Stationaritätstest 

seien dieselben wie zuvor (Tabelle 3.1.1). Die durch die Analyse von 500 Simu- 

a 2 und $7/02 weichen 

erheblich von den asymptotischen Verteilungen ab, wie in den Abbildungen 3. 1.2 

zu Q 2 nimmt 

w sind dagegen zu klein. 

sehen ist. Die Testgröße S /0 
u 2 Testgroße s /0 

viel höhere Werte an, die Werte der 

(3,1,20) 

Länge der Zeitreihe 

Anzahl der Zeítabschnítte 

Anzahl der Frequenzen 

Länge der Zeitabschnítte 

Zeítabschnítte 

Frequenzen 

Varianz 

t =480 max 

n t = 4  

n = h = 6  w 
T = 1 1 7  

t. 
1 
w. 
Q 

O` 

65 + (1-1)T, i=1,...,nt 

n/2h + (J-1)n/h, , 

4h/3T = 0.068 
,no 

Tabelle 3.1.1: Die bei dem Stationarítätstest einer Zeitreihe von 

t max 480 Zeítschrítten Länge verwendeten Parameterwerte. 
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Abbildung 3.1.2:  Für 2 sind neben den in die Testgrößen a) Sa/02 und b) S7/o* 

den Abbildungen 3.  1. 1 gezeigten Verteilungen dle.jenlgen Verteilungen darge- 

stel l t ,  die auf der Analyse von 500 Zeitreihen der Länge 480 eines 

AR(2)-Prozesses beruhen (gestrichelte Linien). eine Pe- 

riode von 10 Zeitschritten und eine 1/e-Abklingzeit von 20 Zeitschritten. 

t man = 
Der AR(2)-Prozeß hat 
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Abbildung 3. 1.4: Für die Testgrößen a) Sa/02 und b) S7/0` sind neben den in 

den Abbildungen 3.1.3 gezeigten Verteilungen diejenigen Verteilungen darge- 

stel l t ,  die auf der Analyse von 500 2e1tre1hen der Länge eines 

AR(2)-Prozesses beruhen (gestrichelte Llnlen). eine Pe- 

riode von 10 Zeitschritten und elne 1/e-Abklingzeit von 20 Zeitschritten. 

2 

t = 5000 max 
Der AR(2)-ProzeB hat 
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Auch bei der Analyse von Zeitreihen mit t = max 
und den Parametern aus Tabelle 3. 1.2 für den Statíonarítätstest ergibt sieh 

dasselbe Bild, wie aus den Abbildungen 3. 1.3 und 3. 1 .4  zu entnehmen is t .  

5000 Zeitschritten Lange 

Länge der Zeitreihe 

Anzahl der Zeítabschnitte 

Anzahl der Frequenzen 

Länge der Zeitabschnitte 

Zeitabschnítte 

Frequenzen 

Varianz 

t = 5000 max 

nt = 5 

n = h = 10 w 
997 

= 509 + (i-1)T, i=1, 

= n/2h + (j-1)n/h, 
= 4h/3T = 0.013 

T 

t .  
1 

w. 
é 

0" 

!Nt 
r I • ,no 

Tabelle 3.1.2:  

t max 

Die bei dem Statíonaritätstest einer Zeitreihe von 

5000 Zeitschrítten Länge verwendeten Parameterwerte. 

c) Die Voraussetzungen des Tests 

1st, 

Offenbar sind die Voraussetzungen, die bei dem Stationaritätstest gemacht 

werden, im Falle des AR(2)-Prozesses nicht erfüllt. Eine der Voraussetzungen 

daB die Schätzwerte in(tí,o›J.) und damit die Fehler s ( t i , w J )  normaler teilt 

slnd. Die aus den Simulationen berechneten dritten und vier ten Momente von 

( l i ,w j )  sind in allen vier Beispielen mit dieser Voraussetzung verträglich. 

Eine weitere Voraussetzung is t ,  daB die Varianz der Schätzwerte ä7(tí,wJ. 

( 3 . 1 .6 ) .  daB dies nur für 

) unab- 

hängig von der Frequenz "J ist Es zeigt sich aber, 

den Prozeß des Gaußschen weißen Rauschens zutrifft. 

weißen Rauschens mit t 

In Tabelle 3 .1 .3  sind die aus den Analysen des simulierten Gaußschen 

max = 480 berechneten Varianzen der Schätzwerte `?(ti,wj ) 

und die über die Zeitpunkte Ei gemittelten Varianzen zusammengefaßt. Die 

Abweichungen voneinander sind zufällig. Die Varianzen von Y(t1,  J 

der Analyse des simulierten AR(2)-Prozesses beruhen und in Tabelle 3 .1 .4  zu 

finden sind, zeigen dagegen eine deutliche Abhängigkeit von den Frequenzen w . 
Alle berechneten Varianzen sind größer als der asymptotische Wer t OZ = 

w . ) ,  die auf 

J 
0.068. 
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l"'1 w . 
t l 

0.262 0.785 1.309 1.833 2.356 2.880 

65 

182 

299 

416 

L 
"t 

Tabelle 3.1.3:  Die Varianzen der Schetzwerte \?(t1,wJ) und die fiber die Zeit-- 

punkte gemittelten Varianzen, die aus den Analysen des sirnulierten GauBschen 

we18en Rauschens m1t gm = 480 berechnet wurden. Die asymptotisch erwar tele 

Varianz hat den Wert 0` = 

0.070 0.070 0.076 0.078 0.073 0.077 

0.089 0.078 0.076 0.068 0.070 0.083 

0.091 0.068 0.075 0.076 0.073 0.083 

0.080 0.076 0.076 0.071 0.072 0.086 

0.083 0.073 0.076 0.073 0.072 0.082 

4h/3T = 0.068. 

1 t 0.262 0.785 1.309 1.833 2.356 2.880 

65 

182 

299 

416 

L 
nt 

Tabelle 3 . 1 . 4 :  Die Varianzen der die fiber' die Zeit- 

punkte gemittelten Varianzen, die aus den des simulierten AR(2.)- 

Prozesses mit t max = 480 berechnet wurden. D1e asymptotisch erwartete Varianz 

hat den Wert oZ = 

0.096 0.226 0.148 0.151 0.161 0.166 

0.089 0.195 0.125 0.131 0.141 0.146 

0.093 0.190 0.124 0.131 0.137 0.142 

0.112 0.224 0.150 0.155 0.158 0.165 

0.098 0.208 0.137 0.142 0.149 0.155 

Schätzwerte ç(t1,wJ) und 

Analysen 

4h/3T = 0.068. 

erwarten wir, Für die Zeitreihen mit Omax = 5000 daß die asymptotisch 

geltenden Aussagen besser erfüllt sind. Im Falle des Gaußschen weißen Rau- 

schens (Tabelle 3. 1.5) streuen die Varianzen sehr viel weniger und liegen nur 

unwesentlich über dem asymptotischen Wert von 02 = Für den AR(2)-Prozeß 

(Tabelle 3. 1.6) besteht die Abhängigkeit der Varianzen von den Frequenzen "J 
jedoch immer noch. 

0.013. 
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w • 

t i  

509 

1506 

2503 

3500 

4497 

0.157 0.471 0.785 1.100 1.414 1.728 2.042 2.356 2.670 2.985 

0.o15 0.014 0.014 0.014 0.013 0.014 0.014 0.013 0.013 0.017 

0.017 0.015 0.014 0.014 0.014 0.013 0.014 0.015 0.013 0.018 

0.016 0.014 0.015 0.015 0.013 0.015 0.014 0.013 0.013 0.015 

0.015 0.015 0.013 0.014 0.014 0.013 0.014 0.013 0.014 0.017 

0.016 0.014 0.014 0.014 0.015 0.015 0.014 0.014 0.016 0.015 

1 

nt  
0.016 0.014 0.014 0.014 0.014 0.014 0.014 0.014 0.014 0.016 

Tabelle 3 .1 .5 :  Die Varíanzen der Schätzwerte Y~(t1,w.) 

punkte gemittelten Varianzen, 

weißen Rauschens mit t 
ad 

Varianz hat den Wert 0 = 

J und die über die Zeit- 

die aus den Analysen des simulierten Gaußschen 

= 5000 berechnet wurden. Die asymptotisch erwartete 

4h/3T = 0.013. 

w . 
J 

Ei 

509 

1506 

2503 

3500 

4497 

L 
nt 

0.157 0.471 0.785 1.100 1.414 1.728 2.042 2.356 2.670 2.985 

0.013 0.o29 0.032 0.021 0.018 o.016 0.014 0.011 0.010 0.010 

0.012 0.025 0.026 0.016 0.015 0.014 0.011 0.010 0.009 0.009 

0.013 0.023 0.027 0.017 0.015 0.014 0.012 0.010 0.010 0.009 

0.013 0.025 0.028 0.017 0.016 0.015 0.013 0.011 0.010 0.009 

0.012 0.025 0.026 0.016 0.015 0.014 0.012 0.010 0.010 0.010 

0.013 0.025 0.028 0.017 0.016 0.015 0.012 0.010 0.010 0.009 

punkte 

Prozesses mit t = zmax 
= 4h/3T 

Tabelle 3 .1 .6 °  Die Varíanzen der Schätzwerte Y(t1,wJ)  und 

Analysen 

die über die Zeit- 

gemittelten Varianzen, die aus den des simulierten AR(2)- 

5000 berechnet wurden. Die asymptotisch erwartete Varianz 

hat den Wert 0 0.068. 

d )  Die Analyse simulierter nichtstationarer Prozesse 

In der Klimaforschung liegen oft nur kurze Zeitreihen (t max < 1000) vor. 

Um zu sehen, ob der Stationarítätstest trotz der aufgezeigten Mängel auf solch 

kurze Zetíreíhen anwendbar ist, werden noch einige Prozesse mit 480 

untersucht. Insbesondere interessiert uns die Frage, ob Pro- 

zesse als solche erkannt werden können. 

t max 
nichtstationäre 
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Das erste Beispiel eines nichtstatíonären Prozesses sei ein gleichförmig 

modulierter Prozeß 

Z(t) = c(t)Z0(t). 

Z0(t) ist dabei wiederum der AR(2)-Prozeß (3.1.20) mit der Periode 10 und der 

1/e-Abklingzeit 20. Die Funktion c(t) steigt in dem beobachteten Zeitraum 

linear von 0.0 auf Wir wollen den Statíonaritätstest durch einen Ver- 
2 

1.0 an. 

gleich der Testgrößen Sa/02 und S/a` mit den Verteilungen der Testgrößen des 

AR(2)-Prozesses Zo(t) entscheiden. Die Abbildungen 3.1.5 zeigen die Ver teilun- 

gen der Testgrößen des Prozesses Z(t) (durchgezogene Linien) und Z0(t) (ge- 

stríchelte Linien). Die beiden Verteilungen der Testgröße S8/o` unterscheiden 

slch nur wenig voneinander (Abbildung 3. 1.5b). Die Behauptung, der símulier te 

2 

(3.1_21) 

Prozeß sei gleichförmig moduliert, wird auf dem 5%-Signífikanzniveau nur in 1% 

der Fälle fälschlich abgelehnt. Bei dem zweiten Teil des Testes, der sich auf 

die Testgröße Sa/02 bezieht (Abbildung 3. 1.5a), wird der Prozeß Z(t) eindeutig 

als nichtstationär erkannt. 

+ 

Ein gleichförmig modulierter Prozeß Z(t) (3.1.21), dessen Funktion c(t) 

in dem Beobachtungszeitraum linear nur wenig von 0.75 bis 1.25 ansteigt, ist 

ein wesentlich realistischerer Fall. Die Abbildungen 3.1.6 zeigen die entspre- 

chenden Verteilungen der beiden Testgrößen. Auf dem 5%-Signifikanzniveau wird 

der Prozeß nur in 1% der Fälle als nicht gleichförmig moduliert erkannt 

(Abbildung 3. 1.6b) . Allerdings wird auf dem 5%-Signífikanzniveau die Behaup- 

tung, der Prozeß sei stationär, in 30% der Fälle nicht abgelehnt. 

Als letztes Beispiel betrachten wir einen AR(2)-Prozeß 

Z(t) = a1(t)Z(t-1) a2(t)Z(t-2) + C(t), 

mit zeitabhängigen Parametern a1(t) und a2(t) , der durch ein Gaußsches weißes 

Rauschen C(t) mit verschwindendem Mittelwert und der Varianz 1 angetrieben 

wird. Während des Beobachtungszeitraumes steigen die Periode des Prozesses und 

die 1/e-Abklingzeit linear von 10 auf 30 Zeitschritte bzw. von 20 auf 60 Zeit- 

an. den Abbildungen 3. 1.7 sind neben den Verteilungen der 

und dieses Prozesses (durchgezogene Linien) , auch die 

mit der Periode 10 und der 1/e-Abklingzeit 20 

sowie des AR(2)-Prozesses mit der Periode 30 und 

der 1/e-Abklingzeit Linien) gezeigt. Im Vergleich zu 

g N GWN (0 I 1 ) 9 

schritte In 

Testgrößen Sa/02 

des AR(2)-Prozesses 

(lang gestrichelte Linien), 

40 (kurz gestrichelte 

S /02 
'J' 

(3.1.zo) 

(3,1.22) 
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Abbildung 3. 1.5: Die durchgezogenen Linien stehen für die simulierten Ver tei- 

lungen der Testgrößen a) Sa/o~ S / 0 2  eines gleichförmig modulierten 

Prozesses Z ( t )  = c ( t )  Z0( t ) .  die gestrichelten für die des AR(2)-Prozesses 

20( t ) .  Die Funktion c ( t )  steigt in dem beobachteten Zeitraum von tmax = 480 

Zeitschritten linear von 0.0 auf 1.0 an. Der AR(2)-Prozeß hat eine Periode von 

10 Zeitschritten und eine 1/e-Abklingzeit von 20 Zeitschritten. 
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Abbildung 3 .1 .6~  Wie in Abbildung 3 .1 .5  sind die simulierten Verteilungen der 

Testgrößen a) Sa/o~ und b) S7/0rZ eines gleichförmig modulierten Prozesses Z ( t )  

= c ( t )  Z0( t )  (durchgezogene Linien) und die des AR(2)'Prozesses 20( t )  (gestri- 

chelte Linie) zu sehen. In diesem Fall steigt die Funktion c ( t )  in dem beob- 

= 480) linear nur wenig von 0.75 auf 1.25 an. 
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Abbildung 3. 1.7: Den simulierten Verteilungen der Testgrößen a) S@/02 und b) 

$7/02 eines AR(2)-Prozesses, bei dem während des Beobachtungszeitraumes von 

t Max = 480 die Periode von 10 auf 20 Zeitschritte und die 1/e-Abklingzeit von 

20 auf 60 Zeitschritte linear ansteigt (durchgezogene Linien). sind die Ver- 

teilungen zweier AR(2)-Prozesse mit konstanten Parametern gegenübergestellt. 

Die Periode und die 1/e-Abklingzeit dieser beiden AR(2)*Prozesse (3.1.20) be- 

trägt 10 und 20 (lang gestrichelte Linien) bzw. 30 und 40 Zeítschritte (kurz 

gestrichelte Linien). 

diesen beiden Prozessen wird z(t) 

S /02 
7 

erkannt. nimmt 

des gleichförmig modulierten Prozesses 

0.75 bis 1.25 an). 

im Falle eines Gaußschen weißen Rauschens 

(3.1.22) durch die Verteilung der Testgröße 

eindeutig als nicht gleichförmig moduliert und damit nichtstationär 

Die Testgröße $7/02 

(3.1. 19) bekanntlich höhere Werte an als bei einem AR(2)-Prozeß (Abbildung 

3.1.2). Aber auch im Vergleich zu dieser Verteilung wird der Prozeß als nicht- 

stationär eingestuft. 

Obwohl die simulierten Verteilungen teilweise deutlich von den asymptoti- 

schen Verteilungen abweichen (Abbildung 3.1.2), zeigen die Beispiele, daB der 

Statlonaritätstest recht gut zwischen stationären und nlchtstatlonären Pro- 

zessen unterscheidet. Bel schwach instationären Prozessen, wie dem Belsplel 

(3.1.21) (c(t) steigt linear nur von 

ist der Test wenig zuverlässig. Als Entscheldungskriterlum 

dienten die 5%-Signlfikanzniveaus der simulierten Verteilungen eines entspre- 

chenden stationären AR(2)-Prozesses (3.1.20). 
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3.2 EIN TEST AUF LINEARITZ.T 

a) Der Linearf tétstest nach Subba Rao und Gabr 

t=1 . 
häufig gemachte Annahme ist, daß Beobachtungen Z(t) , 

von einem linearen Prozeß stammen. Der Linearitätstest, der in 

Eine weitere die 

....tmaX, 

diesem Kapitel beschrieben wird, geht auf eine Arbeit von Subba Rao und Gabr 

(1980) zurück. Es werden wieder nur die wesentlichen Punkte des Tests erwähnt, 

für die Einzelheiten sei auf Subba Rao und Gabr (1980) und Timmer (1990) ver- 

wiesen. Voraussetzung für diesen Test ist, daß der betrachtete Prozeß 

stationär ist, daB der Mittelwert der Zeitreihe Z(t) verschwindet und die 

zweiten und dritten Momente zu allen Zeiten endlich sind. 

Wird der beobachtete lineare Prozeß durch ein Gaußsches weißes Rauschen 

angetrieben, sind die Beobachtungen Z(t) ebenfalls normalverteilt. Hat der 

Prozeß einen verschwindenden Mittelwert 

<Z(t)> = o, (3.2.1) 

so ist alle Information in der Autokovarianzfunktion 2. Ordnung 

7(1) = <z(t+1)z(tJ> (3.2.2) 

enthalten. Insbesondere ist die Autokovarianzfunktion 3. Ordnung 

c(11,I2) <Z(t+t1)Z(t+r2)Z(t)> 

identisch Null. Ganz analog beinhaltet im Frequenzraum das Spektrum 

(3.2.3) 

f(w) 1 
21: § 'J(1:) 9-1w1: (3.2.4) 

die gesamte Information des Prozesses und das Bíspektrum 

_ 1 f(w1,w2) " 2 
4n 

§ c(1.' 'r ) e-iw1t1-iw2r2 
1: =_oo 1' 2 
2 

(3.2.5) 

verschwindet identisch. 

Allgemein gelten für die Autokovarianzfunktionen (3.2.2,3) die Symmetrie- 

bedingungen 

7(1) = 7(-T), (3.2.6) 

c(11,12) = c(T2,T1) = c(-11,12-r1) = c(r1-12,-12). (3.2.'7) 
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Für das Spektrum und das Bíspektrum (3 .2 .4 ,5 )  folgt daraus: 

f (w )  1st reell, ( 3 . 2 . 8 )  

* 
f ( w 1,u›2) = f (w2,a›1) = f(o›1, - "1 - w2) = f ( - w1, - w2) ,  

wobei * die komplexe Konjugation bezeichnet. Das normierte Bíspektrum ist  

definiert durch 

(3_2..9) 

X(w1,w2) 
l f (W1,W2) l2  

f lwl l f fw2lffw1+w2l'  [3.2_,10) 

Während das normierte Bispektrum für einen durch Gaußsches weißes Rauschen 

angetriebenen linearen Prozeß gleich Null ist ,  hat es einen konstanten nicht- 

verschwindenden Wert bei einem linearen Prozeß, der durch ein weißes Rauschen 

angetrieben wird, das nicht Gaußsch is t .  Ein nicht konstantes normier tes 

Bíspektrum ist ein Anzeichen dafür, daß der beobachtete Prozeß nichtlinear 

1st. Es gilt demnach zu prüfen, ob die Hypothese verworfen werden muß, daB das 

normierte Bispektrum konstant ist .  

Die Konstanz des normierten Bíspektrums ist allerdings nur eine notwen- 

dige und keine hinreichende Bedingung dafür, daß der beobachtete Prozeß linear 

ist. So ist z.B.  das normier te Bispektrum des durch die Duffingleíchung gege- 

benen Prozesses konstant [Perrochaud (1982)] . D1e Duffingleichung ist die 

dískretlsierte Version des linearen Oszillators mit einer kubischen Störung. 

In diesem Linearitätstest verwenden wir 

(w)  1 
Zn 

M i v  

XMw(1:) 7(1) 
1c=- 

-iwr e (3 .2 .  11) 

als konsistenten Schätzer für das Spektrum (3 .2 .4 )  und analog dazu 

?(w1,w2) - 
u 

1 

41[2 5 M 
T =_M T ;-Mw(r1,r2) c(r1,T2) e 

1 2 

als Schétzer fir das Bispektrum ( 3 . 2 . 5 ) .  Dabei ist 

-iw 1 -iw T 
1 1 2 2 (3.2.12) 

s1n(1z1:/M ) w w(1:) = 1r1:/M 
w 

das Daniell-Fenster und 

(3.2.13J 

w(r1,r2) w(r1) w(r2)  w(r1-12) 

die entsprechende Verallgemeinerung. 

(3.2.,14) 
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Abbildung 3.2 .  1: Darstellung des groben und feinen Gitters zur Berechnung des 

Bispektrums. Die für die Abbildung gewählten Parameter sind K = 6 ,  L = 4, 

p = 7 ,  r = 2 u n d n = 9 .  

und 7 ( 1 )  

Wegen den Symmetriebedíngungen (3 .2 .9 )  muß das Bíspektrum nicht auf der 

gesamten Fläche -rr < w1,w2 < 1: ausgewertet werden, sondern nur in dem in 

Abbildung 3.2.  1 dargestellten Dreieck. Für den Test benötigt man ein kon- 

sistent geschätztes Bispektrum und dessen Kovarianz als Maß für die Genauig- 

keit der Schätzung. Man schätzt daher das Bíspektrum auf dem groben Gitter der 

Punkte Qi, i=1, . . . ,p  dadurch, daB man von dem auf einem feinen Gitter von n 

Punkten C1k, k=1, . . . ,n, um jeden dieser Punkte §1 herum geschätzten normier ten 

Bispektrum den Mittelwert und die Varianz bestimmt. Das grobe Gitter ist durch 

die Punkte (wie,wJ) (ın/K,5n/K) mit ı=1 , . . . . L .  j=1+1, . . . .¶ ( í )  gegeben, wobei 

L = [ZK/3] = K-[1/2]-1 und K << tmax' Das feine Gltter um den Punkt 

ist durch (w1p,wJ) mit w1p = wie  pdn/tmax, , . . . , - 1 , 0 , 1 , . . . , r ,  und 

mit q = - r , . . . , - 1 , 1 , . . . , r .  Dabei 1st der 

(w1,wJ) 

(wi.wJq) "Ja = 
Abstand d so zu wählen, 

i n  

Y k 
Punkten (in, mit Y = (Y1, 

Y . í k=1 ik 
1 
n 

WJ+qdıı/tmax, gegeben. 

daß die Werte des normier ten Bispektrums auf benach- 

barten Punkten des feinen Gitters unabhängig voneinander sind. 

Wir bezeichnen mit den Wert des normierten Bispektrums X(a›1,w2) an 

den . . . ,Yp) fassen wir die geınittelten Werte 

Y1 

T 

(3.2.15) 
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(§y)1j 
1 
n -y' Jo JI 

an dem Punkt Qi zusammen. Die Kovarianzmatrix dv für Y ist durch 

n _ g (Yik-Yi) (Y 

gegeben. Die Schätzungen von Y-1 sind asymptotisch normalverteilt. Sind die 

Werte Y1 alle gleich, wie wir es für einen linearen Prozeß erwarten, so ist 

der Vektor 

(3_2.16) 

z = B Y  (3,2.1'7) 

m1t der (p-1)xp Matrix 

II 
m

 I 

1. -1 
E 

0O\~. • 

"~.__ 

0 I\o 

_. 0 
'.. '\.. 

I 's 
n 

.. 
'-... 

21 

Q I ` 1  

"-. ~«.„ x 'o 
~. 

N ı 

ı 1 

(3_2_18)  

identisch Null. Die Kovarianzmatrix des Vektors Z lautet 

S -z = BSBT . (3.2.19J 

und man erhält 

2 T p-1 
u - I  
an 

- - 1  T - 1  n p  Z § z Z  (3.2.20) 

als Testgröße. 

Unter der Nullhypothese, daß der beobachtete Prozeß linear ist ,  d.h. 

X(w1,a›2) konstant ist ,  ist T2 eine asymptotisch F-verteilte Zufallsvaríable 

mit (p-1) und (n-p-1) Freiheítsgraden. 

b )  Die  Analyse simulierter linearer und nichtlinearer Prozesse 

waren t = max 
Parameterwerten K = 6, L = 4, p = 7, r = 2, 

bestimmt und ist in Abbildung 3.2.1 

Spektrums und des Bíspektrums (3.2.  11-13) wurde M = = 20 gewählt. 

Wie schon bei dem Statlonarítätstest (Kapitel 3. 1) wird die asymptotisch 

zu erwartende Verteilung der Testgröße T2 mit den durch die Analyse simulier- 

ter stationärer, linearer und nichtlinearer Prozesse approxímíerten Ver tei- 

lungen verglichen. Alle s1mullerten Zeitreihen, die hierzu analysiert wurden, 

480 Zeítschrltte lang. Das grobe und feine Gitter wurde mit den 

n = 9 und dem Abstand d=2O 

veranschaulicht. Für die Schätzung des 

20 und MW 
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Abbildung 3.2 .2 :  

T2. 
Die asymptotische und die simulierte Verteilung der Test- 

größe Die simulierten Verteilungen beruhen auf der Analyse von 500 Zeit- 

reihen der Länge trat = 480 eines AR(2)-Prozesses. Die Periode und die 1/e- 

Abklingzeit der beiden Prozesse beträgt 10 und 20 Zeitschritte (lang gestri- 

chelte L1n1e) bzw. 30 und 40 Zeitschritte (kurz gestrichelte Linie). 

In der Abbildung 3.2.2 sind neben der asymptotischen Verteilung der Test- 

größe T2 zwei Verteilungen gezeigt, die auf die Analyse von jeweils 500 Simu- 

lationen eines AR(2)-Prozesses 

1 

c ~GWN(0,1) ,  (3.2.21) z ( t )  = a12(t-1) + a2Z(t-2) + ç ( t ) .  

zurückgehen. Der AR(2)-Prozeß der lang gestrichelten Linie hat eine Periode 

von 10 Zeítschrítten und eine 1/e-Abklingzeit von 20 Zeitschritten, der der 

kurz gestrichelten Linie eine Periode von 30 Zeitschritten und eine 1/e- 

Abklingzeit von 40 Zeitschritten. Beide Male treibt ein Gaußsches weißes 

Rauschen § ( t )  mit verschwindendem Mittelwert und der Varianz 1 den Prozeß an. 

Die Übereinstimmung zwischen den drei Verteilungen ist recht gut. Insbesondere 

scheint die Verteilung der Testgröße unabhängig von den Zeitskalen des 

betrachteten AR(2)-Prozesses zu sein. Der Linearitätstest kann offenbar unter 

Verwendung der asymptotischen Verteilung der Testgröße T2 durchgeführt werden. 
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Vergleichen wir die asymptotische Verteilung mit der, die auf 500 Simula- 

tionen eines bilinearem Prozesses 

zit) = aZ(t-1) + bz(t-1J€(t-1) + git), ç~Gwn(o,1) 

beruht. Die Parameter slnd a = b = 0.4. Das weiße Rauschen C(t) ist wiederum 

normalverteilt mit verschwindendem Mittelwert und der Varianz 1. Wie wir in 

Abbildung 3.2.3 sehen, unterscheidet sich die símulíerte Verteilung recht gut 

von der asymptotischen. So wird auf dem 5%-Slgniflkanzniveau in nur 19% der 

Fälle der bilineare Prozeß fälschlich als linear eingestuft. Für einen ProzeB, 

der durch die stochastisch angetriebene logistische Gleichung 

2 z(t) = a2(t-1) [1-2(t-111 + ç(±›. §~GWN(0,0.02 ) 

mit a = 3.7 gegeben ist, wird auf dem 5%-Sígnlfikanzniveau die Nullhypothese, 

der Prozeß sei linear, lediglich in weniger als 2% der Fälle nicht abgelehnt 

(Abbildung 3.2.4). 

(3.2.22) 
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Abbildung 3.2.3: Die asymptotische und die simulierte Verteilung der Test- 
ıı 2 große T . 

der Länge tmax = 480 eines blllnearen Prozesses. Die beiden Abbildungen unter- 
scheiden slch nur durch die Skalierung der T2-Achse . 

Die simulierte Verteilung beruht auf der Analyse von 500 Zeitreihen 
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Abbildung 3.2.4:  D1e asymptotische und die simulierte Verteilung der Test- 

größe T2. Die siınullerte Verteilung beruht auf der Analyse von 500 Zeitreihen 

der Länge tmax = 480 der stochastisch angetriebenen logistischer Gleichung. 

D; beiden Abbildungen unterscheiden slch nur durch die Skalierung der 

T -Achse. 
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3.3 MONTE"CARLO"SIMULATIONEN 

Paßt man an eine beobachtete Zeitreihe Y(t), t=1, 

Zustandsraummodell (2.1.5,6) 

t ' max' z.B. ein 

Y(tJ = gxttl + e(t), c~WN(09.B.), (3.3.1) 

x(t) = F[X(T<t),a,t-1] + n(t), n~WN(0,Q) » (3.3.2) 

an, so ist dieses Vorgehen nur sinnvoll, wenn das beobachtete System auch als 

ein Zustandsraummodell formuliert werden kann. Man geht also von folgender 

Nullhypothese aus: 

O H Der wahre Prozeß, der der Zeitreihe der Y(t) zugrunde liegt, ist ein 

Zustandsraummodell der Form (3.3.1,2). 

beobachtete Zeitreihe Y(t), t=1, 

max ' 

Die Parameter des Zustandsraummodells .Q, a, 5. und Q und evtl. weitere abgelei- 
tete Größen seien zu dem Vektor e (61,92, . . . ) zusammengefaßt. 

Die Parameterwerte Bwahr des beobachteten Prozesses sind unbekannt. Die 

'max' 
stochastischen Prozesses und als Ergebnis der Analyse erhält man die 

ııbeobachteten" Schätzwerte ä. Wären neben der vorliegenden Realisierung Y(t) 

des stochastischen Prozesses noch weitere IMtensätze v(1)(t). Y(2)(t),..., 

t=1, . .. ,t beobachtet worden, so hätten diese zu den Schätzwerten §(1), 

ë(2),... geführt (Abbildung 3.3.1). 

A11 diese Parameter ä, Ö(1), Ö(2),. . . sind um Øwahr verteilt. Die Abwei- 
chungen 6-Bwahr treten m1t einer Wahrscheinlichkeit P(®-®Wah?) auf. Ebenso wie 

die Parameter Øwahr ist diese Wahrscheinlichkeítsverteílung unbekannt. 

ist eine spezielle Realisierung des 

wahre Parameter 
gewahr 

beobachtet > 

hypothetisch > 

> 

lX.§!=) ı 

Y 1 r t )  

Y 2 ( t o  

Analyse > 

) 

) 

vi 
1 ® 

2 G 

> Y 3 ( t o  > 3 
(9 

Abbildung 3.3.1: Die Analyse einer beobachteten Zeitreihe Y(t), t=1,...,t 

eines Prozesses mit den Parametern Øwahr führt zu den Schätzwerten ê. Würde 
dieses Experiment wiederholt, so erhielte man neue Zeitreihen Y(1)(t) mit neu- 

en Schätzwerten ë(i) [nach Press et al. (1986)]. 

max ' 
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Abbildung 3.3.2: Die geschätzten Parameter ê der beobachteten Zeitreihe Y(t). 
,tmax sind der Ausgangspunkt für die Simulation von beliebig vlelen 

(t). Die Analyse dieser Monte-Carlo-Simulationen ergeben ein 
(s) 8 sim [nach Press et al. (1986)]. 

In dem Fall, daß die Nullhypothese H0 gilt und die Parameter durch die 

beobachteten Parameterwerte e gegeben sind. ist es möglich, die Wahrschein- 

llchkeitsverteilung pate-ëı zu bestimmen. Ausgehend von den Parametern ê kann 
eine beliebige Anzahl von Zeitreihen Y()(t), v()ct›,.... t=1....,tm&X, simu- 

liert werden. D1e Analyse dieser Monte-Carlo-Simulationen führt zu einem 

Ensemble von Parametern Ö ( ) ,  Ö ( ) ,  . . . . von dem die Eigenschaften der Vertei- 

lung P(6-B) geschätzt werden kann. Abbildung 3.3.2 skizziert dieses Vorgehen. 

Mit Hilfe der Annahme, daß die slmullerte Wahrscheinlichkeitsvertellung 

p(e-íä) gleich der unbekannten wahren Verteilung p(e-ewah*`) ist. wie es Abbil- 
dung 3.3.3 für einen einzelnen Parameter 6ı andeutet, können quantitative Aus- 
sagen über die Verläßlichkeit der Schätzwerte gemacht werden. 

A\P(9) 

-r 
I 

I 

'I 

1 

I l 

l 
WH I 
!| l 

I 

2® GIAHR 

I 

l 

r e 
wahr Abbildung 3.3.3: Die unbekannte Wahrscheinlichkeitsverteílung p(e-e ) 

des Parameters e sei gleich der Wahrscheinlichkeitsverteilung p(e-â). 
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3.4 VERTRAUENSINTERVALLE 

Wir betrachten nicht die Wahrscheinllchkeltsverteilung p(e-š) im multi- 
dimenslonalen Raum aller Parameter e (61,92,...), sondern die Verteilung 

p(e1-51) eines einzelnen Parameters 61 (Abbildung 3.4.1). 

Um zu beantworten. ob ein bestimmter Schätzwert typisch für den betrach- 

teten Prozeß ist oder nicht, eignet sich die Angabe der Wahrscheinlichkeit 

p(e1<ëı›. mit der Werte 61 auftreten können, die kleiner sind als der Schätz- 

wert Gi. Ist z.B. die Wahrscheinlichkeit P(ei<e1) 99%. ist der Schätzwert 6ı 
zu groB, denn größere Werte 61 kommen nur mit einer Wahrscheinlichkeit von 1% 

vor. 

Wichtig im Rahmen der Modellanpassung 1st vor allem ein Maß für die 

Verläßlichkeit eines Schätzwertes 51. Zu einem Schätzwert 51 werden deshalb 

die 90%-Vertrauensintervalle bestimmt, wie es 111 Abbildung 3.4.1 skizziert 

ist. Der wahre Parameterwert e1ahr liegt mit einer Wahrscheinlichkeit von 90% 

innerhalb dieses Intervalls. Liegt der Schätzwert 51 außerhalb des 90%- 

Vertrauensintervalls, so 1st sein Wert untypisch für den untersuchten Prozeß 

mit den Parametern 6. Sehr weite Vertrauensintervalle lassen auf ein schlech- 

tes Signal-zu-Rausch-Verhältnls oder auf eine zu große Anzahl von angepaßten 

Parametern schließen. Parameter ei, deren Vertrauensintervall mit Null 

verträglich ist. sollten evtl. Null gesetzt werden. Meistens ergibt sich dann 

eine Verbesserung der Ergebnisse. 

A P(6) 

0 

l 
I 

I I 

5% 
-'\ 

Q( 

I 

I 

p(e U 
l 

\\ \ 5 N -1- 

>9 
902- VERTRAUENSINTERVALL 

I = . ı 

Abbildung 3.4.1- Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(6-6) des Parameters e. 

Der Wert p(e<ë) gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der Werte e auftreten 

können, die kleiner sind als der Schätzwert 5. Das 90%-Vertrauensintervall 

ist ein Maß für die Verläßlichkeit des Schätzwertes 5. 

5' QT" 
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3.5 DIAGNOSTISCHE TESTS DER OESCHKTZTEN RAUSCHTERME 

Um die Gültigkeit der Nullhypothese HQ sind 

sogenannte diagnostische Tests notwendig. Bei diesen Tests werden die 

unerklärten Reste betrachtet, die sich aus der Beobachtungsgleichung (3 .3 .  1) 

zu 

aus Kapitel 3 .3  zu prüfen, 

e ( t )  = y ( t )  QQ.X(t), ( 3 . 5 . 1 )  

aus der dynamischen Gleichung (3 .3 .2 )  zu 

n ( t )  = x ( t )  - F [ X ( r < t ) , a , t - 1 ] ,  ( 3 . 5 . 2 )  

oder aus der Ein-Schritt-Vorhersage des gesamten Systems (2 .5 .7)  zu 

p ( t )  = y ( t )  - gr[x(†<t),«,t-11, ( 3 . 5 . 3 )  

ergeben (siehe Kapitel 2 . 4 , 5 ) .  

a )  Die erklarte Varianz 

Eine Kenngröße, die wir betrachten können, ist die durch die Beobach- 

tungsgleíchung (3 .3 .  1) oder auch die Ein-Schritt-Vorhersage des Gesamtsystems 

( 3 .3 .1 ,2 )  erklärte Varianz 

S v o r [ Y ( t ) ]  - w a r [ € ( t ) ]  
vo r [Y ( t ) ]  ( 3 . 5 . 4 )  

Im ersten Fall steht E(t) für den unerklärten Rest e(t) (3.5.1), im zweiten 

für den Vorhersagefehler p(t) (3.5.3). Gilt die Nullhypothese Ho, so erwarten 
wir einen typischen Wert S. Ist dagegen S und damit auch die Wahrscheinlich- 

keit p(s<š) sehr klein oder sehr groß, so muß die Nullhypothese HQ abgelehnt 

werden. 

b )  Der multivariate Portmanteau-Test auf weißes Rauschen 

Wenn die Nullhypothese H0 richtig ist ,  so sind die unerklärten Reste 

e ( t ) .  'n( t )  und p ( t )  ein weißes Rauschen. Dies ergibt eine weitere Möglichkeit 

des diagnostischen Tests. Es stel l t  sich also die Frage, ob eine multivariate 

Zeitreihe E ( t )  mit weißem Rauschen verträglich ist .  Eine der wenigen bekannten 

multívaríaten Tests beruht auf der Portmanteau-Statistik 
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PI 

1: 

t max X tr[5(-r);=(-|(-¢)] 
1:=1 

» T max 
- - ["t 1 I max (3.5.5) 

mit 

Pierce 

B_(1:) c w)c'1(o), c (17) (3.5.6) 

zurück. 

= es se se = <§(t+.:)§T(t)>. 
Die univaríate Formulierung der Portmanteau-Statistik P1 geht auf Box und 

(1970) Sie wird im Rahmen der Anpassung unívariater Auto- 

regressiver-Mov1ng-Average- (ARMA-) Prozesse vorgestellt und hat auch Eingang 

in neuere Lehrbücher zur Zeitreihenanalyse gefunden [z.B. Brockwell und Davis 

(1987). Schlittgen und Streítberg (1987). Honerkamp (1990)]. (1974) 

erweiterte diesen Test auf multivariate autoregressive (AR-) Prozesse, Hosking 

(1980) auf multivariate ARrAy-Prozesse. 

Die Matrizen ßfir) (3.S.6) sind nicht die Korrelationsmatrizen der Zeit- 

reihen §(t) zur Zeitverschiebung T, wie sie üblicherweise definiert werden. 

Chitturi 

die Portmanteau-Stat1stik 
2 

eine Zufallsvariable 

Sie sind aber eine natürliche Verallgemeinerung der Autokorrelationen un1- 

varíater Zeitreihen. Betrachtet man einen m-variaten ARrAy(p,q)-Prozeß, so ist 

P1 asymptotisch x2-verteilte 

mit m x(tmax-p-q) Freiheitsgraden [Hosklng, (1980)] . Wir bestimmen auch die 

Wahrscheinlichkeitsverteilung P(p1) durch Monte-Carlo-Simulationen und können 

so, unabhängig von der Wahl der Modellfunktion F[X(r$t) ,a,t] , die Por tmanteau- 

Statistik PI als Teststatistik verwenden. 

Bei der Anpassung univariater ARrAy-Modelle wurde mehrfach beobachtet, daß 

der unerklärte Rest §(t) unkorreliert ist, die quadrierten Reste E2(t) dagegen 

nicht [McLeod und L1 (1983) und Zitate darin] . Mit zusätzlichen nichtlinearen 

Termen konnte diese Schwierigkeit umgangen werden. Es 

neben der Portmanteau-Statistik pl 

des quadrierten Restes §2(t) - <§2(t)> zu betrachten. McLeod und 

zeigten, daß p2 eine asymptotisch x2-verteilte Zufallsvariable mit Tmax Frei- 

heitsgraden ist. Neben der Portmanteau-Statistik pl (3.5.5,6) betrachten wir 

deshalb auch die Portmanteau-Statistik p2 der multivariaten quadrierten Reste 

(§š(t)-<§š(t)›, ëâtt)-<§â(t)>....)T. 

Gilt die Nullhypothese Ho, so erwarten wir typische Werte P1 und Pz' Ist 
aber der Wert ?1 (p2) und damit auch die Wahrscheinlichkeit P(p1<p1) 

(P(p2<p2)) sehr groß, so m B  die Nullhypothese HQ mit einer Signifikanz von 

1 P(p1<p1) (1 P(p2<p2)) abgelehnt werden. 

ist daher zweckmäßig, 

(3.5.5,6) auch die Portmanteau-Statistik P2 

Li (1983) 

(3.5.7) 
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3.6 DIE VORHERSAGEGiJTE DES ANGEPASSTEN MODELLS 

Die Frage der Güte eines bestimmten Zustandsraummodells (3 .3 .  1.2)  kann 

auch durch den Vergleich von Vorhersagen Y(t+1:;t) mit den Beobachtungen Y(t+1r) 

beantwortet werden. 

Wir beginnen die Vorhersage zum Zeitpunkt t .  Die benötigten Anfangswer te 

der Systemzustände X ( t '  ) m1t t '  S t werden als (2.4.1J 

= g+y ( t ' ) ,  2+ = X ( t ' ; t ' )  (QT@-1QTm. In
 II l»-
l o Q
- co "1
 

I:
II
I I-
\ 

1.
 (3 .6 .1 )  

geschätzt. Durch Iteration der Ein-Schritt-Vorhersage (2.5.  1) 

X(t ; t -1)  = F[X(t<t) ,a, t -11,  (3 .6 .2 )  

erhalten wir so die Zeítseríe X( t+ r ; t ) .  † = 0 , 1 . - - - ,  und die Vorhersagen ( 2 . 5 .3 )  

Y(t+1r;t) = QX(t+1:;t) (3 .6 .3)  

der Beobachtungsgrößen Y ( t )  . 
Die Menge der Zeiten t ,  zu denen eine Vorhersage gestartet wird, bezeich- 

nen wir mit I. So kann I alle Zeitpunkte t=1, . . . ıtmax umfassen. Dabei slnd 

aber z.B. die Zeiten der benötigten Anfangswerte zu vernachlässigen. Handelt 

es sich bei den Beobachtungen Y ( t )  um monatliche Werte, kann die Menge I: auch 

diejenigen Zeiten beinhalten, die nur einem bestíınmten Monat entsprechen. 

a )  Die Korrelationsgute 

Als Maß der Güte einer t-Schritt-Vorhersage Y( t+T ; t ) ,  t e I, bietet sich 

die Korrelationsgüte der Vorhersagen Y( t+T; t )  mit den Beobachtungen Y(t+r) 

S cor 
1 
n (1;2) t r [ c o r [ Y ( t + r ) ; Y ( t + r ; t ) ] t € ]  ( 3 . 6 . 4 )  

an . Die Korrelatíonsmatríx co r [Z ( t ) ;Z '  ( t ) ] t 6 I  zweier multivariater Zeitreihen 

Z ( t )  und Z' ( t )  mit je n Komponenten ist wie gewöhnlich mit Hilfe der Kova- 

rianzmatrix 

c 9 zz 
- _  <Z( t )z 'T( t )> te I  (3 .6 .5 )  

als 

¢ o r [ z ( t J s 2 ' ( t ) ] t e s  = lczz, 

c n 
[ z z ' ] i . j  1 

ı C . . • 1111 zz ' ]JJJ ı ,J=1 

definiert. Die Klammern <. . '>tEI stehen für eine Mittelung über die Zeiten t ,  

die in der Menge I enthalten sind. Das Güter aß Scor(T;I) kann Werte zwischen 

(3 .6 .6)  
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der ab, der Betrag von Scor(T;I] wird kleiner. Scor(1;I) 

Vorhersagen und die Beobachtungen statistisch unabhängig sind. 

-1 und 1. annehmen. Mit Scor(T;I) ±1 wird angedeutet, daB die Vorhersagen 

Y(t+r;t) und die Beobachtungen Y(t+r) bis auf einen additiven Term oder einen 

beliebigen Faktor identisch sind. Mít zunehmender Vorhersagezeit 1 werden die 

Vorhersagen schlechter, ihr zeitlicher Verlauf weicht mehr und mehr voneinan- 

O bedeutet, daß die 

b) Die relative Abweichung 

Die relative Abweichung der Vorhersagen Y(t+'r;t) von den Beobachtungen 

Y(t+r) ist als 

s rrmse 

S rrmse 

(17;1) II 

vor[Y(t+T)-Y(t+r;t)]te: 
+ . vor[Y(t T)]teI 

definiert. Die Varianz einer multivariaten Zeitreihe Z(t) ist durch die Spur 

der Kovarianzmatrix C zz (3.6.5) 

T varl z ( t )]teI = tr[Czz] = <2 ( t ) z (t) > tGI 
gegeben. Die relative Abweichung S und die rrmse 
(3.5.4) aus Abschnittst 3.5a) hängen unmittelbar zusammen- 

/1-s 

(RE) 

(3.6.'7) 

(3.6.8) 

erklär te Varianz s 

(1=oiI={1, 
"max}) 

II fair €(t) = e(t), (3.6.9) 

(1'=1;X={1, fair et) = p(t) s ...t ›)=/1-s rrmse max 

Sind die Vorhersagen Y(t+r;t) und die Beobachtungen Y(t+T) identisch, so 

ist s (na) = 0. rrmse 
mehr und mehr von den Beobachtungen abweichen und die Varianz 

vor[Y(t+r)~Y(t+t;t)] wird zunehmen. Für S (r;2) Z 1 ist dann die teI rrmse 
Varianz der Abweichungen ebenso groß wie oder größer als die Varianz der Beob- 

achtungen. 

D1e beiden Maße S (I;I) und S (r;r), als Funktionen der Vorhersage- cor rrmse 
zeit r betrachtet, geben zusammen ein gutes Kriterium, um unterschiedliche 

Zustandsraummodelle (3.3. 1,2) miteinander zu vergleichen. Allerdings wird ein 

zu gutes Modell vorgetäuscht, wenn man die Güte der Vorhersagen Y(t+r;t) bzgl. 

der Beobachtungen Y(t+I) betrachtet, an die das Zustandsraummodell angepaßt 

wurde. Dieser künstlichen Erhöhung der Vorhersagegüte ist in besonderer Weise 

Rechnung zu tragen. Für eine ausführliche Diskussion des Verhältnisses von 

„wahrer" zu Ilkünstlicher" Vorhersagegüte sei auf die Arbeit von Barnett und 

Hasselmann (1979) hingewiesen. 

Mit wachsender Vorhersagezeít 1: werden die Vorhersagen 

(3.6.10) 



4. ANALYSEN SIMULIERTER DATEN 

In dem Kapitel 2 wurde eine Hierarchie von Schätzverfahren für Zustands- 

raummodelle vorgestellt. Die Analyse simulierter Daten bietet die Möglichkeit, 

die Schätzwerte und Ihre Vertrauensintervalle mit den vorgegebenen und daher 

bekannten Werten des simulierten Modells zu vergleichen. Auf diese Weise wer- 

den die Vor- und Nachteile der einzelnen Verfahren einander gegenübergestellt. 

Als Beispiele dienen niederdimensionale Zustandsraummodelle in s 4) mit und 

ohne Beobachtungsrauschen. Die gewählten Modellfunktionen sind linear (AR(1)- 

und AR(2)-Prozesse). 

Für Zustandsraummodelle ohne Beobachtungsrauschen können die POPs gleich 

den EOFs gewählt werden (siehe Kapitel 2.7). Ein solches Zustandsraummodell 

ohne Beobachtungsrauschen mit einem AR(2)-ProzeB als Modellfunktion dlent in 

Kapitel 4. 1 als erstes Beispiel, um die Schätzung der Modellparameter durch 

das EOFMDL-, das EOFML-, das LSQ- und das ML-Verfahren miteinander zu verglei- 

chen. 

Bei dem zweiten Beispiel in Kapitel 4.2 handelt es slch um ein Zustands- 

raummodell mit elnem AR(2)-Prozeß als Modellfunktion, das auch das Beobach- 

tungsrauschen einschließt. Verglichen werden das LSO- und das ML-Verfahren. 

Insbesondere wird die Abhängigkeit der Schätzungen von den gewählten Anfangs- 

werten untersucht. 

In dem Kapitel 4.3 findet sich ein Vergleich des LSQ- und des 

ML-Verfahrens mit dem von Gantert (1989) entwickelten Kalman-Verfahren. Die 

Modellfunktion ist bei diesem dritten Beispiel ein AR(1)-Prozeß. Der Einfluß 

des Beobachtungsrauschens auf die Analyseergebnisse wird behandelt. 

4.1 EIN VERGLE1CH DER EOFMDL-, EOFML-, LSQ- UND ML-VERFAHREN AN EINEM 

BEISPIEL OHNE BEOBACHTUNGSRAUSCHEN 

Das EOFMDL-, das EOFM~ ~-, das LSQ- und das ML-Verfahren, die in den Kapi- 

teln 2.6,7,9 definiert wurden, werden hier an Hand simulierter Daten vergli- 

chen. 

a) Die simulierten Daten 

Dimensionen (n = m = ohne Beobachtungsrau- 

schen (3 = Q) und mit einem AR(2)-Prozeß als Modellfunktion zugrunde: 

Den simulierten Daten liegt ein Zustandsraummodell (2. 1.5,6) mit gleichen 

2) für den Raum der y(t) und x(t). 
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y ( t )  c x t t ) ,  ( 4 . 1 . 1 )  

x ( t l  'n~GWN (0,Q.) _.1X(t-1) + _!§2X(t-2) + n ( t ) ,  

Das Rauschen n ( t )  ist ein Gaußsches weißes Rauschen mit verschwindendem 

Mittelwert und der Kovarianzmatríx Q. Mit den Parametern 

( 4 . 1 . 2 )  

5-1 

I 
[ 

1.0000 
0.0000 

1.9250 
0.0021 

0.0000 
1.0000 

-0. 1070 
1.8180 

9 

-0. 9604 
-0.0043 

0.0790 
-0.9023 » 

( 4 . 1 . 3 )  

( 4 . 1 . 4 )  

t max 

9. II ( 4 . 1 _ 5 )  7.846 1.500] 
1.500 2.177 

ist dieses Modell ein System aus zwei Oszillatoren. Die Periode und die 1/e- 

Abklingzeit des einen Oszillators sind T1 = 34 und 11 = 49, die des anderen 

slnd T2 = 21 und 1:2 = 20. D1e Zeitreihe der simulierten Beobachtungen Y ( t )  ist  

= 1000 Zeitschritte lang. 

b )  Da5 EOFMDL-I/erfahren 

Der multivariate Durbin-Levinson-Algorithmus berechnet die Yule-Walker- 

Schätzer eines AR(p)-Prozesses in sukzessiv aufsteigender Ordnung p = 

1,2,3, . . . (Kapitel 2.9). Deshalb ist das EOFMDL-Verfahren ein geeignetes 

Mittel, AR(p)-Prozesse verschiedener Ordnung p anzupassen, um so Hinweise auf 

die Ordnung des AR(p)-Prozesses des linearen Zustandsraummodells (4. 1. 1-5) zu 

erhalten, mit dem die Daten Y(t) erzeugt wurden. 

Alle mit dem EOFMDL-Verfahren angepaßten bivariaten (m = 2) AR(p)- 

Prozesse der Ordnungen p=2, . . . ,10 zeigen zwei dominante Oszillatoren mit den 

Zeitkonstanten T1ß36, r1~54 und T2zz1, T2ß22. Die weiteren Oszillatoren und 

Relaxatoren klingen sehr schnell ab (IsS). Zusammen mit dem Verhalten der 

Varianz des unerklärten Restes n(t) und den Portmanteau-Statistiken P1 und p2 

von n(t) (siehe Kapitel 3.5) in Abhängigkeit von der Ordnung p, die in Tabelle 

4. 1. 1 zusammengefaßt sind, kann. man. p = 2 als Ordnung des AR(p)-Prozesses 

(4.1.1-5) folgern. 
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Tabelle 4.1.1: Die Varianz des un- 

erklärten Bestes n(t) und die Port- 

manteau-Statistiken Pı und Pz von 

n(t) für die mittels des EOFMDL- 

Verfahrens angepaßten AR(p)-Prozesse 

mit p=1,...,10. 

p 

123456789 

1 o 

94.6 

9 .7  

9 .7  

9 . 6  

9 .6  

9 .6  

9 .5  

9.5  

9 . 4  

9 . 4  

14060. 

141. 1 

130.7 

130.8 

12.9.4 

126.3 

121.7 

113.0 

106.6 

107.6 

var[11(t)] 51 
I 

52 
3633. 

103.3 

103.9 

105.0 

106.7 

105.1 

104.9 

103.9 

108.7 

109.2 

c) Das EOFMDL- und das EOFML-Verfahren 

Das EOFMDL- und das EOFMI..-Verfahren (Kapitel 2 .7 ,9 )  schätzen beide die 

Muster Q als die EOFs der Beobachtungen Y ( t )  . Mit dieser Wahl sind Schätzwerte 

der Zustandsvariablen X ( t )  gegeben, an die die jeweilige Modellfunktion 

F[X(1:st) , a ,  t ]  angepaßt wird. Das EOFMDL-Verfahren bestimmt die Yule-Walker- 

Sohätzer der Modellparameter eines AR(p)-Prozesses beliebiger Ordnung p 

mittels des multivariaten Durbin-Levínson-Algoríthmus, das EOFML-Verf ehren 

dagegen bestimmt die Maximum-Likelíhood-Schätzer der Modellparameter a für 

beliebige Modellfunktionen F[X(1:st),a,t] .  Ist wie in diesem Beispiel die 

Modellfunktion ein AR(p)-Prozeß, so dienen die Yule-Walker-Schätzer der 

Modellparameter als Anfangswerte für die Maxímíerung. 

Die Analysen der simulierten Daten Y ( t )  mit den beiden Verfahren schätzen 

die Muster Q a s  

§ = 0.9999 
-0.0139 

0.0139 
0.9999 . ( 4 . 1 . 6 )  

D1e Ergebnisse der EOFMDL- und der EOFML-Analyse mit einem bívariaten (m = 2 )  

AR(2)-ProzeB als Modellfunktion sind direkt vergleichbar. Um die Ergebnisse 

auch mit den gegebenen Werten (4.1.3-5) vergleichen zu können, muß das vorge- 

gebene Modell auf dieselbe Darstellung transformiert werden. Weil für das hler 

betrachtete Mode1lbelsplel die Dimensionen des Beobachtungsraumes und des 

Zustandsraumes gleich sind (n = m ) ,  1st dies eine einfache Basistransformation 
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m i t L -  AT (siehe Kapitel 2 . 3 )  

II 
- v

'l 
<:l 

II 

bl 

( 
[ 

1.9260 
0.0036 

7.803 
1.578 

-0. 1055 
1.8170 

1.578 
2.220 • 

-0.9614 
-0.0051 

0.0781 
-0.9013 » ( 4 . 1 . 7 )  

( 4 . 1 . 8 )  

Wer te der und A und Kovarianzmatrix Q 

Insbesondere die Systemmatrizen .Al und A2 scheinen sehr gut geschätzt zu sein, 

was durch die engen Vertrauensíntervalle angedeutet wird. 

In Tabelle 4. 1 .2 sind die gegebenen und die von beiden Verfahren 

geschätzten Systemmatrizen A1 _2 der 

zusammengefaßt. Mit den Schätzwerten sind auch deren 90%-Vertrauensintervalle 

angegeben, die auf 500 Monte-Carlo-Simulationen beruhen (Kapitel 3 . 3 , 4 ) .  Die 

Unterschiede zwischen den Analyseergebnissen der beiden Verfahren sind gering. 

Alle Schätzwerte liegen innerhalb des jeweiligen 90%-Vertrauensintervalls. 

Auch die vorgegebe- 

nen Werte liegen alle innerhalb der Vertrauensintervalle, d.h. die Schätzwerte 

sind erwartungstreu. 

Para- 

meter 

(51)11 

(5.1)21 

(51)12 

(&1)22 

(A2)11 

(A2)21 

(A2)12 

(A2)22 

Tabelle 4 . 1 . 2 :  

EOFMDL-Verfahren 

gesch. 90%-Interv. 

EOFML-Verfahren 

gesch. 90%-Interv. 

LSQ-Verfahren 

1.93 

0.00 

-0. 11 

1.82 

-0.96 

-0.00 

0.08 

-0.90 
|.-.-... 

1.93 

0.01 

-0. 11 

1.81 

-0. 96 

-0.01 

0.07 

-0.90 

-0.003 0.01 

1.91 1.95 

-0.15=-0.07 

1.795 1.83 

-0 .98 ' -0 .94 

-0_02§ 0.00 

0.035 0.12 

-0.925-0.87 

1.93 

0.00 

-0. 12 

1.83 

-0.96 

-0.01 

0.08 

-0.91 

1.91 1.94 

-0.00' 0 .  01 

-0.16§-0.08 

1.803 1.84 

-0.981-0.94 

-0.02% 0.00 

0.04§ 0.11 

-0.931-0.88 

1.93 

0.00 

-0. 12 

1.83 

-0.96 

-0.01 

0.08 

-0.91 

7.54 

1.54 

2. 17 

1.77 

6.971 8.04 

1.345 

2.013 2.33 

7.52 

1.54 

2.  17 

1.77 

6.941 8.06 

1.303 

1.993 2.30 

7.52 

1.54 

2. 17 

7.80 

1.58 

2.22 

gegeben 

(4 .1 .7 ,8J  

q11 

q21=q12 

q22 

Die Wer te der Systemmatrizen A.1' AD und der Kovarianzmatrix Q, 

w e  sie in ( 4 .  1 .7 ,8 )  gegeben sind, Lmd die entsprechenden Analyseergebnisse 

des EOFMDL-, des EOFML- und des LSQ-Verfahrens. 

beruhen auf 500 Monte-Carlo-Simulationen. 

gesch. 90%-Interv. 

0 . 0 4 _  0.12 

6.921 7.99 

1.295 1.76 

1.91% 1.94 

-0 .01~ 0.01 

-0 .165-0.08 

1.80% 1.84 

-0 .985-0 .94 

-0.02 0.00 

1.99% 2.33 

-0 .932-0 .88  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . 

Die 90%-Vertrauensintervalle 



56 4. Analysen simulierter Daten 

d) Das 1-:oFm1.-, das LSO- und das ML-Verfahren 

Q 
können. 

T + 3 = 0) 

Aus Kapitel 2.7 ist bekannt, daB im Falle eines linearen Zustandsraummo- 

dells ohne Beobachtungsrauschen die POPs gleich den EOF's gewählt werden 

Das ML-Verfahren (Abschnitt 2.6a) ist jedoch nur anwendbar, wenn 

CQC (2.5.5) invertierbar ist. Ohne Beobachtungsrauschen (E ist dies 

der Fall, wenn die Dimensionen des Beobachtungsraumes und des Zustandsraumes 

gleich sind (n = m). Unter diesen Voraussetzungen sind die beiden Wahrschein- 

lichkeitsfunktionen p(Y) (2.5.6) und p(X) (2.7.7) identisch und man erwartet, 

daB die Maximum-L1kelihood-Schätzer der ML- und der EOFML-Analyse gleich sind. 

Das Modell (4.1.1-5), mit dem die Daten Y(t) erzeugt wurden, hat die 

genannten Eigenschaften, und ein Vergleich der Ergebnisse der EOFML-Analyse 

mit denen der ML-Analyse ist ein Test des in Abschnitt 2.6a) beschriebenen 

iterativen Verfahrens. Als Anfangswerte des ML-Verfahrens dienen die 

Schätzwerte der EOFMDL-Analyse. Der Anfangswert der Kovarianzmatrix des 

Beobachtungsrauschens 2, die bei der EOFMDL-Analyse nicht geschätzt wird, wur- 

de gleich der Einheitsmatrix gewählt (B. = L). 
D1e Analyse der simulierten Beobachtungen Y(t) mit dem ML-Verfahren und 

einem bivariaten (m = 2) AR(2)-Prozeß als Modellfunktion schätzt das Beobach- 

tungsrauschen richtig als 

II 
zrxil 

0.00 
0.00 

0.00 
0.00 * (4.1.9) 

D1e weiteren Ergebnisse sind wie erwartet (nach einer entsprechenden Basis- 

transformation wie in Abschnitt c )  mit denen der EOFML-Analyse identisch. 

Das LSQ-Verfahren, das in Abschnitt 2.6.b)  vorgestellt wurde, bestimmt 

die Least-Squares-Schätzer der Muster Q und der Systemmatrizen A1 und _2' 

Anfangswer te des Verfahrens EOFMDL- 

Analyse. Die Kovarianzmatrizen 3 und Q ergeben sich aus den Kovarianzen der 

entsprechenden unerklärten Reste. Da die Dimensionen des Beobachtungsraumes 

und des Zustandsraumes gleich sind (n = m) ,  gilt für den Approximationsfehler 

(2 .4 .1 ,2 )  

dienen wiederum die Schätzwerte der 

A Als 

€'(t) = Y(t) - it) = o (4, 1. 10) 

und die Kovarianz des Beobachtungsrauschens wind a s  

§==Q (4.1.11J 
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den 

Verfahrens für A A Die Unterschiede der drei Analyseergeb- 

geschätzt. Für dieses Modellbeíspiel ist also (die POPs Q. als die EOFS (4.1.6) 

gewählt) ein direkter Vergleich der Least-Squares-Schätzer des LSQ-Verfahrens 

mit Yule-Walker- und Maximum-Líkelíhood-Schätzern des EOFMDL- und EOFML- 

_1' _2 und Q. möglich. 

misse, die in Tabelle 4. 1.2 zusammengefaßt sind, sind für dieses Modellbeí~ 

Spiel sehr klein. Auch die auf jeweils 500 Monte-Carlo-Simulationen beruhenden 

90%-vertrauensintervalle sind fast gleich. 

Box und Jenkins (1970) beobachteten bei der Anpassung von AR(p)-Prozessen 

an univaríate Zeitreihen Y(t) mittlerer und großer Länge tmax ebenfalls nur 

kleine Unterschiede zwischen den verschiedenen Schätzern. Jedoch können (auch 

für relativ große tmax) beachtliche Unterschiede auf treten, wenn die Zeitreihe 

nahe der Instabilität ist. In diesem Fall erwartet man die beste Schätzung von 

den Maximum-Líkel 1hood-Schätzern. 

4.2 EIN VERGLElCH DES LSQ- UND DES ML-VERFAHRENS UND DEREN ABHOR&NOIOKEIT 

VON DEN ANFANGSWERTEN AN EINEM BEISPIEL MIT BEOBACHTUNGSRAUSCHEN 

An Hand elnes weiteren Beispiels eines linearen Zustandsraummodells, das 

nun auch Beobachtungsrauschen einschließt, werden das LSQ- und das ML- 

Verfahren untersucht, die in Kapitel 2 .6  vorgestellt wurden. Insbesondere 

interessiert uns die Abhängigkeit der Ergebnisse der beiden iterativen 

Schätzverfahren von den gewählten Anfangswerten. 

a )  Die simulierten Daten 

Den simulierten Daten liegt ein Zustandsraummodell (2 .1 .5 ,6)  mit den 

Dimensionen n = 4 für den Raum der Y ( t )  und m = 2 für den Raum der x ( t )  mit 

einem AR(2)-Prozeß als Modellfunktion zugrunde: 

e-GWN(0,ß.), y ( t )  = gx(t) + s:( t) ,  ( 4 . 2 . 1 )  

x ( t )  A1x(t-1) + A2xtt-2) + °n(t) ,  n~GWN(0,Q). ( 4 . 2 . 2 )  

Die Rauschterme e ( t )  und n ( t )  sind Gaußsches weißes Rauschen mit 

und den Kovaríanzmatrízen _ und Q. elendem Mittelwert 

Parametern 

R 

verschwin- 

Dieses Modell mit den 
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II 

U
I 

0. 2281 
0.7477 
0.  5400 
0.3199 

0.8679 
-0.4430 
0.2195 
0.0465 

s ( 4 . 2 . 3 J  

0.2180 
0.1614 

-0.1789 
-0.3160 

0.1614 
0.1304 

-0.1709 
-0.1864 

-0.1789 
-0.1709 
1.2760 

-0.3988 

-0.3160 
-0.1864 
-0.3988 

1.6990 
» ( 4 . 2 _ 4 )  

l>
 

»-
 I II 

II 

o 
H

n
 

II 

[ 
( 

1.9250 
0.0021 

-0. 1070 
1.8180 

-0. 9604 
-0. 0043 

0.0790 
-0. 9023 » ( 4 . 2 . 5 )  

7.846 
1.500 

0. 1942 
0.7641 
0.5309 
0.3098 

1.500 
2.  177 ( 4 . 2 . 6 )  9. 

ist ein System aus zwei Oszillatoren. Wie in Kapitel 2.11 gezeigt wurde, 

durchläuft jeder der beiden Oszillatoren im Beobachtungsraum einen Zyklus, der 

durch ein Paar von Mustern gekennzeichnet ist. Mit den Nebenbedíngungen aus 

Anhang A . 4  ist ein solches Paar eindeutig bestimmt. Das POP-Paar des ersten 

Oszillators mit der Periode T1 = 34 uhd der 1/e-Abklingzeit 11 = 49 is t  

0.0215 
c1 = -0.0101 

2 0.0059 › 
0.0014 

das des zweiten Oszillators mit der Periode T2 

= 20 1st 

9 (4.2_'7) 

21 und der 1/e-Abkl1ngze1t 1:2 

o »-
n

 
II I 

o. 8342 
o. 0480 
0. 4754 
0.  2090 

I o 
l\

J
[\

J
 

II 

-0.0526 
0.1553 
0.0584 
0.0417 

( 4 .2 .8 )  

D1e Zeitreihe der simulierten Beobachtungen Y ( t )  umfaßt tmax = 1000 Zeit- 

schritte. 

b )  Das LSO- und das ML-lferfahren 

Eine Schwierigkeit bei der Anpassung von Zustandsraummodellen liegt in 

der Freiheit der Darstellung, die in Kapitel 2 .3  näher betrachtet wurde. Um 

die Ergebnisse verschiedener Analysen vergleichen zu können, oder auch um die 

Monte-Carlo-Simulationen sinnvoll durchführen zu können, muß eine Darstellung 

gewählt werden, die durch geeignete Nebenbedingungen eindeutig festgelegt ist .  
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1I -2 

Al' -2 
Darstellung 

Die räumlichen und zeitlichen Eigenschaften des betrachteten linearen 

Zustandsraummodells (4 .2 .  1,2)  werden durch die Angabe der Muster Q und der 

Systemmatrizen A A charakterisiert. Die Angabe der POP-Paare (01, cm) ,  ( e  

cm) der beiden Oszillatoren und der dazugehörigen Zeitkonstanten (Tl ,  11) , 
(T2, Tz) ist dazu äquivalent. Während bei den Mustern Q und den Systemmatrizen 

A eine Transformationsfreiheit besteht, ist, wie schon erwähnt, die 

der Oszillatoren mit den Nebenbedingungen aus Anhang A . 4  

eindeutig. 

D1e Unsicherheiten des Modells slnd durch die Kovarianzmatrizen des 

Beobachtungsrauschens und Q des Systemrauschens charakterisiert. Die Matrix ß 
ist im Beobachtungsraum definiert und damit eindeutig. Die Darstellung der 

Matrix Q im Beobachtungsraum 

B 

I- u 31 II 

2.642 
1.323 
2. 159 
1.068 

1.323 
3.820 
2.844 
1.630 

2. 159 
2.844 
2.748 
1.484 

1.068 
1.630 
1.484 
0.812 

(4.2_9) 

achtungsraum 

1st ebenfalls eindeutig. 

Die simulierten Daten wurden mit dem LSQ- und dem ML-Verfahren analysiert 

und die dazugehörigen 90%-Ver trauensíntervalle berechnet, die auf 500 Monte« 

Carlo-Simulationen beruhen. Als Anfangswerte der beiden iterativen Verfahren 

dienten die Schätzwerte der EOFMDL-Analyse. Für das ML-Verfahren wurde der 

Anfangswert der Kovarinzmatrix des Beobachtungsrauschens gL) die durch das 

EOFMDL-Verfahren nicht geschätzt wird, gleich der Einheitsmatrix gesetzt 

(B = .L). Die IIbeobachteten" Schätzwerte dienten als Anfangswerte der Analyse 

der entsprechenden Monte-Carlo-Simulat1onen. 

Die räumlichen und zeitlichen Eigenschaften werden gut geschätzt (siehe 

Tabelle 4.2. la). Die Unterschiede zwischen den beiden Analyseverfahren sind 

gering. Die Schätzwerte und die vorgegebenen Werte liegen innerhalb der ange- 

gebenen 90%-Vertrauensintervalle. Die stochastischen Eigenschaf ten des Systems 

(Tabelle 4.2. lb) werden schlechter geschätzt. Der Maximum-Likelíhood-Schätzer 

(ML-Verfahren) des Beobachtungsrauschens 5. ist zufriedenstellend; das im Beob- 

dargestellte Systemrauschen CQCT jedoch zu groß 

geschätzt. Das LSQ-Verfahren bestimmt die Größen 3 und Q als die Kovaríanz- 

matrizen der entsprechenden unerklärten Reste. Die Stärke der Rauschterme wird 

in der Regel überschätzt. Auf die Abhängigkeit der beiden Verfahren vom 

Beobachtungsrauschen wird im nächsten Kapitel 4.3 eingegangen. 

wird etwas 
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Para- 

meter 

1 
Q 

Zn 

T1 
1: 

[ c } )  

( c } ) 1  

( c l Z  

(C l ]3  4 

( c  )1  
(c  ) 2  

(c  ) 3  

(c214 

T2 
T 

(cg) 1 
( e  ) 2  

( c  )3  

( c  ) 4  
( c  ) 1  

( c  ) 2  

(c  13 
(c2)4 

LSQ-Verfahren 

gesch. 90%-Interv. 

ML-Verfahren 

gesch. 90%-Interv. 

33.9 

48.8 

0.19 

0.76 

0.53 

0.31 

0.02 

-0.01 

0.01 

0.00 

33.8 

54.7 

0.20 

0.76 

0.53 

0.31 

0.02 

-0.01 

0.01 

0.00 

32.6 35.3 

35.6 §80.3 

0.175 0.22 

0.05 

0.75 0.77 
0.52§ 0.54 

0.31% 0.31 

-0.00§ 

-0.02§ 0.00 

-0.00§ 0.01 
-0_00§ 0.00 

33.8 

58.1 

0.20 

0.76 

0.53 

0.31 

0.02 

-0.01 

0.01 

0.00 

21.1 

19.6 

0.83 

0.05 

0.48 

0.21 

-0.05 

0.16 

0.06 

0.04 

20.5 

18.7 

0.80 

0.10 

0.48 

0.22 

-0.09 

0.23 

0.08 

0.06 

19.6 21.2 

14.8 23.4 

0.733 0.84 

0.21 

0.34 

-0.01; 

0.435 0.52 

0.19§ 0.25 

-0.16§-0.04 

0.0; 

0.043 0.12 

0.035 0.09 

20.5 

20.4 
0.8O 

0.10 

0.48 

0.22 

-0.09 

0.23 

0.08 

0.06 

gegeben 

(4.2.7,8) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
54 

0.31 

32.6 35.1 

38.1 §80.9 

0.17§ 0.22 

0.75§ 0.77 

O.52 0. 

0.31§ 

-0.01§ 0.05 

-0.02% 0.00 

-0.00§ 0.01 

-0.00§ 0.00 

19.7 21.3 

14.5 §24.0 

0.74§ 0.84 

0.133 0.34 

0.043 0.12 

0.03% 0.09 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

-0.01§ o.21 

0.443 0.52 

0.19§ 0.25 

-0.15§-0.05 

Tabelle 4.2 .  da: Die Analyseergebnísse für die Zeitkonstanten T. 

POP-Paare ( c l .  c2) 

vorgegebenen Werte, d.h. 

die Schätzwerte und die dazugehörigen 

Monte-Carlo-S1mu1at1onen 

sprechenden Ergebnisse des ML-Verfahrens aufgeführt. 

Tu' ı und die 

der beiden Oszíllatoren ( i=1,2).  Spalte 2 beinhaltet die 

die Spalten 3-5 die Ergebnisse des LSQ-Verfahrens, 

90%-Vertrauensintervalle, die auf 500 

beruhen. In den letzten drei Spalten sind die ent- 

c )  Die Abhangigkeit de5 LSO- und des ML-Verfahrens von den Anfangswerten 

Aus der Analyse der simulierten Daten mit verschiedenen Anfangswer ten 

erhält man Aufschluß über die Abhängigkeit der Schätzwerte von den gewählten 

Anf angswerten. Für das LSQ- und das ML-Verfahren wurden 500 Analysen mit 

stochastischen Anfangswer ten aller Parameter e durchgeführ t .  Die verschiedenen 

Schätzungen streuen etwas. Von diesen Verteilungen können, wie bei den Monte- 
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Para- 

meter 

22 
23 

24 
33 

ALSo-Verfahren 

gesch. 90%-Interv. 

ML-Verfahren 

gesch. 90%-Interv. 

0.22 

0.16 

-0.18 

-0.32 

0.13 

-0.17 

-0.19 

1.28 

-0.40 

1.70 

0.21 

0.23 

-0.33 

-0.12 

0.27 

-0.29 

-0.31 

0.85 

-0.52 

1.73 

0.19 0.22 

0.21 0.24 

-0.36 -0.31 

-0.16 -0.09 

0.25 0.29 

-0.32§-0.26 

-0.34§-0.27 

0.783 0.92 

-0.59§-0.46 

1.59§ 1.84 

0.15 

0.12 

-0.17 

-0.27 

0.13 

-0.20 

-0.20 

1.26 

-0.41 

1.77 

2.64 

1.32 

2.16 

1.07 

3.82 

2.84 

1.63 

2.75 

1.48 

0.81 

3.05 

1.43 

2.43 

1.21 

4.11 

3.06 

1.76 

3.01 

1.63 

0.89 

2.8 

1.2 

2.2 

1.0 

3.7 

2.8 

1.6 

2.7 

1.5 

0.8 

0 3.28 

3 1.61 

1 2.61 

9 1.30 

7 4.35 

0 3.26 

1 1.87 

7 3.19 

0 1.74 

2 0.95 

2.83 

1.37 

2.28 

1.14 

3.87 

2.90 

1.66 

2.84 

1.54 

0.84 

gegeben 

(4.2.4,9) 

'11 

'21-'12 

"31='13 

'41-_'14 
1"22 

'32-'23 
r42="24 

F33 

r43__'34 

» '44 

(§9gT)11 

(§9£T)12 

(§9-qT)13 

(£Q§T4 

(§9§T) 
cgqgT) 
(QQQT) 
canc;ggT) 
(9_q§T)34 

@gT)44 

Tabelle 4.2.1b: Analog zu Tabelle 4.2.1a sind in diesel Tabelle die Ergebnis- 

se fair die Koeffizienten der symmetrischen Kovarianzmatrix 3 des Beobachtungs- 
rauschens und LQQQT) der transformier ten Kovarianzmatrix 

0.08% 0.22 

0.06 0.18 

-0.252-0.07 

-0.37%-0.15 

0.07 0.21 

-0.28§'0.08 

-0.33§-0.08 

1.075 1.49 
-0.53§-0.25 

1.6o§ 1.95 

2.80% 3.z6 
1.27§ 1.67 

2.253 2.67 
1.11§ 1.33 

3.79§ 4.39 

1.63% 1.90 
2.80§ 3.26 
1.515 1.76 
0.833 0.97 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

2.831 3.32 

des Systemrauschens 

zusammengefaßt. 

Carlo-Simulationen, die 90%-Intervalle berechnet werden. 

Es zeigt sich. daB das LSQ-Verfahren wesentlich robuster ist. 

für das ML-Verfahren 

So wurden 

6 = ( 1 + & ) 5 ,  € n(o,0.04). (4.2.10) 

als stochastische Anfangswerte gewählt. Dabei ist 6 der ııbeobachtete" 

Schätzwert und g eine normalverteilte Zufallsvariable mit dem Mittelwert 0 und 

der Varianz 0.04. Für das LSQ-Verfahren war es sogar möglich, die Anfangswerte 

vollkommen unabhängig von den IIbeobachteten" Schätzwerten zu wählen, nämlich 
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x POP Paare (c1, cm) 

mit zufälligen 

und die dazugehörigen 

Para- 

1: 1 ic 115 
c 125 

°; ) 

4 
..-A111L11191. __ '~'"'*q 

i 

*§ 
E 

I 

33 8 
I 

LSQ-verfahren 

i0@n_n_erv- g; p 
'g . 

ML ,Yprfahren 

33.8 55.8 
58.1 "be 58.2 I 

I 

I 

I 

I 
J 

I 
i 

I 

I 
I 

I 

2% 
.} 
2 
| *  

H 
I 

I 

I 
1 - !  

-5 L. 
:s 
E 
i i  
-5 
H 
E t  
r \  
I 

l 
l 

3 8  233.8 
é 
1 
. 
L! 

4 
I 

I 

as 
4 =! 
0 
H 

._z___ 

54.6 
0.20 

'O.76 
0.53 
0.31 
0.02 

0.01 
0.01 
0.00 1 

I 

3 

E 

I 

s a ` J 

: 

| 

54.7 2 
0.20 
0.76: 
0.53 

0.31 
0.0 

-0.0M 

0.01 
0.01 

I 

I 

0.20 10520 0.20 
0.76 0.76 9.76 

0.53 0.53 0.53 
0.31 0.31 0.31 
0.02 0.02 

-0.01 -0.01 -0.01 
01 0.01 0.01 
00 0.00 0.00 

0.025 

I 

:Q * n h i t  

FE i-. 

al 

T1 
1 54.7 
1 0.20 

" } 0.76 

Qcl)3 0.53 

go J 0.31 

1 4* 0 02 1 '  . 
(c Jo! -0.01 

(c  13 0.01 

( C ) 4  0.00 

T2 

'Q . v 
. c  I § j ) L  

.. 'ii s 13 

11 
(c  J 2 
(c  06 
(c2)4_ 

Tabelle 4.2.2a-  In diesel Tabelle sind f i r  die Zeitkonstanten r. und die 

iterativen 

beinhalten die Sch§tzwer°te 

II .____.,._l,l,l_u5HI*J,.. 

I 

20.s 
18.7' 
0.80 
0.10 
O.48 
0.22 

-0.09 
0.23 
0.08 
0.06 

.\ 
.I 

L» 
'. --in 

h 
n- r 

1 
1 

I 

| .  
\ |  

I. E: -» 

I I; 

I 
I I II 

E 

g 

;; 
I; 
I 

26.5 
118.7 
I 0.80' 
0.10% 

0.482 
0.22 

I-0.09'-0.0 
I 0.235 
0.08 
D-06% 

.- - . 
20.s 
18.7 
0.8 
0.10 

0.48 

0.23 

0.23 

0.0 
0.0é 

_ 

I 

I 

I I 
I I' 

20.5 
20.4 
0.80 
(L 10 
0.48 

-0.09 
0.23 

0.08 
0.06 

0.22 

I 

I I 

II 
l g 

I I 

5% I 
ii 

0; 

,20.5 

,19.8 

0.80' 
0.1 

0-48I 
0.22; 

,0.08 
0.21 
0.0q§ 
0.0 I 

l 

` 1-9 
ET 

2I- 'i 
|. _ 

. . -  . . _ -  . 
~ . - - . . .  . .u ¢#ifrmnwmllrllrna 

I 

€33.8 

20.5 
20.5 
0.80 
0.10 
0.48 
0.22 

0.09 
0.23 

0.08 
0.06 

beiden 

T., 

i der beiden Oszillatoren (i=1.2) die 90%-Inter alle der 500 

Analysen Startwerten der LSO- und ML- 

Verfahren zusammengefaßt. Die ersten drei Spalten 

90%-Intervalle des LSQ-Verfahrens. In den letzten drei 

Spalten sind die entsprechenden Ergebnisse des ML-Verfahrens aufgeführt. 

als normalverteilte Zufallszahlen 

6 = € ,  e n(0,1) ,  ( 4 . 2 .  11) 

mit Mittelwert 0 und Varianz 1. 
,_ .. 1 1 2 2 Die 90/ Intervalle der Großen (T1, 1:1), (cl ,  cm), (TZ, 12), (c l ,  cm) 

(siehe Tabelle 4.2.2a) zeigen, daß die Schwankungen für beide Verfahren sehr 

gering sind. Auch die Schwankungen der Schätzwerte der 1/e-Abklingzeit sind im 
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l I 

LSQ-verfahren 'Jin 
I t  

»L 

ML-Yerfahren 

90%-Intezvu .. I `l"i1TT` in 

Para- I 
-.D+-"s . 

'11 I 
'21"1 
'31.nl'1 
'41-'14 

'22 
'3z--'za 
'42_'24 

'as 
L3"a 
r 

I 

:I 
§. 
| 1 go 

u; 
! 4 

I 5 
i d e 
> . f. 
: 

I 
I 

I 
I 

E 
t u 

E _ 
n g F 
: 
E 

I 
j 

I F 

v . 

0.21 0.2 0.15 
0.23 0.2 0.12 

-0.33,-0.3 -0.17 
-0.1z*-0.12 -0.27 
0.27" 0.2 I 0.13 

-0.29 -0.2 -0.20 
-0.31 -0.31 -0.20 

0.85 0.8 1.26 
-0.52 -0.5 -0.41 
1.73' 1.73 1.77 I 

I 
I 

...mm ---1 .-H... I! 

r 
l 
1 . _g ,_.=....,,,........... ... HI 

1.'73 

0.21 
0.23 

-0.33 
-0.12 

0.27 
-0.29 
-0.31 
0.85 

-0.52 

if . -.- - 1 in. . , _.. 

4 > 
_R I9D%:IngrYJ§ . v  I 1 -i 

I 

Had
 

nl="" 
I _ n 

@gTJ11 

emf J 
IQQT ) 
IQQT J 
(QUIT J 
IQQT )24 
:QQ J 
IQQT J a 
IQQT J43 

23 al 

I 
I 

0.09" 0.14 
0.07 0.13 

-0.23 -0.14 
-0.30§ -0.21 

0.07§ 0.14 

-0.22 -0. 13 

12 
1.231-Q 1.39 

I-0.41§-0.33 

1.7Z; 

12 

131 
145 

331 

1 
Tabelle 4.2.2b: Analog zu Tabelle 4.2.2a slnd in diesel Tabelle die Ergebnis- 

se fir die Koeffizienten der symmetrischen Kovarianzmatrix 3. des Beobachtungs- 

rauschens und (QoQ)  der transformierten Kovarianzmatrix des Systemrauschens 

zusammengefa8t. 
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1.57 
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Vergleich zu den in Tabelle 4.2.1a angegebenen 90%-Ver trauensintervallen zu 

vernachlässigen. Die Dämpfungsrate cc = -1/1: ist gegenüber der 1/e-Abklingzeit 'r 

ein stabilerer Parameter, jedoch wird die Angabe der anschaulicheren 1/e- 

Abklingzeit 'r bevorzugt . 
Die 90%-Intervalle der Kovarianzmatrízen § und QUIT (siehe Tabelle 

4.2.2b) zeigen einen erheblichen Unterschied zwischen den beiden Verfahren. 

Die Maximum-Likel1hood-Schätzer des ML-Verfahrens differieren voneinander. Die 

Schwankungen s 1nd im Vergleich zu den 90%-Vertrauensintervallen der Monte- 
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Carlo-Simulationen (Tabelle 4.2.1b) nicht zu vernachlässigen. Die Schätzer des 

LSQ-Verfahrens sind dagegen kaum von den jeweiligen Anfangswerten des íterati- 

ven Verfahrens abhängig. 

d) Zusammenfassung 

Zusammenfassend folgt für das LSO- und das ML-Verfahren: 

Die zeitlichen und räumlichen Eigenschaften des betrachteten Zustands- 

raummodells werden gut geschätzt (Tabelle 4.2.1a);  die Abhängigkeit der 

Schätzwerte von den Anfangswerten des iterativen Verfahrens ist unwesentlich 

(Tabelle 4.2.2a) .  Die Ergebnisse der beiden Verfahren unterscheiden sich kaum. 

Die Schätzergebnlsse der Kovarianzmatrizen ß und QQQT (Tabelle 4.2. lb) 

sind schlechter. Die etwas besseren Ergebnisse des ML-Verfahrens werden durch 

die deutliche Abhängigkeit von den Startwerten (Tabelle 4.2.2b) in Frage 

gestellt. Weiter ist zu beachten, daB für das LSo-Ve rfahren allgemeinere 

Anfangswerte (4 .2 .  11) gewählt werden konnten. D1e Untersuchungen zeigten 

außerdem, daß die Güte der Ergebnisse des ML-Schätzverfahrens von der Vorgabe 

der Anfangswerte der Muster Q beeinflußt wird. 

Daraus schließen wir, daß für unbekannte, groBe, komplexe Systeme das 

ALSo-Verfahren zu bevorzugen ist. Dafür spricht auch der geringere Rechenzeit- 

bedarf dieses Verfahrens. 

4.3 EIN VERGLEICH von LSQ- UND ML-VERFAHREN MIT DEM AUF DEM KALMAN- 

GLÄTTUNGSHLTER AUFBAUENDEN KALMAN-VERFAHREN UND DEREN ABHÄNGıC;- 

KEIT VON DEM BEOBACHTUNGSRAUSCHEN 

t ı max 
dem Kalman-Glättungsfilter auf und wird deshalb im folgenden kurz Kalman- 

Verfahren genannt. Es bestimmt die Maximum-Likelíhood-Schätzer der Muster Q, 

An einem dritten Beispiel eines linearen Zustandsraummodells werden das 

LSO- und das M~ ~-Verfahren (Kapitel 2 .6 )  mit dem von Gantert (1989) entwickel- 

ten Schätzverfahren (Kapitel 2.10) verglichen. 

Das LSO- und das ML-Verfahren bestimmen die Zustandsvariablen X ( t )  durch 

den linearen, erwartungstreuen Schätzer X ( t ; t )  = g†y(t› (2 .4 .1) .  Für ein 

Zustandsraummodell mit einem AR(1)-Prozeß als Modellfunktion erhält man mit 

Hilfe des Kalman-Glättungsfílters einen Schätzer X ( t ) ,  der linear von allen 

Beobachtungen Y ( t ) ,  t=1, . . . , abhängt. Das Verfahren von Gantert baut auf 
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der Modellparameter a und der Kovarianzmatrízen E. und Q. Diese drei Verfahren 

bilden elne Hierarchie von Schätzverfahren für Zustandsraummodelle, wie sie 

Tabelle 2.10.1 im Überblick zeigt. 

Wir wissen, daß bei einem Zustandsraummodell ohne Beobachtungsrauschen 

der Kalman-Glättungsfilter in den einfacheren Schätzer (2.4.1)  m1t .M- = L 
übergeht (Kapitel 2 . 4 ) ,  und außerdem, daß mit den Mustern _c auch die Zustands- 

variablen X ( t )  gegeben s 1nd (Kapitel 2 . 7 ) .  In diesem Kapitel interessier t des- 

halb der Einfluß verschiedener Beobachtungsrauschen auf die Analyseergebnisse 

der drei Verfahren. 

a )  Die simulierten Daten 

Den simulierten Daten liegt ein Zustandsraummodell (2.  1.5,6)  mit den 

Dimensionen n = 4 für den Raum der Y ( t )  und m = 2 für den Raum der X ( t )  und 

einem AR(1)-prozeß als Modellfunktion zugrunde: 

e~GWN(0iil1). Y ( t )  = §IX(t) + e ( t ) ,  ( 4 . 3 . 1 )  

x ( t )  = AX(t-1) + n ( t ) ,  'r}~GWN(0,Q) I ( 4 . 3 . 2 )  

Die Rauschterme e ( t )  und n ( t )  sind Gaußsches weißes Rauschen mit verschwinden- 

dem Mittelwert und den Kovaríanzmatrizen 3 und Q . Dieses Modell mit den Para- 

metern 

IO
 

II 

o. 1370 
0. 0958 
0. 4532 
0. 2334 

0. 4787 
0. 2802 
0. 3196 
0.2347 

l ( 4 . 3 . 3 )  

II 

:al 

0.0423 
0.0000 
0.0000 
0.0000 

0.0000 
0.0230 
0.0000 
0.0000 

0.0000 
0.0000 
0. 0760 
0.  0000 

0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0455 

» ( 4 . 3 . 4 )  

A :  0.9100 
-0.2500 

0.2100 
0.8900 

Q 

II 2.6690 0.5540 
0.5540 2.8370 

1st das System elnes gedérnpf ten Oszillators mit der Periode T = 25 und der 

1/e-Abklingzeit 1: = 14. Das POP-Paar, das der Oszillator zykllsch durchléiuf t 

( 4 . 3 . 5 )  

( 4 . 3 . 6 )  
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(siehe Kapitel 2.  11) ı ist mit den Nebenbedíngungen aus Anhang A . 4  eindeutig 

bestimmt: 

0.5585 
0.3359 
0.5845 
0.3710 

I cz 

II 

0.1976 
0.1010 

-0.2089 
-0.0598 

(4,3. '7) 

Die Zeitreihe der simulierten 

schritte. 

Beobachtungen Y ( t )  umfaßt t = 1000 Zeit- max 

4 . z b )  durch das POP-Paar 

Die Eigenschaf ten des Zustandsraummodells werden, wie schon im Abschnitt 

erwähnt, (cl ,  cm),  die Zeitkonstanten T,  1, die 

Kovaríanzmatrix 3 des Beobachtungsrauschens und die im Beobachtungsraum darge- 

stellte Kovarianzmatrix 

T C C  = 
0.7729 
0. 4622 
0.7442 
o. 4838 

0.4622 
0. 2769 
0.4572 
0.2949 

0.7442 
0.4572 
0.9985 
0.5954 

0. 4838 
0.2949 
0.5954 
0.3624 

( 4 . 3 . 8 )  

des Systemrauschens eindeutig charakterisiert. 

b )  Das LSO- und das ML-Verfahren 

Die simulierten Daten wurden mit dem LSQ- und dem ML-Verfahren (linearer, 

erwartungstreuer Schätzer für X ( t ) .  Least-Squares- bzw. Maximum-L1kel1hood- 

Schätzer für Q, a, 5 und Q) analysiert und die dazugehörigen 90%-Ver trauens1n- 

tervalle berechnet, die auf 500 Monte-Carlo-Simulationen beruhen. Als Anfangs- 

werte dienten die Schätzwerte der EOFMDI..-Analyse. Für das ML-Verfahren wurde 

der Anfangswert der Kovarianzmatrix des Beobachtungsrauschens, die durch das 

EOFMDL-Verfahren nicht geschätzt wird, gleich der Einheitsmatrix 1.) 
gesetzt. Die IIbeobachteten" Schätzwerte dienten als Anfangswerte der Analyse 

der Monte-Carlo-Simulat1onen. 

Die räumlichen und zeitlichen Eigenschaf ten werden recht gut geschätzt 

(siehe Tabelle 4.3. 1a).  Die Unterschiede zwischen den Schätzwerten des LSQ- 

und ML-Verfahrens sind klein. Alle Schätzwerte liegen in den entsprechenden 

90%-Vertrauensintervallen. Allerdings wird die vorgegebene 1/e-Abklingzeit T 

systematisch unterschätzt, und es liegen einige der vorgegebenen Koeffizienten 

der Muster knapp außerhalb der 90%-Ver trauensíntervalle. Die stochastischen 

Eigenschaf ten des Systems (Tabelle 4.3.1b) werden schlecht geschätzt. Es sind 

zwar alle Schätzwerte innerhalb der 90%-Vertrauensintervalle, aber diese sind 

nicht immer konsistent mit den vorgegebenen Werten. 

(R = 
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Tabelle 4 .3 .  la: Die Analyseergebnisse für die Zeitkonstanten T, T und das 

POP-Paar (cl, cm) des Oszillators. Spalte 2 beinhaltet die vorgegebenen Werte, 

die Spalten 3-5 die Ergebnisse des LSQ-Verfahrens, d.h. die Schätzwerte und 

die dazugehörigen 90%-Ver trauensintervalle, die auf $00 Monte-Carlo-Simulat1o- 

nen beruhen. In den Spalten 6-8 sind die entsprechenden Ergebnisse des 

MI..-Verfahrens und in den letzten drei Spalten die des Kalman-Verfahrens darge- 

stellt. 

Das Unvermögen des LSQ- und des ML-Verfahrens, insbesondere die 

Kovaríanzmatrix 8 des Beobachtungsrauschens korrekt zu schätzen, erstaunt auf 

den ersten Blick. Denn 3 (4 .3 .4)  ist klein gegenüber der transformierten Kova- 

rianzmatrix QQQT (4.3.7) des Systemrauschens und sollte das Analyseergebnis 

nicht wesentlich beeinflussen. Dieser Mangel soll kurz erklärt werden: 

Dazu spalten wir das Beobachtungsrauschen e ( t )  (4 .3 .  1) in zwei Anteile 

e ( t )  = ç_g+.~=(t) + (1-§+›=(t› ( 4 . 3 . 9 )  

auf , wobei 

Q+ = 
T -1 

(Q w QT.t'1 

die aus (2.4. 1) bekannte Moore-Penrose-Pseudoinverse der Muster _C zur Metrik M . -1 + ist QM = Q bzw. 1). Der erste Anteil Q; e ( t )  ist die Projektion des Beobach- 

tungsrauschens auf den durch die Muster aufgespannten Raum der Dynamik des 

[4.3,10) 
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Tabelle 4.3.1b: Analog zu Tabelle 4.3.1a sind in diesel Tabelle die Ergebnis- 

se f i r  die Koeffizienten der symmetrischen Kovarlanzmatrix B. des Beobachtungs- 

rauschens und (c  CT) der transformierten Kovarianzmatrix des Systemrauschens 

zusammengefa8t . 
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Systems, der zweite Anteil (L-.C§ı+)e(t) ist die Projektion auf den dazu 

orthogonalen Rauen. Sind die Muster Q bekannt, so folgt für die geschätzten 

Zustandsvariablen (2. 4. 1 ) 

X ( t ; t )  = g_+ytt) (4 .3 .  11) 

aus der Beobachtungsglei Chung (4.3.1) 

xcmt)  ==g231tJ + xun + Q+e(t) :: g"€( t ) .  (4 .3.12J 
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Das bedeutet, daß die Schätzung der Zustandsvariablen um den auf den Raum der 

Muster projizierten Anteil des Beobachtungsraus chens verfälscht wird und da- 

durch das LSQ- und das ML-Verfahren die 1/e-Abklingzeit T systematisch unter- 

schätzen. 

Bei dem einfacheren ALSo-Verfahren wird die Kovarianzmatríx B. des Beobach- 
tungsrauschens als die Kovarianzmatríx 

= <g' (t›.«='Tc±›› B: (4_3 .13 )  

des Approximationsfehlers 

e ' ( t )  = y ( t )  - ex( t ; t )  (4 .3 .14)  

bestimmt (Abschnitt 2.6b) .  Aus (4.3.1,12-14) folgt 

e ' ( t )  = (;-$ a c t ) ,  (4.3.15) 

R' = 

für den Approximationsfehler und 

+ (ı-äh 3 (ı-Q )T. 

für dessen Kovarianzmatríx. Mit den gegebenen Parameterwer ten (4 .3 .3 ,4)  können 

wir also höchstens erwarten, daB die Schätzung der Kovaríanzmatríx B mit 

(4 .3 .16)  

R' = 

0.0075 
-0.0114 
0.0034 

-0.0062 

-0.0114 
0.0211 
0.0001 

-0.0023 

0.0034 
0.0001 
0.0086 

-0.0187 

-0.0062 
-0.0023 
-0.0187 
0.0409 

(4 .3.17)  

verträglich ist. Ein Vergleich mit den entsprechenden Schätzwerten des LSO- 

Verfahrens, die in den Spalten 5 bis 7 der Tabelle 4.3.1b zusammengefaßt sind, 

zeigt, daB alle Komponenten von R' innerhalb der angegebenen 90%- 

Ver trauensintervalle liegen. Die Abweichung der Matrix B_' von der Matrix B- aus 

(4 .3 .4 )  ist allerdings nicht vernachlässigbar. 

Das ML-Verfahren bestimmt die Kovarianzmatrizen und IQ durch ihre 

Maximum-Likelihood-Schätzer (Abschnitt 2 .6 .a ) .  Der Fehler bei der Schätzung 

der Zustandsvariablen ( 4 . 3 .  12) beeinflußt auch diese Schätzwerte, jedoch kann 

das bei diesem Verfahren nicht auf einfache Weise veranschaulicht werden. 

R 

c )  Das Kalman-Verfahren 

Bei dem Kalman-Verfahren werden die Zustandsraumvaríablen X ( t )  mittels 

des Kalman-Glättungsfílters geschätzt und die Parameter ıçı, on, 3 und g. als 

Maximum-Líkel1hood-Schätzer bestimmt. Ganter t (1989) wählte für das Kalman- 

Verfahren die spezielle Darstellung des Zustandsraummodells mit Q (siehe = l  
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Kapitel 2 . 3 ) .  Als Anfangswerte dienten die auf diese Darstellung transformier- 

ten Ergebnisse der EOFMDL-Analyse. Die Kovarianzmatrix des Beobachtungsrau- 

schens war wiederum 3 = 1. Weiter benötigt das Kalman-Verfahren noch die 

Anfangswerte für den Kalman-Glättungsfilterz X(0)  = X(1;1) und ıl2ı(0) D1e 

jeweils Ilbeobachteten" Schätzwerte wurden als Anfangswerte der Analyse der 

entsprechenden 500 Monte-Carlo-Simulationen gesetzt, auf denen die berechneten 

90%-Vertrauensintervalle beruhen. 

Der Kalman-Glättungsfílter korrigiert die naive Schätzung (4.3.11) der 

Zustandsvariablen. Es gehen dabei sowohl das lineare Zustandsraummodell 

(4.3.1,2) als auch alle Beobachtungen Y ( t ) ,  t=1,.. . , tmax, ein. Dies führt zu 

einer besseren Schätzung der zeitlichen und räumlichen Struktur (siehe Tabelle 

4.3. la ) .  Die Muster °ı und cm, die Periode T und insbesondere die 1/e-Abkl1ng- 

zeit T werden konsistent geschätzt. Jedoch ist das Kalman-Verfahren offenbar 

nicht in der Lage, die stochastischen Eigenschaften des Beíspíeles richtig zu 

bestimmen. Wie wir aus Tabelle 4.3.1b ersehen. liegen die Schätzwerte zwar 

alle innerhalb der 90%-Vertrauensintervalle, jedoch wurde die Kovarianzmatríx 

3 des Beobachtungsrauschens systematisch überschätzt und die transformierte 

Kovaríanzmatríx QQQT des Systemrauschens systematisch unterschätzt . 
Mit dem Kalman-Verfahren wird ein stets positiv definiter Schätzer für 5 

bestimmt, der nur langsam gegen einen mit Null ver träglichen Wert konvergiert. 

Von daher 1st zu verstehen, daB in diesem Beispiel, in dem das vorgegebene ß 
(4 .3 .4 )  klein gegenüber QQQT (4 .3 .7 )  und nur die Diagonale von Null verschie- 

den ist ,  5 systematisch überschätzt wird. In die Likelihoodfunktion (2.5.6)  

geht nur die Summe § = Q@T + ß. (2 .5 .5 )  der Kovarianzen der beiden Rauschterme 

ein. Daraus folgt, daB mit einem systematisch überschätzten § ein systematisch 

unterschätztes QQT einhergeht . 

= 1 .  

d) Ein zweiter Satz simulierter Daten 

Die Folgerungen bzgl. der Abhängigkeit des LSO- und des ML-Verfahrens von 

dem. Beobachtungsrauschen. *werden. durch. die Analyse einer zweiten. Zeitreihe 

geprüft. Den simulierten Daten liegt wiederum das lineare Zustandsraummodell 

(4.3.1,2) zugrunde. Die Parameter der Muster .Q (4.3.3), der Modellparameter A 
(4.3.5) und der Kovaríanzmatrix Q (4.3.6) des Systemrauschens bleiben 

unverändert. Lediglich die Kovaríanzmatríx des Beobachtungsrauschens ist neu 

durch 
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0.0074 
-0.0110 
0.0034 

-0.0060 

-0.0110 
0.0228 

-0.0002 
-0.0020 

0.0034 
-0.0002 
0.0092 

-0.0179 

-0.0060 
-0.0020 
-0.0179 
0.0423 

I (4.3.18J 

gegeben. Der Unterschied 

B'B.' = 
-0.0003 
0.0008 

-0.0000 
0.0003 

0.0008 
0.0009 

-0.0003 
0.0003 

-0.0000 
-0.0003 
0.0005 
0.0010 

0.0003 
0.0003 
0.0010 
0.0009 

(4.3.19) 

zur Kovarianzmatrix 

an II 

0.0077 
-0.0118 
0.0034 

-0.0063 

-0.0117 
0.0219 
0.0001 

-0.0023 

0.0034 
0.0001 
0.0087 

-0.0189 

(4.3.zo) 

-0.0063 
-0.0023 
-0.0189 
0.0414 

des Approximationsfehlers 

schließen wir, der auf den Raum der Muster 

projiziert wird, gegenüber dem Rauschen e(t) zu. vernachlässigen ist, und 

erwarten, daß die Analyseergebnisse insbesondere des LSQ-Verfahrens besser 

sind als in dem zuvor diskutierten Beispiel. 

D1e zeitlichen und räumlichen Eigenschaften in diesem zweiten Beispiel 

werden von allen drei betrachteten Verfahren gut geschätzt (siehe Tabelle 

4.3.2a). Die Unterschiede sind gering, lediglich die Schätzung der 1/e- 

Abklingzeit T durch das Kalman-Verfahren 1st etwas groß. Die Schätzwerte und 

die vorgegebenen Werte liegen innerhalb der angegebenen 90%-Vertrauens1nter- 

valle. Wie erwartet, schätzen das LSQ- und das ML-Verfahren die stochastischen 

Eigenschaften diesmal besser (Tabelle 4.3.2b). Alle Schätzwerte liegen in den 

90%-Vertrauensíntervallen. Die Schätzung der Kovarianzmatrizen Q. und ggg ist 

bis auf zwei bzw. eine Ausnahme konsistent mit den vorgegebenen Werten. Das 

Kalman-Verfahren hingegen überschätzt wie bei dem ersten Beispiel die Kova- 

rianzmatrix §1 des Beobachtungsrauschens und unterschätzt die transformierte 

Kovarianzmatrix Qggdes Systemrauschens. 

+ ı 

e'(t) = (l'.Q§ )e(t) (4.3.14,15) ist klein. Daraus 
+ 

daß der Anteil gI.e(t). Q 

e) Zusammenfassung 

Zusammenfassend folgt für das LSQ-, das ML- und das Kalman~Verfahren: 

Die räumlichen und zeitlichen Eigenschaften der beiden betrachteten 

Beispiele werden gut geschätzt (Tabellen 4.3.1a und 4.3.2a). Die Ergebnisse 

des Kalman-Verfahrens, insbesondere bei dem ersten Beispiel, slnd besser als 
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Para- 

meter 

C11 

c12 

c13 

c14 

Cz1 

LSQ-Verfahren 

gesch. 90%-Interv. 

ML-Verfahren 

gesch. 90%-Interv. 

Kalman-Verfahren 

gesch. 90%-Interv. 

25.2 

13.5 

0.56 

0.34 
0.58 

0.37 

0.20 
0.10 

-O.21 

-0.06 

25.3 

14.5 
0.56 

0.34 
0.58 
0.37 

0.19 

0.10 
-0.21 

-0.06 

27.1 

11.8 

23.9 § 
M7 

o.55§ 0.58 
0.333 0.35 
0.56§ 0.59 

0.37§ 0.38 
0.18§ : 0.21 

0.093 0.11 
-0.z2§-0.20 

-0.07§-0.06 

25.3 

14.6 
0.56 
0.34 

0.58 

0.37 

0.19 

O.1O 

-O.21 

-0.06 

23.7 §26.8 
11.5 317.5 
0.55§ 0.58 

0.335 0.35 
0.56§ 0.59 

0.37§ 0.38 
0.185 0.21 

0.093 0.11 
-0.223-0.20 

-0.07E'0.06 

25.3 
16.8 
0.56 
0.34 
0.58 

0.37 

0.20 

0.10 
-0.21 

-0.06 

gegeben 

(4.3_7) 

T 
T 13.1 

0.s5§ 0.57 
0.33§ 0.34 
0.57§ 0.59 

0.37 0.38 

O.18 0.21 

°22 0.09 0.11 

°23 -0_22§-0_20 

°24 -0.07 -0.06 

Tabelle 4.3.2a: D1e Analyseergebnisse for die Zeitkonstanten 7) 'r und das 

POP-Paar (cl, cm) des Oszillators. Spalte 2 beinhaltet die vorgegebenen Werte, 
die Spalten 3-5 die Ergebnisse des ALSo-Verfahrens, d.h. die Schétzwerte und 

die dazugeh6r1gen 90%-Vertrauensintervalle, die auf 500 Monte-Carlo-Simulat1o- 

nen beruhen. In den Spalten 6-8 sind die entsprechenden Ergebnisse des ML- 

Vérfahrens und in den letzten drei Spalten die des Kalman-Verfahrens darge- 

stellt. 

24.2 ='26.6 

521.1 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

die des LSO- oder ML-Verfahrens. 

D1e Schätzergebnisse der stochastischen Eigenschaften von allen drei Ver- 

fahren sind im Vergleich dazu schlechter (Tabellen 4.3.1b und 4.3.2b). Für das 

LSQ- und das ML-Verfahren kann diese Schwäche theoretisch erläutert werden, 

wie die Analyseergebnisse des zweiten Beispiels zeigen. Wir beobachteten bei 

beiden Beispielen, daB das Kalman-Verfahren die Kovaríanzmatrix 3. des Beobach- 
tungsraus chens und die transformierte Kovarlanzmatrix ggg des Systemrauschens 

systematisch über- bzw. unterschätzt. In beiden Beispielen war das vorgegebene 

5 (4.3.4,18) klein gegenüber CQCT (4.3.8). Wie die Beispiele bei Gantert 

(1989) zeigen, schätzt das Kalman-Verfahren die stochastischen Eigenschaften 

besser, wenn das Beobachtungsrauschen groß ist. 

Legen wir vor allem Wert auf die Güte der Schätzung der räumlichen und 

zeitlichen Eigenschaften eines Systems. so 1st das Kalman-Verfahren zu bevor- 

zugen. Jedoch ist dieses durch die Verwendung des Kalman-Glättungsfilters noch 

erheblich langsamer als das ML-Verfahren. 
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Para- 

I 
'11 | 

r21=r1 

'31..-.1-r1q! 

"41lu-.1-'1 

-/22 

'32.-.uu-'2 

'42"'2 

'33 

Es 
'M 
=t3qt 

2 . 

2 5 
.H 
l 

W gegeben L, 
85i181 

ALSo,-yerfahren HiT 
2:14-Lmerv.-.I 

nr 

l 

I 
I 
I I' 

I 

I 
I 

_J 

.007 

- .011 
.003 

- .006 
.023 
- .000 
- .002 
.009 
- .018 
.042 

_ .._.-.¢»»:» ,-»|,.... .lll-»-.1 

I 

1 

I 

I 

0.77 
0.46 
0.74 
0.48 
0.28 

0.46 

0.29 
1.00 
0.60 
0.36 

I 

l I i 
I 

I 
I 
I I' 

I 

I 
I 

-JJ 

.007 

- .011 
.003 

- .006 
.023 
- .000 
- .002 
.009 
- .018 
.042 

_ .._.-.¢»»:» ,-»|,.... .lll-»-.1 

1 

I 
I I I 

0.77 
0.46 
0.74 
0.48 
0.28 

0.46 

0.29 
1.00 
0.60 
0.36 a 

I ML-yerfahren Kalman-Verfahren 

UP%" 1-1iiill*1s 
. 078 

. 040 

. 075 

. 046 

. O57 

. O48 

. 033 

. 105 

. 036 

. 085 

1 I l _Ill I I II. 
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I 

I 
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t 
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-.0125-.01 

.ooi .00 .013 
-.00&-.00d .003 

.01 i ~°2w .024 
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-.Codi .oo .004 
.009 .010 II 

q 
. 020 

. 012 

. 050 
'H' J 

-.022§i?-.018 

. 04g 
1 

1 

- . . .o4e 
::r m a ;  = - - m  

.. . 
I 

I I 

I 

wig 
iii 

3 3 

J 

w 

. O24 

. 013 

. 032 

. 013 

. 012 

. 035 1 

. 004 

. Oss • 063 I 
....| 

.00 .030 

- .006 Low 

- .00&= 
.Of 

- ~°° 
- .of 

I*Ir. 00jy 
- . 01 .  r 

I r I 

I 
I 

| 

1, 
"I 
.I 
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.066 

.028 

.053 

.032 

.047 

.035 

.025 

.076 

.022 

.071 

. 045 

I 
I 

I 

I 

.015 

.037 

.020 

.038 

.022 

.017 

.057 

.010 

.059 
.- |1t11I-°- 

b 
I 
I 

: 
I 
I 

I 

I 
I 

l 
I 

'0.76 

0.46 
0.74 
0.49 

0.28 

0.46 I 

0.30 

1.00 

0.60 

0.37 

0.71 

I 

~¢ 

0 . 4 2 ¥ 0 . 4  

0.62 

0.455 

0.2 
0.42§ 
0.27% 

0.9&51.06 

0.5 
0.3Qf 

5 .  

iii 

51 
.I- 

0_8£ I I i • 

I 
I 

. 
I 

I 

5 

I 
I 
I 

0.76 

0.46 
0.74 

0.48 

0.27 

0.46 

0.30 

1.00 

0.60 

0.37 

0.80 

0.52 

0.30 

0.49 

0.32 

§ 0.64 
5 

0.39 

5. 

i ' I  

I 
-l » 

0.72 

0.43 
0.70 

0.46 

0.26 

0.43 

0.28 

0.95 

0.57 
0.35 

l fi 
E? :=: 
: 2  

r 

i: 
§ 
i 

go a I 
E 
E: 
A s 
I 
L 

E 
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0.83 

0.50 

0.82 

0.531 

0.30 

0.50 

0 .33 .  
1.1o 

0.66 
0.40 

é 

.::: 4 ._Jl.L_ 

I 

0.65 

0.39 

0.64 

0.42 

0.23 

0.39 

0.25 

0.86 
0.52 
0.32 I 

| 

> - 
I 

I 

I J I  lB\.1 l 

(§Q§T)1 

(g1§T)1 

cgqgT)1 
cg;gT)2 

IQQQTJ 
CQQQTJ l 
(QUIT T)3  

@§ T)34 

Tabelle 4.3.2b: Analog zu Tabelle 4.3.2a sind in diesel Tabelle die Ergebnis- 

se fair die Koeffizienten der symmetrischen Kovarianzmatrix 8 des Beobachtungs- 

rauschens und (QQQT) der transformierten Kovarianzmatrix des Systemrauschens 

3 
ii 
8 is 
1! a 
a +1 
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3 
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1 

'Et 
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.§ 
"':- 
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. .JJI IJ H II l l.1lll[:I ; IIJ 
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--1 ' I . I 
l 1 I 
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' I  
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1l.l 

E 11 * I  
\ |  
r .  
F 
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L 
j .  

g; 
51 

0.63 

0.37 0.41 
0.62% 0.67 
0.40 0.44 
0.22 0.24 
0.38 0.42 
0.24 0.27 
0.83 0.90 

0.s0. 0.54 
0.30% 0.33 

pi 
. 
u 

1 
4: 
1-e 

zusammengefaßt. 



5. ANALYSEN ZUM EL Nl§O/SOUTHERN 0SCILLATION-PH)-\INOMEN 

Ein zentraler Teil dieser Arbeit sind die Analysen beobachteter Daten mit 

der Methode der Principal Interaction/Oscillatlon Patterns (PIPs/POPs). Das E1 

Niko/Southern Osc11lat1on- (ENSO-) Phänomen erscheint für diese erste Anwen- 

dung der PIPs/POPs besonders gut geeignet. ENSO ist auf den Zeitskalen von 

einigen Monaten bis zu einigen Jahren das vorherrschende globale Klimasignal. 

Vor allem ist es ein Beispiel dafür, daB die komplexe Dynamik des Systems 

Ozean-Atmosphäre durch die zeitliche Entwicklung einiger weniger räumlicher 

Strukturen wiedergegeben werden kann [z.B. Weare et al. (1976)] . Das 

ENSO-Phänomen wird in Kapitel 5.1 kurz beschrieben. 

Der Ablauf von ENSO-Ereignissen und deren Auswirkungen auf das Klima- 

system vor allem in den Tropen slnd recht gut bekannt. Dagegen 1st immer noch 

unklar, wie ein Ereignis zustande kommt. Mit der Analysemethode der PIPs/POPS 

1st ein neuer diagnostischer Zugang möglich. Neben der räumlichen Struktur von 

ENSO wird. durch. die PIP/POP-Methode insbesondere auch die Dynamik dieser 

Muster beschrieben. 

D1e auffälligste Erscheinung des ENSO ist das Verhalten der Meeresober- 

flächentemperatur (SST) im zentralen und östlichen äquatorialen Pazifik. Durch 

einen SST-Anomalie-Index, wie er in Kapitel 5.2 analysiert wird, können daher 

warme und kalte ENSO-Ereignisse definiert und deren Stärke klassifiziert 

werden (Abschnitt 5.2b). Der SST-Index zeigt die allgemein bekannte Eigen- 

schaft der festen Phasenbeziehung des ENSO-Phänomens zum Jahresgang (Abschnitt 

5.2e,f); auch das breite Band an Zeitskalen dieser quasiperiodischen Erschei- 

nung 1st in dem SST-Index enthalten (Abschnitt 5.2g). 

Auf diese un1varlate Zeitreihe werden der Stationaritätstest (Kapitel 

4.1) und der Linearitätstest (Kapitel 4.2) angewandt (Abschnitt 5.2c,d). Die 

wichtige Voraussetzung der Stationarität ist danach erfüllt. Für die Nicht- 

linearitäten, die der Dynamik des SST-Index zugrunde liegen, sind die Fluktua- 

tionen auf Zeitskalen unter einem Jahr wesentlich. 

Neben der SST sind auch die zonale und die meridionale Komponente der 

bodennahen Windgeschwindigkeit (u, v) charakteristische Variablen des ENSO. In 

Kapitel 5.3 wird ein gemeinsamer Datensatz der SST-, u- und v-Anomalien unter- 

sucht. Die Daten sind auf dem Äquator zentriert und überdecken den Bereich des 

Indischen Ozeans und des Pazifik (400E-80°w). Beide Regionen sind durch die im 

indonesischen Raum aufeinanderstoßenden Windsysteme des Monsuns und der Passa- 

te eng miteinander verbunden. Eine weitere wichtige Größe ist der Luftdruck 
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auf Meereshöhe (SLP). Der in. Kapitel 5.4 analysierte Datensatz der SLP- 

Anomalien umfaßt das gesamte Gebiet zwischen 3o°n und 30°s. 
An dem Datensatz des SLP, der n = 

= 296 Zeitschritten umfaßt, wird deutlich, 

verfahren für Zustandsraummodelle gerecht werden muß. Von der vorgestellten 

Hierarchie der Schätzverfahren für Zustandsraummodelle (Kapitel 2. 10) kommen 

bei diesen Analysen deshalb nur das EOFMDL- und das LSQ-Verfahren zur Anwen- 

dung. Das ML- und das Kalman-Verfahren, die wie das LSQ-Verfahren die Muster Q 

und die Modellparameter a gleichzeitig bestimmen, benötigen zu viel Rechen- 

zeit. Bei den Analysen der simulierten Daten (Kapitel 4.2,3) wurden die Unter- 

schiede deutlich. Der hohe Rechenzeitbedarf für die Monte-Carlo-Simulationen 

ist der Grund, daß die Vertrauensintervalle der Schätzwerte nur für die Analy- 

sen des SST-Index angegeben werden (Abschnitt 5.2g,h). 

Die Modellierung eines komplexen Systems mit einigen wenigen PIPs/POPs 

kann nur die wesentlichen Teile der Dynamik des Systems wiedergeben, d.h. die 

Dynamik der Beobachtungen und die Dynamik des angepaßten Zustandsraummodells 

sind keineswegs gleich. Daher sind die unerklärten Reste der Beobachtungsglei- 

chung e(t). der dynamischen Gleichung n(t) und der Ein-Schritt-Vorhersage p(t) 

kein weißes Rauschen. Ein Test auf weißes Rauschen wie der mu1tlvar1ate Port- 

manteau-Test (Kapitel 3.5) 1st kein geeignetes Hilfsmittel, um die Güte ver- 

schiedener Zustandsraummodelle zu vergleichen. 

Im Verlauf der Untersuchungen stellte sich heraus, daB die Vorhersagegüte 

eines angepaßten Zustandsraummodells (Kapitel 3.6) das beste Kriterium ist, um 

zu entscheiden, welches der betrachteten Zustandsraummodelle die Dynamik des 

ENSO-Phänomens am besten erfaßt (Abschnitt 5.21 und Abschnitt 5.3e,i). 

Die Analysen ergeben, daß das ENSO-Phänomen als eine Überlagerung von 

zwei PIPs aufzufassen ist, die beide eine räumlich stehende Osz1llatlon be- 

schreiben. Die Wechselwirkung der beiden PIPs ist nichtlinear. Das linear ge- 

koppelte System der PIPs kann durch zwei Eigenschwingungen veranschaulicht 

werden. Die erste Eigensohwingung hat eine Periode von etwa drei Jahren und 

zeigt eine räumlich stehende Oszillation der SST-, u-, v- und SLP-Anomalien. 

D1e zweite Eigenschwingung hat eine Periode von etwa zwei Jahren. Sie 

beschreibt eine ostwärts wandernde Oszillation der zonalen Windanomalien u und 

der SLP-Anomalien. Das Signal der meridionalen Windanomalien \/ erscheint im 

wesentlichen als stehend. In der SST konnte keine zweijährige Schwingung iden- 

tifiziert werden. 

288 Zeitreihen mit einer Länge von tmax 

welchen Anforderungen ein Schätz- 
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5.1 DAS EL NIFIO/SOUTHERN 0SCILLATION-PH:&NOMEN 

Die Erscheinung, die mit E1 Niño/Southern Oscillation (ENSO) bezeichnet 

wird, ist das auf den Zeitskalen von einigen Monaten bis zu einigen Jahren 

vorherrschende globale Klimasignal. Dieses heute sehr intensiv untersuchte 

Phänomen kurzfristiger Klimaschwankungen mit einer Periode von 2 bis 7 Jahren 

[z.B. Trenberth (1976), Rasmusson und Carpenter (1982)1 war bis in die sechzi- 

ger Jahre von untergeordnetem wissenschaftlichen Interesse. 

Walker beobachtete bei seiner Suche nach Erscheinungen, die dem indischen 

Monsun vorangehen und so eine Vorhersage der Mbnsuns tärke erlauben [Walker 

(1923, 1924, 1928), Walker und Bliss (1930, 1932, 1937)] › über eine Reihe von 

Jahren die Tendenz eines Druckwechsels zwischen dem Indischen Ozean und dem 

westlichen Pazifik, die er mit den bekannten Worten beschrieb: "When pressure 

1s high 111 the Pacific Ocean it tends to be low in the Indian Ocean fror 

Africa to Australia; . . . [Walker und Bliss (1932)]. Diese riesige Druckschau- 

kel nannte et' die Southern Oscillation. Auch der Zusammenhang der Southern 

Oscillation mit weiteren atmosphärischen Größen und deren jahreszeitliche 

Abhängigkeit war Walker bekannt, denn er fuhr fort: : . . . ; these conditions 

are associated with low temperatures in both areas, and rainfall varies in the 

opposite direction to pressure. Conditions are related differently in Winter 

and Summer, and it is therefore necessary to examine separately the seasons 

December to February and June to August." Bis in die sechziger Jahre h1neln 

wurde diese Beobachtung von den meisten Meteorologen höchstens als eine inte- 

ressante Kuriosität betrachtet. 

Peruanische Fischer bezeichneten ursprünglich mit "Corriente del Niko" 

einen warmen Meeresstrom, der regelmäßig zur Weihnachtszeit auftritt und eng 

lang der Küste Equadors und. Perus südwärts wandert. Das Auftreten. dieses 

Küstenstromes beendet die dortige Fischsaison. E1n kräftiger Südostpassat 

treibt normalerweise das Oberflächenwasser des östlichen Pazifiks westwärts 

und ermöglicht so im Kostenbereich das Auf quellen kalten, nährstoffreichen 

Wassers. Während des Südsommers (Dezember bis März) schwächen die Passatwinde 

ab. Vermindertes Auf quellen und die jahreszeitliche Erwärmung führen zu dem 

beobachteten warmen Küstenstrom. Die Nährstoffe des Oberflächenwassers werden 

aufgebraucht und das Planktonwachstum hört auf. D1e Flsche weichen in tiefere 

Wasserschichten aus. 

In einigen Jahren sind die Temperaturen des Küstenstromes außerordentlich 

hoch und bleiben auch das folgende Jahr bestehen. Dlese besonderen Ereignisse 
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haben katastrophale Auswirkungen auf die wirtschaftliche Lage der Fischer. Die 

Vögel der Küstenregion, die von den Fischen leben, sterben in großer Zahl. D1e 

Guanoproduktion kommt zum Erliegen, was die wirtschaftliche Situation der 

Bevölkerung weiter verschärft. [Wyrtkl (1975), Philander (1983)] . 

Heute bezeichnet der Begriff El Niko diese besonderen Ereignisse. Die 

verheerenden Auswirkungen auf die Wirtschaft der Küstenregion bringen es mit 

sich, daß wir vom Beginn des 18. Jahrhunderts an Kenntnis von E1 Nlño-Ere1g- 

nissen haben [Quinn et al. (1978)] . D1e El Niños wurden bis in die sechziger 

Jahre hinein vor allem als eine regionale Erscheinung angesehen. 

In elner Reihe von Arbeiten zeigte Bjerknes zweierlei [BJerknes (1966, 

1969, 1972)1 : Zum einen sind El Niños nicht auf den östlichen Pazifik 

beschränkt, sondern die Erwärmung der Meeresoberfläche erstreckt sich entlang 

des Äquators bis über die Datumsgrenze hinaus. Zum anderen zeigte er die enge 

Verbindung der atmosphärischen Erscheinung der Southern Oscillation mit dem 

ozeanischen Signal des El N1ño auf. 

Normalerweise ist, wie in Abbildung 5. 1. la) veranschaulicht, eine relativ 

kalte Meeresoberfläche im östlichen äquatorialen Pazifik und eine Ansammlung 

warmen Wassers im westlichen Pazifik zu beobachten. Über dem kalten Wasser des 

östlichen. Pazlflks sinkt trockene Luft herab und fließt den. Südostpassat 

stärkend westwärts. Sie wird angetrieben von dem Hochdruckgebiet über dem Ost- 

paz1f1k und dem Tiefdruckgebiet über Indonesien und dem Westpazifik. Auf Ihrem 

Weg erwärmt die Luft sich und nlmmt Wasserdampf auf, bis sie über Westpazifik 

aufsteigt. Der Wasserdampf kondensiert aus; es kommt zu kräftigen Niederschlä- 

gen. In der oberen Troposphäre strömt die Luf t ostwärts und schließt so die 

zweidimensionale äquatoriale Walker-Zirkulation. 

Die Ansammlung warmen Wassers im Westpazlflk wird durch den Südostpassat 

aufgebaut, der die westwärts gerichteten. Ozeanströme entlang des Äquators 

antreibt. So spiegelt slch der Temperaturunterschied zwischen dem westlichen 

und östlichen Pazifik auch im Wasserstande und in der Thermoklinen wider. Die 

Thermoklíne 1st die Sprungschicht, die das warme, gut durchmischte Oberflä- 

chenwasser von dem kalten Wasser in der Tiefe trennt. Die oberste gut durch- 

mischte Schicht (mixed layer) 1st im Westen über 150m tief und wird nach Osten 

hin flacher, bis sie an der Küste Südamerikas nahezu verschwindet. 

Mit dem Auftreten einer Erwärmung im östlichen Pazifik (Abbildung 5. 1.1b) 

werden der Temperaturunterschied der Meeresoberfläche zum westlichen Pazifik 

vermindert und die Fässatwinde abgeschwächt. Dies wird begleitet von einem 

geringeren Unterschied im Luftdruck. Das Konvektionsgebiet verlagert sich vom 
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Westpazifik nach Osten [Gill und. Rasmusson (1983). Rasmusson und. Wallace 

(1983)] . E1 Niños gehen also einher mit einer schwachen Walker-Zirkulation; 

die Veränderungen in der Walker-Zirkulation entsprechen der Southern Oscilla- 

tion. 

Schwächen die Oberflächenwinde ab, ist ein schneller horizontaler Aus- 

tausch des warmen Oberflächenwassers die Folge. Der ostwärts gerichtete nord- 

äquatoriale Gegenstrom wird verstärkt und der westwärts strömende Südäquato- 

rialstrom schwächt sich ab [Wyrtki (1975, 1977)] . Der Unterschied in der Dicke 

der obersten durchmischten Schicht vermindert slch. Der Wasserstande und die 

Tiefe der Thermoklinen nehmen im östlichen tropischen Pazifik zu, im west- 

lichen Pazifik dagegen nehmen sie ab. Ungewöhnlich hohe Meeresoberflächentem- 

peraturen im zentralen und östlichen Pazifik treten auf. Ein ENSO-Ereignis 

findet statt. 
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Abbildung 5. 1.1: a) Die normalen Bedingungen und b) die Bedingungen während 

eines E1 N1ño-Ereignisses im Bereich des tropischen Pazifik. 
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5.2 DER SST-INDEX 

a) Die Daten 

Das Verhalten der Meeresoberflächentemperatur (SST) im zentralen und öst- 

11chen äquatorialen Pazifik (180°-90°w, 60n-60s) 1st die auffälligste Erschei- 

nung des ENSO. Deshalb wurde sie mit kleineren Abweichungen der definierenden 

Region schon häufiger als ein ENSO-Index verwendet [z.B. Angell (1981). Wright 

(1984). Wright (1985). Zwiers und von Storch (1989)]. 

In dieser Arbeit wird ein SST-Index benutzt, der aus einem Datensatz 

gewonnen wurde, den TMP. Barnett freundlicher Weise zur Verfügung gestellt 

hat. Bei dem Datensatz handelt es sich um monatliche Mittelwerte der SST für 

den Zeitraum von 1950 bis 1989 auf einem 20x10o Gitter, das sich zwischen 

3o°n-3o°s und 300E-7oow erstreckt. Die Region, über die der Index gemittelt 

wurde, entspricht derjenigen, die Wright auch für seinen Index definiert hat 

[Wright (1984)I. Sie ist in Abbildung 5.2.1 dargestellt. Von dem so ermittel- 

ten Index wurden die Monatsmittelwerte bzgl. des gesamten Zeitraumes und der 

lineare Trend abgezogen. Die Abbildung 5.2.2 zeigt den SST-Index. 

b) Klassifizierung warmer und kalter ENSO-Ereignisse 

D1e Stärke eines warmen oder kalten. ENSO-Ereignisses wird in. dieser 

Arbeit mit Hilfe des 12 Monate übergreifenden Mittels des SST-Index definiert. 

An Hand der maximalen (minimalen) Werte während einer warmen (kalten) Episode 

ergibt sich eine Klassifizierung nach Tabelle 5.2.1. In Tabelle 5.2.2 sind die 

Jahre des Beginns und die Stärke eines Ereignisses innerhalb des Zeitraumes 

von 1950 bis 1989 zusammengefaßt. 

Die Stärke der warmen Ereignisse 1st mit der von Rasmusson (1984) erwei- 

terten Zusammenstellung von Quinn et al. (1978) vergleichbar. Die Ereignisse 

1953 und 1976 werden schwächer bewertet, und das 1975er Ereignis wird als 

Tabelle 5.2.1: Der maxima- 

le (minimale) Wert des 12 

Monate übergreifend gemít- 

telten SST-Index einer war- 

men (kalten) Episode gibt 

die Stärke eines warmen 

(kalten) Ereignisses an. 

Stärke warmes Ereignis 

01234 

S 

s 

0.2 < max 0.4 

0.4 < max 0.6 

0.6 < max s 0.8 

0.8 < max 1.0 

1.0 < max 

s 

kaltes Ereignis 

-0.4 s min < -0.2 

-0.6 5 min < -0.4 

-0.8 s m1n < -0.6 

-1.0 S min < -0.8 

min -1.0 < 
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Abbildung 5.2.1:  Die Region der räumlichen Mittelung der monatlichen SST- 

Anomalien umfaßt das Gebiet von (6°-2°n, 170°-90°w), (2°n-6os, 180°-9oow) und 
o (6o-10°s, 150°-110 w) (nach wrıght (1984)). 
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Abbildung 5.2 .2 :  Der SST-Index for den Zeitraum von 1950 bis 1989. 
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Tabelle 5.2.2: Die Jahre 

des Beginns a) warmer 

bzw. b) kalter Ereignisse 

innerhalb des Zeitraumes 

von 1950 bis 1989. Die 

Stärke eines Ereignisses 

wird bezeichnet mit: 0, 

sehr schwach; 1, schwach; 

2, mäßig stark; 3, stark; 

4, sehr stark. 

a) Warne Ereignisse 

Jahr Jahr 

1951 1965 

1953 1969 

1957 1972 
1963 1976 

1 

1 

3 

1 

Stärke 
3 

2 

4 

1 

Stärke 

1979 
1982 
1987 

Jahr 

Stärke Jahr 

b) kalte Ereignisse 

Jahr Jahr 

1954 
1961 

1964 

1967 

Starke Jahr 

2 

0 

2 

1 

1970 
1973 

1975 
1981 

3 

3 

4 
o 

1985 

1988 

Starke 

stärke 

o 
4 

3 

Stärke 

2 

3 

kaltes Ereignis charakterisiert. Sehr schwache Ereignisse (Stärke 0) wie das 

des Jahres 1979 sind in der Zusammenstellung von Rasmusson nlcht aufgeführt 

und werden auch im folgenden nicht weiter betrachtet. 

c) Der Test auf Statíonaritat 

War wenden den in Kapitel 3.1 vorgestellten Test auf Statíonarítät auf 

den SST-Index an, um zu prüfen, ob die sehr wichtige Voraussetzung der Sta- 

tíonarítät überhaupt gegeben 1st. Wie die meisten der Beispiele im Kapitel 3.1 

480 Zeitschritte. Die in den Statíonarítätstest einge- 

zeigen, daß die simulierten Verteilungen der Testgrößen S /0 

umfaßt der Index tmax = 
henden Parameterwerte können der Tabelle 3.1. 1 entnommen werden. Die Beispiele 

2 und S /o` 
a 'y 

weise deutlich von den asymptotischen Verteilungen abweichen. Der Test wird 

2 tell- 

hier deshalb auf der Grundlage der simulierten Verteilungen durchgeführt, die 

auf der Analyse von 500 Monte-Carlo-Simulationen (Kapitel 3.3) eines AR(2)- 

Prozesses beruhen, der mit Hilfe des EOFM~ ~L-Verfahrens (Kapitel 2.9) an den 

Index angepaßt wurde. 

Die Tabelle 5.2.3 zeigt für die Testgrößen so/«Z 
jeweiligen Schätzwert auch die Wahrscheinlichkeit P(S<S). 

kleiner ist als der Schätzwert š. Die Wahrscheinlichkeiten beziehen sich auf 

die (P ) bzw. die simulierten (P ) Verteilungen. Ein 

und 

asymptotischen aSym Sim 

Vergleich der jeweiligen Werte deutet an, daß die asymptotischen und die simu- 

S 7/0r2 neben dem 

daß die Testgröße S 
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11erten Verteilungen deutlich voneinander abweichen. Bezogen auf die simulier- 

ten Verteilungen nehmen die geschätzten Testgrößen recht typische Werte an. 

Daraus folgt, daB der SST-Index von einem stationären Prozeß nicht unterschie- 

den werden kann. 

Tabelle 5.2.3: Test auf Sta- 

tionarítät: die Schätzwerte š 
und die Wahrscheinlichkeiten 

P(S<S) bzgl. der asymptoti zchen (P 

Testgröße 

B 

S/cr2 
FT" 

15.08 

3.84 

99. 8% 

0 • 2% 

S P (s<s ) asym 

asä ml bzw. simulierten ) Verteilungen 

der beiden Testgrößen Sa/0 und S7/0 für den SST-Index . 
(Pslm 

l 

l 

(S<§ ) P 9 s1m 

67.8% 

10.4% 

Die Frequenzen "J = 
64.8, den Perioden 

Die Frequenzen °›J' an denen die Stationarität geprüft wird, slnd durch 

die Formel in Tabelle 3.1.1 gegeben. Sie haben die Werte "J = 0.26. 0.78. 

1.31. 1.83. 2.36. 2.88 [rad/Monat] und entsprechen den Perioden TJ = 21:/wJ = 
24.0. 8.0. 4.8. 3.4. 2.7, 2.2 [Monat]. Aus dem Spektrum des SST-Index (Abbil- 

dung 5.2.3) ersehen wir, daß der größte Teil der Energie jedoch auf Perioden 

oberhalb von 12 Monaten konzentriert ist. Das bedeutet, daß die energie- 

reichsten Frequenzen nicht in den Stationarítätstest eingehen. 

TJ = 
überdecken den wichtigsten Bereich des Spektrums. Führen wir den Test mit 

diesen Frequenzen durch. so kommen wir wieder zu der Aussage, daB der SST- 

Index von einem stationären Prozeß nicht zu unterscheiden 1st. 

0.10, 0.18, 0.25, 0.33, 0.41, 0.49 [rad/Monat], die 
35.9, 24.9, 19.0, 15.4, 13.0 [Moffat] entsprechen, 
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Abbildung s.2.3~ Das Spektrum des in Abbildung 5.2.2 gezeigten SST-Index. 
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d) Der Test auf Linearitat 

In diesem Abschnitt wird geprüft, ob der SST-Index auf einem linearen 

Prozeß beruht. Dazu verwenden wir den in Kapitel 3.2 vorgestellten Test auf 

Linearität. Es werden dieselben Parameterwerte gewählt wie bei den Beispielen 

in Kapitel 3.2. Die Beispiele zeigen, daB die asymptotische und die simulierte 

Verteilung der Testgröße T2 recht gut übereinstimmen. Der Test kann also auf 

der Grundlage der asymptotischen Verteilung durchgeführt werden. 

Die für den ungefilterten SST-Index geschätzte Testgröße von T2 = 8.71 
(siehe Tabelle 5.2.4) ist nur unwesentlich kleiner als das 5%- 

Signifikanzniveau, das bei T2 = 8.94 liegt. So wird die Nullhypothese, daB der 

Prozeß linear ist, auf dem 5%-Signifikanzniveau nicht verworfen. Ein nicht- 

linearer Prozeß scheint allerdings möglich zu sein. 

Tabelle 5.2.4: Test auf Línearítät: 

die Schätzwerte T2 und die Wahr- 

scheinlichkeiten p(T2<T2› bzgl. der 

asymptotischen Verteilung der Test- 

größe T2 für verschiedene Filterun- 

gen des SST-Index. 

Filter 

neln 

( 1/ 1/ 96/108) 

(12/16/480/480) 

(12/16/ 96/108) 

2 

8.71 
3.90 

0.80 
1.68 

P asym(T2<T2) 

94.8% 

85.4% 

37. 1% 

64.2% 

Monaten unterdrückt 

(T2 = 

Um zu sehen, welche Zeitskalen für diese evtl. Nichtlinearität verantwort- 

lich sind, wurde der Test auf Linearität auch für den gefilterten SST-Index 

durchgeführt. Die Filterung erfolgt im Frequenzraum; der Filter wird in Anhang 

A.5  beschrieben. Werden alle langen Fluktuationen mit Zeitskalen über 108 

(Filtercharakteristik (1/1/96/108)), so ist die Testgröße 

zwar kleiner 3.90) ,  größere Werte treten aber nur mit einer Häufigkeit 

von 14.6% auf. Werden Fluktuationen mit Zeitskalen unter 12 Monaten herausge- 

filtert (Filtercharakteristik (12/16/480/480)), so 1st der Wer t der Testgröße 

von T2 = 0.80 sehr klein und der SST-Index wird als linear eingestuft. Die 

mögliche Nichtlinearität, die dem SST-Index zugrunde liegen könnte, konzen- 

triert sich demnach auf die schnellen Fluktuationen mit Zeitskalen unter einem 

Jahr. Der Filter mit der Filtercharakteristik (12/16/96/108), der auch bei den 

Analysen der folgenden Kapitel 5 . 3 , 4  verwendet wird, unterdrückt sowohl die 

kurzen als auch die langen Fluktuationen. Der so gefilterte SST-Index 

erscheint ebenfalls als linear. 
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e) Der Verlauf warmer und kalter ENSO-Ereignisse 

Ein ENSO-Ereignis zeigt einen typischen jahreszeitllchen Verlauf. Dies 

verdeutlicht die Abbildung 5.2.4. Sie zeigt analog zu der von Rasmusson und 

Carpenter (1982) gewählten Darstellung das 12 Monate übergreifende Mittel des 

SST-Index in den Jahren vor, während und nach einem der zehn warmen bzw. acht 

kalten ENSO-Ereignissse zwischen den Jahren 1950 und 1989. 

Während einer warmen Episode (Abbildung 5.2.4a) treten stark ansteigende 

positive SST-Anomalien meistens in den Monaten November bis Februar vor dem 

eigentlichen warmen Ereignis auf. Die Ereignisse von 1969 und 1987 zeigen den 

Temperaturanstieg schon früher, zwischen Mai und Juli. Vor dem 1953er Ereignis 

sind die Temperaturen sehr viel höher als in den übrigen Fällen, der Anstieg 

ist deshalb wesentlich flacher. Die höchsten Werte werden in den Monaten Mai 

bis September erreicht. Danach fällt die Temperatur drastisch ab. In einigen 

Fällen hält diese Abkühlung bis in die zweite Hälfte des darauffolgenden Jah- 

res an. Dies 1st nach den Ereignissen der Jahre 1953, 1963, 1969, 1972 und 

1987 der Fall, auf die schon im folgenden Jahr ein kaltes Ereignis folgt. 

Während einer kalten Episode (Abbildung 5.2.4b) kann man stark ansteigen- 

de negative SST-Anomalien in den Monaten Februar bis Mai vor dem eigentlichen 

kalten Ereignis beobachten. Von diesem Bild weicht das Verhalten der Ereignis- 

se 1967, 1975 und 1985 ab, denen kein warmes Ereignis unmittelbar voraus geht. 

Die nledr1gsten Werte werden zwischen September und Dezember erreicht. Danach 

steigen die Temperaturanomalien wieder an. Der Anstieg nach den Ereignissen 

von 1964, 1967, 1975 und 1985 ist besonders ausgeprägt. 

D1e Dauer eines warmen oder kalten ENSO-Ereignisses, von dem ersten Auf- 

treten einer Anomalie bis zu deren Verschwinden gerechnet, ist ebenso unter- 

schiedlich wie der jeweilige Verlauf. Im Mittel umfaßt ein Ereignis 14 bis 16 

Monate. 

f) Die Persistenz 

Ein Signal ist persistent, wenn es eine Zeit andauert. Die Autokorrela- 

tíonsfunktion 

r(r;I) = car[Y(t+r);Y(t)]te -» _ 
<y(t.|.-,_-)y(t;)>tE2 

vor[Y(t)]te 

der Beobachtungen Y(t) ist ein Maß für die mittlere Persistenz einer Erschei- 

nung. Die Menge der Zeiten t, über die gemittelt wird, bezeichnen wir mit I. 

Große Werte der Autokorrelationsfunktion r(r;I) bis zu einem bestimmten 1 

(5.2.1J 
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Abbildung 5.2.4° Das 12 Monate übergreifende Mittel des SST-Index in den 

Jahren vor, während und nach einem a) der zehn warmen und b) der acht kal- 

ten ENSO-Ereignisse zwischen den Jahren 1950 und 1989 (analog zu Rasmusson 

und Carpenter (1982)). 
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I 

deuten an, daß das Signal im Mittel so lange anhält. 

Betrachten wir die Autokorrelationsfunktion r(r;I) des ungefilterten SST- 

{a11e Januare}). Index für die einzelnen Monate (z.B. I = so erkennen wir elne 

starke Abhängigkeit von der Jahreszeit (siehe Tabelle 5.2.5). Die Persistenz 

1st maximal von Juni bis August. Minimale Persistenz finden wir um den März. 

Dies ist zu sehen an den niedrigen Werten der Autokorrelationsfunktion r(t;I) 

für r=1,2.3 und dem Band des Abfalls der Persistenz während der Monate Juli 

bis Dezember. 

Die in Kapitel 3.6 eingeführte Korrelationsgüte (3.6.4) 

(T;I) = cor[Y(t+r);Y(t+r;t)]teI S cos 

ist ein Maß für die Güte der 'c-Schritt-Vorhersage Y(t+1:;t) gegenüber den 

Beobachtungen Y(t). Ein Vergleich der Autokorrelationsfunktion r(1:;I:) (5.2.1) 

mit der Korrelatíonsgüte S60I_(1:;:Z) (5.2.2) zeigt. daB wir den einfachsten Fall 

einer *r-Schritt-Vorhersage betrachtet haben: 

Y(t+r;t) = Y(t). 

(5.2.2) 

(5.2_3) 

Die Komplexität eines anderen Modells und dessen physikalische Interpretation 

sind nur gerechtfertigt, wenn es diesem sehr einfachen ııPerslstenzmodell" 

(5.2.3) überlegen ist. 

.Jan 
Feb 
Mir 
Apr 
Mai 
Jun 
Jul 
Aug 
Sep 
Okt 
Nov 
Dez 
J an 
Feb 
Mir 
Apr 
Mai 
Jun 

100 
100 
100 
100 
100 
100 
100 
100 
100 
100 
100 
100 
100 
100 
100 
100 
100 
1OO 

T 

96 g g l f g g /  49 25 13 3 
92 37 24 14 12 
a4 44 33 33 27 
87 75 67 BU fi7 52 47 
8 9 \  78 74 71 68 65 65 
89 84 TT 77 76 76 73 
96 87 87 83 82 _ı 75 
91 91 89 89 87 
93 92 90 87 81 37 
96 95 94 B9 81 33 
98 94 89 BO 49 33 12 
95 91 82 163 36 14 2 
96 25 13 3 
92 o 37 24 14 12 
84 2 44 33 33 27 
87 75 67 57 52 47 
89 8 74 71 68 65 65 
89 841 

80 
Die Autokorrelationsfunktion 

l 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
3 -1 -10 -10 -14 
7 o o -s -7 

18 16 1 4  1 3  5 
44 43 4 2  32 13 
5? 54 47 24 2 
66 56 29 10  -so 
6 32 10 -11 -18 

70 39 14 -6 -14 -26 
es -4 -16 -27 -19 
10 o -12 -8 -13 
1 -8 -6 -9 -es 

-a -7 -9 -19 -19 
3 -1 -10 -10 -14 
7 o o -s -7 

18 16 1 4  1 3  s 
44 43 42 32 13 
fi9 $4 47 24 2 

77 77 76 76 73 66\ 56 29 10  -10 
60 

Tabelle 5.2.5: (x100) des ungefilterten SST- 

Index der Jahre 1950 bis 1989 für die einzelnen Monate. Z.B. ist die Korrela- 

tion der Januarwerte mit den Februarwerten gleich 0.96 [nach Wright (1985)] . 

1 

März 
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g )  Die Zeitskalen des ENSO-Phanomens 

n~WN(0,q). 

ENSO beinhaltet ein breites Band an Zeitskalen. Warme bzw. kalte Ereig- 

nisse folgten in der Zeit von 1950 bis 1989 mit einem Abstand von zwei bis 

zehn Jahren aufeinander. Die sehr schwachen Ereignisse (Stärke 0) eingeschlos- 

sen beträgt die mittlere Übergangszeit zwischen warmen und kalten bzw. kalten 

und warmen Ereignissen 21 Monate (Abbildung 5.2.2, Tabelle 5.2.2). Die Dauer 

elnes Ereignisses liegt zwischen 14 und 16 Monaten (Abschnitt e). Das Spektrum 

des SST-Index (Abbildung 5.2.3) zeigt, daß die Energie sich hauptsächlich auf 

Perioden oberhalb von 12 Monaten konzentriert; wir finden ein breites, nur 

flach ausgeprägtes Maximum zwischen 30 und 80 Monaten. 

Weitere Hinweise auf die Zeitskalen des ENSO-Phänomens erhalten wir durch 

die Anpassung unlvarlater AR(p)-Prozesse (Kapitel 2.113 

X(t) = a X(t-J) + n(t), 
.1=1 J 

an den SST-Index. 

Bel der Anpassung eines Prozesses werden die E1n-Schritt-Vorhersagen 

optimiert. So erfaßt die EOFMDL-Analyse (Kapitel 2.9) des ungefllterten SST- 

Index zunächst die schnellen Fluktuationen. Erst in höherer Ordnung (p Z 5) 

erhalten wir Hinweise auf eine Schwingung mit einer Periode um 34 Monate. 

Durch elne Filterung mit der Charakteristik (12/16/96/108) werden die 

schnellen Fluktuationen unterdrückt. Der an den so gefilterten SST-Index ange- 

paßte AR(2)-Prozeß (EOFM~ ~L-Verfahren) beschreibt eine gedämpfte Schwingung 

Xd(t) = X(t0) exp[n0(t-t0)] cos[w(t-t0l] 

mit einer Periode von T = 2n/w = 32 Monaten und einer 1/e-Abklingzeit von so = 
-1/K0 = 109 Monaten. Die Dauer einer halben Periode (T/2 = 16 Monate) ent- 

spricht der Länge eines ENSO-Ereignisses von dem ersten Auftreten einer Anoma- 

lie bis zu deren Abklingen (siehe Abschnitt e). 

( 5 .2 .4 )  

(5.2.5) 

Para- 

meter 
Tabelle 5.2.6:  An den gefilterten SST-Index 

wurde mittels des EOFMDL-Verfahrens ein 

AR(2)-Prozeß angepaßt. Die Tabelle zeigt 

die Schätzwerte der Periode T und der 1/e-Abklingzeit 1: sowie deren 90%- 

Vertrauenslntervalle, die auf 500 Monte-Carlo-Simulationen beruhen. 

TU: 

EOFM®L-Ve rfahren 

gesch. 1 90%-Interv. 

32.2 

109. 1 

I 

l 
I 
c 
l 
l • 
o • 
I 
o 
4 
O 

28.3 32.8 

40.4 207.6 
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In Tabelle 5.2.6 sind zusammen mit den Schätzwerten auch die jeweiligen 

90%-Vertrauensintervalle angegeben, die auf der Analyse von 500 Monte-Carlo- 

Simulationen des angepaßten AR(2)-Prozesses beruhen (Kapitel 3.3,4). Die 

Periode T wird zuverlässig geschätzt. Die Schätzung der 1/e-Abklingzeit T ist 

dagegen sehr ungenau und hängt, wie weitere Analysen zeigen, stark von der 

verwendeten Filterung ab. 

h) Die Stabilf tat des Systems Ozean-Atmosphare 

K(t,t0) 

e). 

Wie wir gesehen haben, steht der Verlauf eines ENSO-Ereignisses in einer 

festen Phasenbeziehung zum Jahresgang (Abschnitt Auch die Persistenz 

variiert stark während eines Jahres (Abschnitt f). Offenbar ist das System 

Ozean-Atmosphäre nur in bestimmten Monaten instabil, während denen eine 

Störung angefacht wird und größere SST-Anomalien entstehen können. 

Dieses Verhalten kann man durch eine Schwingung 

x"*(±› = xuo) e›<p[K(t,t0)1 cos[w(t-t0)], 

t-1 Z ı<(1.'), 
t=t0 

beschreiben, dessen Dämpfungsrate 

n(t) = *J* 
von Monat zu Monat frei variiert. 

j=1,...,12, 

Ist "J positiv, so ist das System instabil, 
ist "J negativ, so ist es stabil. Physikalisch sinnvoll 1st nur eine negative 

mittlere Dämpfungsrate: 

(5.2.6) 

(5,2.'7) 

(5.2.8) 

_1 
12 cc J=1KJ < 0. 

Diese Schwingung mit zeitlich variierender Dämpfung wird durch einen 

AR(2)-ProzeB mit zeitabhängigen Parametern a1(t). a2(t) modelliert. Für eine 

kurze Beschreibung des Modells sei auf den Anhang A.6 verwiesen. D1e Anpassung 

an den gefilterten SST-Index (Filtercharakteristik (12/16/96/108)) erfolgte 

mit dem ALSo-Verfahren (Kapitel 2.6). Die Schätzwerte von T und '°J' j=1, . . . ,12, 
und die 90%-Vertrauensintervalle, die man durch die Analyse von 500 Monte- 

Carlo-Simulationen des angepaßten Prozesses erhält (Kapitel 3.3,4), sind in 

Tabelle 5.2.7 zusammengefaßt. 

Die Periode der Schwingung von T = 33 Monaten und die mittlere 1/e- 

Abklingzeit von 'I' = -1/ıc = 105 Monaten (vgl. (5.2.9)) unterscheiden sich nur 

unwesentlich von den Zeitskalen des AR(2)-Prozesses mit konstanter Dämpfungs- 

(5.2.9) 
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Tabelle 5.2.7:  An den gefilterten SST- 

Index wurde mlttels des LSQ-Verfahrens 

in AR(2)-Proze8 i t monatlich variie- 

render Dämpfungsrate *J* j=1,.. . ,12, 

angepaßt. D1e Tabelle zeigt die Schätz- 

Dämpfungsraten "J 

Vertrauensintervalle, 

werte der Periode T und der monatlichen 

sowie deren 90%- 

die auf 500 

Monte-Carlo-Simulationen beruhen. 

Para- 

meter 

T 

"1 

"2 
KG 

"4 

"5 

"6 

"7 

"8 
ICE 

rc10 

K11 

"12 

ML-Verfahren 

90%~Interv. gesch., 

31.6 g 
-0.036I 

-0.039i 

-0.037I 

-0.0z9I 

-0.020I 

-0.014§ 

-0.010§ 

-0.010I 

-0.013I 

-0.016§ 

-0.0232 

-0.030§ 

32.7 
-0.022 

-0.025 
-0.023 

-0.016 

-0.006 

0.001 
0.004 

0.004 

0.001 
-0.004 

-0.010 
-0.017 

34.0 

-0.013 

-0.016 

-0.014 

-0.008 

0.003 

0.009 

0.o13 

0.012 

0.009 

0.004 

-0.002 

-0.008 

rate, der in Abschnitt g) betrachtet wurde. 

Die geschätzten monatlichen Dämpfungsraten KJ, j=1, . . . ,12, sind in der 

Abbildung 5 .2 .5  nochınals veranschaulicht (durchgezogene Linie). Die 

beschreiben eine nahezu kosinusförmige saisonale Oszillation. Von Juni 

September ist die Dämpfungsrate positiv, d.h. das System 1st instabil. Während 

des restlichen Jahres 1st das System dagegen stabil. Der Monat der stärksten 

Dämpfung ist der Februar. 

Die 90%-Vertrauensíntervalle der monatlichen Dämpfungsraten KJ, in Abbil- 

dung 5 .2 .5  als gestrichelte Linien gezeigt, sind recht groß. So scheinen in 

den Monaten Juni bis September durchaus negative Werte für "J möglich zu sein. 

Die Grenzen der 90%-Vertrauenslntervalle zeigen die gleiche saisonale Oszilla- 

tion wie die "J selbst. Wir können daher zwar nicht sicher sein, daß das 

System von Juni bis September wirklich instabil ist, jedoch ist die Dämpfung 

während dieser Zeit minimal . 

i ) Die Vorhersagegute des Modells mit monatlich variierender Dampfungsrate 

Abschließend untersuchen wir, wie gut der AR(2)-Prozeß m1t monatlich 

variierender Dämpfungsrate (5 .2 .4 ,8)  den ungefilterten SST-Index vorhersagen 

kann. 
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Abbildung 5.2.5: Die Schätzwerte der monatlichen Dämpfungsrate KJ' j=1, 
. . . ,12. (durchgezogene Linie) und die Grenzen der 90%-Vertrauensintervalle 

(gestrichelte Linien). "J › 0 bedeutet ein Anfachung, "J < 0 eine Dämpfung. 
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Abbildung 5.2.6: a) Die Korrelationsgüte SCOI`(t) und b) die relative Abwei- 

chung Srrmsett) der Modell- (durchgezogene Linien) und Persistenzvorhersagen 

(gestrichelte Linien) des SST-Index. Das Modell das zugrunde liegt, 1st ein 

univarlater AR(2)-Prozeß mit monatlich variierender Dämpfungsrate (5.2.4,8). 
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Als Startwerte einer Vorhersage dient nicht der mit der Fíltercharakte- 

ristlk (12/16/96/108) gefolterte SST-Index. an den das Modell angepaßt wurde. 

sondern der durch die Mittelung über die sechs Monate go; Beginn einer Vorher- 

sage geglättete SST-Index. Die Gewichte der Mlttelung haben ein Verhältnis von 

1:2:3:4:5:6. Die Vorhersagen starten in allen möglichen Monaten des Zeitraumes 

von 1950 bis 1989. 

Die Güte der Vorhersagen messen wir mittels der Korrelationsgüte 

S cor(t;I) und der relativen Abweichung Srrmse(r;I), die in Kapitel 3.6 

eingeführt wurden (I = {1, . . . ,tmax}). Diese Gütemaße der Modell vorhersagen 

werden in der Abbildung 5.2.6 gezeigt (durchgezogene Linien). Die Maße der 

einfachen Persistenzvorhersage (Abschnitt f) sind als Vergleich eingetragen 

(gestrichelte Linien). 

Die Korrelatlonsgüte Sc°r(r) des Modells ist bei Vorhersagen über einen 

Zeitraum von mehr als zwei Monaten (T > 2) höher als die der Persistenzvorher- 

sagen. Die relative Abweichung Srrmse(r) von dem SST-Index 1st für beide Arten 

der Vorhersagen nahezu gleich. Über einen Zeitraum bis zu fast sechs Monaten 

(I < 6) liegt für das betrachtete Modell die Korrelatíonsgüte oberhalb von 0.6 

(Scor(r) < 0.6) und die relative Abweichung unterhalb von Eins (Srrmse < 1.0). 

Wir schließen aus diesem Vergleich, daß die angepaßte Schwingung mit monatlich 

variierender Dämpfung einen wichtigen Tell der Dynamik des SST-Index erfaßt. 

J) II H Zusa erfassung 

In diesem Kapitel 5.2 wurde der in Abschnitt a) vorgestellte SST-Index 

analysiert. 

Der Test auf Stationarítät zeigt, daß diese wichtige Eigenschaft für den 

SST-Index erfüllt ist (Abschnitt c). Der Linearítätstest wurde auf den SST- 

Index in verschiedenen Filterungen angewandt (Abschnitt d). Mögliche Nicht- 

l1near1täten konzentrieren sich demnach auf schnelle Fluktuationen mit Zeit- 

skalen unter einem Jahr. Werden die kurzen und die langen Zeitskalen durch 

eine Filterung mit der Charakteristik (12/16/96/108) unterdrückt, so wird der 

SST-Index als linear angesehen. 

Das quasiperiodische Verhalten des ENSO-Phänomens beinhaltet ein breites 

Band an Zeitskalen (Abschnitt g). Das breite und flache Maximum des Spektrums 

des SST-Index liegt bei Perioden zwischen 30 und 80 Monaten (Abbildung 5.2.3). 

Der an den gefilterten SST-Index angepaßte AR(2)-ProzeB beschreibt eine 
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Schwingung mit einer Periode von T = 32 Monaten. Eine halbe Periode (T/2 = 16 
Monate) entspricht der Länge eines ENSO-Ereignisses. 

Die feste Phasenbeziehung eines Ereignisses zum Jahresgang (Abschnitt e, 

Abbildung 5.2.4) und die starke Abhängigkeit der Persistenz von der Jahreszeit 

(Abschnitt f, Tabelle S.2.5) deuten darauf hin, daß die Empfindlichkeit des 

Systems Ozean-Atmosphäre von der .Jahreszeit abhängt. Dieses Verhalten kann 

durch einen AR(2)-Prozeß mit monatlich frei variierender Dämpfungsrate "J 
modelliert werden (Abschnitt h). Die geschätzten "J beschreiben eine saisonale 
Oszlllatíon (Abbildung 5.2.5). Von Juni bis September ist die Dämpfung am 

geringsten, das System Ozean-Atmosphäre reagiert in diesen Monaten am empfind- 

lichsten auf Störungen. Ein Signal, das in dieser Zeit beobachtet wird, wird 

angefacht oder nur schwach gedämpft. Die Lebensdauer eines solchen Signals ist 

groB gegenüber einem Signal, das im Februar, der 2e1t der stärksten Dämpfung, 

auftritt. Die Monate maximaler Persistenz und geringer Dämpfung stimmen 

überein, ebenso die Monate minimaler Persistenz und starker Dämpfung. 

Die Schwingung mit variierender Dämpfung beschreibt e 1nen wichtigen Tell 

der Dynamik des SST-Index. Dies bestätigt ein Vergleich der Güte der Vorher- 

sagen des SST-Index mit der einfachen Persistenzvorhersage (Abschnitt 1). 
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5.3 AOUATORIALE MONATLICHE ANOMALIEN DER MEERESOBERFLliCHENTEMPERATUR 

UND DER ZONALEN UND MERIDIONALEN KOMPONENTE DER BODENNAHEN WIND' 

GESCHWINDIGKEIT UBER DEM INDISCHEN OZEAN UND DEM PAZIFIK 

a )  Die Daten 

Bei den Daten. die den Analysen dieses Kapitels zugrunde liegen. handelt 

es sich um monatliche Anomallewerte der Meeresoberflächentemperatur (SST) und 

der zonalen und merldlonalen Komponente der 10m-Oberflächenwindgeschwlndlg- 

keit (u, v) entlang des Äquators über dem Indischen Ozean und dem Pazifik für 

den Zeitraum von 1970 bis 1989. Sie wurden aus einem Datensatz gewonnen, den 

T.P. Barnett freundlicher Weise zur Verfügung gestellt hat. Die Originaldaten 

liegen auf einem 20x100 Gitter vor, das sich zwischen 30°n-30°s und 3o°E-7o°w 
erstreckt. Eine genauere Beschreibung der Wlndanomalien und eine Analyse mit 

komplexen EOFS finden wir in Barnett (1983). Der Datensatz der SST ist auch 

die Grundlage für den SST-Index, der im vorhergehenden Kapitel 5.2 untersucht 

wurde. 

Die Daten sind über Zellen von 100x100 m1t Zentrum auf dem Äquator gem1t- 

telt. Sie umfassen den Indischen Ozean und den Pazifik, d.h. sie erstrecken 

sich von 40°E bis 8o°w. Betrachtet werden im folgenden die Abweichungen vom 

langjährigen Monatsmittel, das auf dem untersuchten Zeitraum von 1970 bis 1989 

beruht. Der lineare Trend der Daten wurde abgezogen. Alle Fluktuationen mit 

Zeitskalen unter 12 Monaten und über 108 Monaten wurden durch elne Filterung 

im Frequenzraum unterdrückt. Verwendet wurde der Filter, der in Anhang A.5 

beschrieben ist, mit der Fíltercharakteristik (12/16/96/108). Der gesamte 

Bereich an Zeitskalen, den ENSO beinhaltet und wie er in Abschnitt S.2g für 

den SST-Index aufgezeigt wird, liegt innerhalb des Filterfensters. Um eine 

gemeinsame Analyse von SST, u und v zu ermöglichen, wurden die drei Datensätze 

skaliert, so daB sie die gleiche räumlich gemittelte Varianz besitzen. 

b )  Die EOF-Analyse 

Das Verhalten der äquatorialen SST-, u- und v-Anomalien wird beherrscht 

von der zeitlichen Entwicklung der ersten EOF, die den hohen Anteil von 45.7% 

der Varianz der Beobachtungen Y ( t )  erfaßt. Abbildung 5.3.1a zeigt die erste 

EOF °1 und Abbildung 5.3.2a die geschätzte Zustandsvariable X1( t ) ,  die auch 

EOF-Koeffízient genannt wird. Die Zeitachse der Abbildungen von Zeitreihen 
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Abbildung 5.3.2: Die EOF-Koeffizienten a) i1(r) und b) §2(t) der in Abbildung 
5.3.1 gezeigten EOFs °1 und °2' Die Korrelation von X1(t) mit dem SST-Index 

(Abbildung 5.2.2) betrégt 0.89. 
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Abbildung 5.3.3: Die Kreuzspektralanalyse der EOF-Koeffizienten i1(t). š2(±›= 
die Spektren von X1(t) und X2(t) (oberste Abbildung, dicke bzw. dünne Linie) 

sowie die Kohärenz (mittlere Abbildung) und die Phase (unterste Abbildung) 

zwischen í1(ı) und šzttı. 

wurde in diesem Kapitel so wie in den Kapiteln 5.2 und 5.4 gewählt, um den 

Vergleich der Ergebnisse der verschiedenen Analysen zu vereinfachen. 

Der EOF-Koeffizient š1(t) und der SST-Index (Abbildung S.2.2) sind hoch 

korreliert: 

0.89. cor[i1(t);SST-Index] 

Die erste EOF beschreibt daher die räumliche Struktur, die wir während eines 

warmen (kalten) Ereignisses beobachten: 

Eine kräftige Erwärmung der Meeresoberfläche erstreckt sich von der 

südamerikanischen Küste bis in den zentralen Pazifik (1e0°E-80¶4). Sie geht 

einher mit einer Abkühlung im Westpazifík (120°-160oE) und einer Erwärmung im 

Indischen Ozean (40°-1200E). Begleitet wird dieses Temperatursignal von 

kräftigen Westwindanomalien im zentralen Pazifik (ı40°E-ı20°w›, deren Maximum 

westlich der maximalen SST-Anomalien, im Bereich der Datumslinie liegt. Über 

dem Indischen Ozean und Indonesien (50°-140°E) finden wir dagegen Ostwindano- 

(S.3.1) 
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malten. Gleichzeitig treten Windanomalien aus nördlicher Richtung im Zentral- 

und Ostpazlflk zwischen 17o°E und 11o°w auf. Die meridionalen Wíndanomalien im 

Westpazífik und Indischen Ozean zeigen kein einheitliches großräumiges Muster. 

Die zweite EOF er (Abbildung 5.3.1b) erklärt 18.5% der Varianz der 

Beobachtungen Y(t). Der Beitrag der SST-Anomalien zu der zweiten EOF 1st im 

gesamten Untersuchungsgebiet verschwindend klein. Die u-Anomalien im Indischen 

Ozean und dem Ostpazífik (40°-1200E und 180°-80°w) sind ebenfalls fast Null , 

aber im westlichen Pazifik (120°E-180°) treten starke Westwindanomalien auf. 

Südliche Wíndanomalien unterschiedlicher Stärke finden wir im Indischen Ozean 

und dem gesamten Pazifik. 

Am auffälligsten an dem EOF-Koeffizienten š2(t) (Abbildung 5.3.2b), der 

zeitlichen Entwicklung dieses Musters °2' sind der Wechsel von großen positi- 
ven zu großen negativen Werten in den Jahren 1972/73 und 1982/83. Der Zusam- 

menhang m1t den sehr starken, warmen Ereignissen der Jahre 1972 und 1982 1st 

unverkennbar. 

Die Kreuzspektralanalyse [nach Brockwell und Davis (1987)l der Bor- 
Koeffizienten í1(t›. äzttl (Abbildung 5.3.3) zeigt, daB deren Kohärenz für 

Perioden zwischen 24 und 40 Monaten über dem 99%-Niveau liegt. X2(t) führt 

dabei š1(t) mit etwa 90° Phasenverschíebung. Das Ergebnis der Korrelations- 

analyse von X1(t) und X2(t) 1st dazu konsistent. Bei einer Zeitverschiebung 

von ±6.5 Monaten ist die Korrelationsfunktion maximal: 

II -0.56. 

cor[ä1(t+e.s);š2(t)1 = o.s2, 

c°tıä1(u-e.s›;š2(t›1 

Die zweite EOF beschreibt demnach eine Übergangsphase von ENSO. Ein halbes 

Jahr vor einem Ereignis tritt das Muster der zweiten EOF auf - ein halbes Jahr 
nach einem Ereignis finden wir das negative der zweiten EOF. 

D1e Beziehung zwischen den EOF-Koeffizienten šluı, ›?2(t) deutet an, daB 
die EOFs er, er elnen Zyklus der Form 

(5.3.2) 

(5.3_3) 

e1 

I 
ez < 

beschreiben, bei dem in Abständen von 6.5 Monaten die EOFs er, -e2, -e1, °2 



5. Analysen zum E1 Nino/Southern Oscillation-Phanomen 97 

als ııreine" Zustände auftreten. Eine solche Beziehung zwischen den Mustern ist 

uns aus Kapitel 2.11 bekannt. Die beiden EOFs sind offenbar die POPs eines 

Oszillators mit einer Periode von T = 26 Monaten. 

c) Die POP-Analyse nach von Storch et al. (1988) 

Die POP-Analyse, die auf von Storch et al. (1988) zurückgeht (vS-POP- 

Analyse). entspricht der EOFMDL-Analyse (Kapitel 2 .9 )  eines Zustandsraummo- 

dells (2.1.5,6)  mit einem AR(1)-Prozeß (2.9.1)  als Modellfunktion: 

wt) = gxttl + e(t). e~WN(0,§), (5.3.4) 

X(t) = 5_x(t-1) + n(t). Tl"'WN(0,Q). (5,3.5) 

Der Zustandsraum ist bei dieser Anwendung der POP-Analyse durch die ersten 

zehn. EOFs gegeben (m = 10, Q. = g. = (e1,...,e10)), die zusammen 88.5% der 

Varianz der Beobachtungen Y(t) erfassen. Fluktuationen, die wenig beitragen, 

werden dadurch unterdrückt. 

Als Ergebnis der Analyse erhält man fünf POP-Paare (cl, cm), i=1, . . . ,5 

(Kapitel 2. 11). Jedes dieser POP-Paare charakterisiert einen Oszillator der 

Periode Ti und der 1/e-Abklingzeit Ei, die in Tabelle 5.3.1 zusammengestellt 

sind. Als dritte Größe 1st in Tabelle 5.3.1 die erklärte Varianz 

s vor[Y(t)] - vor[ei(t)] 
i vor[y(t)] › 

i=1,...,r (5.3.6) 

Siel) = Y(1'.) - c l x u ; )  - c2X2(t) .  

eines POP-Paares (c l ,  cm) angegeben, wobei X1 ( t ) ,  X 2 ( t )  die dazugehörigen 

Zustandsvariablen (POP-Koeffizienten) sind. Die erklärte Varianz S. gibt an, 

(cl, cm) zu der Varianz der Beobachtungen v o r [ Y ( t ) ]  bei- 

trägt (siehe Abschnitt 3 . 5 ) .  

wieviel ein POP-Paar' 
1 

(5.3.'7) 

Die Perioden T. die 1/e- 

der fünf Oszillatoren, 

Tabelle 5.3.1: I: 

Abklingzeiten *i und die erklärte Varianz 

Si i=1,... die 

man bei der EOFMDL-Analyse mit 10 EOFs 

und einem AR(1)-Prozeß als Modellfunktion 

erhält. 

,5, 

i 

12345 

Ti 
265. 
64.7 

45.5 

30.1 

27.1 

I 

ii 
40.4 
37.8 

26.9 
41.8 

50.1 

go 
16.8% 

12.4% 

6.7% 

14.5% 

-6.3% 
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von 

X2(t), i=2,3, sind nicht so wie wir es für der 

Periode Tu erwarten (vgl. (2.11.8)). Der fünfte Oszillator hat eine negative 

erklärte Varianz (55 = -6.3%), d.h. die Varianz des unerklärten Restes 

var[e5(t)] ist größer als die Varianz der Beobachtungen vor[Y(t)]. 

Daraus folgt: In dieser speziellen Darstellung des Zustandsraummodells 

(5.3.4,5) als ein System von unabhängigen Oszillatoren finden wir ein relevan- 

tes POP-Paar (er, câı (Abbildung 5.3.4a) m1t den Zeitskalen T4 = 30 Monate, 
ad s1 

5.3. la) sind ähnlich, ebenso entsprechen sich im wesentlichen °2 (dünne Linie) 
und die zweite EOF (Abbildung 5.3.1b). D1e Abbildung 5.3.4 zeigt ferner die 

POP-Koeffizienten X1(t) (dicke Linie) und íéâuı (dünne Linie) sowie deren 

Kreuzspektralanalyse. Die Kohärenz 1st für f = 1/(30 Monate) = 0.033/Monat 
zwar minimal, sie liegt aber dennoch auf dem hohen Wert des 95%-Niveaus. Die 

Phasenverschiebung beträgt wie erwartet -90°. 

Von diesen fünf Oszillatoren ist jedoch nur einer sinnvoll. Die Periode 

1 = 265 Monate des ersten Oszillators 1st zu groß, denn Fluktuationen mit 

einer Periode mehr als 108 Monaten wurden bei den Beobachtungen Y(t) 

herausgefiltert (Abschnitt a). Durch eine Kreuzspektralanalyse werden der 
~i zweite und dritte Oszillator ausgeschlossen: die POP-Koeffizienten X1(t). 

kohärent. einen Oszillator 

T4 
42 Monate. Das Muster (dicke Linie) und die erste EOF (Abbildung 

~4 

22 

d) Das Zustandsraummodell eines Oszillators 

Die VS-POP-Analyse ergibt, daß für die Beobachtungen Y(t) ein Oszl11ator 

relevant ist. Ein solcher Oszillator wird durch ein Zustandsraummodell mit 

einem bivaríaten AR(1)-Prozeß (m = 2) als Modellfunktion beschrieben: 

y(t) = gxltl + e(t), e~WN(0,§), (5_3.8) 

Das 

X(t) - I  -r n~WN(0,Q) (5.3.9) §11 :12l xt t -1)  + n ( t ) ,  
21 22] 

in Kapitel 2 .6  vorgestellte LSQ-Verfahren schätzt die Muster Q und die 

Modellparameter aμv gleichzeitig und bestimmt so den optimal angepaßten Oszíl- 

lator. 

Als Ergebnis dieser Analyse erhält man einen Oszillator mit einer Periode 

von T = 44 Monate und elner 1/e-Abklingzeit 1' = 53 Monate, der den Zyklus des 

POP-Paares (c l ,  cm) durchläuft (Kapitel 2.11), die in der Abbildung 5.3 .5a  

gezeigt sind. Die Muster °1 (dicke Linie) und °z (dünne Linie) sind den EOFS 
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Abbildung 5.3.4: Als Ergebnis der VS-POP-Analyse der äquatorialen SST-, u- 

und v-Anomalien erhält man ein relevantes POP-Paar („§, cm) m1t der Periode T4 
= 30 Monate und der = 42 Monate. Gezeigt sind a) die Muster cm (dicke Linie) und „g (dünne Linie) . b) die POP-Koeffizienten x ( t ı  (dicke 

Linie) c) deren Kreuzspektralanalyse (Spektren 

(oberste Abbildung), Kohärenz (mittlere Abbildung) und Phase (unterste Abbil- 

dung)). 
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Abbildung 5 .3 .5 :  Mittels des LSQ-Ve rfahrens wurde das Zustandsraummodell 

eines Oszillators an die äquatorialen Daten angepaßt. Als Ergebnis der Analyse 

erhält man ein POP-Paar (cl,  co) mit den Zeitskalen T = 44 Monate, T = 53 

Monate. Gezeigt sind a) die Muster °1 (dicke Linie) und °2 (dümıe Linie), b) 

die POP-Koeffizienten X1(t) (dicke Linie) und X2(t)  (dünne Linie) sowie c) 

deren Kreuzspektralanalyse (Spektren (oberste Abbildung). Kohärenz (mittlere 

Abbildung) und Phase (unterste Abblldung)). 
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°1 und er (Abbildung 5 . 3 . 1 )  sehr ähnlich. Die Abbildung 5 . 3 . 5  zeigt ferner die 

POP-Koeffizienten X1( t )  (dicke Linie) und X2( t )  (dünne Linie) sowie deren 

Kreuzspektralanalyse. Die Kohärenz liegt für f = 1/(44 Monate) = 0.023/Monat 

über dem 99%-Niveau und í 2 ( t )  führt í21(t) wie erwartet mit 90° Phasenverschie- 

bung. 

Wir verfolgen nun den Zyklus 

I l °2 < `°1 
den das POP-Paar (c l ,  cm) (Abbildung 5.3.5a) durchläuft: 

Im Bereich des zentralen und östlichen Pazifik (1600E-800w) beschreiben 

die SST-Anomalien eine räumlich stehende Oszillatíon (cm z 0 ) .  Es entwickelt 

sich aus einem Zustand ohne nennenswerte Anomalien [cm] innerhalb einer vier- 

tel Periode eine kräftige Erwärmung [c2-9 c l ]  , die nach einer weiteren vier- 

tel Periode vollständig abklingt [c l  -9  -c2] . Im weiteren Verlauf bildet sich 

ganz analog ein kaltes Ereignis [-c2-e '°1 -+ cm] . Im Indischen Ozean 

(40°-120°E) beschreibt die SST auch eine räumlich stehende Oszillatíon (cm z 

0 ) ,  die jedoch schwächer is t .  

Die zonalen Windanomalien u zeigen dagegen ein nach Osten wanderndes Sig- 

nal. Noch während im Pazifik das kalte Ereignis abläuft [-c1] , treten West- 

windanomalien im Indischen Ozean und dem indonesischen Raum auf (so°~14o°E). 

Diese wandern ostwärts in den Westpazifik [-c1 -+ cm] , wobei sie sich 

verstärken. Zur warmen Phase [ c l ]  finden wir die anomalen Westwinde im zentra- 

len Pazifik (140°E-120°w), westlich der maximalen Erwärmung. Nach einem warmen 

Ereignis klingen die Windanomalien im Pazifik ab [c l  -e -02] . Gleichzeitig 

werden im Indischen Ozean bereits die Vorläufer des nächsten kalten Ereignis- 

ses beobachtet. 

Die meridionalen Windanomalien v zeigen im Zentral- und Ostpazifik 

(170°E-110 4) auch eine stehende Oszillatíon (cl  zu -c2) , die gegenüber der 

Oszillatíon der SST-Anomalien um eine achtel Periode verschoben is t .  Kurz vor 

einem Ereignis sind kaum v-Anomalien zu beobachten. Während der warmen Phase 

finden wir Windanomalien aus nördlicher Richtung, die sich weiter verstärken. 

Nachdem die SST-Anomalien abgeklungen sind, verschwinden eine achtel Periode 

später auch die meridionalen Windanomalien. 
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e) Die Vorhersagegute des Zustandsraummodells eines Oszi l lators 

Um zu überprüfen, ob das Zustandsraummodell eines Oszillators (5 .3 .8 ,9 )  

das ENSO-Phänomen gut beschreibt, untersuchen wir dessen Vorhersagegüte. 

Jedoch werden nicht die Beobachtungen Y ( t )  selbst, sondern der SST-Index 

(Abbildung 5 .2 .2 )  vorhergesagt. Der SST-Index wird dabei durch eine Linear- 

kombination 

r cosløl X1(t+t;t) + r s1n[Ø] X2(t+t;t) 

der t-Schritt-Vorhersagen X(t+r;t) der Zustandsvariablen X(t) approximiert. 

Als Startwerte einer Vorhersage dienen die über sechs Monate vor Beginn 

einer Vorhersage gemittelten Beobachtungen Y(t) . Die Gewichte der Míttelung 

haben ein Verhältnis von 1:2:3:4:5:6. Die Vorhersagen starten in allen 

möglichen Monaten des untersuchten Zeitraumes von 1970 bis 1989. 

Die Korrelationsgüte Scor(r) und die relative Abweichung Srrmse(T) (Kapi- 

tel 3.6) slnd ein Maß für die Güte der Modellvorhersagen. Die Parameter ø und 

r aus daß die Korrelation Scor(r=0) maximal und 

die relative Abweichung SrrmSe(t=0) minimal ist. 

Vorhersagegüte des Oszillators der VS-POP-Analyse (Abschnitt c, durchgezogene 

Linie) und des mit dem LSQ-Verfahren angepaßten Oszillators (Abschnitt d, 

durchgezogene Linie mit Symbolen) der Vorhersagegüte der einfachen Persístenz- 

vorhersage (Abschnitt 5.2f, gestrichelte Linie) gegenüber gestellt. Am 

schlechtesten schneidet der Oszillator der VS-POP-Analyse ab. Aber auch der 

mit dem LSQ-Verfahren optimal angepaßte Oszillator ist kaum besser als die 

Persístenzvorhersage. 

(5.3.10) werden so gewählt, 

In Abbildung 5.3.6 werden die 

(5.3_10) 

f) Zusammenfassung: ENSO als System eines Oszillators? 

Die Kreuzspektral- und Korrelationsanalyse der EOFs er, °2 (Abschnitt b). 
die vS-POP~Ana1yse (Abschnitt c) und die Anpassung des Zustandsraummodells 

eines Oszillators (Abschnitt d) liefern alle einen Hinweis auf einen Oszilla- 

tor. Zwar sind bei den drei Analysen die Muster ähnlich, die Schätzung der 

Periode des Oszillators ist dagegen nlcht konsistent (b) T = 26 Monate, c) T = 
30 Monate, d) T = 44 Monate). Außerdem ist die Vorhersagbarkeit des SST-Index 

durch dieses Zustandsraummodell eines Oszillators nicht besser als die einfa- 

che Persistenzvorhersage (Abschnitt e). Ein wesentlicher Teíl der Dynamik des 

ENSO-Phänomens scheint nicht erfaßt zu sein. 
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Abbildung 5.3.6° a) Die Korrelationsgüte Scor(T) und b) die relative Abwei- 

chung Srrmse(T) der Vorhersagen des SST-Index durch den Oszillator der vS-POP- 

Analyse (durchgezogene Linien). durch den mittels des ALSo-Verfahrens optimal 

angepassten Oszillator (durchgezogene Linie mit Symbolen) und durch die Per- 

sistenzvorhersagen (gestrichelte Linien). 

Betrachten wir nochmals die EOF-Koeffizienten í1(t). äzttı aus Abbildung 
5.3.2, so erkennen wir elne vorherrschende Periode von etwa drei Jahren für 

í1(tl und von etwa zwei Jahren für š2(tJ. Augenscheinlich liegen den Beobach- 
tungen Y(t) Prozesse mit zwei verschiedenen Zeitskalen zugrunde. Das bisher 

betrachtete Zustandsraummodell (5.3.8,9) kann dies nicht beschreiben. 

g) Das Zustandsraummodell zweier unabhanglger, stehender Oszillatoren 

Wir benötigen daher ein Modell. daß in der Lage ist. die zwei Schwingun- 

gen wiederzugeben. die in den EOF-Koeffizienten š1(t). ?2(†) vorherrschend 

sind. Die räumliche Struktur der Schwingungen ist durch die beiden EOFs er, °2 
gegeben. Ein geeignetes Modell 1st das Zustandsraummodell 

Y(t) gxu) + c(t), e~WN(0,B_) v (5.3.11) 

al 
X(t) = 1 lo 

0 
a1 
2 

az 
1 
o 

xtt-1) + 02 xct-za + n(t), as] T)"'WN(0,.Q). 

(5.3.12) 
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Schwingung des 

Es beschreibt zwei unabhängige, räumlich stehende, gedämpfte Oszillatoren. 

Passen wir dieses Zustandsraummodell an die Beobachtungen Y(t) an (LSO- 

Verfahren). so finden wir eine langsamere Schwingung des Musters °1 (Abbildung 
3.5.7a) mit den Zeitskalen T1 = 34 Monate, I1 = 164 Monate und eine schnellere 

Musters °2 (Abbildung 5.3.7b) mit T2 = 22 Monate, I2 = 137 

Monate. Die Zeítskalen der Oszillatoren sehen wir in Tabelle 5.3.2 im Über- 

blick. Das Muster °1 (Abbildung 5.3.7a) gleicht der ersten EOF °1 (Abbildung 
5.3.1a). das Muster °2 (Abbildung 5.3.7b) der zweiten EOF °2 (Abbildung 

5.3.1b). Die vorherrschenden Perioden der beiden EOF-Koeffizienten von drei 

bzw. zwei Jahren wird durch dieses Modell richtig erfaßt. 

Die erklärte Varianz (Abschnitt 3.5) des ersten Musters 

= 45.6% etwa das 2.5-fache der erklärten Varianz §2 = 
Musters °2° Wir schließen daraus, daB die dreijährige Schwingung die fundamen- 
tale Schwingung des ENSO-Systems ist. 

°1 beträgt mit 31 
18.5% des zweiten 

Die Perioden T die 1/e- Tabelle 5.3.2: μı 

Abklíngzeiten tu und die erklärte Varianz 

š 
μ 
zillatoren, μ=1,2. 

der beiden unabhängigen, stehenden Os- 

u 

12 

T u 
33.8 

22.2 

; 
II 

164. 

137. 

I § u 
45.6% 

18.5% 

h) Das Zustandsraummodell zweier linear gekoppelter, stehender Oszillatoren 

Die Wechselwirkung der beiden stehenden Oszillatoren wird nun untersucht, 

indem eine lineare Kopplung 

+ [ 1 C1 
12 

0 

o 
01 
21 

X(t-1) + l 1 c2 
12 
O 

0 
c2 
21 

xtt-2) (5.3.13) 

zu der dynamischen Gleichung (5.3. 12) addiert wird. 

Die geschätzten Muster °1 und °2 (nicht gezeigt) gleichen denen des 

Zustandsraummodells ohne Kopplung (Abbildung 5.3.7). Die angepaßte Modellfunk- 

tion lautet 

X(t) 

+ 

0.98 o 
0 

0 
-0.00 O 

o.91] 

0.o0] 

X(t-1) + 

X(t-1) + 

0.98 
0 

0 
0.06 

O 
0.98 1 
3-1 

[X(t-1)-X(t-2)] 

[X(t-1]-X(t-2)] + °n(t). 

(5.3.14) 
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5.3.'7: Abbildung Mittels des ALSo-Verfahrens wurde das Zustandsraummodell 

zweier unabhängiger, stehender Oszillatoren an die äquatorialen Daten ange- 

paßt. Gezeigt 1st a) das Muster °1 der langsameren Schwingung (T1 = 34 Monate, 

I1 = 164 Monate) und b) das Muster °2 der schnelleren Schwingung (T2 = 
rate, I2 = 137 Monate). 
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Die Kopplung der Schwingungen ist demnach nicht von den Zustandsvariablen 

X(t-1) selbst, sondern von der Änderung des Zustandes [X(t-1)-X(t-2)] 

abhängig. D1e Wechselwirkung des Signals X2(t) auf die Dynamik von X1(t) ist 

uran einen Faktor zwei größer als umgekehrt, d.h. im wesentlichen wird die lang- 

• 1, der 1/e-Abklingzeit 1:. 
ı 

c1,2 
Tabelle 5.3.3 zusammen. 

saurere Oszillation des Musters °1 von etwa drei Jahren durch die schnellere 

Oszillatíon des Musters °2 von etwa zwei Jahren beeinflußt. 
Da die Wechselwirkung linear ist, entspricht die Modellfunktion 

(5.3.12+13) einem AR(2)-Prozeß. Es ist deshalb möglich, dieses Modell durch 

zwei POP-Paare (cl, cm), i=1,2, darzustellen, die die Eígenschwíngungen des 

betrachteten Zustandsraummodells charakterisieren (Kapitel 2. 11). D1e Schätz- 

81,2 elnes 

Musters und der (c1, cm) faßt 

werte der Periode T. In 

erklärten Varianz Si eines POP-Paares 

der erklärten Varianz 
í 

~i 

i 

II 
1 38.6 

21.9 

80.4 

85.7 

43. 3% 

18. 2% 

1 • 2% 

18. 3% 

T. 
I 

'r. z $1 $2 

2 

Tabelle 5.3.3: Die Periode Tu, 
die 1/e-Abklingzeit T. die er- 

klärte Varianz 5 1 2  eines Musters 

c 1 2  und die erklärte Varianz Si eines POP-Paares (cl, cm) der beiden Oszilla- 
toren, i=1,2, die die Eígenschwíngungen des Systems zweier linear gekoppelter, 

stehender Oszillatoren charakterisieren. 

~i ~i 

Si 

44. 5% 

36. 5% 

~1 

dieses POP-Paar beschreibt 
~1 
c2 

dem ersten °1 (dicke Linie) vernachlässigbar klein (cm 

Betrachten wir die erste Eígenschwingung, die durch das in Abbildung 

5.3.9a gezeigte POP-Paar (cm, c2ı und die Zeitskalen T1 = 39 Monate, 1:1 = 80 

Monate gekennzeichnet wird: im wesentlichen eine 

stehende Oszillation, denn das zweite Muster (dünne Linie) ist gegenüber 

~1 « "1›. Ein Vergleich 

der erklärten Varianzen (š1 = 43.32., §; = 1.2%) und die Spektren der POP- 

Koeff lizienten äılít), šà(t) in Abbildung S.3.9c verdeutlichen, daB der Beitrag 

von °2 ~1 
Die hohe Korrelation des POP-Koeffizienten X1(t) mit dem SST-Index von 

cor[š(t);SST-Index] = 0.89 

zeigt, daB diese Eigenschwingung die räumliche Struktur warmer und kalter 

ENSO-Ereignisse wiedergibt. Eine halbe Periode der Eigenschwingung von T1/2 = 

unbedeutend ist. 

c1 

(5.3.15) 
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Abbildung s.3.9~ Mittels des ALSo-Verfahrens wurde das Zustandsraummodell 

zweier linear gekoppelter, stehender Oszillatoren an die äquatorialen Daten 

angepaßt. Gezeigt sind von der ersten Eigenschwingung des Systems den 

Zeitskalen T = 39 Monate, 1:1 = 80 Monate werden a) die Muster (dicke 

Linie) und °2 (dünne Linie). b) die POP-Koeffizienten ›'ı:› (dicke und 

›?21(t› (dünne Linie) sowie c) deren Spektren. 
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Abbildung 5 . 3 .  10: Mittels des LSQ-Verfahrens wurde das Zustandsraummodell 

zweier linear gekoppelter, stehender Oszillatoren an die äquatorialen Daten 

sind von der zweiten Eigenschwingung des Systems mit den 

Monate, 12 = 86 Monate werden a) die Muster „g (dicke 

Linie) und (dünne Linie). b) die POP-Koeffizienten ä ( t )  (dicke Linie) und 

ššuı (dünne Linie) sowie c )  deren Kreuzspektralanalyse (Spektren (oberste 

Abbildung) , Kohärenz (mittlere Abbildung) und Phase (unterste Abbl1dung)). 
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hohe 

-90° 

F2 

19 Monaten entspricht der mittleren Übergangszeit zwischen warmen und kalten 

bzw. kalten und warmen Ereignissen (vgl. Tabelle 5 .2 .2  und Abschnitt 5.2g).  

E1n warmes Ereignis zeigt eine kräftige Erwärmung der Meeresoberfläche im 

zentralen und östlichen Pazifik, die begleitet wird von einer Abkühlung im 

Westpaziflk, einer Erwärmung im Indischen Ozean und anomalen Nordwinden im 

Zentralpaziflk. D1e gleichzeitig auftretenden kräftigen Westwindanomalien im 

zentralen Pazifik und die Ostwindanomalien im Indischen Ozean beschreiben eine 

riesige Zonalwindschaukel, deren Schwingung an die von Walker und Bliss (1932) 

beschriebene Druckschaukel der Southern Oscillation erinnert (Kapitel 5.  1 ) .  

Das in Abbildung 5.3.10a gezeigte POP-Paar ad, câı gibt die räumliche 

Struktur an, die die zweite, schnellere Eigenschwingung mit der Periode von T2 

= 22 Monaten und der 1/e-Abklingzeit i = 86 Monaten kennzeichnet. Die 

Kohärenz der Koeffizienten i m ) .  t )  
(Abbildung 5.3.10c) bestätigen die Interpretation von (cl ,  cm] als 

Musterpaar elnes Oszillators nach Kapitel 2. 11. 

Ereignisses, wie wir aus einem Vergleich m1t dem Muster °1 der ersten Eigen- 

schwingung sehen (Abbildung 5.3.9a, dicke Linie). Nach einer Zeit von T /4 = 
~2 ~2 

~2 

in Abschnitt b) ein 

Muster-Paare 

gleichen einander, und die Perioden nrlr' 22 Monate werden 

konsistent geschätzt. 

Das Muster kennzeichnet den Zustand eines sich abschwächenden kalten 
~1 

und die Phasenverschiebung um 
~2 ~2 

5.5 Monaten [c2_› c l ]  sind die SST-Anomalien im ganzen Untersuchungsg2 biet 

verschwunden. D1e schwachen Westwíndanomalien über dem Indischen Ozean wander- 

ten derweil stark anwachsend ostwärts in den Westpazífik. Gleichzeitig treten 

im Indischen Ozean und dem gesamten Pazifik Wíndanomalien aus südlicher Rich- 

tung auf. Verfolgen wir den Zyklus der zweiten Eigenschwingung weiter, so 

erkennen wir nach weiteren T2/4 = 5 .5  Monaten [ c - - ›  -câı. daß sich im zentra- 

len und östlichen Pazifik eine Erwärmung der Meeresoberfläche aufbaut und die 

Westwindanomalien abgeschwächt den zentralen Pazifik erreicht haben. Die Wan- 

derung der anomalen Westwinde setzt sich weiter fort bis in den Ostpazifik 

[-c2 › -c11. 

Durch eine Kreuzspektral- und Korrelationsanalyse der EOF-Koeffizienten 

ä1(w und ä2(t )  wurde Oszillator identifizier t .  Dieser 

Oszillator entspricht der hier beschriebenen zweiten Eigenschwingung, denn die 

(er, -e1) (Abbildungen 5.3.1)  und (er, cm) (Abbildung 5.3.10a) 

= 26 Monate und T2 = 
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1) Die Vorhersagegute des Zustandsraummodells zweier linear gekoppelter, 

stehender Oszillatoren 

Uns interessiert nun die Fähigkeit des Zustandsraummodells zweier linear 

gekoppelter, stehender Oszillatoren den SST-Index vorherzusagen (vgl. 

Abschnitt e). Abbildung 5.3. 11 zeigt die Korrelationsgüte S0orhr) und die 

relative Abweichung Srrmse(r) der Modellvorhersagen (durchgezogene Linie) und 

der einfachen Persistenzvorhersage (gestrichelte Linie). 

Die Modell vorhersagen über einen Zeitraum von mehr als elnen Monat 

(T › 1) sind der Persístenzvorhersage überlegen. Dies belegt sowohl die Korre- 

lationsgüte Sc°r(r) als auch die relative Abweichung Srrmse()' Die Verbesse- 

rung gegenüber den Vorhersagen des Zustandsraummodells elnes Oszillators 

(Abbildung 5.3.6) ist noch deutlicher. Über elnen Zeitraum bis zu sieben Mona- 

ten (1 s 7) liegt für das hier betrachtete Modell die Korrelationsgüte ober- 

halb von 0.6 (Sco?(r) > 0.6) und die relative Abweichung unterhalb von Eins 

(Srrmse(t) < 1.0). Wir sehen, daß das Zustandsraummodell zweier linear gekop- 

pelter, stehender Oszillatoren die ENSO-Dynamik gut erfaßt. 
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Abbildung 5.3.11: a) Die Korrelatíonsgüte §@oıf› und b) die relative Abwei- 

chung Srrmse(r) der Vorhersagen des SST-Index durch die zwei linear gekoppel- 

ten, stehenden Oszillatoren (durchgezogene Linien) und durch die Persistenz- 

vorhersagen (gestrichelte Linien). 
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J) Die Wechselwirkung der beiden stehenden Oszillatoren 

Das Zustandsraummodell der beiden stehenden Oszillatoren (5.3. 11,12), das 

in Abschnitt g) betrachtet wurde, haben wir in Abschnitt h) durch einen l 1nea- 

ren Wechselwirkungsterm (5.3.13) erweitert. In diesem Abschnitt wird getestet, 

ob für die Wechselwirkung der Zustandvariablen ä1(tı. šztt) (Abbildung 5.3.8) 
der unabhängigen, stehenden Oszillatoren mit den Mustern °1' °2 (Abbildung 

5.3.7) auch nichtlineare Terme von Bedeutung sein können. 

Mit dem Test auf Linearität, der in Kapitel 3.2 eingeführt wurde, testen 

wir, ob die Zustandsvariablen í1(U bzw. ›?2(t) auf einem linearen Prozeß 

beruhen. Dabei werden dieselben Parameter gewählt wie bei den Beispielen in 

Kapitel 3.2. Der Test wird auch hier auf der Grundlage der asymptotischen Ver- 

teilung der Testgröße T2 durchgeführt. Tabelle 5.3.4 faßt die Testergebnisse 

zusammen. 

Die Nullhypothese, die Zustandsvariable ñ1(t) beruhe auf einem linearen 

1.94 
~2 

Prozeß, wird nicht verworfen, denn die geschätzte Testgröße von 2 = 
liegt weit unter dem 5%-Sígnifikanzniveau von T2 = 8.94. Der Schätzwert T 

9.41 für die Zustandsvaríable í2(t) liegt über dem 5%-Signifikanzniveau. Der 

Prozeß, der die Dynamik von X2(t) beschreibt, ist demnach. wahrscheinlich 

nichtlinear. 

Die Zustandsvariable í1(t) und der gefilterte SST-Index (Filtercharakte- 

ristík (12/16/96/108)) sind fast identisch (cor[X1(t);SST-Index] = 0.94). Der 

Test auf Linearität von X1(t) kann deshalb mit dem des SST-Index (Abschnitt 

5.2d) verglichen werden. Wir sehen, daB der Linearitätstest für den Zeitraum 

von 1970 bis 1989 ähnlich ausfällt wie für die Jahre 1950 bis 1989 (Tabelle 

s.2.4). 

2 

Tabelle 5.3.4:  Test auf Linearity: iv I 
die Schétzwer te TU und die Wahr- X1(t) 

scheinlichkeiten p(T2<T2) bzgl. der X2( t )  

asymptotischen Ver teilung der Testgr68e T2 f i r  die Zustandsvariablen 

i1( t ) ,  Siztt) der beiden unabhéngigen, stehenden Oszillatoren. 

1.94 

9 .41 

I 
v 

(T2<T2 ) P asym 
68 . 7% 

95 . 3% 

Mit dem Test auf Linearítät können wir nur auf nichtlineare Wechselwir- 

kungen der Zustandsvariablen Xμ(t) mit sich selbst testen. Deshalb soll ein 

weiterer Test auf Línearltät durchgeführt werden, der auch mögliche nichtli- 

neare Wechselwirkungen zwischen den Zustandsvariablen X1(t) und X2(t) 
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berücksichtigt. Dazu verwenden wir die Tripelkorrelationen 

t p.vo 
2 
un. 

IJ» 
< X ( ) t > o ( t ) X v ( t ) X 

Testgrößen. Dynamik der 

Die Verteilung der Testgrößen 

/Var[Xμ(t)]V8.1"[(XV(†_)]VaII[Xo(t)] 

als Wird die Variablen xμ t t) durch einen linearen 

Prozeß beschrieben, den ein Gaußsches weißes Rauschen antreibt, so sind die 

tuvo identisch Null. tμvo wird durch Monte- 

Carlo-Simulationen approximiert . 
In Tabelle 5.3.5 sind die Ergebnisse dieses Línearitätstests zusammenge- 

faßt. Die Verteilungen der Testgrößen auf $00 Monte-Carlo- 

Simulationen des Zustandsraummodells der zwei linearen, 

unabhängigen, stehenden Oszillatoren, das durch Gaußsches weißes Rauschen 

angetrieben wurde (e~GWN(0,ß), n~GWN(0,Q)). Aufgrund dieses Tests schließen 

wir, daß der Prozeß der Zustandsvariablen ›'E1(0›, ä2(t )  nichtlinear ist; auch 

die Wechselwirkung zwischen X1(t) und X2(t)  1st nlchtllnear. 

t beruhen μvo 
(s.3.11,12) 

(5.3.15) 

Tabelle 5.3.5: Test auf 

Linearitätz die Schätz- 

werte E und die Wahr- 

scheinlichkeiten P(t<t) 

bzgl. der simulierten 

Verteilung der Tripelko 

š1(t›. šzctı der beiden 
Intervalls [t<95%' t>95%] 

Testgröße 

t111 
t112 

t122 

1:222 

0.054 

0.007 

0.045 

0.015 

100% 

83% 

100% 

97% 

-0.015 

-0.012 

-0.011 

-0.014 

t (t<t) t<95%Psim t>95% 

0.014 

0.014 

0.010 

0.013 

rrelationen p,v,o=1,2, der Zustandsvariablen t μvo' 
unabhängigen, stehenden Oszillatoren. Innerhalb des 

liegen 90% der simulierten Wer te von t. 

Die Ergebnisse der beiden Tests weisen darauf hin, daß die Dynamik der 

Zustandsvariablen auch durch nichtlineare Terme beeinflußt wird. Jedoch konnte 

keine nichtlineare Erweiterung der Modellfunktion (5.3.12+13) gefunden werden. 

Es ergaben sich z.B. für zusätzliche kubische Terme sehr kleine, mit Null 

verträgliche Parameter. Auch die Vorhersagegüte verbesserte sich durch diese 

Erweiterung nicht gegenüber dem Zustandsraummodell zweier linear gekoppelter, 

stehender Oszillatoren. 

k) Zusammenfassung 

In diesem Kapitel 5.3 wurden die äquatorialen monatlichen Anomalien der 

Meeresoberflächentemperatur (SST) und der zonalen und merídíonalen Komponente 
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(T = 

2 Mit einem linearen Kopplungsterm wurde die Wechselwirkung der beiden 

Oszillatoren modelliert (Abschnitt I ) .  Dabei zeigt sich, daB die Wechselwir- 

kung nur in eine Richtung wirkt: die schnellere, zweijährige Oszíllation 

beeinflußt die langsamere, dreijährige Oszillation. Die Dynamik der beiden 

PIPs selbst und auch die Wechselwirkung untereinander ist nichtlinear. Das 

zeigen die in Abschnitt j) durchgeführten Tests auf Linearität. Eine nicht- 

lineare Erweiterung der Modellfunktion (5.3.12+13) konnte jedoch nicht gefun- 

den werden. 

Das linear gekoppelte System der zwei stehenden Oszillationen kann durch 

zwei Eígenschwingungen veranschaulicht werden: 

Die erste Elgenschwingung beschreibt eine stehende Oszillation in SST, u 

und v mit einer Periode von T1 = 39 Monaten. Eine halbe Periode (Ti/2 19 

Monate) entspricht der mittleren Übergangszeit zwischen warmen und kalten bzw. 

kalten und warmen Ereignissen. Die räumliche Struktur gleicht dem bekannten 

ENSO-Muster und stimmt mit dem IlComposite" der Übergangsphase (..transltlon 

phase" ) eines warmen Ereignisses von Rasmusson und Carpenter (1982) überein. 

Rasmusson und Carpenter untersuchten SST-, u- und v-Anomalien über dem Pazifik 

zwischen 30°n-30°s und 100°E-700w. Sie bestimmten das Composite der Übergangs- 

phase als Mittel der Monate August bis Oktober der Jahre 1951, 1953, 1957, 

1965, 1969 und 1972. 

Die zweite Eigenschwingung hat eine Periode von T2 = 

gekennzeichnet durch ein ostwärts wanderndes Signal der zonalen Windanomalien. 

Ausgehend vom Indischen Ozean erreicht es nach ca. 16 Monaten den Ostpazifik. 

Besonders verstärkt wird das Signal im westlichen Pazifik (1200E-180°). einer 

Region, die für den Beginn eines ENSO-Ereignisses von besonderer Bedeutung ist 

[Rasmusson und Carpenter (1982)] . 

der bodennahen Windgeschwindigkeiten (u, v )  im Bereich des Indischen Ozeans 

und des Pazifik analysiert. 

Wir fanden, daB das ENSO-Phänomen als eine Überlagerung von zwei PIPs 

aufzufassen ist,  die beide in erster Ordnung eine räumlich stehende Oszilla- 

tion beschreiben (Abschnitt h ) .  Mit dem ersten PIP. das 45.6% der Varianz der 

Beobachtungen erfaßt. 1st die fundamentale Oszillation des ENSO mit einer 

Periode von drei Jahren (Tl = 34 Monate) verbunden. Das zweite PIP erklärt 

18.5% der Varianz. Die zugehörige Schwingung hat eine Periode von zwei Jahren 

22 Monate). 

22 Monaten. Sie ist 
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Zusammenfassend ergibt sich danach folgendes Bild: 

- D1e Dynamik: der SST-Anomalien. entspricht einer stehenden, dreijährigen 

Oszillation. 

- Der anomale Zonalwind u erscheint als Überlagerung einer stehenden, 

dreijährigen Oszillation, die eine Schaukel zwischen dem Indischen Ozean und 

dem Pazifik beschreibt, und einer ostwärts wandernden, zweijährigen Oszilla- 

t1on. 

- Der anomale Meridionalwind v setzt sich aus den zwei Oszillatoren zusammen, 
die beide im wesentlichen als stehend erscheinen. 

Barnett (1983) fand für die zonalen Windanomalien ebenfalls die 

Überlagerung einer stehenden und wandernden Oszillation. Er analysierte die 

u-Anomalien zwischen ı0°n-1o°s und 300E-70ha für die Jahre 1952 bis 1978 mit 

der Methode der komplexen EOFs. 

Die POPS der zwei Eigenschwingungen sind n1 cht linear unabhängig, sondern 

sie lassen sich als Linearkombination der Muster der beiden linear gekoppel- 

ten, stehenden Oszillatoren darstellen (Abschnitt 2.11). Diese Entartung der 

POPs findet bei Barnett (1983) ihre Entsprechung darin, daß er die Dynamik der 

zonalen Windanomalien allein aus der ersten komplexen Eigenfunktion ableitet. 

Durch die Überlagerung der ersten und zweiten Eigenschwingung der zonalen 

Wlndanomalien kann der schnelle Übergang von östlichen zu westlichen Windano- 

malien westlich der Datumslinie erklärt werden, wie er von Rasmusson und Car- 

penter (1982) zu Ende des Jahres vor einem warmen Ereignis beobachtet wird. 
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5.4 GLOBALE MON TLICHE ANOMAUEN Das LUFT RucK's uF MEERESH6HE 

zwlscHEn 30°N UND 30oS 

a) Die Daten 

Den Analysen dieses Kapitels liegt ein globaler (30°n-30°s) Datensatz 

monatlicher Anomalien des Luftdruckes auf Meereshöhe (SLP) für die Jahre von 

1956 bis 1988 zugrunde. Dieser Datensatz stammt wie die SST-, u- und v-Daten 

von Barnett. Die Daten befinden sich auf einem 50x100 Gitter. Verwendet wurden 

die Daten, die auf den Breitenkreisen von 27.s°n, 17.5oN, 7.s°n, 2.s°n, 2.s°s, 
7.s°s, 17.50s und 27.s°s liegen. Eine Beschreibung der Daten findet sich in 

Barnett (1985). Analysiert werden wiederum die Abweichungen vom Monatsmittel 

des untersuchten Zeitraumes, von denen der lineare Trend abgezogen wurde. Die 

Daten wurden gefiltert (Filtercharakteristik (12/16/96/108)) und so skaliert, 

daB die Varianz Jeder einzelnen Zeitreihe gleich ist. Abbildung 5.4. 1 gibt 

einen Überblick über das Untersuchungsgebiet. 
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Abbildung 5.4.1: Das Untersuchungsgebíet im Überblick 

b) Die EOF-Analyse 

Die zeitliche Entwicklung der ersten EOF er, die 24.2% der Varianz der 

Beobachtungen Y(t) erklärt, 1st das beherrschende Signal des SLP-Feldes. Die 

Korrelation des EOF-Koeffizienten š1(±› (Abbildung 5.4.3a) mit dem SST-Index 

(Abbildung 5.2.21 

cor[§1(t);SST-Index] 0.85 (5.4.1) 
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Abbildung 5.4.2: a) Die erste 

Anomalien. Die erste EOF °1 
und b) die zweite EOF EOF °1 °2 der 

erklärt 24.2% der Varianz, die zweite EOF ez 8.6%. 
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5.4.2 gezeigten EOFs °1 und er. Die Korrelation von X1(t) 

(Abbildung 5.2.21 betrégt 0.85. 

mit dem SST-Index 
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Abbildung 5.4.4: Die Kreuzspektralanalyse der EOF-Koeffizienten š1(t). ä2(ı›: 
die Spektren von íltt) und ä2(t) (oberste Abbildung, dicke bzw. dünne Linie) 

sowie die Kohärenz (mittlere Abbildung) und die Phase (unterste Abbildung) 

zwischen í1(t) und íztt). 

ist hoch, d.h. X1(t) spiegelt das ENSO-S gral wider. Die erste EOF °1 
beschreibt die räumliche Struktur des Signals während eines warmen (kalten) 

Ereignisses (Abbildung 5.4.2a, Gebiete negativer Werte sind schrafflert): 

Kennzeichnend für ein warmes Ereignis 1st westlich von der Datumsliníe 

ein. ausgedehntes Gebiet anomalen. Hochdrucks, das über Nordaustralien, dem 

östlichen Indischen Ozean und Indonesien besonders stark ausgeprägt ist. 

Östlich der Datumslinie befindet sich ein Gebiet anomalen Tiefdruckes mit dem 

Zentrum im zentralen und östlichen Südpazifik (ı6o°-8o°w). Die Zentren entge- 
gengesetzter Druckanomallen über Indonesien und dem Südpazifik entsprechen den 

Zentren des bekannten Korrelationsmusters von Berlage (1957) (Abbildung 

s.4.s). 

Die zweite EOF °2 erklärt 8.6% der Varianz (Abbildung 5.4.2b, Gebiete 

negativer Werte slnd schraffiert). Fast der gesamte Raum des Indischen Ozeans 

und des Pazifiks zeigt positive SLP-Anomalien. Die Zentren maximaler Werte 

liegen nördlich und südlich des Äquators im Bereich der Datumslinie (1800). 
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Die Zentren des Gebietes anomalen Tíefdruckes, das sich von der Westküste Ame- 

rikas über den Atlantik und Afrika bis in den westlichen Teil des Indischen 

Ozeans erstreckt, liegen über Mittelamerika und Zentralafrika. 

Die zeitliche Entwicklung der zweiten EOF ist kleínskaliger als die der 

ersten EOF, wie ein Vergleich der EOF-Koeffizienten ä1(t) . š2(tı zeigt (Abbil- 

dung 5.4.3). Wir schließen daraus, daß dem beobachteten SLP-Feld Prozesse m1t 

verschiedenen Zeltskalen zugrunde liegen. 

Auch die Kreuzspektralanalyse von ä1(t) und šzttı deutet auf zwei Zeit- 

skalen hin (Abbildung 5.4.4). Für Perioden zwischen 24 und 30 bzw. 36 und so 

Monaten liegt die Kohärenz über dem 95%-Niveau. ä1(t) führt dabei ä2(t) mit 

etwa 135° Phasenverschiebung bei Perioden von 24 bis 30 Monaten bzw. mit etwa 

450 Phasenverschíebung bei Perioden von 36 bis 50 Monaten. 

c) Das Zustandsraummodell zweier unabhangiger, stehender Oszillatoren 

Wie wir bei den Analysen der äquatorialen SST-, u- und v-Daten im Kapitel 
5.2 gesehen haben, ist das Zustandsraummodell zweier unabhängiger, räumlich 

stehender Oszillatoren (5.3. 11,12) geeignet, zwei Zeitskalen in Verbindung mit 

zwei dominanten Mustern zu modellieren. 

Passen wir dieses Zustandsraummodell an die 

Y(t) an (LSQ-Verfahren), so finden wir 

Periode ii = 33 

beobachteten SLP-Anomalien 

eine langsamere Schwingung mit der 

Monate und der 1/e-Abklingzeit 1:1 = 253 Monate und eine 
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e av2 

schnellere Schwingung mit T2 = 28 Monate und 'cm = 34 Monate. Die Zeitskalen 

der Schwingungen sehen wir in Tabelle 5 .4 .1  im Überblick. Das Muster °1 
(Abbildung 5.4.6a) und die erste EOF °1 (Abbildung 5.4.2a) sind ähnlich, eben- 

so entsprechen sich das zweite Muster °2 (Abbildung 5.4 .6b)  und die zweite EOF 

(Abbildung 5.4 .2b) .  D1e erklärte Varianz (Abschnitt 3 .5 )  des ersten Musters 

°1 beträgt mit §1 = 22.8% mehr als das 2.5-fache der erklärten Varianz §2 = 

8.3% des zweiten Musters °2' Wir schließen daraus, daB die dreijährige Schwin- 

gung die fundamentale Schwingung des ENSO-Systems ist . 

Die Perioden T die 1/e- Tabelle 5 .4 .  1: μ, 
Abklingzeíten -tu und die erklärte Varianz 

š 
μ 

zillatoren, μ=1,2. 
der beiden unabhängigen, stehenden Os- 

p. 

12 

32.7 

27.8 

252. 

33. 8 

T n 1: 
II 

§ 
p, 

22.8% 

8.3% 

D1e fundamentale Schwingung des SLP-Feldes beschreibt dieselbe Dynamik 

wie die fundamentale Schwingung der äquatorialen SST-, u-, v-Daten (Abschnitt 

5.3g). Bezogen auf den gemeinsam untersuchten Zeitraum von 1970 bis 1988 

beträgt die Korrelation der beiden Zustandsvariablen š1(u 0.87 (Abbildungen 

5.3.8a und 5.4 .7a) .  Auch die geschätzten Perioden stimmen gut überein (T1 = 33 

Monate SLP, T1 = 34 Monate für SST, u und v ) .  

Das Signal, das der schnellere Oszillator des SLP-Feldes aufnimmt, unter- 

scheidet sich von dem der SST-, u- und v-Daten. D1e Perioden werden verschie- 

= 28 Monate für SLP, 2 = 22 Monate für SST, u und v )  

die beiden Zustandsvariablen X2( t )  (Abbildungen 5.3.8b und 

5.4.7b) ist mit -0.62 deutlich niedriger als die Korrelation der beiden 

Zustandsvariablen x"'1(ı;) der fundamentalen Schwingung. 

den geschätzt (Tz 
Korrelation der 

and 

a )  Die Stabi l í ta t  der beiden unabhangígen, stehenden Oszillatoren 

Dämpfungsrate KJ, j=1, . . . ,12,  

eine deutliche Abhängigkeit der Dämpfungsrate von der Jahreszeit. 

In Abschnitt 5.2h untersuchten wir die Stabilität des Systems Ozean- 

Atmosphäre, indem wir an den SST-Index elne Schwingung mit monatlich frei 

variierender (5 .2 .8 )  anpaßten. Es ergab sich 

Das System 

Ozean-Atmosphäre 1st demnach instabil von .Juni bis September. Die Zeit der 

stärksten Dämpfung liegt zu Anfang eines Jahres im Februar. 

Um Aussagen über die Stabilität der beiden unabhängigen, stehenden Oszil- 

latoren zu erhalten, betrachten wir das Zustandsraummodell (5 .3 .  11,12) mit 
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zweier unabhängiger, stehender Oszillatoren an die SLP-Anomalien 

Gezeigt 1st a) das Muster °1 der langsameren Schwingung (Tl = 33 
252 Monate) und b) das Muster °2 der schnelleren Schwingung (T2 = 

Abbildung 5.4.6: Mittels des ALSo-Verfahrens wurde das Zustandsraummodell 

angepaßt. 

Monate, I1 
28 Monate, 

1:2 34 Monate). 

_ 
-D 

cl) b) 
» I I I I a 

al 

u | 

U50 

1 1 

J 
v l 
Jl 

v l 
' loss 

l 

*NO ' ms 'mo 
Tlut 

I 
alll 

| 

nm 
| 

III! 

to I 

--or - 
D 

I l 

1 I | 50 

db 

'in 

| q10 

\ .f ". . v .n i And fl 
W l U 

II 
W 

Ml W no 
l/ 

No v l/ 
II 

V 
\ II . No .n no Ml II And fl .f ". v i 

W l U W V l/ \l v l/ V 

l 
less 

I 
also ' ans 'no 

TIME 

| ms I nu 
I 

ms 

M I 

-§ 

oo'o 
I 

1
1
1
-
2
 

I 
• 

_.- 

Abbildung 5.4.7: Die Zustandsvariablen a) ä1(t) und b) ñ2(t) der in Abbildung 

5.4.6 gezeigten Muster °1 und °2 zweier unabhängiger, stehender Oszillatoren. 
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28 Monate). 

zeitabhängigen Parametern a(t). aä(t), μ=1,2. Der Zusammenhang zwischen den 

Parametern a(t). aä(t) und den monatlichen Dämpfungsraten nμ(t) = na, 
J=1,....12, 1st in Anhang A.6 beschrieben. 

Die Muster °1' °2 (nicht gezeigt), die Perioden T1' T2, und die mittleren 

1/e~Abkl1ngzelten 11, 12 (Tabelle 5.4.2) gleichen denen der beiden 

unabhängigen, stehenden Oszillatoren mit konstanter Dämpfungsrate (Abschnitt 

c). Die geschätzten monatlichen Dämpfungsraten Kg sind in Abbildung 5.4.8 auf- 
getragen. Die durchgezogene Linie entspricht der Dämpfungsrate des langsameren 

Oszillators (Tl = 33 Monate), die gestrichelte Linie der des schnelleren Os- 

zillators (T2 = 

p. 
Tabelle 5.4.2: die mittle- Die Perioden T#, 
ren 1/e-Abklingzeiten ru und die erklärte 

Varianz Sμ der beiden unabhängigen, stehenden 

Oszillatoren, μ=1,2, m1t monatlich variierender Dämpfungsrate g. j=1, 
1 
2 

32.6 

27.9 

238 . 

32. 1 

T 
p 

'r u § u 
22.4% 

7.4% 

,12. 

0.02 
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Die Schätzwerte der monatlichen Dämpfungsrate Kg. 
= 33 Monate, durchgezogene Linie) und den 

28 Monate, gestrichelte Linie) stehenden Oszillator. na › 
Abbildung 5.4.8: 

...,12, für den langsameren (Tl 
schnelleren (T2 = 
bedeutet ein Anfachung, .3 < 0 elne Dämpfung. 0 



122 5. Analysen zum E1 Nino/Southern Oscillation-Phanomen 

1 
"J 

Juni bis August kleine, positive Werte an, d.h. während dieser Monate reagiert 

stärker als die des langsameren Oszillators (K no, j,k=1,. . . ,12) und die 

der Oszillator am empfindlichsten auf Störungen. Die Monate der stärksten 

Dämpfung sind Januar und Februar. Das beschriebene Dämpfungsverhalten ent- 

spricht dem des SST-Index. 

Die Dämpfung des schnelleren Oszillators ist das ganze Jahr hindurch 
2 1 J < 

Amplitude der Dämpfung 1st größer. D1e saisonale Variation ist gerade 

gegenläufig, und so liegt die Zeit der geringsten Dämpfung im Dezember und 

Januar, die Zeit der stärksten Dämpfung im Juli und August. 

Die Dämpfungsrate des langsameren Oszillators nimmt in den Monaten 

e) Das Zustandsraummodell zweier linear gekoppelter, stehender Oszillatoren 

Die Wechselwirkung der beiden stehenden Oszillatoren wird untersucht, 

indem die dynamische Gleichung (5.3.12) um den Term (5.3.13) einer linearen 

Kopplung erweitert wird. 

Die geschätzten Muster °1 und (nicht gleichen denen des 

Zustandsraummodells ohne Kopplung Die angepaßte Modell- 

funktion lautet 

°2 gezeigt) 

(Abbildungen s.4.6). 

X(t) 
0.97 
0 

0 
0.95 X(t-1) + 0.97 

o 
0 
0.97 [X(t-1)-X(t-2)] 

+ 0 
0.00 

0.01 
o x(t-1) + 

0 
0.03 

-0. 10 
0 [X(t-1)-X(t-2)] + n(t). 

Wie bei den SST-, u- und v-Daten (Abschnitt 5.3h) wirkt 

[X2(t-1)-X2(t-2)] in der schnelleren Oszillation des Musters °2 auf die lang- 
samere Oszillation X1(t) des Musters °1° Die weiteren linearen Wechselwirkun- 

gen sind demgegenüber zu vernachlässigen. 

linear, d.h. die Modellfunktion (5.3.12+13) entspricht einem AR(2)-Prozeß. Es 
ıı i i ist deshalb moglich, dieses Modell durch zwei POP-Paare (cl, cm) darzustellen, 

die die Eigenschwingungen des betrachteten Zustandsraummodells charakterisie- 

ıı i ıı der erklarten Varianz S eines Musters und der erklarten 
i i eines POP-Paares (cl, cm) 

ren (Kapitel 2. 11). Die Schätzwerte der Periode Tu, der 1/e-Abklingzeit 
i 

1,2 cLA 
laBt Tabelle 5.4.3 zusammen. 

Die betrachtete Wechselwirkung der beiden stehenden Oszillatoren 1st 

(5.4.2) 

die Änderung 

Tu' 
Varianz Si 
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I 

Tabelle 5.4.3: Die 

1,2 

II 

T. 

12 

3&5 

2&0 

81.6 
90.2 

21.2% 

11.2% 

1.3% 

11.3% 

Ti T. 
I $1 S z Periode ı› 

die 1/e-Abklingzeit t. die er- 

klärte Varianz Ei eines Musters 

„;.2 und die erklärte Varianz Si eines POP-Paares (cl, cm) der beiden Oszilla- 
toren, i=1.2, die die Eigenschwingungen des Systems zweier linear gekoppelter, 

stehender Oszillatoren charakterisieren. 

I 

§. 
l 

22.5% 

22.4% 

~1 ~1 

~1 ıı gegenüber dem ersten Muster °1 zu vernachlassigen (cm ~1 << 

cos-[›?(t);ssT-Index] = 0.85. 

Es handelt sich bei der ersten Elgenschwíngung also um eine räumlich stehende 

Oszillation, die die Dynamik warmer und kalter ENSO-Ereignisse wiedergibt. 

Ein warmes Ereignis äußert sich im SLP durch anomalen Hochdruck westlich 

der Datumslinie und anomalen Tiefdruck östlich der Datumslínie. Besonders aus- 

geprägt ist das Hochdruckgebiet über Nordaustralien, dem östlichen Indischen 

Ozean und Indonesien. Das Zentrum des Tíefdruckgebietes liegt im zentralen und 

östlichen. Pazifik (1600-800w) Schwingung 

Musters mit der Periode T 

Die erste Elgenschwingung mit der Periode §1 = 39 Monate und der 1/e- 

Abklingzeit 1:1 = 82 Monate durchläuft einen Zyklus, der durch das POP-Paar 

(cl. càı aus Abbildung 5.4.9 charakterisiert wird. Das zweite Muster °2 ist 
cl). Die erklärten 

Varianzen cm = 21.2%, g; 1.3%) und die Spektren der POP-Koeffizienten 

ct›. äà(ı) (Abbildung 5.4.9d) verdeutlichen dies. Der POP-Koeffizient ä1(t) 

und der SST-Index sind hoch korreliert: 

südlich des Äquators. Die dieses 

1 = 39 Monate gleicht einer riesigen Schaukel im ano- 

malen Druckfeld, der Southern Osclllat1on [Walker und Bliss (1932)] . 

Das in Abbildung 5.4. 10 gezeigte POP-Paar ( c ,  cm) gibt die räumliche 

Struktur an, die die zweite, schnellere Eigenschwíngung mit der Periode von T2 

= 26 Monaten und der 1/e-Abklingzeit von 1:2 = 90 Monaten kennzeichnet. D1e 

Kohärenz der POP-Koeffizienten X1(t), X2(t) liegt für f = 1/(26 Monate) = 
0.038/Monat auf dem 95%-Niveau. Die Phasenverschiebung beträgt jedoch etwa 

-135° und weicht damit deutlich von den erwarteten -90° ab. Der Zyklus 

cZ › -cZ 2 

cZ < -cZ 2 1 

(5.4.3) 
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Abbildung 5 .4 .  10: Mittels des ALSo-Verfahrens wurde das Zustandsraummodell 

zweier linear gekoppelter. stehender Oszillatoren an die SLP-Daten angepaßt. 

Gezeigt sind von der zweiten Eigenschwingung des Systems mit den Zeitskalen T 
Muster a) cf b )  cm, c )  = 26 Monate, I2 = 90 Monate werden die und die POP2 

Koeffizienten. ñš( t )  (dicke L1n1e) und. íšttı (dünne Linie) sowie d) deren 

Kreuzspektralanalyse (Spektren (oberste Abbildung). Kohärenz (mittlere Abbil- 

dung) und Phase (unterste Abblldung)). 

~2 
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~2 ~2 ~2 ~2 

wird also nicht gleichmäßig durchlaufen, wie es der Interpretation des POP- 

Paares (er, câı nach Kapitel 2.11 entspricht. Vielmehr erfolgt der Ubergang 

[±c2 -å ±c1] innerhalb von (3/8)T2 s 10 Monaten, der Übergang [±c1 -+ $c2] 

dagegen innerhalb von (1/8)T2 è 3 Monaten. Welcher Teil des Zyklus die 

asymmetrischen Übergangszeiten verursacht, kann nicht beantwortet werden. Es 

ergibt sich folgendes Bild: 

Das Gebiet anomalen Hochdrucks über dem australischen Raum [cm] baut sich 

auf und wandert [cm -e cl] ostwärts in den westlichen Pazifik, wobei es 

aufspaltet mit einem Zentrum nördlich und einem südlich des Äquators. Danach 

befindet sich das Hochdruckgebiet dann im östlichen Pazifik [-cm] . 

Zyklus zeigt, daB diese Wanderung nach Osten sich um fast den ganzen Globus 

herum fortsetzt. Wir erkennen das Signal über Amerika ı-cšı und dann über dem 
Atlantik und Afrika [cm] . Zu dieser Zeit erscheint auch wieder das Hochdruck- 

gebiet über dem australischen Raum. 

~2 sich 

Der weitere 

f) Die Wechselwirkung der beiden stehenden Oszillatoren 

Wie bei den äquatorialen Daten (Abschnitt 5.3j) testen wir, ob für die 

Zustandsvariablen ä1(t), ä2(t› (Abbildung 5.4.7) der unabhängigen, stehenden 

Oszillatoren mit den Mustern cl, °2 (Abbildungen 5.4.6) nichtlineare Wechsel- 

wírkungsterme von Bedeutung sein können. 

Wir wenden den Linearitätstest aus Kapitel 3.2 mit den dort verwendeten 

Parametern auf ñlttı und äzttı an. Tabelle 5.4.4 zeigt die Testergebnisse. Auf 

dem hohen Signifikanzniveau von 2.5% wird die Nullhypothese zurückgewiesen, 

die Zustandsvaríable ñ1(±) oder ä2(t› beruhe auf einem linearen Prozeß. 

I Tabelle 5.4.4: Test auf Linearitätz 

die Schätzwerte T2 und die Wahr- 

scheinlichkeiten p(T2<T2) bzgl. der 

í1un 
í2un 

asymptotischen Verteilung der Testgröße T2 

š1(t), ä2(t) der beiden unabhängigen, stehenden Oszillatoren. 

~z T 

15.9 

43.8 

I (T2<'T2 J P asym 

97 • 7% 

99 . 5% 

für die Zustandsvariablen 

Die Ergebnisse des Línearítätstests, der auf den Trípelkorrelatíonen tμvo 

(5.3.15) als Testgrößen aufbaut (vgl. Abschnitt s.3j), sind in Tabelle 5.4.5 

zusammengefaßt. Auch dieser Test zeigt, daB nichtlineare Terme für die Dynamik 

der Zustandsvaríablen š1(t). äzctı wichtig sind. 
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Tabelle s.4.s- Test auf 

Linearität: die Schätz- 

werte í und die Wahr- 

scheinlichkeiten p(t<í) 

bzgl. der simulierten 

Verteilung der Tripelko 

ä1(tı. š2(t) der beiden 

Intervalls [t<95%' ] t>95% 

.0137 

.0094 

.0089 

.0292 

98% 

98% 

93% 

100% 

. 0093 
- .0066 
- .0108 
- .0316 

t (t<t) P Sim t<95% Testgr58e 

t111 
t112 

t122 
t222 

t pvo' 
unabhéngigen, stehenden Oszillatoren. Innerhalb des 

lieger 90% der simulierten Werte von t. 

t>95% 
. 0094 
. 0080 

. 0095 

.0170 

rrelationen p,v,o=1,2, der Zustandsvariablen 

Obwohl die beiden Tests sehr klar auf die Bedeutung von Nichtlinearitäten 

für die Dynamik der beiden unabhängigen, stehenden Oszíllatoren tflnweísen, 

konnte keine nichtlineare Erweiterung der Modellfunktion (5.3.12+13) gefunden 

werden. Ähnlich wie bei der Analyse der äquatorialen SST-, u- und v-Anomalien 
waren z.B. die die geschätzten Modellparameter zusätzlicher kubischer Terme 

klein, und die Vorhersagegüte verbesserte sich durch diese Erweiterung nicht 

gegenüber dem Zustandsraummodell zweier linear gekoppelter, stehender Osz11la- 

toren. 

8) Zusammenfassung 

In. diesem .Kapitel 5.4 wurde das globale (30°n~30°s) Feld monatlicher 

Anomalien des Luftdruckes auf Meereshöhe (SLP) analysiert. 

Wie bei den äquatorialen SST-, u- und v-Daten im letzten Kapitel 5.3 fan- 
den wir zwei PIPs, die beide in erster Ordnung eine räumlich stehende Oszilla- 

t1on beschreiben (Abschnitt c). Mit dem ersten PIP, das 22.8% der Varianz der 

Beobachtungen erfaßt, ist die langsamere Schwingung mit einer Periode von etwa 

drei Jahren verbunden (in = 33 Monate). Diese Oszillatíon gleicht der räumlich 
stehenden, dreijährigen Oszlllatlon der SST-, u- und v-Daten (Abschnitt 5.3h). 
In beiden Datensätzen ist diese fundamentale Oszíllation des ENSO konsistent 

enthalten. Das zweite PIP erklärt 8.3% der Varianz. Die Periode der zugehöri- 

gen Schwingung 1st mit 2 = 
Die Dämpfung der zwei stehenden Oszillatoren beschreibt eine saisonale 

Schwingung (Abschnitt d). Die Zeiten der stärksten und geringsten [Impfung 

sind für die beiden Oszillatoren gerade entgegengesetzt. 

28 Monate etwas länger als zwei Jahre. 
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In den Monaten Januar bis Februar wird der dreijährige Oszillator am 

stärksten gedämpft. Ein EnsO-signal, das im wesentlichen mit diesem Oszillator 

verbunden ist, kann sich in dieser Zeit nicht entwickeln; die Vorhersagbarkeit 

ist minimal. Dem entspricht, daß die Persistenz des SST-Index im Monat März am 

geringsten 1st (Abschnitt 5.2f). 

Besonders starke Signale des dreijährigen Oszillators werden in den Mona- 

ten Juni bis August verursacht. Während dieser Zeit reagiert der Oszillator am 

empfindlichsten auf Störungen. Dies ist auch die Zeit, in der die Winde im 

Pazifik westlich von ı6o°E ein Teil des asiatischen Sommermonsuns sind [Ras- 

musson und Carpenter (1982), Barnett (1983)l . Das ermöglicht elne besonders 

starke Wechselwirkung zwischen dem Monsunsystem und den Passatwinden. Die 

Monate des Nordsommers sind demnach die wichtigen Monate für den Übergang zu 

warmen oder kalten Ereignissen [vgl. z.B. Meehl (1987)] . 

An Hand eines linearen Kopplungstermes wurde die Wechselwirkung der bei- 

den Oszillatoren untersucht (Abschnitt e). Es zeigt sich, daß die schnellere, 

zweijährige Oszillation auf die langsamere, dreijährige Oszlllat1on einwirkt. 

Die Wechselwirkung in umgekehrter Richtung ist dagegen zu vernachlässigen. D1e 

Linearitätstests aus Abschnitt f) weisen klar darauf hin, daß nichtlineare 

Terme für die Dynamik der beiden PIPs eine Rolle spielen. Jedoch konnte für 

das SLP-Feld keine nichtlineare Erweiterung der Modellfunktion (5.3.12+13) 

gefunden werden. 

Auch die beiden Eigenschwingungen des linear gekoppelten Systems der zwei 

stehenden Oszillatoren zeigen Ähnlichkeiten zu den Elgenschwingungen der 

äquatorialen Daten: 

D1e erste Eigenschwingung beschreibt eine stehende Oszillation mit einer 

Periode von T1 = 39 Monaten. Die räumliche Struktur des zugehörigen Musters 
gleicht dem bekannten ENSO-Muster des SLP mit dem Zentrum anomalen Hochdrucks 

im indonesisch-australischen Raum und dem Zentrum anomalen Tiefdrucks im 

zentralen und östlichen Südpazifik. D1e Schwingung dieses Musters entspricht 

der Southern Oscillatlon. 

Die zweite Eigenschwingung mit einer Periode von ?2 == 26 MOnaten be- 

schreibt ein ostwärts wanderndes Signal. Es erscheint zunächst in dem austra- 

lischen Raum und erreicht innerhalb von ca. 13 Monaten den Ostpazifik. Das 

Signal kann um fast den gesamten Globus herum bis nach Afrika verfolgt werden. 
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Für den SLP ergibt sich folgendes Bild: 

- Das anomale Druckfeld erscheint als Überlagerung einer räumlich stehenden, 

dreijährigen Osz1llatlon, die die Schwingung einer riesigen Schaukel zwischen 

dem Indischen Ozean und dem Südpazifik wiedergibt, und einer zweijährigen Os- 

zíllation, die ein ostwärts wanderndes Signal beschreibt. 

Barnett (1990) fand eine langsamere, stehende Oszlllatlon mit einer 

Periode zwischen 48 ıuui 56 Monaten und eine schnellere, ostwärts wandernde 

Oszíllation m1t einer Periode zwischen 24 und 30 Monaten sowohl in der SST als 

auch in dem SLP. Er analysierte den kombinierten Datensatz von SST- und SLP- 

Anomalien der Jahre von 1951 bis 1987, die die Region von 90°n bis 40°s über- 

decken, indem er nach einer Filterung mit den Charakteristika (32/36/80/88) 

und (18/20/30/35) für beide Frequenzbereiche die komplexen EOFs blldete. Der 

Unterschied zwischen dem Barnettschen Filter und dem in dieser Arbeit verwen- 

deten Filter ist gering und wird in Anhang A.5 beschrieben. 

Das von Barnett gefundene zweijährig oszl1llerende, ostwärts wandernde 

Signal des SLP ist konsistent mit der hier gefundenen zweiten Eigenschwingung. 

Das zweijährige, wandernde Signal der SST findet durch die Analyse der SST-, 

u- und v-Anomalien in dem Kapitel 5.3 dagegen keine Entsprechung. Die Periode 

von 48 bis 56 Monaten, die Barnett für die langsamere, stehende Schwingung 

angibt, liegt deutlich oberhalb der hier gefundenen i1 = 39 Monate der ersten 
Eigenschwíngung. Der Grund dafür ist die von Barnett gewählte Filtercharakte- 

r1st1k (32/36/80/88). Durch diese Filterung werden die kürzeren Zeitskalen zu 

wenig berücksichtigt; ein Schätzwert der Periode, der am unteren Filterrand 

liegt, ist nicht möglich. Bei den Analysen der SST-, u- und v-Daten in Kapitel 

5.3 sowie bei den Analysen der SLP-Daten in diesem Kapitel wurde eine weniger 

einschränkende Filterung mit der Charakteristik (12/16/96/108) verwendet. 

Dieses Filterfenster schließt den gesamten Bereich an Zeitskalen ein, den ENSO 

beinhaltet (siehe Abschnitt 5.2g). 



130 5. Analysen zum E1 Nino/Southern Oscillation-phanomen 

5.5 ZUSAMMENFASSUNG DER ERGEBNISSE DER KAPITEL 5.3 UND 5.4 

Fassen wir die Analyseergebnisse der Kapitel 5.3 und 5.4 zusammen~ 

1. ) Die zeitliche Entwicklung des ENSO-Phänomens beinhaltet Prozesse mit zwei 

verschiedenen Zeitskalen (Abschnitt 5.3g und 5.4c): 

- In den Anomalien der SST, des zonalen und meridionalen Windes und des 

SLP wurde ein räumlich stehender Oszillator mit einer Periode von fast 

drei Jahren (al = 32-34 Monate) identiflzíert. 
- Ein zweiter räumlich stehender Oszillator mit einer Periode von etwa 

zwei Jahren ist in den Windanomalíen u und v (TU = 22 Monate) sowie den 
SLP-Anomalien (T2 = 28 Monate) zu finden. 

2. ) Die räumliche Struktur dieser beiden stehenden Oszillatoren ist durch 

zwei PIPs gegeben. Die Überlagerung und Wechselwirkung der PIPs führt zu 

den beobachteten warmen und kalten ENSO-Ereignissen. 

3. ) Der dreijährige Oszillator beschreibt die fundamentale Schwingung des 

ENSO-Systems (Abschnitt 5.3g und 5.4c), die durch die schnellere, zwei- 

jährige Schwingung beeinflußt wird (Abschnitt 5.3h und 5.4e). 

4. ) D1e fundamentale Schwingung ist in den Monaten Juni bis August am emp- 

findlichsten. Diese Jahreszeit 1st für einen Übergang zu einem warmen 

oder kalten Ereignis besonders wichtig (Abschnitt 5.4d). 

5. ) D1e Dynamik der beiden PIPs und deren gegenseitige Wechselwirkung 1st 

nichtlinear. Eine Modellierung der N1cht11near1täten gelang nicht 

(Abschnitt 5.3j und 5.4f). 

Das linear gekoppelte System der beiden stehenden Oszillatoren führt auf zwei 

Eigenschwingungen (Abschnitt 5.3h und 5.4e): 

1. ) D1e erste Eigenschwingung der SST-, u- und v- Anomalien und die erste 

Eígenschwingung der SLP-Anomalien entsprechen einander. Es handelt sich 

um ein räumlich stehendes Signal, das die Schwingung zwischen warmen und 

kalten ENSO-Ereignissen wiedergibt (Abbildung 5.3.9 und 5.4.9). Die 

Periode von 1= 39 Monaten ist gerade das Doppelte der mittleren Über- 

gangszeit zwischen warmen und kalten bzw. kalten und warmen Ereignissen. 

2. ) Die zweite Eígenschwingung der SST-, u- und v-Anomalien und die zweite 

Eigenschwíngung der SLP-Anomalien sind nlcht unmittelbar vergleichbar. 

Beide Male handelt es sich aber um eine zweijährige Oszíllation (in = 22 
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Monate für SST, u und v. 2 = die die enge Verbindung 

der Windsysteme des Indischen Ozeans und des Pazifiks widerspiegeln. 

Für die einzelnen Variablen ergibt sich folgendes Bild: 

1. ) Die Dynamik der SST-Anomalien 1st durch eine stehende, dreijährige Oszil- 

lation gegeben. 

2. ) Der anomale Zonalwind u erscheint als Überlagerung einer räumlich stehen- 

den, dreijährigen Oszillation und einer ostwärts wandernden, zweijährigen 

Oszillation. 

3. ) Der anomale Merídionalwínd v setzt sich aus den zwei Oszillatoren zusam- 

men, die beide im wesentlichen als stehend erscheinen. 

4. ) Das anomale Druckfeld SLP erscheint als Überlagerung einer räumlich 

stehenden, dreijährigen Oszillation und einer ostwärts wandernden, zwei- 

jährigen Oszillation. 

Die bekannte Schaukel der SLP-Anomalien, deren Zentren im indonesisch- 

australischen Raum und im zentralen und östlichen Südpazifik liegen, findet in 

dleser Beschreibung sein Gegenstück in der Schaukel der Zonalwindanomalien, 

deren Zentren im Indischen Ozean und im Zentralpazlfík liegen. 

26 Monate für SLP), 
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Ein komplexes System mit vielen Freiheitsgraden wird bei der P¶P/POP- 

Analyse durch ein Modell mit wenig Freiheitsgraden approximiert. Von dem dyna- 

mischen Verhalten des einfachen Modells kann auf die dynamischen Eigenschaften 

des komplexen Systems geschlossen werden. 

Das Modell, das durch die PIP/POP-Analyse an die Beobachtungen des unter- 

suchten Systems angepaßt wird, ist ein Zustandsraummodell (Kapitel 2.1). Da 

der Zustand des Systems unabhängig von der Anzahl der Meßpunkte 1st, an denen 

die Beobachtungen gegeben sind, unterscheidet das Zustandsraummodell zwischen 

den Beobachtungen Y(t) und den Zustandsvariablen X(t). Den Zusammenhang 

zwischen diesen beiden Größen gibt die Beobachtungsgleíchung (2.1.3) 

bit) -QX(t) + Rauschen. 

Die zeitliche Entwicklung des Systems wird durch die dynamische Gleichung 

(2.1.4) 

x(tl II F[X(1:<t) ,a, t-1] + Rauschen 

modelliert. Im allgemeinen Fall kann die Modellfunktion F[X(t<t).a,t-1] nicht- 

linear und zeitabhängig sein. Die Spalten der Matrix Q. werden in dem Raum der 

Beobachtungen Y(t) interpretiert und heißen deshalb auch Muster. Das zeitliche 

Verhalten des komplexen Systems Ozean-Atmosphäre wird oft durch die Wechsel- 

wirkung einiger weniger räumlicher Muster bestimmt. Das ENSO-Phänomen ist ein 

Beispiel dafür. Zustandsraummodelle mit einer dynamischen Gleichung von wenig 

Freiheítsgraden können daher die wesentlichen dynamischen Eigenschaften des 

beobachteten komplexen Systems wiedergeben. 

eine Basis des Unterraumes, auf den die Dynamik des Systems beschränkt ist. 

Die in Kapitel 2.10 zusammengestellte Hierarchie der Schätzverfahren für 

Zustandsraummodelle (Tabelle 2. 10. 1) umfaßt zwei Arten. von. Verfahren. Das 

EOFMDL- und das EOFML-Verfahren wählen die Muster .Q als die empirischen Ortho- 

gonalfunktionen (EOFS) und passen anschließend die Modellparameter a an. Das 

LSQ-, das ML- und das Kalman-Verfahren sind dagegen íteratíve Optimierungsver- 

fahren, die die Anpassung der Muster Q. und der Modellparameter a gleichzeitig 

durchführen. 

Für große, komplexe Systeme ist von den drei Verfahren. die die Muster Q 

und die Modellparameter a gleichzeitig bestimmen, das LSQ-Verfahren zu bevor- 

In diesem Fall bilden die Muster Q 
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zogen (Kapitel 4). Die Muster Q und die Modellparameter a werden durch das 

LSQ-Verfahren gut geschätzt, die Abhängigkeit der Schätzergebnísse von den 

gewählten Anfangswerten ist unbedeutend und der Rechenzeitbedarf ist geringer 

als der des ML- oder Kalman-Verfahrens. 

In Kapitel 3 wurden ein Stationaritätstest und ein Linearítätstest vorge- 

stellt. Deren Anwendbarkeit auf kurze Zeitreihen mit etwa 500 Zeitschritten 

wurde durch einen Vergleich simulierter Verteilungen der Testgröße mit der 

asymptotischen Verteilung der Testgröße untersucht. 

Für den Stationaritätstest aus Kapitel 3.1 weichen die s1mullerten Ver- 

teilungen der beiden Testgrößen Sa/0 $7/02 deutlich von den asymptoti- 

schen Verteilungen ab. Hlnzu kommt, daB die simulierten Verteilungen abhängig 

sind von dem gewählten stationären Prozeß, der simuliert wird. Der Stationari- 

tätstest wurde dennoch auf den SST-Index angewendet, aber auf der Grundlage 

der Verteilungen entschieden, die auf Simulationen eines an den SST-Index 

angepaßten AR(2)-Prozesses beruhen (Abschnitt 5.2c). 

Für den Linearitätstest aus Kapitel 3.2 stimmt die simulierte Verteilung 

der Testgröße T2 mit der asymptotischen Verteilung gut überein. Der Lineari- 

tätstest kann daher auch auf kurze Zeitreihen angewendet werden. 

In Kapitel 5 wurden monatliche Anomalien der Meeresoberflächentemperatur 

(SST) und der zonalen und meridionalen Komponente der bodennahen Windgeschwin- 

digkeiten (u und v) entlang des Äquators im Bereich des Indischen Ozeans und 

des Pazifik sowie ein, globales (30°n-30°s) Feld monatlicher Anomalien des 

Luftdruckes auf Meereshöhe (SLP) untersucht. Aus den Analysen folgt, daß die 

zeitliche Entwicklung des ENSO-Phänomens durch die Überlagerung und Wechsel- 

wirkung zweier PIPs beschrieben werden kann. D1e Dynamik der PIPS selbst und 

auch deren Wechselwirkung sind nichtlinear. 

In erster Ordung entspricht jeder der zwei PIPs einem räumlich stehenden 

Oszillator. Die Periode des dominierenden PIP beträgt knapp drei Jahre. Diese 

fundamentale Schwingung findet sich in den SST-, u-, v- und SLP-Anomalien. Die 

Schwingung des zweiten PIP hat eine Periode von etwa zwei Jahren, die nur in 

den atmosphärischen Größen, den u-, v- und SLP-Anomalien, enthalten ist. Die 

Wechselwirkung zwischen den zwei PIPs wlrkt von der schnelleren, zweijährigen 

Oszillation zu der langsameren dreijährigen Oszlllatlon. Die zweijährige, 

atmosphärische Oszillation ist demnach ein wesentlicher Auslöser für das Auf- 

treten warmer oder kalter ENSO-Ereignisse. Der dreijährige Oszillator reagiert 

2 und 
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in den Monaten Juni bis August am empfindlichsten auf solche Störungen. 

Das l linear gekoppelte System der beiden PIPs zeigt eine räumlich stehende 

Schwingung in Ozean und Atmosphäre (SST, u. v, und SLP) und eine ostwärts 

wandernde Schwingung in der Atmosphäre (u, V und SLP). Das räumlich stehende 

Signal gibt die etwa dreijährige Schwingung zwischen warmen und kalten ENSO- 

Ereignissen wieder. D1e ostwärts wandernde Schwingung hat eine Periode von 

etwa zwei Jahren. Dieses Signal wandert ausgehend von dem Raum des Indischen 

Ozeans ostwärts in den Pazifik und spiegelt die enge Verbindung zwischen dem 

Monsunsystem und den Passatwinden wider. In dem globalen Feld der SLP- 

Anomalien kann das Signal um fast den gesamten Globus herum bis nach Afrika 

verfolgt werden. 



A. ANHANG 

A.1 GRADIENTEN DER SCHATZFUNKTIONEN F(Y) UND F'(Y) 

Für das in Abschnitt 2.6a) beschriebene iterative Schätzverfahren zur 

Bestimmung der Maximum-Líkelíhood-Schätzer werden im Schritt 1.2.21 die Gra- 

dienten der Gütefunktion (2 .5 .8)  

1 T -1 
f ( y )  = 5 [tu"[<p(t)P ( t )>§ 1 + ln[det(ıı$ı)]] 

bzgl. Q und eR benötigt. Es gilt zusätzlich ( 2 . 5 . 7 )  

p ( t )  = Y ( t J  - ıQF[X(1:<t).a,t-11. 

sowie ( 2 . s . s › ,  ( 2 .6 .3 )  

T c c + ß, 
T B B . "R"R 

( A . 1 . 1 )  

( A . 1 . 2 )  

( A . 1 . 3 )  

-16 I§ 
6x 

Wir verwenden die bekannten Beziehungen für die Ableitung von Matrizen 

as'l .. ¦¦ ._ go -1 
§ | 6x ( A . 1 . 4 )  

a det(-Sl] 
6x 

_ -wo _ der(§) tu[§. §?], 

wie man sie z.B. in Dhrymes (1978) findet. Daraus folgt dann: 

( A . 1 . 5 )  

8f (Y)  _ 
as; ' 

:E 
n §-1<P(t)FT[XlT<t),d,t '1]> 

a f ( y )  

651 
2 

n 

T 
+ §"<pf t)pT(t)>§-1m - §-1QQ] 

T 
{§-1<p(t)pT(t)>§'1§R - §'1§R] 

0 [ A . 1 _ 6 )  

(A.1.'7) 

Für das in Abschnitt 2 .6b )  beschriebene iterative Schätzverfahren zur 

Bestimmung der Least-Squares-Schätzer 1st in dem Schritt 1.2)  das Minimum der 

quadratischen Funktion (2.  6. 4) 

, 1 T f (y) = 5 <p ( t ) p ( t ) >  (A .1 .8 )  

bzgl. Q. durch die Lösung des linearen Gleíchungssystems 

T T Q < F [ . . . ] F  [ . . . ] >  = <y( t )F [ . . . ] > .  ( A . 1 _ 9 )  

gegeben. Dabei steht F f .  . 1  als Abkürzung für F[x(±<t).«,t-11. Das Gleichungs- 

system folgt aus der notwendigen Bedingung 

o 
_ T 

2 {<p(t)FT[X(r<t),a,t-1]>] , _ 5 f ' ( Y ) _  _ HQ __ (A.1.1oJ 

die für die quadratischen Funktion f '  (Y)  (A.1.8)  auch hinreichend 1st. 
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A.2 HERLEITUNG DES MULTIVARIATEN DURBIN"LEVINSON"ALGORlTHMUS 

Ein autoregressiver Prozeß p-ter Ordnung (AR(p)-Prozeß) (2 .9 .  1) 

Aux(t- j )  °n~WN(0,Q), X ( t )  = + n ( t ) ,  
J=1 

erfiillt die Yule-Walker-Gleichungen (2.9.2,3)  

T Q = <n(t)x ( t -k)> 

(A .2 .1)  

C xx(k) (k-j ) 9 Ajax 
J=1 

9. = <n( t )nT( t )> = <1,f t ) x T c t ) >  

k = 1 , . . . , p ,  (A .2 .2 )  

XX 
= c (0)  - A c ( - j ) .  5=1 xx 

Ein AR-(p)-Proze8 in negativer Zeitrichtung (2 .9 .5)  

(A .2 .3 )  

x ( t )  = A`x(t+j) + n ` ( t ) ,  
J=1 

erfUllt die Yule-Walker-Gleichungen (2 .9 .6 ,7)  

- T = <n ( t ) X  ( t+k)> 

n0-~WN(0,Q.-), 

Q 

( A . 2 . 4 )  

C 
XX XX 

k = 1 , . . . , p ,  ('k) - AT 

Q = <*l-tt 
J=1 JC ('k+J) 

) - 
» 

In ( t ) ] T >  = <n' 
( t ) xT  

( t ) >  

( A . 2 . 5 )  

xx A -j xx = C (0 )  - 'c (Ju. 
.j=1 

Um die Kovaríanzmatrízen Q und 9.` (2 .9 .  12,13) zu berechnen, verwendet man 

am besten den ersten Teil der Beziehungen (A .2 .3 .6 ) ,  damit sichergestellt 

wird, daB Q und Q' positiv semídefínit sind. 

Für die Hilfsgröße A (2.9.14) gilt m1t der Yule-Walker-Gleichung (A .2 .2 ) :  

A = <n(t)[nl(t-p-1›1T> = <n(t)xT(t-p-1)› 

(A . z .6 )  

C 
XX XX 

(p+1) - A d  (p+1-J). 
Ja 

Analog folgt für die Hilfsgröße A- (2.9.15) mit (A .2 .5 ) :  

(A.2. '7) 
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A' = <n'ct1 ln(t+p+1l1T> = <nl(t)xT(t+p+1)> 

C 
XX 

C 
XX 

AJ XX(-p-1+j).  

(p-1) 
A j  Cxx 

A-(p-1)€ 
* P"'J xx 

= c (-p-1) - 'c xx J:1 

D1e Modellparameter des AR(p-1)- und AR-(p-1)-Prozesses selen bekannt: 

p-1 
t k )  = X co-JJ, 

J=1 
p-1 

(k-p) = X ck-J). 
j=1 

k=1,_, , ,p-1,  

k=1 , . . . ,p -1 ,  

( A . 2 . 8 )  

(A .2 .2a)  

(A.2 .5a)  

Q-fp-1 ) 
of .  
i n  C xx(o) 

(p-1) : _  A - C XX(p) 

p-j xx(P-'j) | 

_on 

p-1 _ _ [ A  (p 1 )€  

J=1 
p-1 -1 

X A ( P  )c (p- j ) .  
j=1 

zunéchst die rekursive 

j xx 

Daraus leiten wir 
4- 

AR (p)-Prozeß her: 

Gleichung (2 .9 .8)  

(A.2.6a)  

(A.2.7a)  

fair den 

A ( p ) c  - P 
xx(k-P)» 

(A.2.sal 

J 
(pl 

A J 
A(p)A-(p-1)]C 
' p '  p-.j xx(k-J) I 

A(P)A 

C to) - P 1 A ( P ) c  (k-J) xx J=1-' J xx 
(A.2.2al 

p-1 _ X [ ( p  1) 

j=1 

(p) = (p-1) _ -(p-1) 
A J A J ' P - P-J ' 

Als zweites lelten wir die dazugeh6rige rekursive Gleichung (2 .9 .  10) her: 

p-1 
(p) - X (p-J) 

j=1 

j = 1 , . . . , p - 1 ,  

k=1,. . . ,p-1,  

(A_2 .2b )  

k=1 , . . . , p -1 ,  

(A .2 .9 )  

C 
XX 

.Q = CXX(P) 

C xx 
A(p) 
' J 

(A .2 .9 )  

p-1 _ My 1 ) €  

.1=1 
lA .2 .7a)  

j xx(P-j) 

(p) A P cXXtol. 

(A .2 .2c)  

A ( p )  
' P  

C 
XX p-.j XX 

p-1 _ _ 
to )  - [ A  Ip 1 ) €  (p-j)] 

J=1 
(A .2 .6a)  

n 

1st ganz 

C (-k) 0 xx 

[Q-(p-1) -1 

analog. Ersetzen von J durch j ,  .j=1, 

k=0 , . . . ,p ,  

A(p) = A(p-1) ] - P 
Die Herleitung der Gleichungen (2.9.9,11) eines multivariaten AR-(p)-Prozesses 

- . . . , p ,  und Cxx(k) durch 

für eine beliebige Ordnung p liefert den Übergang zwischen 

(A.2.10) 
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-(p) 
A J 

den Yule-Walker-Gleichungen (A .2 .2 )  (A .2 .5 ) .  Aus dem Ubergang zwischen den 

Gleichungen (A .2 .3)  -> (A.2 .6)  und (A .2 .7J  --> (A.2.8)  ergeben slch die wei- 

teren Ersetzungen von Q durch Q- und A durch A-. Damit folgt : 

-(p-1) = A - J 

A-(5) = A-(p-1) ] 

A - lp)A(p-13 - P ' P-J I j=1 , . . . ,p -1 ,  

[9+(p-1) -1 

(A.2.11) 

(A.2.12J 

A.3 TRANSFORMATION EINER OUADRATISCHEN MATRIX AUF BLOCKDIAGONALGESTALT 

Eine kxk Matrix H wie z.B. die Systemmatrix (2.11.2) eines AR(1)-Prozes- 

ses läßt sich durch eine Ähnllchkeítstransformatíon 

a' = L'1aL 

auf Blockdiagonalgestalt 

0 

(A.3 .1)  

IIg
 

II I 

0 
*(. 

(~ -) ( .  ) 
) 

bringen. Voraussetzung dafür ist ,  daß alle (komplexen) Eigenwerte der Matrix H 

verschieden slnd. 

Um die Transformationsmatrix L. herzuleiten, gehen wir in zwei Schritten 

vor. Zunächst bringt man ä auf Díagonalgestaltz 

;11¶ıı1=1 = diag[(«1+iß1). (u1-íßll, . . v (aII+i8I_) , (ar-i{3r) .71 , 

( A . 3 . 2 )  

'7k"2I`]' 

( A . 3 . 3 )  

II
* 

F*
 II I [ (a1+1b1),  (a1- ibl ) ,  • » (as+ibr'), [ar-lb I`) '¢1' ,ck-2r]° 

Dabei sind i = 1 , . . . , r ,  und 
( A . 3 . 4 )  

c. i=1,.. . ,k-2r, die [ociizilši › aıiiıiloil › [irr ı I ]  › 
komplex- und reellwertigen Eigenpaare der Matrix H. Die komplexwertigen Eigen- 

paare treten in zueinander konjungiert komplexen Paaren auf, weil die Matrix ñ 

reell ist. 

Die so gewonnene komplexe Darstellung kann auf eine reelle transformiert 

werden. M1t 

v . .  -1 -1 a _ 22 [gl 8£1] L _2» ( A . 3 _ 5 )  
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I 
1 

'u `*~. 
0 

(==l » 
1 - i  
1 + 1  ( : : ) = [  ] (A .3 .6)  

0 
hat die Matrix ñ' 

stehen für 

1... 
1 

die gewünschte Blockdiagonalgestalt (A .3 .2) .  Die Blöcke 

- 
i l l  

[ a. 
I -Bi 

I 

I 

3 

Y. a i = 1 , . . . , r ,  (A.3. '7)  

i=1, . . . ,k-2r. ( _ )  = Fr 
Die beiden Transformationen 

werden, und man erhält 

(A .3 .8 )  

(A .3 .4 ,6J  können abschließend zusammengefaßt 

L1LQ = [a1,b1, . . . Iar 'br '01'  

fir die gesuchte Transformationsmatrix. 

,ck-zr] ( A . 3 . 9 )  

A.4 EINDEUTIGE DARSTELLUNO VON OSZILLATOREN UND RELAXATOREN 

i n  
m 

Die c' = 

Wie am Schluß von Kapitel 2.11 erwähnt, 1st für eine eindeutige Darstel- 

lung der Oszillatoren und Relaxatoren im Beobachtungsraum .§' die Formulierung 

einiger Nebenbedingungen notwendig. (cl ,  ) 

Línearkombínatíon (2.11.11) 

m 

Z 

. c' pxm ergeben sich als 

m=1, . . . ,pxm,- = c 1 , 
μ=1 μ iM 

aus den Mustern ııçı. Die Transformationsmatríx L wurde in dem vorherigen Kapitel 

A . 3  hergeleitet. Die Freiheit in der Darstellung wird u.a. durch 

offene Normierung der Eigenvektoren der Matrix 21, ai±íb. 

i=1, . . . ,pxm-Zr, verursacht. Man wähle deshalb 

I f  , . . . , r ,  und 

(A.4 .  1 )  

die noch 

c., ı 

1 

o 

T = ' .  ' .  + 621-1¢21-1 
= c , T  cs 

21-1 Z i '  
T s ' .  ' .  0 °21-1°21-1 

- .  

c"Tc'. al  21' 

¢ ' T ¢ '  . 21 2 1 '  i = 1 , . . . , r ° ,  (A .4 .2 )  

O F  i 1 I 

n1=1ci(2i-1) 
oder 

s ' , 
0 C1(21-1) für festes í ,  



140 A. Anhang 

fair die Oszillatoren und 

i 
1 = c"T .c '  . 2r+z 2r+1' 

"i=1 
5 ' . 

0 Ci(2r+1) 

o s ' . 
C1(2r+1) 

oder 

für festes í ,  

i=1,...pxm-2r, ( A . 4 . 3 )  

w. 
I 

für die Relaxatoren. 

Da die komplexen Eígenpaare [ai±i8i, ai±íbi], i=1, . . . , r ,  in konjungíert 

komplexen Paaren auf treten, ist es möglich, die Schwingungsfrequenz 

arctan(Bi/ai) auf 

0 < wi 'II 

einzuschränken. 

Als letztes 1st noch die Reihenfolge der Oszillatoren und Relaxatoren 

offen. Die der Oszillatoren sei durch die Größe der Perioden 

S (A .4 .4 )  

i = 1 , . . . , r ,  ı+1' 

gegeben, die der Relaxatoren durch die Größe der 1/e-Abklingzeiten 

(A .4 .5J  

1:. 
1 

z T. 1+1 ' i=1,...,pxm-2r. ( A . 4 . 6 )  

A.5 BESCHREIBUNG DES VERWENDETEN FILTERS 

Um die Fluktuationen auf Zeitskalen, die nicht von Interesse sind, zu 

unterdrücken, können die Fouríerkomponenten einer Zeitreihe entsprechend 

gewichtet werden. Die Gewichte des Filters, der in dieser Arbeit verwendet 

wurde, sind durch 

w(w) 

0 

1 
2 
1 

1 
2 

-[1-cos[n(w-wmin)/(w1-wm1n)ll 

-[1-cos[n(w-wmax)/(w2-wmax)1] 

0 

fair w < w . . 
mln 

f i r  S. < w 1 ,  

fair 

fair 

s S 

w . w 
mln 

w w w 1 2 '  
w < w w 2 max' 

< 

S 

f i r  w w max 

( A . 5 . 1 )  

gegeben. Die Perioden (Pmın/P2/P1/ pmax) bezeichnen wir als die Charakteristik 
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des Filters. Dabei gilt 

Zn/w , max 21:/c01, 21:/(0 min. Pmin p2 = 2n/w2, P1 Pmax (A.5.2) 

D.h. Fluktuationen mit Perioden unter Pmín bzw. über Pmax werden herausge- 

filtert. Die IICosinus-Schwänze" des Filters vermindern die unangenehmen Rand- 

effekte des Rechteckfílters, den man mit der Charakteristik Pmín = p2 und P1 

Pmax erhält. 
Der in Kapitel 5.4 erwähnte Filter, der in der Arbeit von Barnett (1990) 

zur Anwendung kommt, unterscheidet sich nur durch die linearen Anstiege des 

Fílterfensters: 

w(w) 

o 

(W-wmin )/(w1-wm1n)] 

1 

(w-wmax ) / (coz-wmax ) ] 

0 

fir 

fir 

w < w . , 
m1n 

w col, 

fir 

fir 

s 

w < 
min 

w w 5 w 1 2' 
w < w S w 2 max' 

fair w < w max 

(A.5.3) 

A.6 EIN UNIVARIATER AR(2)-PROZESS MIT KONSTANTER UND ZEITABH NGIGER 

DIiMPFUNGSRATE 

Der univariate AR(2)-ProzeB 

x(t) 

xtt) = al X(t-1) + Ag X(t-2) 

beschreibt eine gedémpfte Schwingung 

X(t0) exp[x0(t-t0)] cos[w(t-t0)] 

m1t der D§mpfungsrate Ko, der 1/e-Abklingzeit T = -1/n0, der Schwingungsfre- 

quenz w und der Periode T = Zn/w. Der Anfangszustand zur Zeit to ist durch 
X(t0) gegeben. Die Beziehungen 

at = 2 exp[K0] cos[w]. 

(A.6.1) 

(A.6.2) 

(A.6.3) 

ad = - exp[2K0]. 
geben den Zusammenhang zwischen den Koeffizienten al, ad und den Größen so, w. 

(A.6.4) 
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Eine Schwingung mit einer zeitabhängigen Dämpfungsrate ıc(t) wird durch 

einen AR(2)-Prozeß 

x ( t )  = a1 í t-1) X(t_1) + a2(t-1) X(t-2) 

m1t den zeitabhängigen Parametern 

(A.6 .5)  

81 (t-1 ) 2 exp[K(t-1)] cos [w ] ,  ( A . 6 . 6 )  

a2(t-1) = - exp[n(t-1)+n(t-2)] 

modelliert. Die Lösung dieses Systems ist 

X ( t )  X( t0)  exp[K(t , t0)]  cos[w( t - t0) ] .  

(A.6_ '7)  

( A . 6 . 8 )  

mit der Dämpfung 

K( t , t 0 )  1c(1r). 
*go 
1:=t0 

Der Anfangszustand zum Zeitpunkt to 1st wieder durch X( t0 )  gegeben. 

Für die konstante Dämpfungsrate ıc(t) = so ergeben sich 

( A . 6 . 9 )  

aus (A.6.5-9)  

wieder die Beziehungen (A.6. 1-4). 
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