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1. Motivation

Ob zur Grundlagenforschung oder besseren Entwicklung spezieller Oberflächen, de-
taillierte Kenntnisse von Festkörper – Flüssigkeits – Grenzflächen sind in vielen For-
schungsfeldern wichtig. Ein Aspekt davon stellt die Messung der Adhäsionskräfte zwi-
schen Oberflächen und Flüssigkeitstropfen dar. Damit können Oberflächenstrukturen
und Beschichtungen systematisch getestet und weiterentwickelt werden. Beispielsweise
besitzen hydrophobe Oberflächen nach Wasserkontakt selbstreinigende Eigenschaften,
während hydrophile Oberflächen auch bei niedrigen Temperaturen nicht beschlagen.
Zur Messung dieser Kräfte werden Flüssigkeitstropfen, meist Wassertropfen, mithil-
fe federnder Glaskapillaren über die zu untersuchenden Oberflächen bewegt. Mithilfe
eines Laser- und Kameraaufbaus wird während der Bewegung unter anderem die Aus-
lenkung der Kapillare gemessen, woraus die Kraftwirkung auf den Tropfen während
der Bewegung ermittelt werden kann.
Die quantitative Aussagekraft der Messungen hängt im Wesentlichen von der Kalibrie-
rungsqualität der Federkapillare ab. Die naheliegendste und aktuell verwendete Ka-
librierungsmethode funktioniert, indem man die Kapillare systematisch auslenkt und
die dafür nötige Kraft misst. Wenn man diese Auslenkung–Kraft Beziehung an ver-
schiedenen Positionen der Kapillare misst kann man die Federkonstante durch lineare
Regression sehr genau bestimmen. Diese Methode liefert zwar eine hohe Genauigkeit
benötigt allerdings viel Zeit, da man viele Einzelmessungen durchführen muss.
Um die Kalibrierung zu vereinfachen sollte eine neue Methode entwickelt, getestet und
in Bezug auf Genauigkeit und Arbeitsaufwand bewertet werden. Bei dieser Methode
wird der theoretische Zusammenhang der Federkonstante mit Resonanzfrequenz und
Masse genutzt. Durch Messung dieser beider Größen einer Feder kann die Federkon-
stante berechnet werden.
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2. Theoretische Grundlagen

2.1. Erzwungener und gedämpfter harmonischer Oszillator

Ein gedämpfter harmonischer Oszillator kann durch die DGL

mẍ+ γẋ+ kx = 0 (2.1)

beschrieben werden, wobei m die schwingende Masse, γ der Reibungskoeffizient, k die
Federkonstante und x die Auslenkung relativ zur Ruhelage darstellt. Um die Lösung

zu vereinfachen wird die DGL mit δ = γ
2m und ω0 =

√
k
m zu

ẍ+ 2δẋ+ ω2
0x = 0 (2.2)

transformiert.
Die Lösung der DGL für schwache Dämpfung (ω0 > δ) ist dann

x(t) = e−δt sin(ωdt) mit ωd =
√
ω2
0 − δ2 (2.3)

Die Eigenfrequenz kann man am einfachsten bestimmen, indem man den Oszillator mit
bekannter Frequenz anregt. Die DGL wird dafür um eine periodische Anregungskraft
F mit Winkelgeschwindigkeit ω erweitert.

ẍ+ 2δẋ+ ω2
0x =

F

m
sin(ωt) (2.4)

Die Lösung des eingeschwungenen Zustands ist dann

x(t) =
F
m√

(ω2
0 − ω2)2 + (2δω)2

sin(ωt− φ) mit φ = arctan(
2ωδ

ω2
0 − ω2

). (2.5)

Durch Messung der Amplitude in Abhängigkeit der Anregungsfrequenz wird bei ω =
ω0 ein Peak auftreten. Der auftretende Peak kann im Bereich ω ≈ ω0 näherungsweise
als Lorentzpeak mit konstanter Breite Γ gefittet werden, woraus die Resonanzfrequenz
bestimmt wird.

x(ω) =
A√

(ω2
0 − ω2)2 + Γ

(2.6)

Da das Anregungsspektrum allerdings einige zusätzliche Anregungen und Störungen
aufweist wird zur Verbesserung der Fitqualität vorher die Fouriertransformation mit-
hilfe Python’s FFT gebildet.
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2. Theoretische Grundlagen

2.2. Balkentheorie

Für einen freien, ausgedehnten und kontinuierlich massenbelegten Balken kann die
DGL einer Schwingung folgendermaßen beschrieben werden:[1][4]

EI
d4Z(x)

dx4
= ω2mLZ(x). (2.7)

Dabei ist E das Elastizitätsmodul, I das Flächenträgheitsmoment, mL = m
L die längen-

bezogene Masse, ω die Eigenfrequenz und Z(x) die Auslenkung senkrecht zur Länge.
E, I und mL sind in unserem Fall über die gesamte Länge konstant. Daraus entstehen
mit entsprechenden Startbedingungen verschiedene Lösungen, welche die verschiede-
nen Schwingungsmoden beschreiben (siehe Abb. 2.1). Für unsere Zwecke sind die kon-
kreten Lösungen zwar nicht nötig, allerdings der daraus resultierende Zusammenhang
zwischen Resonanzfrequenz und den material- und geometrieabhängigen Größen.
Die n-te Eigenfrequenz eines einseitig eingespannten Balkens beträgt damit

ωn = α2
n

√
EI

mL3
, (2.8)

wobei αn ein modenabhängiger Faktor mit α1,2,3,4 = 1, 875, 4, 694, 7, 885, 10, 996
darstellt.[2]

Abbildung 2.1.: (a) Einseitig eingespannter, homogener Balken mit Länge L. Schema-

tische Darstellung der (b) ersten, (c) zweiten und (d) dritten Mode.[4]
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2. Theoretische Grundlagen

Ebenfalls gilt für die Federkonstante am freien Ende des Balkens[1]

k =
3EI

L3
, (2.9)

wodurch sich aus (2.8) und (2.9) eine modenabhängige effektive Masse definieren lässt:

meff,n =
k

ω2
n

=
3EI

L3

mL3

α4
nEI

=
3

α4
n

m und somit gilt k = meff,n ω
2
n. (2.10)

Mit Formel (2.10) kann durch Bestimmung der Masse und Resonanzfrequenz die Fe-
derkonstante am freien Ende berechnet werden.

2.3. Berechnung des Flächenträgheitsmoments

Mit (2.9) könnte die Federkonstante alternativ auch komplett theoretisch berechnet
werden. Da L und E gemessen bzw. aus der Literatur entnommen werden können, ist
vor allem die genaue Bestimmung von I essentiell. Das Flächenträgheitsmoment I ist
ein Maß für die Biegesteifigkeit und hängt lediglich von der geometrischen Form der
Querschnittsfläche ab. Für die Berechnung des axialen Flächenträgheitsmoments um
die z-Achse gilt[3]

Iz =

∫
A
z2dA. (2.11)

Dabei wird der z-Abstand auf den Flächenschwerpunkt bezogen. Analog kann man es
auch um die y-Achse berechnen. Falls man bezüglich eines anderen Referenzpunktes
berechnen will gilt der Satz von Steiner:

Iz1 = Iz2 + z212A (2.12)

Dabei beziehen sich Iz1 und Iz2 jeweils auf die Referenzpunkte 1 und 2 und z12 gibt
den Abstand zwischen den Punkten in z-Richtung an. Um auch kompliziertere Quer-
schnitte berechnen zu können kann man sie in mehrere elementare Grundformen, wie
Rechtecke oder Halbkreise zerlegen (siehe Abb. 2.2). Nachdem alle Teile mit dem-
selben Referenzpunkt berechnet wurden können sie zum Gesamtmoment aufaddiert
werden.
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2. Theoretische Grundlagen

Abbildung 2.2.: Flächenträgheitsmomente einfacher geometrischer Formen, berechnet

für beide Achsen.[8]
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3. Vorbereitung der Kapillaren

Die benutzten Kapillaren sind in Abb. 3.1 dargestellt. Sie sind 50mm lang, aus Boro-
silikatglas gefertigt und haben einen abgerundeten und hohlen Querschnitt.

Abbildung 3.1.: Geometrie und Maße der Kapillaren B (links) und A (rechts), jeweils
mit der Länge 50mm. Die Herstellermaße können aufgrund hoher To-
leranzen nur bedingt genutzt werden.

Es wurde eine Kapillare des Typs A und zwei des Typs B kalibriert, da B1 im Laufe
der Messungen zerstört wurde. Die großen Toleranzen lassen sich durch die Tatsa-
che begründen, dass die Kapillaren eigentlich zur Aufnahme von Flüssigkeitsproben
gedacht sind. Da sie für unsere Zwecke allerdings die passenden Maße besitzen, sind
sie sehr gut als Federn geeignet. Sie sind sehr dünn, wodurch sie sich schon bei sehr
kleinen Kräften sichtbar verbiegen, gleichzeitig aber verhältnismäßig breit, um den
Wassertropfen in der Messung eine große Angriffsfläche zu bieten.[7] Außerdem war
die Kenntnis der genauen Maße beim bisherigen Kalibrierungsverfahren nicht not-
wendig. Die Kapillarwirkung ist für unsere Messung also keine benötigte Eigenschaft,
sondern mangels Alternativen der Geometrie geschuldet.
Um die Kapillaren einspannen zu können werden sie zuerst in 4mm dicke Alumi-
niumzylinder mit Bohrung eingeklebt, aus denen sie noch 40mm herausragen. Aus
Zeitgründen wurde für Kapillare A schnell und für Kapillare B langsam trocknender
Kleber verwendet. Um zu verhindern, dass durch das Mischen des verwendeten 2-
Komponenten-Kleber Luftblasen eingeschlossen werden, die die Festigkeit des Klebers
verringern, wurden die geklebten Kapillaren in einer Vakuumkammer entgast. Die ein-
geschlossenen Luftblasen dehnten sich aufgrund des Unterdrucks aus und stiegen nach
oben. Beim Wiedereinlassen der Luft sind sie schließlich geplatzt. Dies wurde so oft
wiederholt bis keine Bläschen mehr zu sehen waren.
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3. Vorbereitung der Kapillaren

Als Marker für die spätere Kameraauswertung wurden bei Kapillare A und B1 zum
Schluss noch ca. 100µm große Glaskugeln in der Nähe des freien Endes angeklebt.
Diese sind nicht für die Kalibrierung notwendig, sondern für die Messung im Experi-
ment.
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4. Waagemethode

4.1. Aufbau zur Waagemethode

Das Setup besteht wie in Abb. 4.1 und 4.2 gezeigt aus einer Waage mit 10µg Ge-
nauigkeit, einem Mikromanipulator mit drei verstellbaren Achsen, eine auf der Waage
aufgestellte Nadel und eines Computers, der die Daten der Waage aufnimmt. Dafür
wurde die Waage mithilfe dreier Stellschrauben und einer integrierten Wasserwaage
horizontal ausgerichtet.
Die Kapillare wird waagerecht im Mikromanipulator eingespannt, sodass sie in allen
drei Achsen präzise bewegt werden kann. Mithilfe der Mikrometerschraube kann die
Auslenkung in jeder Achse genau eingestellt werden. Die Kapillare wird über der auf
der Waage liegenden Nadel positioniert. Dafür sollte die Nadel mittig auf der Waa-
ge liegen, damit die Kraft gleichmäßig auf sie wirkt. Wird die Kapillare nun bis zur
Berührung mit der Nadel gesenkt, wird jede weitere Senkung zu einer messbaren Bie-
gung führen. Die Kraft, die für diese Biegung benötigt wird, wird dabei über die Nadel
auf die Waage übertragen und damit in Form einer Masse messbar. Daher muss die
Masse m mithilfe F = mg in eine Kraft umgerechnet werden, wobei g = 9, 81Nkg den
Ortsfaktor darstellt. Das Verhältnis von zusätzlicher Kraft und erhöhter Auslenkung
beschreibt die Federkonstante und ist an einer Position der Kapillare konstant. Um
die Genauigkeit der Messung zu erhöhen werden statt einer Auslenkung viele kleine
Auslenkungen mit jeweiliger Kraftmessung ausgeführt. Diese Daten werden im An-
schluss linear gefittet, wobei die Steigung der Federkonstante entspricht.
Da die Waage allerdings so sensibel ist, dass schon winzige Luftstöße oder Erschütte-
rungen von im Flur vorbeilaufenden Personen Schwankungen verursachen, wurde die
Box um die Waage so gut wie möglich geschlossen. Die für den Mikromanipulator
benötige Öffnung wird zusätzlich mit einem Papiertuch abgedeckt. Auch wenn dies
die Waage enorm stabilisiert, gibt es noch immer geringe Schwankungen. Sobald sie
sich eingependelt hat wird deshalb ein

”
g“ auf dem Display angezeigt und auch zum

PC übertragen. Um dennoch auftretende Fluktuationen zu minimieren, berechnet das
verwendete Programm den Mittelwert aus 50 stabilen Werten. Der Fehler des Mittel-
wertes wird als Fehler der Kraftmessung angenommen.
Um ebenfalls die Abhängigkeit der Federkonstante von der Position in x-Richtung be-
stimmen zu können, wurden mehrere Messungen an verschiedenen Positionen durch-
geführt. Für eine in x-Achse ideale, homogene Kapillare sollte dies den in (2.9) be-
schriebenen Zusammenhang ergeben.
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4. Waagemethode

Abbildung 4.1.: Aufbau der Kalibrierung mit Waage. Die Kapillare kann mithilfe des
Mikromanipulators (links) beliebig bewegt werden. Bei Auslenkung
der Kapillare wird die wirkende Kraft auf die Nadel mithilfe der Waa-
ge gemessen. Da diese allerdings ein Gewicht anzeigt, muss dieses noch
in eine Kraft umgerechnet werden.

Abbildung 4.2.: Seitenansicht der eingespannten Kapillare. Diese wird durch Senken
und gleichzeitiger Fixierung durch die Nadel elastisch gebogen.
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4. Waagemethode

Abbildung 4.3.: Schematische Darstellung der Biegung bei verschiedenen Positionen.
δL beschreibt den Mindestabstand zum Ende, dessen Größe allerdings
nur geschätzt wurde.

4.2. Kalibrierung mit Waagemethode

Gestartet wurde so nah am Ende der Kapillare wie möglich. Um zu verhindern, dass
die Nadel im Laufe der Messung abrutscht und die Kapillare beschädigt sollte jedoch
ein Mindestabstand von einigen Mikrometern zum Rand bewahrt werden. Da dieser
Offset bei unseren Messungen nicht explizit gemessen wurde, wurde es bei allen Mes-
sungen auf δL = 50 ± 50µm geschätzt (siehe Abb. 4.3). Um diese grobe Schätzung
zukünftig zu vermeiden, wird eine Messung des Offsets empfohlen. An diesem fest-
gelegten Positionsnullpunkt wurde die Kapillare solange gesenkt bis eine Kraft auf
der Waage beobachtet werden konnte. Da die Wahl des Startpunktes der Auslenkung
für die Messung keine Rolle spielt, bietet es sich an den nächsten

”
glatten“ Wert zu

wählen. Dies vereinfacht im Folgenden das Einstellen der Auslenkung. Am Startpunkt
wurde nun die Kraft, bzw. das angezeigte Gewicht mithilfe des Python-Programms
aufgenommen. Nach der ersten Messung wurde die Kapillare durch weiteres Senken
mit der Mikrometerschraube jeweils um weitere 50µm ausgelenkt und die Kraft ge-
messen. Nach einer maximalen Auslenkung von 500µm wurde sie wieder entlastet bis
kein Kontakt mehr bestand. Dieser Vorgang wurde dann bei verschiedenen Positio-
nen, welche durch den Abstand vom gesetzten Offset (δL vom Ende) benannt werden,
wiederholt.
Um die Federkonstante einer Position zu bestimmen wurden die Daten jeweils linearer
gefittet. Abb. 4.4 zeigt beispielhaft die Fits von Kapillare A und B1 bei der Position
0µm.
Parameter a beschreibt dabei die Kraft am Nullpunkt, welche für uns irrelevant ist
und b die Federkonstante. Wie im Graph zu sehen, passen die Daten sehr gut zum
linearen Modell. Außerdem liegen auch die relativen Fehler der Parameter unter 0, 5%.
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4. Waagemethode

Abbildung 4.4.: Bestimmungsgraph der Federkonstante bei Position 0µm mit Kapil-
lare A (links) und Kapillare B1 (rechts). Dabei wurde die gemessene
Kraft inklusive Fehler gegen die Auslenkung geplottet und ein line-
ar gefittet. Dabei beschreibt a die Kraft beim individuell festgelegten
Nullpunkt und b die erhaltene Federkonstante.

Daher wurden unsere Erwartungen absolut bestätigt. Die daraus entstehenden posi-
tionsabhängigen Daten wurden mit der angepassten Formel 4.1 gefittet.

k =
k0

(1 − x
L)3

(4.1)

Dabei stellt k0 = 3EI
L3 die Federkonstante bei Position 0µm und L die schwingende

Länge ab Position 0µm dar. Beide Größen mussten daher nachträglich noch um den
geschätzten Offset korrigiert werden. Abb. 4.5 zeigt die Fitergebnisse aller Kapillaren.
Die Qualität der Fits ist unterschiedlich. Bei Kapillare B1 (und auch B2) stimmt
Theorie und Messung sehr gut überein, während bei Kapillare A im Wesentlichen bei
größeren Positionswerten eine deutliche Abweichung zu sehen ist.
Nach einer Offsetkorrektur mit (4.2) ergeben sich die in Tab. 4.1 dargestellten Werte.

L0 = L+ δL und k = k0
L3

(L+ δL)3
(4.2)

Kapillare A Kapillare B1 Kapillare B2

k in N
m 0, 1200 ± 0, 0006 0, 4568 ± 0, 0018 0, 4641 ± 0, 0017

L0 in mm 43, 19 ± 1, 14 40, 62 ± 0, 34 41, 01 ± 0, 18

Tabelle 4.1.: Mit (4.2) korrigierte Fitparameter der drei Kapillaren

Es fällt auf, dass L0 größer ist als die tatsächlich aus der Halterung stehende Länge
von 40mm. Dies lässt sich dadurch begründen, dass der tatsächliche Fixierungspunkt
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4. Waagemethode

Abbildung 4.5.: Bestimmungsgraph zur positionsabhängigen Federkonstante von Ka-
pillare A (links) und B1 (rechts). Dabei beschreibt k0 die Federkon-
stante bei Position 0µm und die L die schwingende Länge. Die Para-
meter sind noch nicht offsetkorrigiert.

aufgrund endlicher Steifigkeit des Klebers nicht am Ende der Hülse, sondern etwas in-
nerhalb liegt. Diese Information ist vor allem für die akustische Kalibrierungsmethode
relevant.
Auffällig ist außerdem, dass die gefitteten Längen der Kapillaren B gut übereinstim-
men während sie bei Kapillare A um mehr als 2mm höher ausfällt. Unter Umständen
könnte dies durch die unterschiedlichen Kleber erklärt werden. Das würde bedeu-
ten, dass der schnell trocknende Kleber eine geringere Festigkeit besitzt, wodurch die
Schwingung tiefer in die Aluminiumhalterung eindringt.
Alle Federkonstanten besitzen einen Fehler unterhalb von 0, 5%, was die benötigte
Genauigkeit für das Experiment bereits übersteigt. Trotzdem gibt es im Wesentlichen
bei Kapillare A Abweichungen vom Modell. Diese werden wahrscheinlich durch An-
omalien in der Struktur oder Klebung der Kapillaren erzeugt. Auch der Marker, der
im Bereich von Position 2000µm aufgeklebt ist, könnte eine geringe Abweichung ver-
ursachen.
Eine weitere mögliche Fehlerquelle stellt die Genauigkeit des Mikromanipulators dar.
Dabei spielen sowohl Ungenauigkeiten der Skala selbst als auch beim Einstellen der
Auslenkung und Position eine Rolle. Beide Fehler sollten allerdings kleiner als 1µm
sein, sodass der Einfluss auf die Fitergebnisse vernachlässigbar ist.
Insgesamt liefert diese Methode eine sehr gute Genauigkeit. Um diese Genauigkeit zu
erreichen muss man für jede Kapillare allerdings ca. 2h Zeit investieren. Zusammen
mit einer Einweisung bei erstmaliger Durchführung noch länger. Dies ist insbeson-
dere wichtig, da oft auch Wissenschaftler von anderen Gruppen oder Instituten das
betreffende Experiment inklusive Kalibrierung durchführen. Um den Aufwand sowohl
für den Messenden als auch den Betreuer des Experiments zu verringern, wird im
Folgenden eine andere Methode vorgestellt.
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5. Akustische Methode

5.1. Probeaufbau

Wie in der Theorie beschrieben, kann die Federkonstante auch durch Resonanzfre-
quenz und Masse bestimmt werden. Im Folgenden werden wir uns zunächst mit der
Messung der Resonanzfrequenz beschäftigen. Um die beste Anregung der Kapillare zu
finden, wurden zunächst in einem Probeaufbau verschiedene Anregungsarten getestet.
Dafür wurde die Kapillarhalterung und eine kollimierende Lichtquelle mit einem
Arbeitsabstand von 7 − 8cm auf einem Labortisch montiert (siehe Abb. 5.1). Die
Lichtquelle dient als Hintergrundbeleuchtung für die Highspeedkamera, welche in der
Verlängerung auf einem Stativ neben dem Labortisch stand. Zwischen Kamera und
Halterung waren ebenfalls zwischen 7 und 8cm Abstand. Diese Abstände sind vom
Hersteller vorgegeben, um das Bild optimal scharf zu stellen. Zur Bildaufnahme wur-
de die Kamera an einen Computer mit entsprechender Software angeschlossen. Diese
speichert das Video im AVI-Format. Anschließend wurden die Aufnahmen vom AVI-
Format in das Rohdatenformat HDF5 konvertiert.

5.2. Probemessung

Um die beste Methode zur Bestimmung der Eigenfrequenz zu finden, wurden
verschiedene Anregungsarten an Kapillare A getestet. Messungen an den Kapillaren
B wurden erst im Hauptaufbau durchgeführt.
Zuerst wurde ein kleiner Lautsprecher bei einem Abstand von ca. 1cm auf die Ka-
pillare gerichtet und mithilfe eines Frequenzgenerators mit verschiedenen Frequenzen
im Bereich von 100 − 300Hz betrieben. Der Frequenzgenerator hatte allerdings
nur eine maximale Ausgangsspannung von 10V . In Kombination mit der geringen
Luftkopplung war daher keine Anregung der Kapillare messbar.
Eine andere Methode die Resonanzfrequenz zu bestimmen war die Kapillare mecha-
nisch anzustoßen. Denn nach der Auslenkung würde sie bei schwacher Dämpfung
anhand (2.3) mit der Frequenz f = 1

2π

√
ω2
0 − δ2 schwingen. Dafür wurde mit einem

Blasebalg ein Luftstoß erzeugt. Da die Kapillare allerdings sehr schmal ist glückte
eine ausreichend starke und zentrale Auslenkung erst nach einigen Versuchen.
Aufgrund der hohen Bildrate von 1000fps und der eindeutigen Schwingung konnte
der gesamte Schwingungsverlauf, gemessen an einem Punkt der Kapillare, abgebildet
und gefittet werden (Abb. 5.2). Nähere Informationen zur Videoanalyse, welche auch
im Hauptversuch verwendet wurde, befinden sich im Anhang A.1.
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Abbildung 5.1.: Probeaufbau zum Testen verschiedener Anregungsmethoden. Dabei
ist die Kapillare senkrecht in einem Halter eingespannt (Mitte). De-
ren Auslenkung wird von einer Highspeedkamera (links) und einer
kollimierenden Hintergrundbeleuchtung (rechts) aufgenommen.

Abbildung 5.2.: (Links) Ein Bild der Auslenkung in Abhängigkeit des aufgenommen
Frames. Dabei wurde dieselbe Bildzeile jedes Frames aneinanderge-
reiht. (Rechts) Nach der Bestimmung der Kapillarposition jedes Fra-
mes wurde diese gegen die Zeit geplottet (blau) und mit der Funktion
eines gedämpften harmonischen Oszillators (2.3) gefittet (rot). Das
Fitten war allerdings sehr umständlich, da der Fit nur mit bereits
sehr genauen Startparametern gegen die Daten konvergierte.
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Abbildung 5.3.: Probeaufbau mit Lautsprecher. Dieser wurde aufgrund bester Anre-
gung auf die Halterung gelegt und durch einem Frequenzgenerator
mit 10V betrieben.

Aufgrund des guten Fitergebnisses konnte nicht nur die Resonanzfrequenz, sondern
auch die Dämpfungskonstante sehr genau bestimmt werden. Anhand dessen wurde
die Annahme, sich im Bereich einer schwachen Dämpfung zu befinden bestätigt. Da
diese Auslenkung allerdings kaum reproduzierbar ist und gleichzeitig das Risiko des
Abbrechens der Kapillare besteht ist diese Methode trotz hoher Frequenzauflösung
nicht zu empfehlen.
Aufgrund der nun bekannten Resonanzfrequenz wurde der Lautsprecher mit 63Hz
betrieben und nach der stärksten Kopplung bei verschiedenen Lautsprecherpositionen
gesucht. Der direkte Kontakt des Lautsprechers mit der Halterung führte zur stärksten
Anregung. Daher wurde er im Folgenden auf den Aufbau gelegt (siehe Abb. 5.3). Dabei
ist allerdings zu beachten, dass die Schwingungsrichtung des Lautsprechers senkrecht
zur Kapillarschwingung verlief, was die Übertragung sicherlich verringerte. Ein Fixie-
ren an der Seite der Halterung war jedoch aus Befestigungsgründen umständlich und
im Rahmen der Probemessung noch nicht nötig.
Mit dieser Anregungsmethode wurde am Frequenzgenerator nun ein Frequenzsweep
von 40–100Hz eingestellt und an den Lautsprecher angeschlossen. Da der Frequenzge-
nerator die Kamera beim Start des Sweeps triggerte, konnte die Anregung direkt einer
Frequenz zugeordnet werden. Die gemessene Anregung ist in Abb. 5.4 dargestellt.
Wie erwartet ist eine Resonanz zwischen 60Hz und 70Hz sichtbar, allerdings liegt das
Maximum der Auslenkung eher bei 65Hz statt den erwarteten 63, 7Hz. Diese Verschie-
bung der Anregung wird wahrscheinlich durch die Dämpfung hervorgerufen. Aufgrund
dieser verzögert sich die Reaktion der Kapillare auf eine Anregungsfrequenz um eine
kurze Zeitspanne. Daher ist das Maximum der Anregung nicht zur Bestimmung der
Resonanzfrequenz geeignet. Zusätzlich gibt es starke Hintergrundschwingungen und
-sprünge, die die Resonanz stören. Um die tatsächliche Resonanzfrequenz von son-
stigen Störungen zu trennen, wurde eine diskrete Fouriertransformation (Abb. 5.5)
durchgeführt.
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Abbildung 5.4.: Auslenkung in Abhängigkeit der Anregungsfrequenz von 40−100Hz.
Es ist eine deutliche Resonanz sichtbar, allerdings ist diese recht breit
und wird von großen Hintergrundschwingungen gestört. Parameter:
Amplitude 50V , Länge 5s, Bildfrequenz 2000fps.

Abbildung 5.5.: Aus Abb. 5.4 berechnetes Fourierspektrum. Darin ist der Resonanz-
peak der Kapillare A zu sehen, allerdings mit noch anderen, deutlich
kleineren Peaks unbekannter Quelle.
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Abbildung 5.6.: Hauptaufbau bestehend aus Kapillarhalter mit befestigtem Exciter,
welcher die Auslenkung der Kapillare erzeugt. Die in der x-Achse po-
sitionierten Kameras sind nicht zur Kalibrierung notwendig, da auch
die Kapillare in dieser Achse schwingt. Alle Bauteile sind mit dem
Laborisch verschraubt.

Es ist ein eindeutiger Peak bei ca. 63, 7Hz sichtbar, der als Resonanzfrequenz identi-
fiziert wird. Außerdem gibt es noch kleinere Peaks. Diese könnten sowohl von anderen
Resonanzen (z.B. Halterung) sowie von externen, umweltbedingten Anregungen des
Labortisches oder des Kamerastativs stammen. Auf deren Ursachen wird in der Haupt-
messung genauer eingegangen.
Trotz eindeutiger Ergebnisse beträgt die Anregungsamplitude im Video weniger als
ein Pixel. Dies ist überhaupt nur durch die Auswertung mithilfe von Fits möglich. Um
jedoch eindeutig zwischen aktiv angeregten und umgebungsbedingten Resonanzen dif-
ferenzieren zu können, musste die Anregung im Hauptaufbau deutlich erhöht werden.
Da dies mit dem bisherigen Lautsprecher allerdings nicht möglich war, wurde statt
einem Lautsprecher ein Exciter mit Verstärker besorgt. Dieser besitzt keine schwin-
gende Membran, sondern ist zur direkten Vibrationsübertragung mit Gegenständen
konzipiert. Zusammen mit dem Verstärker wurde die Amplitude auf bis zu 500 Pixel,
was einigen Millimetern entspricht, erhöht. Damit war die Resonanz sogar per Auge
deutlich zu sehen.

5.3. Hauptaufbau

Damit die Resonanzbestimmung so einfach wie möglich durchgeführt werden kann,
wurde der Kalibrierungsaufbau in den Messaufbau des Experiments integriert (siehe
Abb. 5.6 und 5.7). Der Aufbau besteht aus einer massiven Stahlhalterung für die Ka-
pillare, zwei Kameras mit je einer kollimierten Hintergrundlichtquelle, einem Exciter
inklusive Verstärker und Frequenzgenerator, einem Netzgerät, das alle Geräte betreibt
und einem aktiv schwingungsdämpfenden Labortisch. Der ganze Aufbau steht in ei-
ner Metallbox, welche den größten Teil an Fremdlicht und somit störende Reflexionen
abschirmt.
Wie auf den Skizzen ersichtlich wurde die Kapillare senkrecht in die Halterung ein-
gespannt und mit den Kameras in beiden Achsen gefilmt. Dabei ist wiederum ein
Arbeitsabstand von 7−8cm nötig. Die kollimierten Lichtquellen erzeugen einen hellen
und homogenen Hintergrund, sodass die Kapillare scharf auf den Bildern zu sehen
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Abbildung 5.7.: Die Auslenkung wird durch das Kamera-Beleuchtungspaar in der y-
Achse gefilmt. Exciter wird von Frequenzgenerator und vorgeschal-
tetem Verstärker versorgt. Die Hintergrundbeleuchtungen und der
Verstärker werden vom Netzgerät mit 18V betrieben. Die Kameras
werden vom PC aus gesteuert und betrieben.
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ist. Der Exciter wurde mit doppelseitigem Klebeband und zur Sicherheit zusätzlich
einer Schraube an der Halterung befestigt, sodass eine möglichst starke Kopplung
ermöglicht wird. Dabei ist es wichtig die Schraube nicht zu fest anzuziehen, da sonst
der Exciter aufgrund abflachender Ränder von der Oberfläche absteht. Dieser wird
vom Frequenzgenerator mit einem Sinussignal angeregt. Da die maximale Amplitude
des Generators lediglich 10V beträgt wird ein Verstärker zwischengeschaltet. Aufgrund
der hohen Verstärkung reicht am Frequenzgenerator nun eine Ausgangsspannung von
50mV aus. Der Verstärker und auch die Lichtquellen werden vom Netzgerät mit ca.
18V betrieben. Alle Bauteile sind fest mit dem Labortisch verschraubt, um eventuelle
Schwingungen und Stöße von außen zu minimieren.
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Abbildung 5.8.: Anregungsgraph (links) und zugehöriges Fourierspektrum (rechts) ei-
nes 10−100Hz Sweeps mit Kapillare A. Parameter: Amplitude 50mV ,
Dauer 5s, Bildfrequenz 1000fps. In beiden Graphen ist eine eindeu-
tige Resonanz zu sehen.

5.4. Hauptmessung

Da nun statt einer Highspeedkamera normale Kameras genutzt werden, ist die Bild-
frequenz begrenzter. Bei maximaler Bildgröße kann nur mit einer Rate von 500fps
aufgenommen werden. Um eine Frequenz im Fourierspektrum allerdings gut auflösen
und analysieren zu können sollten optimalerweise 10 Bilder pro Schwingungsperiode
aufgenommen werden. Indem wir die Bildhöhe von 1024 auf 1 Pixel reduzierten, konn-
ten wir Aufnahmefrequenzen von 3000fps erreichen. Für unsere Messungen reichten
2000fps bereits aus. Da sowieso nur eine Bildzeile zur Auswertung genutzt wird war
dieser Beschnitt des Bildes für unsere Zwecke irrelevant. Ein Beschnitt der Bildbreite
hätte dagegen softwarebedingt keine Erhöhung der Aufnahmefrequenz hervorgerufen.
Allerdings wäre damit die maximal messbare Auslenkung reduziert worden.
Es wurden außerdem Abhängigkeiten zwischen der Fitqualität und den zeitlichen
Sweepeinstellungen beobachtet. Die drei Parameter eines Sweeps sind der Frequenzbe-
reich, die Amplitude und die Gesamtzeit des Sweeps. Die Amplitude wurde bei allen
Messungen unter 200Hz auf 50mV eingestellt. Dies reicht bei niedrigen Frequenzen
völlig aus. Beim Frequenzbereich sollte darauf geachtet werden, dass auch zur Aufnah-
me bereits bekannter Resonanzen das Intervall nicht zu klein gewählt wird, da sonst
der Einschwingvorgang nicht vollständig ist und sich dadurch die Resonanz verschie-
ben kann. Ansonsten kann aber durch Veränderung des Intervalls und vor allem der
Dauer, die Streuung des Peaks und somit der reale Fehler abgeschätzt werden. Nun
werden die Ergebnisse von drei Kapillaren vorgestellt, wobei Kapillare B1 und B2
vom selben Typ sind. Kapillare B2 wurde erst später hinzugefügt, um die gebrochene
Kapillare B1 zu ersetzten.
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5.4.1. Kapillare A

Durch die deutlich stärkere Anregung des Exciters und der besseren Dämpfung des
Aufbaus sind Hintergrundschwingungen in Abb. 5.8 nun nicht mehr sichtbar. Al-
lerdings erscheint beim Abklingen der Resonanz eine schwingende Amplitude. Diese
wurde vermutlich durch Überlagerung der abklingenden Eigenfrequenz und der etwas
höheren Anregung erzeugt. Dafür spricht auch die Tatsache, dass diese Modulation
bei allen Messungen sichtbar ist. Wahrscheinlich könnte diese verringert werden indem
man den Sweep langsamer durchlaufen würde, sodass die Anregung schneller abklin-
gen kann. Um dies effektiv vergleichen zu können müsste man sowohl mit einer hohen
Bildfrequenz als auch einen langer Aufnahmedauer messen, was durch die Schreibge-
schwindigkeit sehr begrenzt wird. Da es unsere Messungen ohnehin nicht stört, wurde
es nicht weiter untersucht.
Insgesamt ist die Resonanz aber sowohl im Anregungsverlauf wie auch im Fourier-
spektrum eindeutig zu identifizieren. Durch fitten des Fourierpeaks mit einer Lorentz-
funktion wird die Resonanzfrequenz f0 = 64, 246±0, 005Hz bestimmt. Diese liegt um
ca. 0, 5Hz höher als bei den Messungen im Probeaufbau. Um einen Fehler auszuschlie-
ßen wurde die Messung mehrmals wiederholt, doch immer mit fast gleichem Ergebnis.
Diese Erhöhung lässt sich nur durch eine Veränderung der Kapillarmasse oder ihrer
Aufhängung erklären, was eventuell auf eine Beschädigung hindeuten könnte. Aller-
dings konnte die tatsächliche Ursache nicht geklärt werden.
Unabhängig davon besitzt das Ergebnis des Fits einen extrem kleinen Fehler. Dieser
Fehler bezieht sich allerdings lediglich auf die jeweilige Messung. Nach mehreren Mes-
sungen wurde klar, dass der Peak einer größeren Streuung von bis zu 0, 1Hz unterliegt.
Dieser Fitfehler wird also durch den realen Fehler ersetzt. Trotzdem bleibt der relative
Fehler weit unterhalb eines Prozents.
Beim Anregen des Intervalls zwischen 100Hz und 500Hz, erschienen wie in Abb. 5.9
dargestellt zwei Peaks bei ca. 64Hz und 405Hz. Der erste ist überraschenderweise
die erste Eigenfrequenz, obwohl diese gar nicht direkt angeregt wurde. Trotzdem hat
sie die mit Abstand höchste Amplitude. Der deutlich kleinere Peak bei ca. 405Hz
konnte als die zweite Resonanz identifiziert werden. Diese wird später noch genauer
vermessen. Der Grund warum dieser Peak eine so viel kleinere Amplitude besitzt ist die
massive Halterung, die wie eine gekoppelte Feder die Anregung übertragen muss bevor
sie bei der Kapillare ankommt. Da die Halterung eine deutlich geringere Resonanz-
frequenz besitzt, werden hochfrequente Anregungen in steigendem Maße gedämpft.
Die Resonanz der Halterung konnte nicht konkret bestimmt werden, wird allerdings
im Bereich einiger Hertz erwartet. Nach genauerer Analyse der Amplitude der ersten
Resonanz wird deutlich, dass die erste 64Hz-Resonanz zwischen 104Hz und 139Hz,
also im Bereich ihrer doppelten Eigenfrequenz, angeregt wurde. Theoretisch ist aber
bei jedem Vielfachem der Eigenfrequenz eine Anregung möglich. Da die Amplitude
aber wegen stärkerer Dämpfung der Halterung bei höheren Frequenzen sinkt, wird sie
hauptsächlich vom ersten Vielfachen innerhalb des Anregungsbereich erzeugt.
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Abbildung 5.9.: Fourierspektrum eines 100 − 500Hz Sweeps mit Kapillare A. Para-
meter: Amplitude 50mV , Dauer 2s, Bildfrequenz 2000fps. Es ist die
erste und eine schwache zweite Resonanz zu sehen. Die erste Resonanz
liegt allerdings außerhalb der direkten Anregung.

5.4.2. Kapillare B1

Die Fourierspektren von Kapillare B1 sind in Abb. 5.10 dargestellt. Auch für Kapillare
B1 ist die erste Resonanz bei f0 = 91, 44 ± 0, 01Hz klar erkennbar. Und auch hier
zeigte der Vergleich mehrerer Messungen eine höhere Streuung als vom Fit angegeben.
Der realistische Fehler beläuft sich auf 0, 25Hz. Im Sweep zwischen 140Hz und 500Hz
wurde abgesehen von der wiederauftauchenden ersten Resonanz keine weitere gesehen.
Anhand der ersten Resonanz kann man jedoch mithilfe Gleichung (2.8) die höheren
vorausberechnen. Laut Theorie sollte sich diese erst bei ungefähr f1 = 573Hz befinden,
was sich bei der späteren Messung der höheren Resonanzen bestätigen wird.

5.4.3. Kapillare B2

Da Kapillare B1 und B2 theoretisch gleich sind sollten auch die Resonanzen fast gleich
sein. Trotzdem werden sie sich minimal unterscheiden, da sowohl Abweichungen im
Herstellungsprozess als auch beim Einkleben in die Fassung entstehen können. Ein
sicherer, wenn auch sehr geringer Unterschied bewirkt die Tatsache, dass auf B2 im
Gegensatz zu B1 kein Marker aufgeklebt wurde. Um die tatsächlichen Unterschiede
zu bestimmen, wurde ebenfalls eine Messung mit B2 durchgeführt.
Wie erwartet ist die erste Resonanz mit f0 = 91, 10 ± 0, 01Hz etwas verschieden. Der
Fehler wird wiederum aufgrund von mehreren Messungen auf 0, 2Hz gesetzt. Damit
wird deutlich, dass der Unterschied der beiden Kapillaren zumindest in diesem Fall
größer als der Messfehler ist. Um die endgültigen Unterschiede der Federkonstanten
bewerten zu können werden sie daher weiterhin getrennt behandelt.
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Abbildung 5.10.: Fourierspektrum eines 40 − 140Hz Sweeps (links) und eines 140 −
500Hz Sweeps (rechts) mit Kapillare B1. Parameter: Amplitude
50mV , Dauer 2s, Bildfrequenz 1000fps. In beiden Graphen ist ein-
deutig die erste Resonanz zu sehen.

Abbildung 5.11.: Fourierspektrum eines 10 − 120Hz Sweeps (links) und eines 120 −
500Hz Sweeps (rechts) mit Kapillare B2. Parameter: Amplitude
50mV , Dauer 2s, Bildfrequenz 2000fps. In beiden Graphen ist ein-
deutig die erste Resonanz zu sehen.
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Abbildung 5.12.: Fourierspektrum eines Hochfrequenzsweeps von 350–1500 Hz mit
Highspeedkamera mit Kapillare A. Parameter: Amplitude 200mV ,
Dauer 5s, Bildfrequenz 5000fps. Es sind über die vier erwarteten
Resonanzen (1, 4, 6, 8) hinaus noch vier weitere zu sehen.

5.5. Messungen höherer Resonanzen

Um die angewandte Balkentheorie zu überprüfen wurde zusätzlich nach höheren Reso-
nanzen gesucht. Um die zweite und dritte Resonanz genau messen zu können, wurde
jedoch eine höhere Bildfrequenz benötigt. Daher wurde nochmals die Highspeedka-
mera mit Stativ verwendet. Aus der bereits bekannten ersten Resonanz konnten die
höheren Moden vorhergesagt werden, sodass wir Kapillare A im Frequenzbereich von
350 − 1500Hz und Kapillare B2 von 500 − 2000Hz anregten und analysierten. Die
Ausgangsspannung des Funktionsgenerators wurde allerdings auf 200mV erhöht, um
der steigenden Dämpfung des Aufbaus entgegenzuwirken.

5.5.1. Kapillare A

Das gemessene Spektrum ist in Abb. 5.12 dargestellt und zeigt acht statt den er-
warteten drei Resonanzen. Um die Resonanzen zuzuordnen wurden viele Spektren
miteinander verglichen, allerdings konnten nicht alle einer Quelle zugeordnet werden.
Alle gemessenen Resonanzen sind in Tabelle 5.1 zusammengefasst.
Die Resonanzen 1,4,6 und 8 konnten klar den ersten vier Resonanzfrequenzen der
Kapillare zugeordnet werden. Da Resonanz 1 und 8 wiederum außerhalb des ange-
regten Bereichs liegen muss Resonanz 1 von einem Vielfachen und Resonanz 8 von
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Peak Frequenz in Hz Herkunft

1 64, 03 ± 0, 07 1. Resonanz

2 145, 87 ± 0, 17 evt. Kameralüfter

3 234, 44 ± 0, 08 unbekannt

4 404, 47 ± 0, 05 2. Resonanz

5 1085, 39 ± 0, 24 evt. 1. Resonanz in y-Achse

6 1141, 36 ± 0, 12 3. Resonanz

7 1487, 26 ± 0, 76 unbekannt

8 2250, 17 ± 0, 20 4. Resonanz

Tabelle 5.1.: Zuordnung von Frequenz und Herkunft der im Fourierspektrum (Abb.
5.12) nummerierten Peaks.

einem Bruchteil der Eigenfrequenz angeregt worden sein. Außerdem könnte die mi-
nimal sichtbare Resonanz 5 die erste Resonanz der Kapillare in der y-Achse sein.
Dies kann anhand des theoretischen Flächenträgheitsmoment vorhergesagt werden.
Da abgesehen vom recht ungenauen theoretischen Wert aber keine konkreten Messun-
gen zur senkrechten Schwingungsrichtung durchgeführt wurden kann dies nicht mit
Sicherheit bestätigt werden. Weiterhin könnte Resonanz 2 vom Lüfter der Kamera
selbst stammen, indem nicht die Kapillare, sondern die Kamera selbst vibriert. Es
läge in einem realistischen Frequenzbereich und taucht auch bei manchen anderen mit
der Highspeed gemessen Messungen auf. Da der Lüfter nicht dauerhaft läuft, könnte
dies erklären warum der Peak nicht in jeder Messung mit Highspeedkamera existiert.
Diese Zuordnung entsteht allerdings aus reiner Spekulation. Die übrigen Peaks 3 und
7 konnten gar keiner Ursache zugeordnet werden. Da Peak 3 bisher bei keiner vorheri-
gen Messung im betreffenden Bereich aufgefallen war, ist es aber wahrscheinlich, dass
er vom Umfeld, z.B. Kühlschrank oder anderen Geräten, die Kamera anregte, statt
eine Resonanz im Aufbau darzustellen.

5.5.2. Kapillare B2

Auch in diesem Spektrum (Abb. 5.13) erscheinen mehr Peaks als erwartet. Die Zu-
ordnung ist in Tab. 5.2 gezeigt. Die größten (1,3,4) können wiederum eindeutig den
ersten drei Resonanzen der Kapillare zugeordnet werden.
Woher die Resonanzen 5 und 6 stammen konnte nicht geklärt werden. Da abgesehen
von dieser Messung nie so hohe Frequenzen angeregt wurden, gibt es keinerlei Ver-
gleichswerte, mit der man die Herkunft hätte eingrenzen könnte. Bei Resonanz 2 ist
das jedoch nicht der Fall. In diesem Frequenzbereich wurden einige Messungen auf-
genommen ohne je diesen Peak zu sehen. Daher kann man wieder davon ausgehen,
dass diese Vibration von einem Gerät im Labor stammt und somit die Kamera selbst
anregte. Mit Sicherheit lässt sich aber auch das nicht sagen.
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Abbildung 5.13.: Fourierspektrum eines Hochfrequenzsweeps von 500–2000 Hz mit
Highspeedkamera mit Kapillare B2. Parameter: Amplitude 200mV ,
Dauer 5s, Bildfrequenz 5000fps. Es sind über die drei erwarteten
Resonanzen (1,3,4) hinaus noch drei weitere zu sehen.

Peak Frequenz in Hz Herkunft

1 90, 00 ± 0, 02 1. Resonanz

2 315, 40 ± 0, 91 unbekannt

3 564, 61 ± 0, 03 2. Resonanz

4 1580, 56 ± 0, 14 3. Resonanz

5 1909, 70 ± 0, 12 unbekannt

6 1990, 51 ± 0, 15 unbekannt

Tabelle 5.2.: Zuordnung von Frequenz und Herkunft der im Fourierspektrum (Abb.
5.13) nummerierten Peaks.
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5.6. Zusammenfassung

Durch die verschiedenen Messungen konnte bestätigt werden, dass der Gebrauch der
Highspeedkamera zur Bestimmung der ersten Resonanzfrequenz nicht nötig ist. Die
bereits integrierten Kameras können die dafür benötigten Bildraten von 2000fps pro-
blemlos liefern. Wenn man die Bildrate auf das Maximum von etwas mehr als 3000Hz
erhöhen würde, könnten wahrscheinlich sogar die zweiten Resonanzen mit ausreichen-
der Genauigkeit gemessen werden. Damit würden die Anzahl der Bilder pro Periode
zwar auf 5 − 7 sinken, allerdings wird der Gewinn durch die Messung einer zwei-
ten Resonanz diesen Genauigkeitsverlust höchstwahrscheinlich überragen. Um das zu
bestätigen wären allerdings weitere Messungen nötig, die im Rahmen dieser Arbeit
nicht mehr möglich waren.
Falls jedoch noch darüberliegende Resonanzen gemessen werden wollten, sollte späte-
stens zur Highspeedkamera gegriffen werden. Dabei muss allerdings darauf geachtet
werden, dass das Stativ empfindlich auf eigen- oder fremderzeugte Vibrationen rea-
giert. Falls also dauerhafte Messungen mit Highspeedkamera benötigt werden, sollte
diese fest in den Aufbau integriert werden.

5.7. Massenbestimmung

Um die Federkonstante berechnen zu können wird ebenfalls die schwingende Masse
benötigt. Diese Bestimmung gestaltet sich schwieriger als zunächst erwartet. Da wir
keine Möglichkeit fanden, um die Kapillarmasse indirekt zu bestimmen mussten wir sie
wiegen. Aufgrund der unbekannten Varianz der Kapillarmassen, die anhand der Her-
stellertoleranzen abzuleiten ist wurden statt einzelnen Kapillaren immer zehn Stück
gemeinsam gewogen. Um ebenfalls den Fehler der Waagenschwankung zu reduzieren,
wurde diese Messung achtmal wiederholt und der Mittelwert gebildet. Die Waagen-
schwankungen waren in diesem Fall höher als bei den Kalibrierungsmessungen, da
durch das ständige Hineingreifen in das Gehäuse der Waage stärkere Luftbewegungen
die Waage störten. Durch die mehrfache Messung konnte der Einzelfehler allerdings
stark reduziert werden.
Einerseits wird der Gesamtaufwand zwar durch die Mittelung über mehrere Kapillaren
verringert, da damit ein Standartwert für alle Kapillaren eines Typs entsteht. Ande-
rerseits geht damit aber die individuelle Betrachtung der Abweichung einer einzelnen
Kapillare verloren, sondern wird stattdessen nur im Fehlerintervall berücksichtigt.
Da die Masse des aufgeklebten Markers inklusive Kleber nur abgeschätzt werden kann,
gleichzeitig aber nur zu einer sehr kleinen Korrektur führen würde, wurde die Zusatz-
masse nur im Rahmen eines zusätzlichen Fehlers betrachtet. Anhand von Kameraauf-
nahmen wurde die Größe der Glaskugel und die Menge des Klebers abgeschätzt und
inklusive einer Toleranz zusammen auf ∆m = 0, 02mg festgelegt.
Da die gemessene Masse allerdings die Gesamtmasse der kompletten Kapillare, nicht
die schwingende Masse darstellt muss sie um den in der Halterung eingeklebten Teil
reduziert werden.
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Masse Kapillare A Kapillare B

mges 3, 83 ± 0, 01mg 7, 46 ± 0, 01mg

m 3, 14 ± 0, 15mg 6, 12 ± 0, 30mg

Tabelle 5.3.: Gesamte, gewogene und schwingende Masse von Kapillartyp A und B.

Dafür wird Formel (5.1) verwendet, wobei m die schwingende Masse, mges die ge-
samte, gewogene Masse, L0 die schwingende Länge und Lges die gesamte Länge der
Kapillare ist. Die resultierenden Massen sind in Tab. 5.3 zusammengefasst.

m = mges
L0

Lges
(5.1)

Dabei ist darauf hinzuweisen, dass die schwingende Länge nicht genau bestimmbar
ist. Das liegt unter anderem daran, dass der Kleber nicht plan mit der Halterung ab-
schließt, sondern die Kapillare noch ca. 1mm außerhalb der Halterung umschließt und
daher dämpft. Gleichzeitig deuten die gefitteten Längen der ersten Methode (Tab.
4.1) darauf, dass der Kleber nicht steif genug ist, um die Kapillare direkt am Rand
der Halterung zu fixieren, sondern sie erst ein Stück innerhalb komplett stillsteht. Aus
diesen beiden Gründen ist der tatsächliche Fixierungspunkt nicht exakt bestimmbar.
Die Länge der Kapillare außerhalb der Halterung beträgt 40mm. Anhand der ge-
fitteten Längen wird die effektive Länge allerdings auf 41 ± 2mm geschätzt. Dieser
Fehler von ca. 5% dominiert alle anderen Massen- und Frequenzfehler und begrenzt
somit die Genauigkeit der Federkonstanten. Mit mehr und genaueren Messungen mit
der Waagenmethode könnte die schwingende Länge eventuell noch besser eingegrenzt
werden. Eine individuelle Längenbestimmung mit der Waagemethode wäre dagegen
sinnlos, da dafür bereits eine vollständige Kalibrierung durchgeführt werden müsste.
Eine alternative und einfachere Bestimmung der schwingenden Länge wurde nicht
gefunden.

5.8. Berechnung der Federkonstante

Aus den bestimmten Resonanzen und Massen kann nun die Federkonstante berechnet
werden. Dabei wird aus jeder Resonanz getrennt eine Federkonstante berechnet. Da die
erste Resonanzfrequenz in der Messung der höheren Resonanzen nicht direkt angeregt
wurde, wird diese nicht zur Berechnung verwendet, sondern stattdessen das Ergebnis
aus den Hauptmessungen. Die zweite und dritte Resonanz ist dagegen verlässlicher
und wird somit zur Berechnung verwendet. Aus diesen drei Federkonstanten wird an-
schließend der Mittelwert gebildet. Zusätzlich wurde auch aus der vierten Resonanz
der Kapillare A eine Federkonstante bestimmt, welche allerdings wegen der indirekten
Anregung nicht in den Mittelwert mit aufgenommen wurde.
Da es zu den höheren Resonanzen jeweils nur eine Messung gab, konnte das reale Feh-
lerintervall nicht wie bei der ersten Resonanzen bestimmt werden. Stattdessen wurde
für alle Resonanzen der relative Fehler der ersten Resonanz angenommen. Dieser liegt
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5. Akustische Methode

k in N
m Kapillare A Kapillare B1 Kapillare B2

k1 0, 124 ± 0, 006 0, 490 ± 0, 024 0, 486 ± 0, 024

k2 0, 125 ± 0, 006 / 0, 476 ± 0, 023

k3 0, 125 ± 0, 006 / 0, 468 ± 0, 023

k4 (0, 129 ± 0, 006) / /

k̄ 0, 125 ± 0, 003 0, 490 ± 0, 024 0, 477 ± 0, 013

Tabelle 5.4.: Aufstellung aller aus den Resonanzen berechneten Federkonstanten so-
wie ihrem Mittelwert aller Kapillaren. Die Federkonstante der vierten
Resonanz von Kapillare A wird wegen einer indirekten Messung nicht im
Mittelwert berücksichtigt.

bei ca. 0, 22% des Messwerts. Übertragen auf die höheren Resonanzen also zwischen
1Hz und 5Hz. Diese angenommenen Fehler sind mit Sicherheit groß genug, um den
realen Fehler zu beinhalten. Wie bereits erwähnt dominiert jedoch der Massenfeh-
ler, sodass die Fehler der Resonanzen quasi vernachlässigbar sind. Die berechneten
Federkonstanten sind in Tab. 5.4 zusammengefasst.
Wie man sieht sind die bestimmten Federkonstanten von Kapillare A fast identisch.
Ausgeschlossen davon ist lediglich k4, welche ohnehin als nicht aussagekräftig einge-
stuft wurde.
Bei Kapillare B2 sind die Abweichungen mit bis zu 4% größer. Doch selbst diese Ab-
weichungen sind noch mit den angegeben Fehlern verträglich.
Zu Kapillare B1 kann mangels Vergleichswerten keine Aussage zur Varianz getroffen
werden. Aus diesem Grund ist es auch nur begrenzt sinnvoll die beiden Mittelwerte der
Kapillare zu vergleichen, da sie zum Teil aus verschiedenen Messungen stammen. Statt-
dessen kann man nur die Ergebnisse der ersten Resonanz vergleichen. Diese stimmen
wie auch schon die Resonanzfrequenzen fast überein, sodass eventuelle Unterschiede
in Geometrie oder Material nur minimal sein können. Doch kann man anhand diesen
zwei Werten nicht auf die allgemeine Varianz eines Typs schließen.
Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die zusätzliche Messung höherer Resonan-
zen, wie hier getan, nicht unbedingt nötig ist, da die Ungenauigkeit der schwingenden
Länge und somit der Massebestimmung eine Verbesserung der Resonanzmessung wei-
testgehend überflüssig macht. Wichtiger wäre stattdessen, mehrere Messungen mit
verschiedenen Einstellungen aufzunehmen, um den realen Fehler der ersten Resonanz
besser abschätzen zu können.
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6. Geometrische Methode

Die Federkonstante kann auch theoretisch mithilfe (2.9) berechnet werden. Dafür ist
das Elastizitätsmodul E, das Flächenträgheitsmoment I und die bereits bekannte
schwingende Länge L0 = 41 ± 2mm nötig. Da wir keine speziellen Informationen
über die Elastizität unserer Kapillaren haben müssen wir den für Borosilikatglas all-
gemeinen Literaturwert von E = 63, 5 ± 1GPa annehmen. Der angegebene Wert und
Fehler wurde dabei aufgrund der Varianz von verschieden Literaturwerten angenom-
men.[5][6] Anhand der Skizze in Abb. 6.1 und den Maßen des Herstellers in Tab. 6.1
kann auch I berechnet werden. Dafür wurde der Querschnitt zunächst als zusammen-
gesetzte Fläche aus Rechteck und zwei Halbkreisen und einem ebenfalls rechteckigen
Ausschnitt angenommen. Da die auf Kapillare A aufgetragene Goldschicht lediglich
eine Dicke von 50nm besitzt kann diese vernachlässigt werden. Der geringe Einfluss
der aufgeklebten Marker wurde ebenfalls nicht berücksichtigt. Die Ergebnisse sind in
Tab. 6.2 dargestellt.
Aufgrund der hohen Herstellertoleranzen ergeben sich große Fehler von ca. 45%! Und
trotzdem ist nur die berechnete Federkonstante von Kapillare A inklusive Fehler mit
der gemessenen vereinbar. Bei Kapillare B2 gibt es große Abweichungen. Offensichtlich
stimmen entweder die Maßangaben, die angenommene, vereinfachte Geometrie oder
sogar beides nicht.
Um genauere Informationen zu erhalten wurden die Kapillaren mit einem Konfokal-
mikroskop vermessen. Dafür wurden sie senkrecht in einen Halter eingespannt, damit
das Ende plan auf der Scanebene steht. Wir konnten nun einige Querschnitte im Be-
reich des Endes aufnehmen. Um die Kanten besser auflösen zu können, wurde bei
Kapillare B2 zusätzlich ein fluoreszierender Farbstoff hinzugegeben. Bei Kapillare A
war das nicht möglich, da sonst die aufgetragene Goldschicht hätte beschädigt werden
können. Bei der Aufnahme der Bilder (Abb. 6.2) fiel auf, dass zumindest an den En-
den der Kapillaren oft Brüche und Kratzer zu sehen waren. Ob diese Schäden auch an
der sonstigen Oberfläche vorhanden sind, konnte aufgrund des kleinen Scanbereichs

Abbildung 6.1.: Geometrie und Maße anhand Herstellerangaben abgeleitet. L und l
sind dabei gleich.
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6. Geometrische Methode

Maße Kapillare A Kapillare B

l = L in µm 400 ± 40 500 ± 50

d in µm 28 ± 5, 6 35 ± 7

b in µm 40 ± 4 50 ± 5

R = b
2 + d in µm 48 ± 5, 9 60 ± 7, 4

Tabelle 6.1.: Maßetabelle zur Skizze in Abb. 6.1 anhand Herstellerangaben für Kapil-
lare A und B.

Kapillare A Kapillare B

I in mm4 (31, 5 ± 13, 5)10−6 (77, 0 ± 33, 0)10−6

k in N
m 0, 088 ± 0, 040 0, 21 ± 0, 97

Tabelle 6.2.: Berechnete Ergebnisse des Flächenträgheitsmoments und der daraus re-
sultierenden Federkonstanten für Kapillare A und B.

nicht überprüft werden. Zur Geometrie kann man auf den Bildern weiterhin erkennen,
dass die Kapillaren in ihrer Breite leicht gewölbt sind. Da wir, ohne sie zu zerstören,
nur Bilder von einem kleinen Bereich am Ende der Kapillaren aufnehmen konnten
hatten wir zu wenig Informationen, um diese Abweichungen sinnvoll ins Modell zu
integrieren. Stattdessen wurden die Fehler der Maße ausreichen groß gewählt, um die-
se zu kompensieren. Es ist außerdem möglich, dass der Querschnitt am Kapillarende
durch das industrielle Abschneiden verformt wurde. Darauf wurden allerdings keine
Hinweise festgestellt. Zusammenfassend ist diese Methode stark von der Qualität der
aufgenommenen Bilder abhängig. Vor allem Brüche oder Schmutzpartikel am Ende
der Kapillaren verschlechtern die Bildqualität erheblich. Die dadurch verbesserte Geo-
metrie wird in Abb. 6.3 und Tab. 6.3 dargestellt.
Im Vergleich mit den Herstellermaßen ist vor allem die Wandstärke größer als ange-
geben. Damit ergeben sich die in Tab. 6.4 gezeigten Ergebnisse.
Mit den selbst gemessenen Maßen konnte der Fehler des Flächenträgheitsmoments
zwar erheblich reduziert werden, trotzdem sind es weiterhin 16% bei IA bzw. 10% bei
IB. Die daraus resultierenden Federkonstanten sind dafür deutlich besser mit unseren
bisherigen Messungen vereinbar.

Maße Kapillare A Kapillare B

L in µm 369 ± 5 491 ± 5

l in µm 417 ± 3 547 ± 3

d in µm 36 ± 2, 9 54, 5 ± 2, 1

b in µm 40 ± 3 50 ± 3

R = b
2 + d in µm 56 ± 3 77 ± 3

Tabelle 6.3.: Maßetabelle zur Skizze in Abb. 6.3 anhand den Aufnahmen des Konfo-
kalmikroskops für Kapillare A und B.
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6. Geometrische Methode

Abbildung 6.2.: Aufnahmen von Kapillare B2 aufgenommen mithilfe eines Konfokal-
mikroskops. Rechts ohne und links mit einer fluoreszierenden Lösung.

Abbildung 6.3.: Geometrie und Maße ausgewertet aus den Konfokalbildern.

Kapillare A Kapillare B

I in mm4 (41, 5 ± 5, 8)10−6 (160, 5 ± 9, 5)10−6

k in N
m 0, 115 ± 0, 024 0, 447 ± 0, 071

Tabelle 6.4.: Berechnete Ergebnisse des Flächenträgheitsmoments und der daraus re-
sultierenden Federkonstanten für Kapillare A und B.
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7. Methodenvergleich

Zum Vergleich der vorgestellten Methoden wurden nun alle Ergebnisse in Tab. 7.1
zusammengefasst. Dabei sind für die akustische Methode sowohl die Ergebnisse der
ersten Resonanzen als auch die Mittelwerte aus allen angegeben. Da die höheren Re-
sonanzen ohne Highspeedkamera nur begrenzt gemessen werden können ist vor allem
das Ergebnis der ersten Resonanz das Entscheidende.

k in N
m Kapillare A Kapillare B1 Kapillare B2

kWaage 0, 120 ± 0, 0006 0, 4568 ± 0, 0018 0, 4641 ± 0, 0017

k1,akustisch 0, 124 ± 0, 006 0, 490 ± 0, 024 0, 486 ± 0, 024

k̄akustisch 0, 125 ± 0, 003 / 0, 477 ± 0, 013

kgeometrisch (0, 115 ± 0, 024) / 0, 447 ± 0, 071

Tabelle 7.1.: Vergleich der berechneten Federkonstanten aller Methoden und Kapilla-
ren.

Für Kapillare A erhält man eine recht gute Übereinstimmung aller berechneten Me-
thoden auch wenn die Fehler sehr unterschiedliche Größenordnungen besitzen.
Bei Kapillare B1 stimmen die beiden ersten Methoden dagegen nicht so gut überein.
Das Ergebnis der akustischen Methode weicht etwa um den 1, 4-fachen Fehlerwert
ab. Da sowohl die Massenfehler als auch Frequenzfehler realistisch und großzugig ab-
geschätzt wurden, wird die Abweichung wahrscheinlich aus Fehlern des verwendeten
Modells resultieren. Da das Modell ideale Fixierung und Homogenität voraussetzt,
wird es sicherlich Unterschiede zwischen realer und vorhergesagter Schwingung ge-
ben. Diese konnten aufgrund ihrer Komplexität und Einzigartigkeit nicht systematisch
berücksichtigt werden.
Für Kapillare B2 ist die Übereinstimmung wiederum besser. Auch die geometrische
Bestimmung passt mit dem Ergebnis der Waagemethode überein, wenn der Fehler
auch wieder sehr groß ist.
Beim Vergleich der Methoden wird deutlich, dass die Genauigkeit durch theoretische
Berechnung aufgrund der großen Abweichungen und der komplizierten Geometrie mit
Abstand die schlechteste der drei Methoden ist. Gleichzeitig bietet sie auch keinen
Vorteil, was den Arbeitsaufwand angeht. Damit ist sie mit den aktuellen Kapillaren
keine sinnvolle Alternative zur Waagemethode. Falls allerdings andere Federn mit z.B.
rechteckiger Geometrie verwendet werden würden, könnte die theoretische Berechnung
dagegen deutlich einfacher und genauer werden. Zusätzlich wäre ein robusteres Mate-
rial, wie Metall, wahrscheinlich nicht so anfällig für Brüche und Unregelmäßigkeiten
auf der Oberfläche.
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7. Methodenvergleich

Die mit Abstand genaueste Methode ist mit Fehlern von unter 0, 5% weiterhin die
Kalibrierung mit der Waage. Da jede Kalibrierung komplett individuell ist, auf keine
verallgemeinerten Größen zurückgegriffen werden muss und die Fehler sehr einfach
minimiert werden können ist das nicht überraschend. Durch eine höhere Anzahl an
Messungen könnte man diese Genauigkeit sogar noch verbessern. Ob das für die Mes-
sung im Experiment allerdings einen Mehrwert bringen würde, hängt bei solch großer
Genauigkeit auch von den anderen Parametern, wie der Auslenkungsbestimmung im
Experiment und der Rauigkeit der Probe ab.
Der Nachteil dieser Methode ist der dafür nötige, relativ hohe Aufwand. Für eine
Kalibrierung mit dieser Genauigkeit müssen inklusive Auswertung ungefähr 2h auf-
gewendet werden. Doch zusätzlich zum Aufwand kommt das Risiko, die Kapillare bei
der Kalibrierung zu beschädigen. Sowohl beim Ein- und Ausbau aus der Halterung des
Experiments als auch bei der Kalibrierungsmessung selbst kann die Kapillare Schaden
nehmen. Und das Vorbereiten einer neuen Kapillare braucht ebenfalls mindestens 1h
plus den 12h Trocknungszeit des Klebers.
Damit kommen wir zur akustischen Methode. Diese hat eine berechnete Genauigkeit
von ca. 5%, wobei diese hauptsächlich vom Fehler der Längenbestimmung begrenzt
wird. Wenn eine Möglichkeit gefunden würde, die schwingende Länge genauer zu be-
stimmen oder die Befestigung zu optimieren, könnte der Fehler stark reduziert werden.
Auffällig ist, dass alle Federkonstanten dieser Methode größer sind als die Ergebnis-
se der Waagemethode. Das ist ein Indiz für einen systematischen Fehler, der sowohl
aus der bereits betrachteten Längenbestimmung als auch aus den ebenfalls erwähnten
Modellabweichungen stammen kann.
Der entscheidende Vorteil dieser Methode dagegen ist der verringerte Aufwand, der
sich aus zwei Messungen zusammensetzt. Die Massenbestimmung ist für den entspre-
chenden Kapillartypen lediglich einmal durchzuführen und kann danach als Standart-
wert verwendet werden. Für die Typen 40x400µm und 50x500µm wurde die Mas-
senbestimmung bereits durchgeführt. Der zweite Teil der Kalibrierung besteht darin
am besten mehrere Sweeps zur Resonanzfindung durchzuführen, darin den Peak zu
fitten und einen Mittelwert zu bilden. Der daraus entstehende Aufwand beläuft sich
auf weniger als eine Stunde. Der größte Vorteil vor allem für Anfänger ist jedoch das
deutlich minimierte Risiko, da direkt im Aufbau gemessen wird und somit kein Aus-
und Einbauen notwendig ist.
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8. Fazit

Zusammenfassend haben sowohl die akustische als auch die Waagemethode ihre Vor-
und Nachteile. Welche Methode benutzt werden sollte hängt von den Erwartungen
der Messung ab. Wenn eine möglichst genaue Messung der Adhäsionskräfte vonnöten
ist, sollte weiterhin mithilfe der Waagemethode kalibriert werden, da dort die beste
Genauigkeit von unter 0, 5% geboten wird. Da damit ein erhöhter Aufwand und ein
Beschädigungsrisiko miteingeht sollte diese Methode nur von eingewiesenen Personen
durchgeführt werden.
Wenn allerdings eine qualitative Messung bzw. ein Überblick über die Eigenschaft
der zu messende Oberfläche ausreicht, wird die mit weniger Aufwand und Risiko ver-
bundene akustische Kalibrierung empfohlen. Dafür ist die Genauigkeit mit 5% deut-
lich geringer, welche für einige Messungen allerdings bereits ausreicht. Die komplett
theoretische Bestimmung der Federkonstante dagegen wird mit den aktuell verwen-
deten Kapillaren nicht empfohlen. Bei der Verwendung von Federn mit einfacherem
Querschnitt könnte eine theoretische Bestimmung allerdings ebenfalls eine sinnvolle
Alternative sein.
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A. Anhang

A.1. Videoanalyse

Die aufgenommen Kameradaten wurden mit Python ausgewertet. Da die Daten im
Hauptaufbau bereits im HDF5- bzw. Rohdatenformat gespeichert werden, sind sie
in Python als dreidimensionale Matrix aufrufbar. Die Dimension setzt sich dabei aus
zwei Achsen des Bildes und einer dritten Zeitachse zusammen. Ein Beispiel eines Bildes
wird in Abb. A.1 dargestellt.

Abbildung A.1.: Beispielbild einer Aufnahme mit Bildhöhe von 10 Pixel.

Der aufgenommene Bereich ist in diesem Fall 10 Pixel groß. Da die Schwingung bei
einer großen Amplitude besser zu sehen ist sollte der Aufnahmebereich möglichst nah
am Ende der Kapillare positioniert werden. Um klar zwischen Hintergrund und Kapil-
lare unterscheiden zu können, sollte der Kontrast des Aufbaus möglichst scharf sein.
Das wird durch eine helle Hintergrundbeleuchtung und die passenden Arbeitsabstände
erreicht. Da sich die Schwingung über die Länge der Kapillare nur in Amplitude nicht
aber in Frequenz ändert, reicht es die Schwingung an einer konstanten Position, also
einer Bildzeile zu betrachten.
Manchmal ist es sinnvoll zunächst einen groben Überblick über Art und Auslenkung
der Schwingung zu erlangen, bevor man die Daten komplett auswertet. Dafür wird
je dieselbe Zeile aus nacheinander folgenden Bildern zu einem neuen Bild zusammen-
gefügt (Abb. A.2).
Anhand dessen kann man die maximale Auslenkung bereits grob abschätzen, wodurch
der relevante Datenbereich eingrenzt und damit die Analysezeit verkürzt wird. In die-
sem Fall wird der Bildbereich unter 800 und über 1800 Pixel ausgeschnitten.
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Abbildung A.2.: Sogenanntes Wasserfall-Diagramm der Auslenkung eines Sweeps. Da-
zu wurde dieselbe Zeile jedes Frames zusammengefügt.

Um die Daten präzise auszuwerten, werden aus jeder Bildzeile die Helligkeitswer-
te gegen die Bildzeile geplottet und mit einer geeigneten aber prinzipiell beliebigen
Peakfunktion gefittet (Abb. A.3). Wir haben uns für (A.1) entschieden, da sie einer
Rechteckfunktion ähnlich ist, gleichzeitig aber auch gewisse Rundungen besitzt.

f(x) = c− A

(x−x0b )10 + 1
(A.1)

Abbildung A.3.: (rechts) Helligkeitsprofil (blau) einer Bildzeile zu einem Zeitpunkt,
(links) mit (A.1) gefittetem Peak (rot).

Da sich Breite und Kontrast während der Messung nicht ändern, bleiben Peakbreite b,
Hintergrundoffset c und Peakamplitude A bei allen Frames im Wesentlichen konstant.
Der einzige variable Parameter ist die Position x0. Der Peak ist allerdings so schmal
sodass der Fit ohne guten Startwert nicht immer konvergiert. Solange die Auslenkung
zwischen zwei Frames in der Größenordnung der Breite b liegt reicht es aus, wenn
jeweils der vorherige Fitparameter als nächster Startwert übergeben wird. Da die
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Schritte jedoch meist zu groß sind musste eine genauere Startwertberechnung gefunden
werden. Die einfachste Lösung ist vor dem Fitten das Minimum der Daten zu suchen
und diese Position zu übergeben. Die gefitteten Positionen können anschließend gegen
die Frames geplottet werden (Abb. A.4).

Abbildung A.4.: Darstellung der gefitteten Position gegen die Framenummer. Es ist
eine klare Resonanz sichtbar.

Wie bereits beschrieben ist diese Darstellung nicht zur Frequenzbestimmung geeignet,
weshalb die Daten fouriertransformiert werden. Es ist jedoch zu beachten, dass die
berechneten Amplituden wegen Effekten der diskreten Fouriertransformation nicht
mit den tatsächlichen Amplituden übereinstimmen. Absolute Amplituden sind für
unsere Zwecke aber auch nicht vonnöten. Zur Bestimmung der Frequenz wird der
Peak mit der Lorentzfunktion (2.6) gefittet.

Abbildung A.5.: (links) Fouriertransformation der in Abb. A.4 dargestellten Daten,
(rechts) mit Lorentzfit (2.6).
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[7] D.W. Pilat, P. Papadopoulos, D. Schäffel, D. Vollmer, R. Berger, H.-J. Butt,
”Dynamic Measurement of the Force Required to move a Liquid Drop on a
Solid Surface”, dx.doi.org/10.1021/la3041067, Langmuir 2012, 28,16812-16820
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