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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird ein neues numerisches Verfahren entwickelt und getestet,
das sogenannte semi-Lagrangsche Zellintegrationsverfahren (SLZI). Die Idee besteht darin,
ein lokales Schema zu entwickeln, welches globale Integralinvarianten, wie z.B. die
Gesamtmasse der Atmosphire, erhilt und ansonsten die bekannten positiven Eigenschaften
semi-Lagrangscher Methoden zeigt. Die Entwicklung verlduft sukzessive von eindimensio-
nalen Untersuchungen, iiber Tests in ebenen kartesischen Koordinaten bis hin zu den spe-
ziellen Bedingungen auf der Kugeloberfldche. In jedem Entwicklungsschritt wird am Ende
ein Standardtest durchgefiihrt und die Ergebnisse mit der analytischen L6sung und mit
einem traditionellen Verfahren verglichen. Neben den Experimenten mit analytisch 16sba-
ren Testsituationen wird auch ein Experiment mit realen Daten durchgefiihrt. Die Erweite-
rung der Methode auf drei Dimensionen wird ebenso diskutiert wie die Kombination des
SLZI-Verfahrens mit dem semi-impliziten Zeitschrittverfahren. Neben der Anwendung als
Transportschema werden noch einige Uberlegungen zur Ausdehnung der Methode auf den

kompletten Satz der primitiven Gleichungen angestellt.

Bei den Untersuchungen in einer Dimension liegt der Schwerpunkt zunéchst in der konkre-
ten Formulierung der neuen Methode. Dabei stellt sich heraus, dal man prinzipiell zwei
Schritte unterscheiden kann. Zuerst wird in jeder Gitterzelle ein Polynom berechnet, wel-
ches die Verteilung einer Variablen in dieser Zelle reprisentiert und anschlieBend wird eine
konservative Abbildung, bestehend aus Integralen iiber diese Polynome, zwischen dem Git-
ter zum alten und zum neuen Zeitpunkt durchgefiihrt. In dieser Arbeit werden als Polynome
konstante, lineare und quadratische Funktionen verwendet und als Test wird zunéchst der
Transport eines Rechteck- bzw. Dreiecksignals analysiert. Es hat sich gezeigt, daB die
numerische Genauigkeit der Methode um so grofler ist, je hoher der Grad der verwendeten
Polynome ist. Schrinkt man die Polynome weiter ein, indem man etwa Positivitit oder gar

Monotonie fordert, geht dies geringfiigig zu Lasten der Genauigkeit.

Die Entwicklung des zweidimensionalen SLZI-Verfahrens in ebenen kartesischen Koordi-
naten hat den Fokus die konservative Abbildung derart zu gestalten, daB3 sie die Eigenschaf-
ten des eindimensionalen Verfahrens bestitigt und dabei moglichst effizient ist. Dabei hat
sich gezeigt, daB3 eine sukzessive Anwendung von eindimensionalen Integrationen in Rich-
tung der zwei Koordinatenachsen die Forderungen erfiillen kann. Als Testobjekt dient die
gleichférmige Rotation eines Zylinders um den Mittelpunkt des Integrationsgebietes. Die
Losung ist dabei unabhéngig von der Wahl der Koordinatenrichtung in welche zuerst inte-

griert wird. Wie bei den eindimensionalen Tests hat sich bestitigt, dal die Verwendung



linearer Funktionen zu #hnlichen Eigenschaften fiihrt wie die klassische semi-Lagrangsche

bikubische Interpolation.

Auf der Kugeloberfliche wird der Standardtest, die Advektion einer kosinusférmigen Glok-
kenfunktion direkt iiber den Pol, entlang des Aquators und in kleinen Abweichungen von
diesen Extremen, untersucht. Insbesondere die Advektion direkt iiber den Pol zeigt, dal} hier
mit neuen Problemen zu rechnen ist. Die starke Kriimmung und Dringung der Koordinaten-
linien erfordert eine Modifikation des bisher entwickelten Schemas. Die Anderung beinhal-
tet im Wesentlichen die Berechnung von zusitzlichen Punkten, um die Fldche der
Gitterzellen in Polndhe zum alten Zeitpunkt korrekt wiederzugeben. Die Verwendung eines
Polfilters fiihrt dann schlielich auch zu quantitativ zufriedenstellenden Resultaten. Gerade
die besondere Behandlung der Gitterpunkte in der Nihe der Pole bietet aber auch Ansatz-
punkte fiir weitere Verbesserungen. Experimente mit verschiedenen Auflésungen ergaben,
daB mit hoherer Gitterauflosung die SLZI-Methode, wie zu erwarten, eine genauere Lsung
liefert. Die wichtige Frage nach der Effizienz des Verfahrens wird an dieser Stelle auch
beantwortet. Dabei kam heraus, dal die Verwendung linearer Funktionen im SLZI-Schema
zwar geringfligig aufwendiger ist als bikubische semi-Lagrangsche Interpolation, aber den
zusitzlichen Vorteil der Massenerhaltung bietet. Will man hohere Genauigkeit erzielen, so
kann dies durch quadratische Funktionen erreicht werden, wodurch die Methode etwa um
den Faktor 1,6 mehr Rechenzeit benotigt.

Um das Verfahren mit realen Daten zu testen, mufite eine Situation gefunden werden, die
tiber einen lingeren Zeitraum annidhernd zweidimensionale Strdmungsverhiltnisse bietet.
Die Advektion potentieller Vorticity im Zeitraum 16-28 Januar 1992 auf der 450 K Isentro-
penfliche konnte diese Anforderungen erfiillen. Neben der Bestiitigung der bis dahin
gewonnenen Ergebnisse wird deutlich, daf3 die genauere SLZI-Methode mit quadratischen
Funktionen viel besser kleinskalige Strukturen simuliert als die bikubische semi-Lagrange

Interpolation.

v



Abstract

In the present study, a new numerical method is developed and tested, the so-called cell-
integrated semi-Lagrangian scheme (CISL). The basic idea is to develop a local scheme
which shows the well-known solid properties of semi-Lagrangian schemes and additionally
conserves some global integral invariants. The development proceeds continuously from
simple one-dimensional investigation and tests in the cartesian plane up to the special con-
ditions on the sphere. At the end of every step a standard test is carried out and the results
are compared with the analytical solution and a traditional method. Besides the experiments
with analytical test cases an integration with realistic data is performed. The extension to a
three-dimensional scheme is discussed as well as the combination of the CISL method with
the semi-implicit time stepping. Additional to the design as a transport scheme some ideas

to apply the method to the full set of primitive equations are presented.

The one-dimensional investigations concentrate above all on the practical formulation of
the scheme. It turned out that in principle the new method could be divided in two steps. At
first a polynomial which describes the spatial distribution of the variable is computed in
every grid cell and subsequently a conservative remapping between the grid at previous
time level and the grid at next time level is carried out using integrals over these polynomi-
als. In the present paper constant, linear and parabolic functions are used and the first test
case is the transport of a rectangular and a triangular wave. The experiments show that with
higher degree of the polynomials a more accurate solution is achieved. Implying additional

conditions on the functions like positivity or monotonicity the accuracy is slightly smaller.

The focus of the tests in two-dimensional cartesian coordinates is to develop an efficient
conservative remapping which maintains the properties from the one-dimensional experi-
ments. It turned out that a cascade of one-dimensional integrations parallel to the coordinate
lines might fit these requirements. The test case here is the solid body rotation of a cylinder
and it ends up that the solution is independent of the sequence of integrations. Similar to the
one-dimensional results the use of linear functions within the CISL scheme is comparable

to the traditional semi-Lagrangian bicubic interpolation.

On the sphere the standard test, the advection of a cosine bell directly over the poles, around
the equator and minor shifts from these two orientations, is performed. Especially the
advection over the poles shows new problems under the conditions of spherical geometry.
The strong curvature and the crowded coordinate lines near the poles require a modification
of the scheme developed until now. The main changes are the calculation of additional
points in order to reflect the area of the grid cell at previous time level more correct. Finally,

the application of a pole filter leeds to quantitatively sufficient results. But the specific treat-



ment of near pole grid points shows some promise for further improvements. Experiments
with different grid resolutions result in more accurate solutions with CISL as the resolution
increases. The important question of efficiency has been regarded now. CISL scheme with
linear functions is slightly more expensive than semi-Lagrangian bicubic interpolation, but
besides the same numerical properties the new method offers the additional advantage of
the exact conservation of total mass. Higher accuracy can achieved using parabolic func-

tions which need a factor of 1,6 more computer time.

In order to test the method with realistic data a situation with an almost two-dimensional
flow over a longer period has to be found. This is the case for the advection of potential vor-
ticity during the period 16-28 january 1992 on the 450 K isentropic surface. Besides the
confirmation of previous results the more accurate CISL scheme with parabolic functions
simulates the small scale structures slightly better than the semi-Lagrangian bicubic inter-

polation.

Vi



1. Einleitung

Die Entwicklung von Atmosphérenmodellen erfordert die Beriicksichtigung einer Vielzahl
von Prozessen und Vorgingen unterschiedlicher Art, die ein groBes Spektrum rdumlicher
und zeitlicher Skalen umfassen. Unabhiingig davon welche Skala man betrachtet hat eine
Stromung die Fahigkeit Substanzen oder Eigenschaften zu transportieren. Betrachtet man
z.B. ein Volumenelement V;, welches eine bestimmte Menge Luft umschlieit und mit der
Stromung an einen anderen Ort transportiert wird, 146t sich beobachten, dal das Volumen-
element in der Regel deformiert wird und einige Zeit spiter den Raum V, einnimmt. In

Abb. 1.1 ist dieser Vorgang schematisch dargestellt.

Abb. 1.1 Qualitative Darstellung des Transportes eines Volumenelements in einer Stro-
mung. Die Pfeile stellen die Geschwindigkeitsvektoren der Strémung dar. V4 ist
das Volumenelement zu Beginn des Transportvorgangs, V, das Volumen nach
einer bestimmten Zeit At.

Betrachtet man nun z.B. die gesamte Masse innerhalb des Volumenelements, dann bleibt
diese wihrend des Transportes erhalten, wenn im Innern keine Quellen und Senken vorhan-
den sind. Genaugenommen sieht man bei dieser Betrachtung vom diffusiven Massentrans-
port durch die Wénde des Volumenelements und vom eventuellen Eintritt oder Ausfall von
Masse in Form von Niederschlag ab. Die mittlere Dichte innerhalb des Luftvolumens adndert
sich hauptsichlich aufgrund der stattfindenden Volumenénderung. Diffusion und Nieder-
schlagsprozesse konnen hier als sekundire Effekte angesehen werden. In einem Klimamo-
dell miissen natiirlich alle Prozesse, die das Dichtefeld beeinflussen beriicksichtigt werden,

d.h. in diesem Beispiel Transport, Diffusion und Niederschlag.

Die wichtigsten physikalischen Gesetze, welche die Entwicklung der Atmosphire beein-
flussen sind die Erhaltung der Energie, das zweite Newton’sche Gesetz, was in der Bewe-
gungsgleichung seinen Ausdruck findet und die Erhaltung der Masse. Die mathematische
Darstellung des Entwicklungsproblems zeigt, daB es sich hierbei um nichtlineare, von Ort
und Zeit abhingige, partielle Differentialgleichungen handelt, deren analytische Lsung im



Allgemeinen nicht méglich ist. Daher wurden im Laufe der Zeit verschiedene Lésungsver-
fahren entwickelt, um numerische Losungen eines vorliegenden Problems zu erhalten. Bei
der Vielzahl an Losungsverfahren ist eine vollstindige Ubersicht sehr schwierig, daher wer-

den an dieser Stelle nur die wichtigsten Methoden und Begriffe kurz erklirt.

Eine erste wichtige Einteilung, die in Abb. 1.2 grob skizziert wurde, ist die Unterscheidung
zwischen Euler-Verfahren und Lagrange-Verfahren. Diese Einteilung ist deshalb so funda-
mental, weil sich in ihr zwei grundlegend verschiedene Sichtweisen strémungsmechani-
scher Phidnomene widerspiegeln. Die Eulersche Betrachtungsweise versieht die Stromung
mit einem raumfesten Gitter und der Betrachter befindet sich an den Knoten des gedachten
Gitters und erlebt wie sich die Strémung an seinem Ort im Laufe der Zeit verindert. Da die
Knoten im allgemeinen regelméBig iiber den Bereich, der von der Strémung eingenommen
wird, verteilt sind erhdlt man die Information iiber den Zustand der Stromung durch die
Auswertung aller Gitterpunkte. Im Falle der Lagrangschen Sichtweise reist der Beobachter
mit den sich bewegenden Partikeln der Strémung mit und erlebt die zeitliche Entwicklung
einer Stromungsvariablen am jeweiligen Ort des Partikels wihrend seiner Reise. Die Bahn,

welche ein Stromungspartikel bei seiner Bewegung im Raum durchliuft nennt man Trajek-

torie.
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Abb. 1.2 Konzeptioneller Unterschied zwischen Eulerscher und Lagrangscher Sichtweise.

Links im Bild ist ein ortsfester Beobachter zu sehen, wahrend in der rechten Halfte
der Beobachter sich mit der Strémung mitbewegt.

Gitterpunkt

Ein Bild iiber den Zustand der gesamten Strémung ergibt sich, indem man ein groe Zahl an
Trajektorien verfolgt. Selbst wenn die Startpunkte der Trajektorien anfangs regelméBig ver-



teilt sind, entwickelt sich, insbesondere in divergenten Geschwindigkeitsfeldern, im Laufe
der Zeit ein ziemlich unregelmiBiges und ungeordnetes Bild von Trajektorien, so daf in der
Praxis vieler meteorologischer Anwendungen eine Modifikation des Lagrange-Verfahrens
benutzt wird. Dabei verfolgt man ein Ensemble an Trajektorien immer nur einen Zeitschritt
lang und wihlt im nichsten Schritt einen anderen Satz Trajektorien aus. Die Wahl erfolgt
derart, dal} die Trajektorien am Ende eines Zeitschritts an den Knoten eines regelmifligen
Gitters enden sollen. Diese Abwandlung des Lagrange-Verfahrens nennt man semi-Lag-
range-Verfahren, es kombiniert die Vorteile der Lagrange-Verfahren mit dem Vorteil des
regelmiBigen Gitters der Euler-Verfahren. Einen sehr umfangreichen Uberblick iiber ver-
schiedene Algorithmen zur Behandlung advektiver Prozesse in atmosphérischen Transport-
und Chemiemodellen ist bei Rood (1987) zu finden und eine gute Zusammenfassung
semi-Lagrangscher Verfahren liefern Staniforth und Cote (1991).

Die Entwicklung verschiedener Verfahren zur Lsung der Gleichungen wurde im Laufe der
Zeit meistens durch jeweils aktuelle Erfordernisse und die vorhandenen technischen Mog-
lichkeiten vorangetrieben. Seit Beginn der numerischen Wettervorhersage bestand ein fun-
damentales Problem darin, daB explizite Zeitschrittverfahren nur bedingt stabil waren, d.h.
der Zeitschritt mufite kleiner gewishlt werden als die Zeit in der das schnellste Signal die
kleinste im Model aufgeldste Distanz zuriicklegt. Diese, als CFL-Kriterium bekannte, Sta-
bilitdtsbedingung wurde 1928 von Courant, Friedrichs und Lewy entdeckt, Courant et al.
(1928). Implizite Zeitschrittverfahren hingegen sind zwar unbedingt stabil, kénnen aber
aufgrund der komplizierten nichtlinearen Struktur im Allgemeinen nicht auf das komplette
Gleichungssystem angewendet werden. Das schnellste sich in der Atmosphire ausbreitende
Signal sind Schallwellen. Da man aber in der Regel eine relativ geringe vertikale Auflosung
benutzt, wiirden Schallwellen den erlaubten Zeitschritt auf unter eine Sekunde begrenzen.
Da aber das Hauptinteresse meteorologischen Prozessen gilt, die sich sehr viel langsamer
entwickeln, ist ein Zeitschritt im Sekundenbereich unnétig kurz. Deshalb benutzt man bis
heute in allen Modellen die auf grofler Skala arbeiten eine hydrostatische Approximation in
der die vertikale Komponente der Bewegungsgleichung durch die hydrostatische Gundglei-
chung ersetzt wird. In diesem System, auch primitive Gleichungen genannt, ist die vertikale

Ausbreitung von Schallwellen nicht mehr mdglich.

Ein weiteres Problem von Modellen, die auf den primitiven Gleichungen basieren, sind
Schwerewellen. Insbesondere externe Schwerewellen stellen Losungen dar, die sich hori-
zontal mit Geschwindigkeiten nahe der Schallgeschwindigkeit ausbreiten. Bei expliziten
Zeitschrittverfahren ist damit ein Zeitschritt im Bereich weniger Minuten erforderlich,
wenn man typische horizontale Auflésungen heutiger Klimamodelle zugrunde legt. Aber

auch ein solcher Zeitschritt ist noch unnétig klein gemessen an den uns interessierenden



Skalen. Um dieses Problem zu umgehen, haben sich zwei verschiedene Ansétze entwickelt:
Das erste ist ein “explizites Zeitsplittingverfahren” bei dem jeder Zeitschritt in zwei Teil-
schritte aufgespalten wird. Zunichst findet eine zeitliche Extrapolation iiber einen langen
Zeitschritt statt, der alle Terme beinhaltet mit Ausnahme der linearen Terme, die fiir die
Ausbreitung der Schwerewellen verantwortlich sind. Im Anschluf} daran werden nur diese
Terme in einer Serie von Extrapolationen mit einem kurzen Zeitschritt, der das CFL-Krite-
rium erfiillt, nachgefiihrt. Die zweite Alternative, die in Kwizak und Robert (1971) vorge-
stellt wurde, ist das semi-implizite Verfahren. Hierbei wird ein langer Zeitschritt benutzt
und die linearen Schwerewellen implizit behandelt, alle anderen Terme der Tendenzglei-

chung jedoch explizit.

Die meisten der heutigen Klimamodelle sind semi-implizite, spektrale Modelle. Der Begriff
Spektralmodell steht hier als Alternative zu den reinen Gitterpunktsmodellen. Die Unter-
schiede betreffen im wesentlichen den Aspekt der raumlichen Diskretisierung. Wahrend die
Diskretisierung und Losung der Differentialgleichungen in Gitterpunktsmodellen im physi-
kalischen Ortsraum stattfindet, ist bei den spektralen Methoden eine Transformation der
Felder zwischen Ortsraum und Wellenzahlraum der entscheidende Schritt. Der Durchbruch
gelang den Spektralmodellen mit Einfiihrung einer effizienten Methode zur Behandlung der
nichtlinearen Terme in der Vorticitygleichung, der sogenannten Transformationsmethode
(Eliasen et al., 1970; Orszag, 1970). In den spiten Siebzigern und den frithen Achtziger
Jahren haben eine Reihe von Wettervorhersagezentren von Gitterpunktsmodellen zu Spek-
tralmodellen gewechselt. Diesem Wechsel gingen einige Vergleichsstudien an verschiede-
nen Zentren voraus, wie z.B. Jarraud und Girard (1984). Die groBere Effizienz der
Spektralmodelle, die einfache Losung der Helmholtz-Gleichung und die leichte Behand-
lung von Horizontaldiffusion hoherer Ordnung sowie die Beseitigung des Polproblems

waren die ausschlaggebenden Griinde.

Robert (1982) fand heraus, da} selbst die Zeitschritte, welche das semi-implizite Zeit-
schrittverfahren erfordert, um die Stabilitit der Advektionsterme sicherzustellen, immer
noch unnétig klein sind. Das war ein Hauptgrund fiir Robert et al., (1985) Untersuchungen
anzustellen, mit dem Ziel den semi-Lagrangschen Ansatz in Wettervorhersagemodellen,
sowohl in spektralen Modellen als auch in Gitterpunktsmodellen, zu etablieren. Dieses Zeit-
schrittverfahren hat den Vorteil, dal der Advektionsterm nahezu unbedingt stabil integriert
werden kann und die Wahl von At hingt nur noch von den jeweiligen Genauigkeitsanforde-

rungen ab.

All den genannten Verfahren ist gemeinsam, daf sie das zu 16sende System partieller Diffe-

rentialgleichungen auf ein System algebraischer Gleichungen reduzieren. Wiahlt man z.B.



zur Diskretisierung der Differentialgleichung die Finite-Differenzen-Methode, werden
Ableitungen durch Differenzenquotienten ersetzt und aus den Differentialgleichungen wer-
den somit Differenzengleichungen. Welches Verfahren letztlich ausgewéhlt wird hingt oft
von der Problemstellung und den daran gekniipften Anforderungen ab. Als erste und wich-
tigste Regel sollte man sich vor Augen halten, daB es keine Methode gibt, die als eindeutig
beste bezeichnet werden kann, denn kein Verfahren ist frei von numerischen Fehlern. Eine
ganze Reihe von Schemen ist fiir die spezielle Anwendung, fiir die sie entworfen wurden
hervorragend geeignet, in anderen Fillen hingegen méglicherweise unbrauchbar. So wird in
der festgeschriebenen Version des Klimamodells am Max-Planck-Institut fiir Meteorologie,
ECHAM4, die Advektion von spezifischer Feuchte, Wolkenwasser und von chemischen
Tracern durch ein formerhaltendes semi-Lagrangsches Schema von Rasch und Williamson
(1990a) berechnet. Im Modell der nichsten Generation ist eine modifizierte Formulierung
dieses Schemas vorgesehen, wie z. B. in einem Beitrag von Rasch und Lawrence (1998)
nachzulesen ist. Die Advektion der anderen Groflen wird mittels spektraler Transformation
geldst wird. Der Grund fiir die Sonderbehandlung der erstgenannten Variablen ist, da} sie
in einem kleinskaligen Bereich stark variieren kénnen und positiv definit sind. Diese Eigen-
schaften werden durch die spektral abgeschnittenen Felder nur unzureichend wiedergege-

ben.

Auch die Geometrie des zu l16senden Problems spielt eine wichtige Rolle. Verfahren die bei
Fragestellungen in ein- oder zweidimensionalen kartesischen Koordinaten erfolgreich ange-
wendet werden, sind nicht a priori auch auf Kugelkoordinaten iibertragbar. Auf jeden Fall
mochte man erreichen, dafl die Eigenschaften der zugrundeliegenden Differentialgleichun-
gen auch Eigenschaften der diskretisierten Gleichungen sind. Wie Rood (1987) zeigt, 148t
sich schon am einfachen Beispiel der eindimensionalen Advektion von Rechteck- oder
Dreieckprofilen mittels konstanter positiver Geschwindigkeit das klassische Verhalten
numerischer Dispersion und Dissipation studieren. Obwohl diese Beispiele analytisch 16s-
bar sind gibt es kein numerisches Verfahren, welches eine vollkommen dispersions- und

dissipationsfreie exakte Lsung reproduziert.

Eine ganze Reihe unterschiedlicher Anforderungen werden, je nach vorliegendem Problem,
an ein numerisches Verfahren gestellt. Ein Differenzenquotient wird meistens als Approxi-
mation einer Ableitung verwendet. Die Approximation wird als konsistent bezeichnet,
wenn sie sich bei immer kleiner werdender Gitterweite der Ableitung nihert. Mathematisch
ist hierbei ein Grenziibergang der Gitterweite gegen Null gemeint. Eine wichtige Figen-
schaft, die eigentlich jeder Algorithmus erfiillen sollte, ist hinreichende numerische Genau-
igkeit. Setzt man die wahre Losung einer Gleichung in das numerische Schema ein, erhélt

man ein Maf fiir die numerische Genauigkeit. Dazu mufl man sich klar machen, daf} die



wahre Losung die numerische Gleichung immer nur bis auf einen Term ¢ erfiillt. Dieses €
wird als Abschneidefehler bezeichnet. Wenn man den Fehler in Form einer Taylor-Reihe
darstellt, wird die niedrigste Potenz der Gitterweite bzw. des Zeitschritts in ¢ als Genauig-
keitsordnung bezeichnet. Genaugenommen mufl man zwischen rdumlicher und zeitlicher
Genauigkeit unterscheiden, da die kleinsten vorkommenden Potenzen der Gitterweite und
des Zeitschritts nicht unbedingt gleich sind. Ferner ist zu beachten, daB eine hohe formale
Genauigkeit, wie sie aus einer Taylorentwicklung des verwendeten Algorithmus abge-
schitzt werden kann, nicht fiir jedes spezielle Problem automatisch eine genaue Lgsung zur
Folge hat. Ein gutes Beispiel ist die Behandlung von Schockwellen die per Definition eine
Diskontinuitit bilden, wodurch die Fehlerabschitzung aus Taylor-Reihen wenig aussage-
kriftig ist, Colella und Woodward (1984).

Eine weitere Forderung, die man stellen, muB ist die Stabilitét der numerischen Lésung, d.h.
sie muf} iiber den gesamten Integrationszeitraum giiltig sein. Oft wird auch gefordert, daf3
der Algorithmus lokal ist. Dies bedeutet, daB die Losung an einem Punkt nicht vom Feld an
weit entfernten Punkten beeinflufit wird. Ein Verfahren wird als monoton bezeichnet, wenn
sich bei reiner Advektion keine neuen Extrema bilden kénnen. Diese Definition wird bei
Rasch und Williamson (1990a) als shape-preserving bezeichnet, desweiteren findet man in
der Literatur auch den Begriff “non-oscillatory”, der in gleichem Sinne benutzt wird. Eine
schwiichere Forderung als Monotonie ist die Positivitit einer Methode. Damit meint man,
dafB} Felder die anfangs nur positive Werte haben auch positiv bleiben. Integriert man tiber
lange Zeitrdume, wie es in Klimasimulationen geschieht, ist die Erhaltung von z.B. Masse
und Energie bedeutsam, da diesen fundamentale physikalische Prinzipien zugrunde liegen,
deren Verletzung Auswirkung auf die Ergebnisse haben kann. Bei zunehmender Komplexi-
tit heutiger Modelle ist es neben den genannten Eigenschaften ebenso wichtig, ob das Ver-
fahren leicht nachvollziehbar ist und auf einfachen Vorstellungen beruht. SchlieBlich ist es
natiirlich sinnvoll, da} das Verfahren effektiv ist und die notige Rechenzeit in einem ver-

niinftigen Verhéltnis zu den erwarteten Verbesserungen steht.

1.1 Entwicklung der semi-Lagrange Methode

Die Weiterentwicklung und Verbesserung numerischer Verfahren hat in den letzten 10-15
Jahren insbesondere auf dem Gebiet der semi-Lagrange-Methoden bedeutende Fortschritte
erzielt. Von den ersten Ideen, die in den fiinfziger und sechziger Jahren in den Arbeiten von
Fjortoft (1952), Wiin-Nielsen (1959), Krishnamurti (1962), Sawyer (1963) und Leith (1965)
entwickelt wurden fand sich in den siebziger Jahren keine nennenswerte Fortsetzung. Im
Bereich der Meteorologie wire lediglich die Arbeit von Purnell (1976) zu nennen. Es dau-

erte bis zur Mitte der achtziger Jahre, ab der eine konsequente und systematische Verbesse-



rung dieser Methode erfolgte. Am Anfang standen ein- und zweidimensionale Tests,
MecDonald (1984), Pudykiewicz und Staniforth (1984), Staniforth und Pudykiewicz (1985),
Ritchie (1986), McDonald (1987), Temperton und Staniforth (1987), es folgte die Losung
der Flachwassergleichungen auf der Kugel, Ritchie (1987), Coté (1988), Ritchie (1988),
Coté und Staniforth (1988), McDonald und Bates (1989), Bates et al. (1990), und schlief3-
lich experimentierte man mit komplexen dreidimensionalen Modellen und deren operatio-
nelle Anwendung, Robert et al. (1985), McDonald (1986), McDonald und Bates (1987),
Tanguay et al. (1989), Ritchie (1991), Leslie und Purser (1991). Die wichtigste Anwendung
ist zweifellos die Behandlung der Advektion in Atmosphiren- und Tracertransportmodel-
len. Das wachsende Interesse an semi-Lagrangscher Advektion ist auf eine ganze Reihe
positiver Eigenschaften zuriickzufiihren. Die bedeutendste Eigenschaft ist die Uberwindung
des CFL-Kriteriums. Aufler dem lingeren Zeitschritt sind hohe numerische Genauigkeit,
ein kleiner Phasenfehler und geringe numerische Dispersion ein weiterer Vorteil. Die
Arbeiten von Robert (1981, 1982) haben ferner gezeigt, dal sich die semi-Lagrangsche
Methode sehr gut mit dem semi-impliziten Zeitschrittverfahren verbinden l4t. Die Mono-
tonie oder Positivitit eines Signals kann durch zusétzliche Bedingungen ebenfalls erreicht

werden.

1.2 Die Erhaltung globaler Eigenschaften

Ein Nachteil ist aber, da} semi-Lagrange-Verfahren die formale Erhaltung globaler Inte-
gralinvarianten, wie z.B. die Gesamtmasse innerhalb des Modellgebietes, die Gesamtener-
gie der Stromung, der Gesamtdrehimpuls oder aber das Mischungsverhiltnis passiver
chemischer Konstituenten, nicht gewéhrleisten. In Modellen, die zur numerischer Wetter-
vorhersage benutzt werden und damit Integrationszeiten von typischerweise bis zu 10
Tagen haben mag dieser Mangel kein ernsthaftes Problem darstellen. Bei langen Integratio-
nen, wie sie in der Klimaforschung iiblich sind, kann man die Auswirkungen aber nicht

mehr vernachlissigen.

Moorthi et al. (1995) berichten iiber ein Experiment in welchem sie eine systematische
Massenzunahme beobachteten. Bei dem verwendeten Modell handelte es sich um ein
semi-implizites semi-Lagrangsches Globalmodell mit vollsténdiger physikalischer Parame-
trisierung. Die Anfangsfelder waren Analysedaten vom 1. November 1992 um 00 UTC.
Wihrend der siebzehnmonatigen Integration stieg der global gemittelte Bodendruck um 34
hPa an, die Anstiegsrate war nicht zeitlich konstant. Mit der Wahl anderer Modellparameter
konnte die Zunahme zwar erheblich reduziert werden, aber die im Experiment benutzten

Parameter lieferten andererseits die beste Vorhersagegiite und Klimastatistik.



Laprise (1988) zitiert eine Integration die mit einem spektralen Modell und Eulerschem
Zeitschrittverfahren durchgefiihrt wurde. Die horizontale Auflosung war T20 und vertikal
hatte man 10 Level zur Verfligung. Hier wurde ein Nettomassenverlust beobachtet, der
einer Abnahme des global gemittelten Bodendrucks von 0.3 hPa pro Jahr entspricht.

Ein weiteres Beispiel ist die Arbeit von Gravel und Staniforth (1994). Sie benutzten ein
semi-Lagrangsches Flachwasser-Modell und fiihrten 100 Tage Integrationen bei 4 verschie-
dene Auflésungen durch. Der verwendete Zeitschritt war in allen Fillen At = 6 min. In der
Abb. 1.3 ist die mittlere geopotentielle Hohe als Funktion der Zeit dargestellt. Man erkennt,
daB bei keiner Auflosung die Gesamtmasse erhalten bleibt und die Nichterhaltung ist bei
der groben Auflosung am gréfiten, wihrend bei der feinen Aufldsung die Erhaltung noch
am besten gewihrleistet ist. Ob ein Massenverlust oder eine Massenzunahme vorliegt, ist in

diesem Modell auflgsungsabhingig.
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Abb. 1.3 Figur 1 aus Gravel und Staniforth (1994). Mittlere geopotentielle H6he als
Funktion der Zeit bei vier verschiedenen Auflésungen, die in der Abbil-
dung durch unterschiedliche Linientypen dargestellt sind.

SchlieBlich bestitigen auch die Untersuchungen, die mit Hilfe des operationellen Modells
am Europidischen Zentrum fiir mittelfristige Wettervorhersage (EZMWF) durchgefiihrt
wurden (Machenhauer, personliche Mitteilung) die bisher gewonnenen Erkenntnisse. Den
Experimenten lag Modellzyklus 39 zugrunde und die Integrationszeit betrug 120 Tage mit
beobachteter Meeresoberflichentemperatur (SST), von Mai bis August 1987. Zudem wur-
den einmal eine semi-Lagrangsche Version (SL) mit einem Zeitschritt von At = 22.5 min
und eine Eulersche Version (EU) mit At =15 min in T63 Auflosung verglichen. In Abb. 1.4
ist der zeitliche Verlauf des global gemittelten Bodendrucks des semi-Lagrangschen Expe-
riments dargestellt und Abb. 1.5 zeigt das Resultat fiir das Eulersche Modell.
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Abb. 1.4 Global gemittelter Bodendruck wahrend der Integrationsperiode mit
der SL-Modellversion.
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Abb. 1.5 Global gemittelter Bodendruck wahrend der Integrationperiode mit
der EU-Modellversion.



Im ersten Fall kann man einen systematischen Massenverlust entsprechend einer Abnahme
von etwa 4.5 hPa beobachten, im letzten Fall hingegen eine Massenzunahme entsprechend
etwa | hPa. Bei allen Experimenten ist es naheliegend anzunehmen, daf3 sich Fehler in der
Vorhersagegleichung fiir den Bodendruck systematisch anhdufen. Die groBen Abweichun-
gen im global gemittelten Bodendruck lassen vermuten, da3 die lokalen Fehler sogar noch
groBer sind. Die dreidimensionale Struktur dieses Fehlers ist ebenso unbekannt wie mogli-
che Auswirkungen auf die interne Dynamik des Modells. Der Fehler ist zwar bei der Euler-
schen Version kleiner als bei den semi-Lagrangschen Experimenten, dennoch méchte man
die positiven Eigenschaften der semi-Lagrangschen Methode nicht aufgeben. Ein globaler
Massenfixer, der in diesem Modell schlieBlich verwendet wurde um die Massenerhaltung
zu gewihrleisten, ist nur eine unbefriedigende Losung. Aufgrund der lokalen Natur des
numerischen Fehlers scheint eine globale Korrektur nicht geeignet das Problem zu 16sen, da
die Korrekturen dann nicht ausschlieBlich an den Stellen wirken an denen auch der Fehler
auftritt.

1.3 Aufbau der Arbeit

Nach dieser Einleitung folgt im zweiten Kapitel ein Uberblick verschiedener Entwicklun-
gen im Bereich semi-Lagrangscher Methoden, die sich dem Aspekt der Massenerhaltung
widmen. Vor- und Nachteile der jeweiligen Verfahren werden diskutiert. Im dritten Kapitel
folgt dann eine Beschreibung des in dieser Arbeit vorgestellten und getesteten Ansatzes in
einer Dimension. Einfache Experimente erlauben eine erste Beurteilung der Eigenschaften
und der Brauchbarkeit dieser Methode. In Kapitel 4 wird dann gezeigt, wie die Methode auf
zweidimensionale Probleme ausgedehnt werden kann. Dies wird zunichst in kartesischen
Koordinaten vollzogen bevor dann im fiinften Kapitel die speziellen Probleme in Polnéhe
bei Fragestellungen in sphérischen Koordinaten diskutiert werden. Dann wird auch das Ver-
halten bei verschiedenen Auflésungen anhand des einfachen Beispiels der Advektion einer
zweidimensionalen, kosinusformigen Glockenfunktion beleuchtet. Der Transport erfolgt
dabei direkt iiber den Pol, entlang des Aquators und jeweils in kleinen Winkeln abweichend
von diesen Extremfillen. Im sechsten Kapitel wird dann eine Situation mit realen Windfel-
dern getestet. Die transportierte Groe ist hier die potentielle Vorticity. Nach den zweidi-
mensionalen Experimenten wird schlieflich im siebten Kapitel gezeigt, wie die
Erweiterung auf drei Dimensionen funktionieren kann. Ferner wird iiber die Anwendung
des Verfahrens auf den kompletten Satz der primitiven Gleichungen nachgedacht und tiber
die Verbindung des neuen Verfahrens mit dem semi-impliziten Zeitschrittverfahren disku-
tiert. Im achten Kapitel werden die Ausfiihrungen dann mit einer Diskussion und einem
Ausblick beschlossen.
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2. Ansatze zur Lésung des Erhaltungsproblems

Die Moglichkeit bei semi-Lagrange-Verfahren ohne Verlust an Genauigkeit einen lingeren
Zeitschritt zu wihlen als bei Euler-Verfahren hat dazu gefiihrt, da3 diese Methode in den
letzten Jahren zunehmend Einzug in Modelle der numerischen Wettervorhersage gefunden
hat. Fiir Klimasimulationen ist diese Methode natiirlich besonders interessant, da der lin-
gere Zeitschritt verbunden mit hoher numerischer Genauigkeit eine Steigerung der Effizi-
enz verspricht, die gerade bei langen Integrationszeiten wiinschenswert ist. Andererseits ist
der Nachteil, daf} die Methode in Bezug auf die Erhaltung global integrierter Eigenschaften
nicht konservativ ist, bei Integrationszeiten von mehreren Monaten bis mehreren Jahrzehn-
ten besonders schwerwiegend. So ist es nicht verwunderlich, da} diesem Problem in den
letzten Jahren von unterschiedlichen Gruppen, die sich mit der Weiterentwicklung numeri-
scher Methoden beschiftigen, besondere Aufmerksamkeit gewidmet wurde. Im folgenden
werde ich einen Uberblick iiber bisher entwickelte Ansitze geben, wobei ich mich aus den
schon: geschilderten Griinden auf semi-Lagrangsche Methoden beschrinke. Ebenso erhebe
ich keinen Anspruch auf Vollstandigkeit der Aufzahlung. Zunichst aber méchte ich die
Prinzipien der semi-Lagrange-Methode, die allen folgenden Ausfiihrungen zugrunde liegt

anhand eines einfachen Beispiels erldutern.

Das klassische Problem der passiven Advektion eines skalaren Feldes in einer Dimension

eignet sich dazu in besonderer Weise. Die Gleichung dazu lautet:

%)=%)+u-g—d£=0. (2.1)
Hier bezeichnet ¢ = ¢(&,t) das zu transportierende skalare Feld, das nur von der Zeit t und
der rdumlichen Koordinate £ abhéngt und fiir das eine Anfangsbedingung ¢(&,0) vorgege-
ben ist. d&/dt = u(&,t) ist die Geschwindigkeit mit der das Feld transportiert wird. Gleichung
(2.1) bringt zum Ausdruck, daB ¢ entlang einer Trajektorie konstant ist. Setzt man die
Advektionsgeschwindigkeit u(g,t) = c(&) zeitlich konstant, 148t sich sogar eine analytische

Losung fiir das Problem angeben.

In Abb. 2.1 sind die Verhiltnisse fiir ein sogenanntes Drei-Schritt-Verfahren vereinfacht
dargestellt, wobei sich der Zusatz ’Drei’ auf die Anzahl der involvierten Zeitebenen
bezieht. Die Darstellung und Notation ist in Anlehnung an Figur 1 aus Staniforth und Cote
(1991) gewihlt. Die durchgezogene Kurve AC in der (§-t)-Ebene bezeichnet die exakte
Trajektorie, die zum Zeitpunkt t,+At am Gitterpunkt mit der Koordinate &, endet, n bzw. m

sind der zeitliche bzw. rdumliche Laufindex. Da man diese aber im allgemeinen nicht kennt
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wird sie durch eine lineare Trajektorie A’C approximiert, die in der Abbildung als gestri-

chelte Linie dargestellt ist.

t A

T T T £
E.>m'2am E.am'am ém

Abb. 2.1 Schematische Darstellung eines Drei-Schritt-Verfahrens:
Die durchgezogene Linie stellt die exakte Trajektorie dar,
die zum Zeitpunkt t,+At am Gitterpunkt &,,, endet. Die gestri-
chelte Linie stellt die approximierte Trajektorie dar. o, ist
die Distanz, um die das Luftpaket wahrend At nach &, ver-
schoben wurde.

A’ heit Anfangs- oder Startpunkt, B Mittelpunkt und C Endpunkt der Trajektorie. Unter
der Annahme, daf3 $(&,t) an allen Gitterpunkten &, zu den Zeitpunkten t,-At und t,, bekannt
ist 148t sich das Feld an diesen Gitterpunkten zur Zeit t,+At aus der diskretisierten Form von
Gleichung (2.1) bestimmen. Diese lautet

¢(E.>m’ n +‘ﬁt)_¢(§m_ m? n At)
2At

(2.2)

wobei o, die Distanz ist, die das Luftpaket in der Zeit At zuriicklegt. Wenn dieser Wert
bekannt ist, kann man ¢ am Endpunkt der Trajektorie einfach durch Interpolation des Feldes
am Anfangspunkt (&,-2a.,,) berechnen. Um o, zu bestimmen niitzt man die Tatsache, daf3
der Kehrwert der Steigung der Trajektorie gleich der Geschwindigkeit am Mittelpunkt der
Trajektorie ist, es ergibt sich

= Atu(€,, — o, t,) - (2.3)
Gleichung (2.3) ist implizit und kann mit Hilfe folgender Beziehung iterativ gelost werden:

(kﬂ) = Atu(g - m, t), (2.4)
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mit einer geeigneten Anfangsbedingung ocm(o). Die Geschwindigkeit u muf3 dabei zwischen
Gitterpunkten interpoliert werden. Der Algorithmus lautet nunmehr:

* Berechne o, an allen Gitterpunkten &, mit Hilfe von (2.4).
* Berechne ¢ an allen Startpunkten (&,-20,,) durch ein geeignetes Interpolationsverfahren.
 Ermittle ¢ zum neuen Zeitpunkt t,+At an den Punkten &, aus (2.2).

Dieses Verfahren ist mehrfach verindert und verbessert worden. Den grofiten Spielraum
bietet zum einen die Art und Weise der Interpolationen und zum anderen haben beispiels-
weise Temperton und Staniforth (1987), sowie McDonald und Bates (1987) die erfolgreiche
Erweiterung zu einem Zwei-Schritt-Verfahren demonstriert. Weiterhin konnte gezeigt wer-
den, daB es ausreichend ist fiir die Bestimmung der o, eine lineare Interpolation zu ver-
wenden wenn fiir die Interpolation von ¢ an den stromaufwirtsgelegenen Punkten kubische
Interpolation benutzt wird. Die Anzahl der Iterationen kann auf zwei beschridnkt werden,
Staniforth und Pudykiewicz (1985), Temperton und Staniforth (1987), Bates et al. (1990).

Eine ganze Reihe von Modifikationen hat sich damit befaBt das klassische semi-Lag-
range-Schema so zu veridndern, daf3 die Erhaltung global integrierter Eigenschaften gewéhr-
leistet ist. Eine Unterscheidung, die unterschiedliche Konzepte représentiert, ist fiir eine
erste Einteilung ganz hilfreich. Auf der einen Seite steht die Idee individueller Stromungs-
teilchen, die sich mathematisch in Gitterpunkten &uflern. Auf der anderen Seite steht die
Vorstellung von Boxen oder Zellen, die durch Gitterpunkte definiert werden und innerhalb
derer sich die zu untersuchende Eigenschaft kontinuierlich verteilt. Letztere 143t kann man
noch unterteilen in Methoden die den FluB einer Eigenschaft durch die Winde der Gitter-
box in den Mittelpunkt stellen und in Verfahren, die den Transport einer ganzen Box
betrachten. Rood (1987) hat erstere als “teilchenorientierte’ Verfahren bezeichnet wihrend
er letztere als *volumenorientierte Verfahren’ klassifiziert hat. Eine Art Mittelstellung neh-
men in dieser Klassifizierung die fluBorientierten Verfahren ein. Unter diesem Gesichts-
punkt wird nun die Modifikation klassischer semi-Lagrange-Methoden zu konservativen

Verfahren unterschieden.

2.1 Teilchenorientierte konservative semi-Lagrange-Verfahren

Rasch und Williamson (1990a) untersuchten intensiv den semi-Lagrangschen Transport von
Wasserdampf. Als Grundlage des Vergleichs nahmen sie einmal ein klassisches
semi-Lagrangsches Transportschema mit einer Interpolation basierend auf Lagrangschen
Polynomen und zum zweiten einen gestalterhaltenden Algorithmus dessen Entwicklung in
den Arbeiten von Rasch und Williamson (1990b), Williamson und Rasch (1989) und Willi-
amson (1990) beschrieben ist. Ein Merkmal ihrer Methode ist, daB die Erhaltungseigen-
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schaft nicht implizit durch das verwendete Verfahren erfiillt wird sondern durch zusitzliche
Bedingungen quasi erzwungen wird. Die zusitzlichen Bedingungen werden in ihrer Arbeit
Fixer genannt und wirken sich auf die Eigenschaft der Positivitdt und Erhaltung der totalen
Masse des Wasserdampfes aus. Die Anwendung klassischer Interpolationsverfahren hhe-
rer Ordnung zur Bestimmung der spezifischen Feuchte fiihrt einerseits zu negativen Werten
und andererseits zu systematischer Massenzunahme oder Massenabnahme. Um diese Defi-
zite zu beheben, gehen Rasch und Williamson (1990a) im wesentlichen folgendermafen

Vor.

» Anwendung eines lokalen Fixers F| (Williamson et al., 1987) der negative Werte von q
an einem Gitterpunkt auf Null setzt und dabei die fehlende Masse von den Nachbarpunk-
ten abzieht, dessen Masse dabei proportional reduziert wird. Ist an den Nachbarpunkten
nicht gentigend Masse vorhanden passiert zunéchst nichts und das Verfahren wendet sich
dem nichsten Punkt zu. Diese Prozedur wird fortlaufend in allen Breitenkreis-Hohe Ebe-
nen durchgefiihrt.

» Unter Schritt 1 kann der Fall eintreten, daB3 die benachbarten Punkte nicht geniigend
Masse zur Verfligung stellen kénnen und negative q-Werte iibrigbleiben. Dann wird ein
globaler Fixer F; eingesetzt der die negativen Werte auf Null setzt.

* Fine Massenbilanzierung entscheidet nun {iber den Umfang der noch notwendigen
Renormalisierung. Dazu werden alle Werte von q mit einer Konstanten multipliziert, so
daf3 die Gesamtmasse derjenigen vor Beginn des semi-Lagrangschen Advektionschritts
entspricht.

Ein Nachteil der beschriebenen Prozedur liegt darin, dal die Massenerhaltung lediglich
durch globale Verteilung des Massendefizits erreicht wird, obwohl der Fehler lokal unter-
schiedlich grof} ist. Einige Hinweise in obiger Untersuchung lassen vermuten, daf der Feh-
ler in Regionen mit groem Gradienten der betreffenden Eigenschaft besonders grof ist.
Der grofite Fehleranteil fillt daher auf den vertikalen Transport. Weiterhin ist zu bedenken,
daf} die Massenverlagerung infolge des Fixers selbst einen Transport von Masse darstellt,

dem kein erkennbarer physikalischer ProzeBl zugrunde liegt.

Die Methode von Priestly (1993) stellt eine Erweiterung der quasi-monotonen semi-Lag-
range-Methode von Bermejo und Staniforth (1992) dar. Diese basiert auf der Monotoniebe-
dingung, dal ein interpolierter Wert zwischen dem Maximum und Minimum der vier
benachbarten Gitterpunkte liegen muB. Benutzt man eine Kombination zwischen linearer
Interpolation und einer Interpolation hoherer Ordnung, so kann die Monotoniebedingung
durch den Spielraum, der sich durch die unterschiedliche Gewichtung der Interpolationen
ergibt, erfiillt werden. Priestly wihlt diese Gewichtung so, da3 die Monotoniebedingung
zwar erfiillt bleibt aber die kombinierte Lésung nicht unbedingt moglichst nahe an der
Losung der Interpolation hoherer Ordnung liegt. Wenn o, den Gewichtungsparameter
bezeichnet und oy ™** den optimalen Wert am Gitterpunkt k, dann ist
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0 <oy <o?x, (2.5)

Dadurch gewinnt er zuséitzlichen Spielraum fiir die Erfiillung einer weiteren Bedingung,
némlich die Erhaltung einer global integrierten Eigenschaft. Ziel seines Algorithmus ist
nach jedem Zeitschritt die Minimierung der Differenz zwischen der totalen Masse der
Eigenschaft zu Beginn der Integration und der totalen Masse der Eigenschaft nach den
Interpolationen des jeweiligen Zeitschrittes. Dazu wird oy an einigen Stellen k weiter in

Richtung linearer Interpolation verschoben.

Gravel und Staniforth (1994) haben diesen Algorithmus auf die Flachwassergleichungen
ausgedehnt um auch GroBen wie die Gesamtmasse der Stromung zu erhalten, die im Gegen-
satz zu passiv transportierten Grofen nicht explizit in den Gleichungen vorkommen. Das

Verfahren stellt sich dann folgendermalien dar:

* Zu Beginn der Integration wird einmal die Gesamtmasse der Atmosphire M©@aus dem
zeitabhingigen Teil des Geopotentials berechnet. Alle folgenden Schritte werden zu
jedem Zeitschritt durchgefiihrt.

+ Je eine lineare und kubische Interpolation des entsprechenden Anteils der Kontinuitits-
gleichung am Anfangspunkt der Trajektorie.

» Berechnung des optimalen Koeffizienten o der einerseits die kubische Interpolation
moglichst hoch gewichtet und andererseits die Monotoniebedingung, wie oben beschrie-
ben, nach Bermejo und Staniforth erfiillt.

« Berechnung der neuen Gesamtmasse der Atmosphire M®Y-

« Falls M"Y groBer (kleiner) als MO ist, werden die Koeffizienten o an denjenigen Git-
lerpunkten erniedrigt wo die kubische Interpolation einen gréBeren (kleineren) Wert lie-
fert, vorrausgesetzt die Korrektur verletzt weiterhin nicht die Monotoniebedingung.

Der recht einfache Ansatz von Gravel und Staniforth (1994) hat gegeniiber dem Prinzip der
Gleichverteilung des Massendefizits bzw. Masseniiberschuf3 auf alle Gitterpunkte den Vor-
teil, da3 eine Korrektur nur an einigen wenigen Punkten erfolgt. Allerdings ist zu bemin-
geln, dafl die GréBenordnung dieser Korrektur eine gewisse Beliebigkeit zuldBt und im
Endeffekt eine Art Gleichverteilung unter den in Frage kommenden Gitterpunkten stattfin-
det. Weiterhin beinhaltet diese Methode auch die Moglichkeit, daB an einigen Punkten
keine Korrektur vorgenommen wird, wenn ndmlich dadurch die Monotoniebedingung wie-
der verletzt wiirde. Die in Kapitel 1.2 erwihnten Experimente von Gravel und Staniforth

liefern bei einer Auflosung von 2.5 Grad nun folgende Ergebnisse.
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Abb. 2.2 Figur 2 aus Gravel und Staniforth (1994). Darstellung der mittleren
geopotentiellen Héhe mit und ohne Massenerhaitung
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Abb. 2.3 Figur 4 aus Gravel und Staniforth (1994). Veranderung der normierten
Gesamtenergie mit und ohne Massenerhaltung

Ein interessanter Nebeneffekt ist, wie in Abb. 2.3 zu sehen ist, daB als Folge der Massener-
haltung auch die Erhaltung der Gesamtenergie signifikant verbessert wird. Allerdings ist
dies zu verstehen, wenn man bedenkt, da} sich in einem Flachwassermodell die Gesamten-

ergie aus kinetischer und potentieller Energie zusammensetzt, es ist

Eror = 0,5-hV>+0,5-gh’. (2.6)
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Letzterer ist der weitaus dominierende Anteil und die Erhaltung der Gesamtmasse wirkt
sich natlirlich direkt darauf aus. In Gleichung (2.6) ist V der Betrag der Geschwindigkeit, g
die Gravitationsbeschleunigung und h die Héhe.

SchlieBlich muf3 auch noch das von Leslie und Purser (1995) entwickelte dreidimensionale
massenerhaltende semi-Lagrange-Schema erwihnt werden, da hier einige neue Gedanken
auftauchen. Einzelne Schritte dieser Methode sind in fritheren Arbeiten schon entwickelt
worden, wie z.B. in Purser und Leslie (1988, 1991 und 1994) sowie Leslie und Purser
(1991). Der Kern ihres Verfahrens besteht darin als Ausgangspunkt anstelle der zu erhalten-
den GroBe dessen Integral zu betrachten. Da sie, im Gegensatz zu den bisher vorgestellten
Methoden, Vorwirtstrajektorien benutzen, miissen sie ausgehend von der Dichteverteilung
auf dem Lagrangschen Gitter schrittweise zu der neuen Verteilung auf Eulerschen Gitter-
punkten gelangen. Dies wird durch eine Kaskade von Operationen (Integration, Interpola-
tion und Differentation) fiir jede Koordinatenrichtung einzeln vollzogen wihrendessen die
anderen Richtungen festgehalten werden, Leslie und Purser (1995). Da die Kaskadentech-
nik mit eindimensionalen Operationen auskommt ist der Rechenaufwand verh&ltnismaBig
gering. Die Autoren erwdhnen aber auch, dal die Methode nur funktioniert, wenn die Ver-
zerrungen des Lagrangschen Gitters {iber einen Zeitschritt nicht zu groB sind. Insbesondere
in der Nihe der Pole kann es ihrer Meinung nach zu einer Verletzung dieser Bedingung

kommen und die Methode liefert dann keine zufriedenstellenden Ergebnisse.

2.2 FluBorientierte konservative Methoden

In diesem Abschnitt werden Methoden vorgestellt, die das Problem unter dem Aspekt des
Transports eines bestimmten Volumens sehen. Obwohl einige der im folgenden erwihnten
Verfahren keine semi-Lagrange-Verfahren in oben beschriebenem Sinn sind, werden sie

aufgrund konzeptioneller Ahnlichkeiten, die einen langen Zeitschritt erlauben, aufgefiihrt.

In einer Arbeit von Allen et al. (1991) wird die Erweiterung eines eindimensionalen van
Leer Schema (van Leer 1974, 1977; 1979), welches eine Klasse monotoner, stromaufwérts
gerichteter Transportverfahren représentiert, fiir die Anwendung in einem dreidimensiona-
len Tracertransportmodell beschrieben. Die Losung der eindimensionalen Advektionsglei-

chung (2.1) folgt einer Idee, die in Gleichung (2.7) konzeptionell zum Ausdruck kommt:

new = gait 2Ly pgy (Flug), 27
¢ ¢ A(\::,{( u )rechts ( u )lmks}' ( - )

$pneu UNd ¢,y ist der neue bzw. alte Wert des Dichtefeldes im Zentrum der Gitterbox, At ist
der verwendete Zeitschritt, AZ die Breite der Gitterzelle und (F1uB),ecpis/1inks Deschreibt die
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zeitliche Rate des Massentransfers durch den rechten bzw. linken Rand von stromaufwirts
gelegenen Gitterzellen ausgehend. Diese Rate wird bestimmt, indem man die Massendichte
am Rand zu den Zeitpunkten t und t+At abschitzt und den zeitlichen Mittelwert mit der
Advektionsgeschwindigkeit am Rand multipliziert. Die Abschitzung der Dichte am Rand
erfolgt tiber eine stromaufwirts gerichtete Extrapolation der Steigung des Dichtefeldes. Die
Bestimmung dieser Steigung kann dann so gewihlt werden, dal man ein monotones
Schema erhilt (van Leer 1977, 1979). Die Anwendung auf eine dreidimensionale Tracer-
transportgleichung wird iiber eine unabhéngige Berechnung der entsprechenden Terme in
den drei verschiedenen Richtungen vollzogen. Obwohl bekannt ist, daBB Richtungssplitting
zusitzliche Fehlerquellen mit sich bringt, Smolarkiewicz (1984), ist das Problem bei Ver-
fahren des van Leer Typs bisher nicht bekannt. Ein geringer Phasenfehler und die Eigen-
schaft Tracerkorrelationen zu erhalten machen es attraktiv, ein Nachteil ist jedoch eine

betréchtliche implizite Diffusion insbesondere bei niedriger Auflésung.

Die gleiche Idee wurde auch in einer Arbeit von Lin et al. (1994) aufgegriffen. Durch eine
verdnderte Bestimmung der Steigung des Dichtefeldes kann die strenge Monotoniebedin-
gung durch die weniger strenge Positivititsbedingung ersetzt werden, d.h. negative Werte
werden zwar ausgeschlossen, ein UberschieBen iiber das Maximum hinaus ist jedoch
erlaubt. Weiterhin wird gezeigt, daB bei Verwendung einer globalen Begrenzung des Maxi-
mums der transportierten Eigenschaft, die Monotonie zwar lokal verletzt werden kann, aber
die implizite Diffusion betréichtlich reduziert werden kann. Falls dies nicht ausreicht wird
empfohlen ein Verfahren hoherer Ordnung, Colella und Woodward (1984), zur Bestim-

mung der Dichte an den Wénden der Gitterbox zu verwenden.

In den Arbeiten von Lin und Rood (1996) sowie Leonard et al. (1996) wird ein mehrdimen-
sionales semi-Lagrange-Verfahren in FluBform-Formulierung vorgeschlagen. Traditionelle
Operator-Splitting Techniken, wie sie auch bei den oben genannten Autoren verwendet
werden, haben den Vorteil, daB} sie automatisch einen transversalen Beitrag zu den Normal-
komponenten der Fliisse einfiihren, der aus Stabilititsgriinden auch notwendig ist. Nimmt
man fiir die Berechnung der eindimensionalen Beitrige Operatoren in advektiver Form an,
lautet die Operatorform der Gleichung fiir den Zellmittelwert eines skalaren Feldes zum
neuen Zeitpunkt &)ax ,

dax = (1+X,)(9) (28)

mit X,(0) = ¢“M0:20) - ¢:°9)). o'P ist jeweils der effektive eindimensionale Fluf
des skalaren Feldes senkrecht durch die Seitefldche einer Gitterzelle. Fiir die Bezeichnung

der Richtung wurde die iibliche Kompassnotation benutzt. x bezeichnet die Koordinaten-
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richtung und c die entsprechende Normalkomponente der Courantzahl. Der Index a steht fiir
die advektive Form des Operators. Addiert man dazu das Resultat, welches sich ergibt wenn

man den entsprechenden Operator auf (2.8) in y-Richtung angewendet, so ist

—n iy
¢ax)' = (1 + Xa ] Ya + XaYa)(d) ) (2.9)

die advektive Form flir das Operator-Splitting. Das Analogon zu (2.9) fiir die Operatoren in

konservativer FluBform ist

. _
dxy = (1+ X, +Y, + X, Y, )(9), (2.10)

1D

W cxo<|)1D ist. Der wesentliche Unterschied zwischen
(o]

wobei diesmal aber Xk((I)-) = Cy 0

advektiver Form und konservativer FluBform liegt in der Behandlung der Geschwindigkei-
ten, Smolarkiewicz und Rasch (1991). In der konservativen Betrachtung sind die Geschwin-
digkeiten fiir die Seitenfldchen einer Zelle individuell verschieden. In der advektiven Form
beziehen sie sich jedoch auf das Zellvolumen, welches von den Seiten umschlossen wird.
Nun 146t sich leicht iiberpriifen, daB mit der advektiven Form in einem solenoiden Stro-
mungsfeld ein anfinglich homogenes skalares Feld auch in der Folge homogen bleibt, die
Masse des skalaren Feldes ist jedoch nicht erhalten, Leonard et al. (1996). Die konservative
Form erfiillt hingegen genau die letzte Eigenschaft, verletzt aber die erste. Die oben
genannten Autoren zeigen, daf3 eine Kombination der beiden Formulierungen beide Eigen-
schaften gleichzeitig erfiillen kann. Im ersten Schritt erfolgt die Berechnung des neuen Fel-
des in z.B. x-Richtung mittels des advektiven Operators X,. Im zweiten Schritt wird auf
das Ergebnis des ersten in y-Richtung der konservative Operator Y angewendet und bildet

zusammen mit einem separaten konservativen Schritt in y-Richtung das neue skalare Feld

¢*. Anstelle von (2.9) oder (2.10) ergibt sich dann,
-+ —
Oxy = (1 + X+ Y, + Y, X, )(9). (2.11)

Kehrt man die Reihenfolge der Berechnungen um, erhélt man

- _
dyx = A+ X +Y, + X, Y )(0). (2.12)

Der schlieBlich von Leonard et al. (1996) verwendete Algorithmus wechselt in jedem Zeit-
schritt zwischen (2.11) und (2.12) ab. Die zugrunde liegenden eindimensionalen Operatoren
bauen auf den Arbeiten von Allen (1991) und Lin et al. (1994) auf. Ein weiteres Merkmal
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ihrer Methode, die Verwendung von Zeitschritten jenseits des CFL-Stabilitétskriteriums,

macht sie natiirlich besonders effizient.

@
|
|
|
f
I

Abb. 2.4 Interpretation des Algorithmus von Leonard fir ein
gleichférmiges Geschwindigkeitsfeld. Die schraffierte
Flache ist eine Gitterzelle die am Ende des Zeit-
schritts in der stark umrandeten Flache endet.

Im Spezialfall gleichférmiger Geschwindigkeit zeigt Abb. 2.4 eine Interpretation des
beschriebenen Verfahrens, nimlich eine Art Verschiebung von Gitterzellen entlang von tra-
Jjektoriendhnlichen Linien. Eine Erweiterung des Zeitschritts auf Werte jenseits des
CFL-Kriteriums ist vergleichbar mit den Methoden von LeVeque (1985), Roache (1992)
und Leonard (1994) fiir eindimensionale Fragestellungen. Sie hat konzeptionelle Ahnlich-
keiten mit nicht interpolierenden semi-Lagrange-Methoden der Trajektorienbestimmung
Ritchie (1986) und Smolarkiewicz und Rasch (1991) und baut auf einer Verschiebung des
Signals um eine ganzzahlige Anzahl von Gitterboxen gefolgt von einer Verschiebung um

den Bruchteil einer Maschenweite, die mittels eines Euler-Verfahrens berechnet wird.

Eine sehr genaues und wenig diffusives Advektionsverfahren, das auf der Erhaltung von
Momenten zweiter Ordnung basiert ist bei Prather (1986) beschrieben. Allerdings besteht
ein gravierender Nachteil darin, da3 diese Methode sehr teuer ist und so eine Anwendung in
umfangreichen Modellen ineffektiv wird. Fiir Einzelstudien ist dieses Verfahren hingegen

gut geeignet.

2.3 Volumenorientierte konservative Methoden

Die letzte Klasse konservativer semi-Lagrange-Methoden die hier vorgestellt wird ist in
einer Arbeit von Laprise und Plante (1995) umrissen worden. Es handelt sich dabei um
sogenannte Massen-Integral Methoden. Die Idee ist schon in Hirt et al. (1974) fir die
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Navier-Stokes Gleichung in allgemeinen hydrodynamischen Anwendungen entwickelt
worden. Das dabei benutzte Zeitschrittverfahren ist wahlweise ein Euler- oder
Lagrange-Verfahren (nicht semi-Lagrange!). Ein wesentliches Merkmal dieser Idee ist die
Diskretisierung der Gleichungen in integraler Form anstatt in der meistens benutzten
differentiellen Form. Die Integralform ist eigentlich auch die naheliegende Form, da die
Erhaltungseigenschaft der jeweils betrachteten GréBen auf einem Integralprinzip basiert.
Wie in Laprise und Plante (1995) gezeigt, 148t sich aus der FluBform der
Kontinuitdtsgleichung mit Hilfe der totalen Ableitung unter Ausnutzung der Leibnitz-Regel
die Integro-Differentialform der Kontinuititsgleichung herleiten anhand der die Eleganz
dieses Ansatzes deutlich wird. In einer Dimension unter Vernachldssigung von Quellen und
Senken lautet sie
B(t)

d _
= f ¢(Et)dg = 0, (2.13)
A(t)

wobei ¢(&,t) die Konzentration eines beliebigen Stoffes ist. A(t) bzw. B(t) sind die mit der
Stromung mitgefiihrten Integrationsgrenzen, die oftmals auch als die Seitenflichen oder
Membranen einer Gitterzelle interpretiert werden. Da (2.13) die Form einer totalen Ablei-
tung hat, eignet sie sich besonders zur Lsung mittels eines semi-Lagrangschen Verfahrens.
Je nach Wahl der Zellmembranen kann man ein stromaufwirts oder stromabwiirts gerichte-
tes Schema entwickeln. Die Interpretation dieser zwei Ansitze wird in Abb. 2.5 deutlich.
Bildhaft gesprochen kann man sich das stromaufwirtsgerichtete Verfahren so vorstellen,
daBl man ein Fischnetz stromaufwiirts auswirft um die Masse heranzuholen, die vom Volu-
men des Netzes umschlossen wird und die 2At spiter genau eine Box des regulidren Gitters
fiillt. Das stromabwirts gerichtete Verfahren ist in etwa dquivalent zu der Vorstellung, dal
Staub, welcher anfangs in kleinen Eimern vorhanden ist, in den Wind gestreut wird und

man beobachtet wie er zwei Zeitschritte spiter in verschiedene Eimer niederfillt.

Rechnerisch zerfillt die erste Version in zwei Teilschritte: Zum einen in die Darstellung der
Dichteverteilung innerhalb der Gitterboxen mittels einer geeigneten Funktion und zweitens
in eine konservative Abbildung des regelméBigen Gitters auf das unregelmifige, d.h. eine

Integration der Dichteverteilung iiber die Gitterzellen des unregelmaBigen Gitters.

Als Ergebnis der Experimente von Laprise und Plante (1995) kann man festhalten, daB} die
Idee der volumenorientierten konservativen Methoden sowohl als stromaufwirts Verfahren

als auch als stromabwirts Verfahren umgesetzt werden kann.
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Abb. 2.5 Figur 1 aus Laprise und Plante (1995). Die schwarz schat-
tierten Flachen zeigen die Situation fir den Fall eines strom-
abwérts gerichteten Verfahrens, die heller schattierten
Flachen fir ein stromaufwarts Verfahren.

Die Eigenschaften dieser Methode sind denen klassischer Verfahren dhnlich, mit dem
zusitzlichen Bonus der Massenerhaltung. Der Rechenaufwand ist gegeniiber klassischen
Methoden zwar etwas héher mufl aber gegeniiber dem Vorteil der Massenerhaltung abge-

wogen werden.

Unabhiingig von der Arbeit von Laprise und Plante (1995) wurde das stromautwértsgerich-
tete semi-Lagrangsche Integrationsverfahren von Machenhauer (1994) entwickelt, welches
dann spiter als semi-Lagrangsches Zellintegrationsverfahren (SLZI) bezeichnet wurde.
Machenhauer (1994) hat gezeigt, dal} es mit dieser Methode moglich ist einen vollstdndigen
Gleichungssatz aufzustellen, der die Gesamtmasse, Gesamtenergie und Gesamtdrehimpuls
der Atmosphire erhilt. Diese Idee wurde auf einem Workshop iiber semi-Lagrange Metho-
den prisentiert, der im Oktober 1992 am Max-Planck-Institut fiir Meteorologie stattgefun-
den hat. Dort wurden von Ritchie (1994) auch erste Ergebnisse der Arbeit von Plante
(1993) vorgestellt. In diesem Zusammenhang miissen auch die Experimente von Rancic
(1992) erwdhnt werden, der ebenfalls mit dem SLZI Schema arbeitete, welches er unabhin-
gig entwickelt und auf zweidimensionale, horizontale Advektion eines passiven Skalars in

kartesischen Koordinaten angewandt hat.
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3. Die Zellintegrationsmethode in einer Dimension

In diesem Kapitel sollen die wichtigsten Merkmale der Zellintegrationsmethode anhand
einfacher, eindimensionaler Beispiele erldutert werden. Die Beschiftigung mit eindimen-
sionalen Beispielen erscheint vor allen Dingen aus den folgenden zwei Griinden sinnvoll:
Zum einen ist es eine iibliche Vorgehensweise bei der Entwicklung eines neuen numeri-
schen Verfahrens dieses zunichst an einfachen Problemen zu studieren, damit eventuelle
Schwierigkeiten besser erkannt werden kénnen und die Brauchbarkeit der Methode schon
frithzeitig eingeschitzt werden kann. Zum anderen, soviel sei vorweggenommen, sind Inte-
grationen in einer Dimension auch elementare Bausteine des Verfahrens in mehreren

Dimensionen.

3.1 Die grundlegende Idee

Folgt man Machenhauer (1994), so betrachtet man zunichst die Kontinuititsgleichung flir

eine passive, skalare GréBe in Eulerscher Formulierung,

0
2+ 5E(0(E D u(E D) = 0 @1

€ ist die Ortskoordinate, t die Zeit, u die Geschwindigkeitskomponente in &-Richtung und ¢
die Konzentration oder Dichte der zu transportierenden Eigenschaft. Da es sich hier um ein
1D-Problem handelt, ist die Einheit von ¢ kg/m. Dividiert man ¢ durch die Dichte der Luft
erhilt man die massenspezifische Konzentration der betreffenden Gréfe. Handelt es sich
bei ¢ z.B. um die Konzentration von Wasserdampf, nennt man die entsprechende massen-
spezifische Grofe, spezifische Feuchte q. Aus (3.1) ergibt sich nach einer kleinen Umfor-

mung

d _ 0
ad’(ﬁ, ) = -G, t)'ggu(i, t). 32)

Setzt man in diese den Eulerschen Ausdruck der Divergenz

Ju

la,
@ - Sga( E.a) (3.3)

ein, so erhélt man schlieBlich die folgende Fassung der Kontinuititsgleichung

d _
5(88) = 0 o4
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wobei 8¢ ein infinitesimal kleines Lingenintervall bedeutet. (3.4) ist die differentielle Form
des Integralprinzips, dal die Gesamtmasse eines Skalars in einem Gebiet bei Wahl entspre-
chender Randbedingungen zeitlich konstant bleibt. Fiir die weitere Betrachtung ist die Inte-
gro-Differential-Form der Kontinuititsgleichung sehr hilfreich. Zur Herleitung integriert
man (3.1) zwischen zwei Grenzen A(E,t) und B(§,t), die mit der Stromung mitgefiihrt wer-
den d.h.,

d _ d _
a A(&’ t) - U(A(E_,, t)’ t) ’ a B(&, t) - u(B(ga t)’ t) i (3.5)

Unter Anwendung der Leibnitzregel erhilt man schlieBlich

B(, 1)

d 1] | I
< e e =o. (36)
A, 1)

Gleichung (3.6) hat nun zwei besondere Merkmale: Ihr liegt ein Integralprinzip zugrunde
und sie enthilt eine totale Ableitung, wodurch sie sich besonders fiir die Behandlung mit
semi-Lagrangschen Methoden eignet. Da (3.5) eine Trajektoriengleichung ist lassen sich A
und B leicht als Anfangspunkte von Trajektorien interpretieren. In Abb. 3.1 ist dies veran-
schaulicht. Gleichung (3.6) ist mit (2.13) nahezu identisch, (3.6) ist allerdings formal

genauer, da die Integrationsgrenzen im allgemeinen von der Zeit und vom Ort abhiingen.

Sei nun ein eindimensionales, dquidistantes Gitter der Gitterweite A und den K Gitter-
punkten &, =KkAE, k=1,....K gegeben. In der Mitte zwischen zwei Punkten befinden sich die

sogenannten Zellwénde oder Zellmembranen, deren Ortskoordinaten mit halbzahligen Indi-
zes versehen sind, d.h. Ag = &y 115 —&i_1/2. Der Wert von ¢ am Gitterpunkt & zum Zeit-

punkt t = nAt wird mit (I)E bezeichnet, es ist also ¢E=¢(kA§, nAt). Ist nur die rdumliche

Diskretisierung relevant, wird auch die Notation ¢, (t)=¢(kAE, t) benutzt. Gitterpunkts-

werte (I)E reprisentieren in diesem Verfahren den Mittelwert der Konzentration ¢(&,t) in

Zelle k, d.h.

§k+1/2

[ o vde . 3.7)

&k—l/Z

1
A&y

by =

Ist nun ¢, (t — At) bekannt, 148t sich mit Hilfe von (3.6) die neue Verteilung zum Zeitpunkt

t+At bestimmen.
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Zunichst konstruiert man fiir jede Gitterzelle k Trajektorien, die an den Zellwénden enden
und deren Anfangspunkte ein unregelmifiges Gitter zum Zeitpunkt t-At bilden. Dem Bei-
spiel in Abb. 3.1 ist zu entnehmen, daf3 die Trajektorie A, welches die linke Wand von Git-
terzelle k bildet, zum Zeitpunkt t-At in Zelle k-2 beginnt und B, die entsprechende rechte

Wand, in Zelle k startet. Aus (3.6.) ergibt sich dann,

E-12  Eks1n
F—e—t—e——o——2—|—+ || P At
I & I &l & | & ! &Gl &
| ! / ! ! !

| ! / / / /

I ! / I ! !

[ I / ! / I

| I /’ I I I

| ! / | ! l

| ! / ! ! |

Lo I I [

I R [ I [

Y I ! I

| / / / ! |

| ! / / ! !

— ¥t g e we Lm0
AEt-At)  B(Egt-At) £

k-2 k-1 k k+1 k+2

Abb. 3.1

Erklarung der verwendeten Notation am Beispiel des semi-Lagrangschen

Drei-Schritt-Verfahrens in einer Dimension. Die zwei Achsen stellen jeweils die Raum-
koordinate zu den zwei verschiedenen Zeitpunkten dar. Die ausgefilllten Kreise sind
die Gitterpunkte des regelmalBigen Gitters, die jeweiligen Ortskoordinaten tragen
ganzzahlige Indizes. Die sogenannten Zellwénde sind als kurze, senkrechte Linien an
den Achsen eingezeichnet, deren Ortskoordinaten tragen halbzahlige Indizes. Die
gestrichelten Linien sind Trajektorien mit Kreuzen als Anfangspunkte. Fir die Gitter-
box k sind die entsprechenden Anfangspunkte der Trajektorien von linker bzw. rechter
Zellwand mit A bzw. B bezeichnet und als ausgefiillte Quadrate dargestellt. SchlieRlich

ist unterhalb der Figur die Indizierung der Gitterboxen zu sehen.
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Ekis2 B(&, t-At)

[o@.t+and = | 6@, t-atde . (3.8)

Ec12 A(Ey, t-AL)

Hierbei wurde benutzt, daB fiir die Endpunkte der Trajektorien gilt: A(Ey,t+At) =& 1/, und
B(§j,t+At) = & 11 0. Fiir das in Abb. 3.1 gezeigte Beispiel 148t sich die rechte Seite von (3.8)

weiter aufspalten und man erhilt

Ekr12 €32 Ex_12 B(§,, t-At)

[oEtrands = [ o t-ande+ [ o (t-ande+ | o (t-At)de
Ex_12 A(E,, t-At) Ec_32 Ec-12
(3.9)
Nach Auswertung einiger Integrale verbleibt
-3z B(&,, t-At)
AE-oft = [ g tAnde + AE- o'+ [ g t-ADdE.  @a0)
A(E,, t-At) E_1n2

Die weitere Auswertung von (3.10) hingt nun davon ab, wie die Konzentration ¢(&,t) para-
metrisiert wird. Zunéchst sei nur verlangt, dal ¢(&,t) Gleichung (3.7) erfiillt und stiickweise
stetig ist, in dem Sinne, daB ¢ stetig in jeder Gitterzelle ist. Ist diese Funktion gefunden,
stellt sich die rechte Seite von Gleichung (3.9) im allgemeinen Fall als Summe von Integra-
len stiickweise analytisch integrierbarer Funktionen dar. Im gezeigten Beispiel besteht die
Summe aus drei Summanden, sonst héngt die genaue Anzahl im allgemeinen davon ab, wie
viele Gitterzellen ganz oder teilweise zwischen den Positionen von A und B liegen. Der
Wert von ¢y zum Zeitpunkt t + At 148t sich also als eine Art gewichtetes Mittel iiber eine
Anzahl n = n(k) Werte ¢; zum Zeitpunkt t — At interpretieren.

Die Erhaltung der Gesamtmasse eines Skalars ¢ 148t sich aus den bisher gemachten Erldute-

rungen nun wie folgt erkennen. Summiert man (3.8) tiber alle k erhdlt man:

K &iin K B(§,, t—At)
> I P (t+ADdE = D j o, (t— At)dE . (3.11)
k=18 1, k=1 A(§, t—At)

Die linke Seite von (3.11) liefert wegen (3.7),
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K

LS = Y Agép . (3.12)
k=1
Aus der rechten Seite erhilt man wegen
B(&, t—At) = A(Ey 4, t—AL) (3.13)
&i_12 K B(Eg, t—AD)
RS = [ & ande + T ager T+ [ g tande @i
A(E;, t-AD) k=1 Ei_12

k#j

wobei die Anfangspunkte A(&,, t—At) und B(&g, t — At) in der Gitterbox j liegen sollen.
Unter der Annahme periodischer Randbedingungen, d.h.

A(E, t—At) = B(Eg, t—At) (3.15)

sowie (3.11), (3.12) und (3.14) erhilt man schlieBlich

K K

> Aﬁkd’ﬁﬂ = Aﬁkd)ﬁ_l, (3.16)

k=1 k=1

d.h. die Gesamtmasse von ¢ in einem geschlossenen Gebiet ist zeitlich konstant. Die Wahl

der periodischen Randbedingung macht das Integrationsgebiet geschlossen.

Bisher besteht das SLZI-Verfahren aus einer konservativen Abbildung von einem unregel-
méBigen Gitter, welches durch die Anfangspunkte der Trajektorien gebildet wird, auf ein
regelméBiges Gitter. Es bleibt festzuhalten, daB bislang keine Bedingungen an ¢(&,t)
gestellt wurden mit Ausnahme von (3.7). In den folgenden Kapiteln wird die Auswahl einer
geeigneten Funktionen niher betrachtet und unter Umstéinden notwendige, weitere Ein-
schrinkungen diskutiert.

3.2 Stiickweise konstante Funktionen

Die einfachste Funktion, die man fiir ¢(&,t) auswihlen kann, ist eine rdumlich konstante
Funktion, d.h. tiberall in einer Gitterbox k nimmt ¢ den gleichen Wert an. Damit (3.7)

erfiillt ist mufl demnach gelten,

O t) = dy. (3.47)
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Mit dieser Wahl 148t sich (3.10) weiter konkretisieren,

A by = (G s Al t-AD) - 6
+ AE ¢E:i (3.18)
+(B(Et-AD—E )04,

Die Faktoren im ersten bzw. dritten Term von (3.18) hingen nur noch von den Anfangs-
punkten der Trajektorien A bzw. B und damit von der vorherrschenden Strémung ab.

Abb. 3.2 Hier wird der Ablauf des Transports mittels der Zellintegrations-
methode dargestellt. Die senkrechten Linien in jedem Bild sind
die Wande der Gitterboxen und die gestrichelten, horizontalen
Linien sind die Zellmittelwerte.

In Abb. 3.2 ist zu sehen, wie der Transport eines Signals mittels Zellintegrationsmethode
ablduft. Zundchst werden aus einer Anfangsverteilung (durchgezogene Kurve) Boxmittel-
werte, im Bild durch gepunktete Linien dargestellt, ermittelt. Wenn diese Verteilung analy-
tisch bekannt ist, kann man die Mittelwerte berechnen, andernfalls werden die
Gitterpunktswerte als Startwerte angenommen. Dieser Schritt ist im Teilbild (a) illustriert
und wird nur einmal, zu Beginn der Berechnungen durchgefiihrt. Im zweiten Teilbild ist
nun der Transport mit konstanter Geschwindigkeit dargestellt. Die Zellwinde, die zu den
entsprechenden Anfangs- und Endpunkten der Trajektorien gehoren, werden wihrend der
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Zeitspanne 2At mit einer Courantzahl von ungefihr 1/3 nach rechts transportiert. Die neuen
Zellmittelwerte erhdlt man nun durch Integration der stiickweise konstanten Funktion tiber
den entsprechenden Abschnitt zum Zeitpunkt t— At. Im Bild ist diese Integration exempla-
risch fiir eine Gitterbox durch die schraffierte Fldche angedeutet. In Teilbild (c) sieht man
nun die neuen Zellmittelwerte am Ende des Zeitschritts, die zugleich die Startwerte flir den
ibernéchsten Zeitschritt darstellen. Die Wahl eines Drei-Schritt-Verfahrens ist fiir dieses
Beispiel zwar nicht notwendig, wird aber beibehalten, da dies in der urspriinglichen Kon-

zeption eine Rolle spielte.

n+1 n+1
l | LK Bk 1
1= ——" ’l — AL
“;k—l &y &k+1 &
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
a1/ _n1/
Aﬂ/l/ B5/
et} A
k—-p-1 k-p k &

Abb. 3.3 Notation fir das SLZI-Verfahren im Fall eines konstanten
Windfeldes. Die ausgefillliten Quadrate stellen die Startpunkte
der Trajektorien dar und die gestrichelten Linien sind die Tra-
jektorien selbst.

Im Falle eines konstanten Windfeldes 148t sich recht einfach zeigen, daBl das SLZI-Verfah-
ren mit konstanten Funktionen #quivalent zur klassischen “Forward-Upstream-Methode”
ist. Dazu soll die in Abb. 3.3 festgelegte Notation verwendet werden: Die konstante Str-
mung u (hier sei u> 0) transportiert die Gitterbox k wihrend der Zeitspanne 2At entlang den
gestrichelt dargestellten Trajektorien. Das Intervall, in welches der Startpunkt der rechten
Boxgrenze fillt, liege p Intervalle stromaufwirts von der Box, deren rechte Grenze der End-
punkt BE “list. In Analogie zu (3.18) ergibt sich fiir ¢E ,
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n+1

A4y = ((k-p-DAE- A, t-A0) -4y

(3.19)
+(B(&p t—AD) —(k—p-DAL) - 4,

Bestimmt man die Startpunkte der Trajektorien mit dem in Kapitel 2 beschrieben Verfah-

ren, so ergibt sich,

b = (1- )by, +adg (3.20)
mit
o =20-p (3.21)
und analog zu (2.3)
o = At (3.22)
Ag
Eine Umformung von (3.20) zu
b = b pt Wb p_1—by_p) (3:23)

1Bt die formale Aquivalenz zu einem Eulerschen “Forward-Upstream-Verfahren” sofort
klar werden. Mit p=0 und daraus folgend o = a lautet (3.23) namlich

n—1 n—1

n-1 k k-1
= + 2At—,
Oy AL

n+1

Oy

(3.24)

womit die Aquivalenz bewiesen wire. Aus (3.20) erkennt man weiterhin die formale
Gleichheit zur semi-Lagrange-Methode mittels linearer Interpolation. Wie weiter unten
noch zu sehen sein wird, besitzt das SLZI-Verfahren mit konstanten Funktionen auch dhnli-

che Eigenschaften wie das “Forward-Upstream-Verfahren”.

3.3 Stiickweise lineare Funktionen

Die Reprisentation der Verteilung mittels konstanter Funktionen ist sehr einfach und es ist
zu erwarten, daB eine Funktion, die eine Variation innerhalb einer Box zuldft, besser geeig-
net ist. So erreicht van Leer (1979) eine formale Genauigkeit zweiter Ordnung indem er

eine lineare Verteilung der in seiner Arbeit betrachteten Gréen annimmt, d.h.
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¢(E) = a(§) +b(g) - x (3.25)

wobei

_ ﬁ_gk—l/Z
= —A}; ,

% Ck-1,258<& 11,2 (3.26)

eine lokale, mit der Linge der Gitterbox normierte Ortskoordinate ist. Die Koeffizienten

miissen wiederum (3.7) erfiillen. Ersetzt man £ in (3.7) durch x, so erhilt man

1

o = _[(ak +by - x)dx (3.27)
0
1 n
bzw. a + Ebk = ¢y (3.28)

Als zweite Bedingung zur Bestimmung der Koeffizienten kann man ausnutzen, daf} die
Steigung Ay innerhalb der Zelle gleich der Differenz der Funktionswerte am rechten und
linken Rand ist, also

Ad, = (& 1,2) —0(Ek_1,2) = by. (3.29)

Mit (3.28) und (3.29) sind die Koeffizienten eindeutig festgelegt und es ist:

b, = Ady (3.30a)

1
a = o — 5A¢k- (3.30b)

Die Koeffizienten a, und by kénnen demnach allein aus Boxmittelwerten und Steigungen
bestimmt werden. Die Steigungen wiederum lassen sich z.B. als zentrale Differenzen aus-

rechnen
1
Ad, = 5(¢£+1 —bp_1)- (3.31)

Fordert man zusétzlich, daB die Lsung keine neuen Extrema produzieren soll, also mono-
ton ist, muB die Berechnung der Steigung modifiziert werden. Die Monotoniebedingung
verlangt, daB die Verteilung der betrachteten GréBe nur innerhalb des Bereichs liegen darf,
der durch die Mittelwerte der Zelle selbst und ihrer beiden Nachbarzellen aufgespannt wird.
Man kann dies dadurch erreichen, indem man die kleinste von drei Steigungen auswihlt:

Die Steigung aus zentralen Differenzen (3.31) und die rechts- bzw. linksseitigen Steigun-
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gen. Wenn der Zellmittelwert ein Extremwert ist, sei die Steigung Null. Zusammenfassend

148t sich die Monotoniebedingung durch

MIN (|Ady], 2|dy 11— dyf> 2|0k — bk —1]) - sign(Ady)
Ad ™ = fir  (yr s~ PO~y 1)>0 (3.32)
0 sonst

ausdriicken. Diese Bedingung wird auch bei Collela und Woodward (1984) und Carpenter
et. al (1990) benutzt. In Abb. 3.4 ist Bedingung (3.32) graphisch dargestellt.

rechtsseitige Differenz
zentrale Differenz

¢ ‘ rechtsseitige Differenz ; / . Y

(monotone Steigung)
) - \

/- . " monotone Steigung

o linksseitige Differenz | ¢

.
LA
..
'El p— =
L) o
’ .
-

zentrale Differenp?y
\ ' 'o y ’
A . .

linksseitige Differenz "
~ i
\“

-

g

Abb. 3.4 lllustration der monotonen Steigung (in Anlehnung an Fig.2 in Carpenter et.
al (1990).

Méochte man keine strenge Monotonie, sondern lediglich eine positiv definite Losung, 146t
sich das durch eine schwichere Bedingung als (3.32) erreichen. Man nimmt wieder zentrale

Differenzen als Steigung, begrenzt diese aber mit dem doppelten des Boxmittelwertes, d.h.

Ady " = sign(Ady) - MIN(|Ad,

20,) - (3.33)

3.4 Stiickweise quadratische Funktionen

Verwendet man anstelle der linearen Funktion ein Polynom hoherer Ordnung steigt der
Aufwand zur Bestimmung der Koeffizienten schnell an. Ein Kompromifl zwischen verbes-
serten Ergebnissen und Rechenaufwand sind stiickweise quadratische Funktionen. Diese
Methode ist in der Astrophysik entwickelt worden und im Laufe der Zeit auch auf meteoro-

32



logische Fragestellungen erweitert worden, Collela und Woodward (1984), Carpenter et. al
(1990), Rancic (1992) und Rancic (1995).

Bei dieser Wahl approximiert man ¢(&,) durch ein Polynom zweiter Ordnung

0(EQ) = a(E) +b(E) - x+ (&) - X7, (3.34)

wobei x wieder durch (3.26) festgelegt ist. Fiir die Bestimmung der Koeffizienten braucht
man diesesmal drei Bedingungen. Das Integral iiber ¢(§;) iiber die gesamte Zelle liefert
wegen (3.7)

1 1 n
ay + Ebk + 3% = Oy - (3.35)

Weiterhin sollen die Werte am linken (x=0) bzw. rechten (x=1) Rand der Zelle bekannt
sein, dann ergibt sich aus (3.34)

A = Ox_1/2 (3.36)
BT = Oy (3.37)

Aus (3.35)-(3.37) erhilt man schlieBlich

Cx = 3(dr1,2T0_1,2) 60y (3.38a)
b = (dx11,2—k_1,2) Sk (3.38b)
a = g1, (3.38¢)

Damit reduziert sich die Bestimmung der Koeffizienten auf eine genaue Berechnung der
Funktionswerte an den Réandern. Nach Collela und Woodward (1984) ergibt sich insgesamt

ein Verfahren 4. Ordnung, wenn man

1 1
P12 = > (i +¢k)_g(A¢k+l_A¢k) (3.39)

bzw. mit (3.31)

7 1
Ox+1,2 = E(¢k+1+¢k)_a(¢k+2+¢k_1) (3.40)

benutzt. Die Herleitung von (3.39) findet sich im Anhang A. Insgesamt braucht man also
fiinf Boxmittelwerte, um die Koeffizienten einer Parabel zu bestimmen. Dies ist in Abb. 3.5

skizziert. Wahlt man fiir die Steigungen in (3.39) monotone Steigungen, dann ist garantiert,
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daf} die Randwerte ¢/, in dem von ¢, und ¢, aufgespannten Bereich liegen. Wenn die
Randwerte nicht weiter verdndert werden, sind die Polynome aus (3.34) in je zwei benach-
barten Zellen am gemeinsamen Rand stetig. Bei den so konstruierten Parabeln kann jedoch
der Fall auftreten, daB nicht alle Funktionswerte zwischen ¢y_;, und ¢4/, liegen. Zum
einen besteht die Moglichkeit, dal der Boxmittelwert selbst ein lokales Extremum bildet,
dann wird die Funktion als konstant angesehen. Zum zweiten kann ¢, gentigend nahe an
Pr_1/2 bzw. dy1q,p liegen, so dal ebenfalls einige Funktionswerte innerhalb der Box iiber
bzw. unter den Randwerten liegen. Im Anhang B wird gezeigt, das dafiir gelten muf:

Ok 1/2~ P12 <ei - (3.41)

betrachtete Box

Y

b2 O Ok Pk Pk
———o—{—e—|—o—|—o— >
k-2 k-1 T k Tkﬂ k+2 &

bk-12 Ors12

Abb. 3.5 Um die Parabel der Gitterbox k zu berechnen werden finf Boxmittelwerte benétigt, dies
sind ¢y_o,dk_1,---,0x+2- Dies ergibt sich aus der Tatsache, daf} fiir die Berechnung der
Randwerte ¢,_q/2 und ¢y.q,2 jeweils vier Mittelwerte gebraucht werden, von denen drei
Ubereinstimmen.

Dann kann man durch eine Verdnderung der Randwerte eine Funktion bilden, die wieder
monoton ist. Die Veridnderung erfolgt derart, daB die Steigung am jeweils anderen Rand-

punkt Null ist. Mathematisch lassen sich die Fille folgendermaflen zusammenfassen:

b12=0kr12=0 5 falls (0,10~ 00—y 1,2) <O
2
Or_12= 30— 20,1, » falls — (bi 12— Ou_1/2) 6> (D12~ Pi-1/2) (3.42)
2
bgr12= 30— 2¢k_1/2 , falls (P10 —P_1/2) C <(Bs12—bx_1,2)
Die beiden letzten Fille bedeuten bildlich gesprochen, das der Extremwert zunéchst inner-

halb der Gitterbox liegt und durch die Neuberechnung der Randwerte auf den jeweils
gegeniiberliegenden Rand verschoben wird. Es ist auch, wie im Fall der linearen Funktio-
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nen moglich, eine positiv definite Lsung zu konstruieren. Dazu muf tiberpriift werden, ob
das Minimum der Funktion innerhalb der Gitterbox liegt und ob es negativ ist. Dann 143t

sich analog zu (3.42) eine Bedingung fiir eine positiv definite Losung formulieren:

Wenn |¢k+1/2_¢k—1/2|<ck und ¢, <0

_ _ (3.43)
Ok_1,2= Okr12= 0 falls ¢ <MIN(y /2.0, 1/2)

12 =30 =20, ,, > falls ¢ >MIN(@y . /00 1,/2) und dyiy/n> 01,2
Oxr12= 3020, ), » falls ¢ >MIN(O, ;1,20 1,2 Wnd dyry/0<b_1/2

An dieser Stelle mufl erwdhnt werden, da nach Anwendung von (3.42) und (3.43) die

Funktion am Rand nicht mehr stetig ist.

3.5 Ergebnisse der Experimente in einer Dimension

Die Eigenschaften der Zellintegrationsmethode werden nun anhand eindimensionaler Test-

fille etwas niher untersucht.

Das Modellgebiet fiir diese Tests umfait K=50 Gitterpunkte und hat einen zyklischen Rand.
Der Transport eines analytisch vorgegebenen Signals soll mit konstanter Geschwindigkeit
erfolgen und zwar derart, daf3 pro Zeitschritt eine halbe Gitterweite zurtickgelegt wird. Nach
100 Zeitschritten hat das Signal dann wieder seine Ausgangsposition erreicht. In den durch-
gefiihrten Experimenten wird jeweils das Ergebnis nach drei vollen Umrundungen betrach-

tet. Das zu transportierende Feld ist einmal ein Rechtecksignal,

<k<
O(KAE=0) = { L a 22sTes2d (3.44)
0, sonst

fiir k=1,...,K und zum zweiten ein Dreiecksignal

(1/3)(k—22) , k=23,24,25
d(kAEE=0) = < 1—-(1/3)(k-25) , k=26,27 " (3.45)
0 , sonst

Die Breite des Signals betrdgt in beiden Fillen sechs Gitterboxen. Folgende Experimente

wurden mit beiden Profilen durchgefiihrt:
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Im ersten Experiment wird das Signal durch konstante Funktionen approximiert. Anschlie-
3end wurde eine lineare Funktion verwendet und zwar mit drei verschiedenen Moglichkei-
ten die Steigung zu berechnen, zentrierte Differenzen ohne Einschrinkung, eine monotone
und eine positiv definite Variante. SchlieBlich wurden Parabeln benutzt und zwar wieder
ohne jegliche Einschrinkung, sowie jeweils eine monotone und positiv definite Lésung. Als
Vergleich wurde ein traditionelles semi-Lagrange-Verfahren herangezogen, einmal mit

linearer Interpolation (aus (3.20) ergibt sich mit p =0 und a=0,5 ),

nt+1

1 n n
o = 5(¢k+ b _1) (3.46)

und dann mittels kubischer Interpolation

n+1

Op = —(1/16)dp_,+(9/16)d, +(9/16)dy , 1 — (1/16)dy 4 5 (3.47)

und abschliefend noch eine quasi-monotone kubische Interpolation. Dabei wird der inter-

polierte Wert auf den Bereich der von ¢E und ¢E +1 aufgespannt wird, begrenzt.

Experiment Beschreibung Gleichungen

ZIKON Zellintegration mit konstanten Funktionen (3.17)

ZILIN Zellintegration mit linearen Funktionen (3.25), (3.30)

ZILIN MON tZ()(:lll.lén‘[egratlon mit linearen Funktionen und Mono- (3.25), (3.30), (3.32)

ZILIN POS ‘Z,ic:tzilsntegratlon mit linearen Funktionen und Positi- (3.25), (3.30), (3.33)

ZIPAR Zellintegration mit quadratischen Funktionen (3.38), (3.40)

ZIPAR MON Zelllntegfatlon mit quadratischen Funktionen und (3.38), (3.40), (3.42)
Monotonie

ZIPAR POS Zell'lr.lt(?g"ratlon mit quadratischen Funktionen und (3.38), (3.40), (3.43)
Positivitét

LIN INT lineare Interpolation (3.46)

KUB INT kubische Interpolation (3.47)

KUB-MON INT | quasi-monotone kubische Interpolation (3.47), (3.48), (3.49)

Tab. 3.1 Ubersicht der 1D-Experimente: In der linken Spalte steht der Name des Experi-
ments, in der Mitte die genauere Beschreibung und rechts die wichtigsten Glei-
chungen die jeweils verwendet werden.
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Dazu wird zunidchst eine kubische Interpolation (3.47) durchgefiihrt, dessen Ergebnis

(¢')1r2 ol sei, dann ist die quasi-monotone Losung durch folgenden Ablauf sichergestellt:

Es ist
¢min - MIN(¢E:¢£+1) (3.48a)
Omax = MAX (G0 4 1) (3.48b)
und schlie8lich
1 1
¢E+ - MIN((I)max > MAX((I)min > (¢ )E )) . (3.49)

In Tabelle 3.1 sind die verschiedenen Experimente und die entsprechenden Gleichungen
noch einmal zusammengefaBit. Bevor die Ergebnisse nun diskutiert werden, mdchte ich
noch kurz einige Bemerkungen zu den FehlermaBen anschlielen. Da bei den beschriebenen
Experimenten die analytische Losung bekannt ist, liegt es nahe den mittleren quadratischen

Fehler zu untersuchen, der hier mit Eggg bezeichnet wird. Dieser lautet

K

1 A N2
Egrs = g D (b =) s (3.50)
k=1

K ist die Anzahl der Gitterpunkte, (I)ﬁ ist die analytische Lésung am Gitterpunkt k und (])IlzI
die entsprechende numerische Lésung. Wie bei Takacs (1985) nachzulesen ist, 146t sich der
Gesamtfehler in zwei Anteile aufspalten: Einen Anteil aufgrund von Dissipation und einen

Anteil der durch Dispersion hervorgerufen wird. Es ist

Epss = [06™) — @ +@* — oY) =
und

Episp = 2(1 - P)°(¢A)0(¢N) (3.52)

p ist der Korrelationskoeffizient zwischen der analytischen und numerischen Losung, J) A
bzw. (T)N sind die jeweiligen Mittelwerte und o ist die entsprechende Standardabweichung.
Anschaulich hat der dissipative Fehleranteil zur Folge, da3 die numerische Lésung meist
einer gewissen Dampfung unterliegt und die Amplitude des Signals kleiner wird. Wenn
man das transportierte Signal einer Frequenzanalyse unterzieht stellt man fest, daB bei den

kurzen Wellenléingen eine Diskrepanz in der Phasengeschwindigkeit zwischen numerischer
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und analytischer Losung besteht. Diesen Effekt nennt man Dispersion. Je groBer der
dadurch verursachte Fehler ist, desto mehr sind numerische und analytische Lsung aufer
Phase. Falls (I)Q und (1)11:I exakt korreliert sind der gesamte Fehler rein dissipativ. In der Pra-
xis kommt aber immer ein dispersiver Anteil hinzu. In Tabelle 3.2 sind diese Fehler fiir das
Experiment mit dem Dreiecksignal aufgefiihrt und in Tabelle 3.3 diejenigen fiir das Recht-

ecksignal.
Episs Episp Etor
ZIKON 223102 | 941103 | 3.181072
ZILIN 287102 | 859103 | 1131072
ZILIN MON 582102 | 1.01102% | 1.59102
ZILIN POS 447103 | 723103 | 1.171072
ZIPAR 8.0310* | 429103 | 5.091073
ZIPAR MON 309102 | 736103 | 1.041072
ZIPAR POS 143103 | 289103 | 433107
LIN INT 223103 | 941103 | 3.18107
KUB INT 2.87103 | 861103 | 1.15103
KUB-MONINT || 1.0610% | 849103 | 1.91103

Tab. 3.2 Fehlertabelle der Experimente mit einem Drei-
ecksignal

Die Abbildungen zu den Experimenten sind am Ende dieses Kapitels zu finden. In allen Bil-
dern sind die Ergebnisse nach drei Umrundungen zu sehen. Das Anfangssignal ist jeweils
durch eine diinne, durchgezogene Linie dargestellt. Zuniéichst werden die Experimente, bei
denen die Zellintegration mit konstanten, linearen und quadratischen Funktionen im Mittel-
punkt steht und die keinen weiteren Einschrinkungen, wie Monotonie oder Positivitiit,
unterliegen betrachtet. Es sind die Experimente ZIKON, ZILIN und ZIPAR. Es stellt sich
heraus, daB mit wachsendem Grad der Polynome der totale Fehler kleiner wird. Dies gilt
sogar fiir den dissipativen und dispersiven Fehler separat. Das ist leicht zu verstehen, wenn
man bedenkt, daB mit steigendem Grad der Funktion immer mehr Boxmittelwerte hinzuge-
nommen werden, um den Verlauf des Signals innerhalb einer Box zu ermitteln. Je genauer
diese Darstellung aber ist, um so besser reprisentieren die berechneten Funktionen den tat-
sdchlichen funktionalen Verlauf. Insbesondere stellt die numerische Behandlung von Varia-
blen mit groBem rdumlichen Gradienten jedes Verfahren vor eine Herausforderung. Je
glatter ein Signal ist, desto kleiner ist in der Regel der Fehler des Verfahrens. Dies erklért
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auch hier, warum die Fehler der Experimente mit dem Rechtecksignal ausnahmslos gréfier

sind als die mit dem Dreiecksignal.

Episs Episp Etor
ZIKON 539102 | 253102 | 7.9210%
ZILIN 357103 | 1.59102% | 1.95102
ZILIN MON 846107 | 173102 | 257102
ZILIN POS 572103 | 134102 | 1.91102
ZIPAR 8.9410* | 1.08102% | 1.17102
ZIPAR MON 346103 | 1.02102 | 1371072
ZIPAR POS 141103 | 948103 | 1.09102
LIN INT 539102 | 253102 | 7.92107
KUB INT 357103 | 1.6010% | 1.96 1072
KUB-MONINT || 155102 | 177102 | 3.311072

Tab. 3.3 Fehlertabelle der Experimente mit einem
Rechtecksignal

Bei den Experimenten mit konstanter Funktion ist der Anteil von Epjgg mit mehr als zwei
Drittel am Gesamtfehler sehr groB3, d.h. dieses Verfahren wirkt vor allem stark ddmpfend
auf ein vorgegebenes Signal und die Verteilung wird im Laufe der Zeit iiber das gesamte
Gebiet “verschmiert”. Dieses Verhalten ist von der Upstream-Methode her bekannt, dessen
Aquivalenz zu SLZI mit konstanten Funktionen und zur linearen Interpolation in Kap. 3.2
formal bewiesen wurde. Ein Blick auf die Ergebnisse von ZIKON und LIN INT bestitigt
diese Ubereinstimmung auch im Experiment. Vergleicht man zudem die Ergebnisse der
Integration mit linearen Funktionen (ZILIN) und klassischer kubischer Interpolation (KUB
INT), erkennt man das diese beiden Verfahren Fehler in fast der gleichen Grofe aufweisen.
In den Experimenten mit linearen bzw. quadratischen Funktionen wird der totale Fehler
deutlich kleiner und der dispersive Fehler wird mit einem Anteil von 10-20% dominierend.
Der hohere Grad der Polynome bewirkt eine deutliche Reduktion der Déampfung und
dispersive Effekte {iberwiegen. Das gleiche kann man natiirlich auch bei der klassischen
Interpolation beobachten. Die Fehler bei kubischer Interpolation sind entsprechend deutlich

geringer als bei linearer Interpolation.

39



1 2 ) L] L] v T 1 2
1.0 F — initial e 1.0
konst. Fkt. J
08 - - 0.8
06 e 0.6
04 + = 04
02 r . 02
0.0 0.0
-p2 ! : L e . L -0.2
0 10 20 30 40 50
1 2 T T Ll T
1.0 —— initial - 10
L = — parab. Fht.
monoton
0.8 I — — positiv def. 0.8
0.6
04
0.2
0.0 i
r L |
_02 i i 1 i I i i
a 10 20 3a 40 50
1 2 I L] Ll L] -1 2
10 — initial - 1.0
konst. Fht. 4
08 s 08
06 R E 06
04 - 04
02 r . g2
ga
-02 L - : . 1 . 1 -0.2
a 10 20 30 40 50

T >0 W T

— initial -
— = lineare Fkt. X
monton

— — positiv def,

12

0.0

—— initial E
— = lin. Int. 4
— kub. Int.

— — kub. mon.

— initial -
= = |ineare Fki. 4
monoten

— — positiv def.

10 20 30 40 50

Abb. 3.6 Ergebnisse der eindimensionalen Experimente: Oben und in der Mitte sind Resultate
des Rechteckexperimentes zu sehen, in der unteren Reihe die Kurven des Dreieckex-
periments, Einzelheiten sind jeweils der Legende zu entnehmen.
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Abb. 3.7 Ergebnisse der eindimensionalen Dreieckexperimente. Einzelheiten sind wiederum
jeweils der Legende zu entnehmen.

Betrachtet man nun die Experimente mit monotoner bzw. positiv definiter Losung erkennt
man, daB beide Beschrinkungen einen dimpfenden EinfluBl auf die Ergebnisse haben. Die
monotone Losung schneidet dabei natiirlich schlechter ab als die positiv definite Variante,
da letztere nur negative Werte unterdriickt. Der dispersive Fehler wird bei beiden etwas
geringer, d.h. das Signal ist durch die Beseitigung von “Unter- und Uberschwingern” etwas
besser mit der analytischen Lésung korreliert. Schaut man auf den Gesamtfehler so ist nur
im Experiment mit dem Dreiecksignal und linearer Integration der Fehler bei der positiv
definiten Losung geringfligig groBer geworden, bei allen anderen Experimenten mit dieser
Beschrinkung ist der totale Fehler etwas reduziert worden. In den Experimenten mit einem
Rechtecksignal liefert die positiv definite Losung einen durchweg kleineren totalen Fehler.
Dies ist vor allem auf die Reduzierung des dispersiven Anteils zuriickzufiihren. Bei der
streng monotonen Losung ist der gesamte Fehler bei allen Experimenten schlechter als die
Losung ohne jede Einschriinkung. Dieses Verhalten kann man allerdings auch bei klassi-
scher kubischer Interpolation beobachten, der Vorteil einer quasi-monotonen Lsung geht
zu Lasten einer stirkeren Dampfung was sich schlieBlich auch in einem gréferen Gesamt-

fehler niederschlégt.
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4. Das Zellintegrationsverfahren in der Ebene

Das in Kapitel 3 vorgestellte Verfahren soll nun fiir ebene kartesische Koordinaten verall-
gemeinert werden. Insbesondere steht in diesem Abschnitt die Betrachtung der zweidimen-
sionalen konservativen Abbildung einer skalaren GroBe zwischen einem unregelmifligen
und einem regelméBigen Gitternetz im Mittelpunkt. In Abb. 4.1 ist die Beziehung zwischen
beiden Gittern illustriert: Trajektorien, die zum Zeitpunkt t+At an den Ecken von Zellen des
regelmiBigen Gitters enden, bilden mit ihren Anfangspunkten die Ecken von Zellen des
unregelmifBigen Gitters zur Zeit t—At, die sogenannten Startzellen. Die Seiten der Startzel-

len werden als gerade Linien angenommen.

t+At

t-At

Abb. 4.1 lllustration des unregelmiBigen Gitters, das durch die Start-
punkte der Trajektorien, die an den Eckpunkten des regelmaRi-
gen Gitters enden, definiert wird.

Das sind die geometrischen Bedingungen die im nun folgenden Abschnitt eine wichtige
Rolle spielen. Ziel ist es einen verniinftigen Algorithmus zu finden, der die konservative

Abbildung zwischen zwei verschiedenen Gittern realisiert.

4.1 Transportgleichung in zwei Dimensionen

Die zu (3.4) entsprechende Gleichung, die das 2D-Problem behandelt, lautet:

d

= A) =0 4.1

5(#34) @
¢ ist hier wiederum eine skalare Variable, die vom Ort und von der Zeit abhingt, es ist

¢ = 0(IAE, jAn, nAt) (4.2)
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wobei AE=An, die Maschenweite des Gitters ist. dA ist ein infinitesimal kleines Flichenele-

ment. Integriert man (4.1) iiber eine Gitterzelle, so ergibt sich analog zu (3.4) bis (3.8),

J Joe,my t+ andedn = [ foce, ny t-Atdedn. (.3
AA SA-

1]

Die Integration zur Zeit t+At erfolgt tiber die Fliche AA=AEAm, wihrend zur Zeit t—At die
entsprechende Fliche 8Aij_ ist. Diese ist in Abb. 4.2 schraffiert dargestellt und im allge-

meinen fiir jede Gitterzelle verschieden.

unregelmiBiges Gitter

Abb. 4.2 Das Flachenstiick 3A ist ein allgemeines Viereck, in der Abbildung
schraffiert dargestellt, wahrend AA ein Quadrat oder Rechteck ist.

Benutzt man die Tatsache, dal im Rahmen der volumenorientierten Methoden Gitter-
punktswerte ¢g den Mittelwert der Konzentration ¢(&,n,t) in der Zelle (i,)) bilden, d.h.

n o L [ t)ded »
AA
vereinfacht sich (4.3) zu
1
n+l
% = AA [oce, M, t—At)dEdn. (4.5)
SA;

ij
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Die Berechnung von ¢n+1 reduziert sich damit auf die Integration einer im allgemeinen

unbekannten Funktion iiber ein unregelmiBiges Gebiet 8Ai; . Das Gebiet ist ein Viereck,

dessen Ecken, wie oben beschrieben, von den Startpunkten der Trajektorien und damit von

der Strémung abhingen.

4.2 Trajektorienberechnung

Die Berechnung der Trajektorien in ebenen kartesischen Koordinaten verlduft analog zum
eindimensionalen Fall, wie er in Kapitel 2 beschrieben ist. Fiir einen Gitterpunkt (&,i,nj) ist
o; bzw. f; ist die Distanz, die das Luftpaket in der Zeit At in &- bzw. n-Richtung zuriicklegt.
Analog zu (2.4) ergeben sich die Distanzen aus einem iterativen ProzeB,

k+1 k k
okt = Atu(&i—a.( ) nj—Bj( ), t) (4.6a)

1 1

k+1)
1 2

k k
Y = Atv(g —af, n— B, 1,) (4.6b)

mit entsprechenden Anfangswerten (xi(o) und Bj(o). k in (4.6) ist der Iterationsindex und t,
bezeichnet den aktuellen Zeitpunkt. Die Geschwindigkeitskomponenten u bzw. v werden
zwischen den Gitterpunkten mit Hilfe bilinearer oder bikubischer Interpolation bestimmt.
Es hat sich gezeigt das zwei Iterationen ausreichend sind, denn jede weitere Iteration bringt

keinen groflen Zuwachs in der Genauigkeit.

4.3 Konservative Abbildung

Die Art und Weise wie das Integral in (4.5) gelost werden kann wird im néchsten Schritt
untersucht. Dabei werden unterschiedliche Varianten diskutiert, die sich hauptséchlich in

der Art des verwendeten Abbildungsverfahrens unterscheiden.

4.3.1 Integration biquadratischer Funktionen

Fiihrt man die Argumentation aus Kapitel 3 fort, mufl man zur Losung von (4.5) in jeder
Gitterzelle des regelméBigen Gitters zweidimensionale, analytische Funktionen ¢(Ei.m;)
definieren. Jede Funktion muf3 dabei dem korrektem Mittelwert entsprechen, d.h. Gleichung
(4.4) erfiillen. Die einfachste Annahme wire auch hier wieder, wie im eindimensionalen
Fall, eine konstante Funktion. Diese wird aber, aus den im vorhergehenden Kapitel erlduter-

ten Griinden nicht weiter betrachtet.

45



Rancic (1992) hat als Kompromifl zwischen den gewiinschten Eigenschaften auf der einen
Seite und dem rechnerischen Aufwand andererseits, stiickweise biquadratische Funktionen

angenommen, d.h.

2
0i(X, ) = ay(y)x" +a;(y)x +ay(y). (4.7)
Dabei ist
2
a,(y) = apy tayytay (4.8)
2
aj(y) = apy tajy+ aj (4.9)
2
ag(y) = agy” +agytag (4.10)

und x bzw. y sind Hilfskoordinaten

X = E_‘t-.»i—l/z (4.11)
Ag

y = n_nj—l/Z (4.12)
An

die innerhalb einer Gitterzelle zwischen 0 und 1 variieren, wobei (0,0) in der siidwestlichen
Ecke der Zelle liegt. Die Bestimmung der neun Koeffizienten erfolgt in einer Weise, so dafl
(4.4) erfiillt ist. Verlangt man aulerdem, daB die Funktionen an interpolierte Werte in den
Ecken und Seitenmittelpunkten einer Zelle exakt angepalit werden, erhilt man insgesamt
neun Bedingungen zur eindeutigen Bestimmung der neun Koeffizienten. Im Anschluf} an
deren Berechnung kann die nun bekannte Funktion in jeder Zelle iiber das entsprechende
Gebiet SA™ integriert werden. Bei Rancic (1992) wird das so gelost, da3 die Integration
tiber das unregelmifige Gebiet in Elementarintegrale zerlegt wird. Diese Elementarinte-
grale erlauben dann eine Integration parallel zu den Koordinatenachsen und sind somit

leicht analytisch auszufiihren.

Rancic konnte zeigen, daBl diese Methode zusitzlich zur Massenerhaltung auch in anderen
Eigenschaften etwas bessere Ergebnisse brachte als ein traditionelles semi-Lagrangsches
Schema mit bikubischer Interpolation. Allerdings brauchte das Verfahren in seiner Testum-
gebung auch etwa 2,5-mal mehr CPU-Zeit. Bedenkt man eine Erweiterung des Verfahrens
auf drei Dimensionen wird diese Rechnung sicher noch ungiinstiger. Neben der Integration
miissen dann pro Gitterzelle und Zeitschritt 27 Koeffizienten berechnet werden. Deshalb

wird in den nichsten Unterabschnitten 4.3.2 bzw. 4.3.3 eine Alternative fiir zwei Dimensio-

46



nen und in Kapitel 7.1 fiir drei Dimensionen vorgestellt, die hinsichtlich des Aufwandes

giinstiger ist ohne von den positiven Eigenschaften einzubiien.

4.3.2 Das Prinzip der akkumulierten Masse in einem Punkt

Ausgangspunkt des neuen Verfahrens ist der Begriff der akkumulierten Masse in einem
Punkt, wie er in Machenhauer und Olk (1996) eingefiihrt wurde. Betrachtet man Abb. 4.3,
dann ist die akkumulierte Masse im Punkt A mit den Koordinaten (§4,n4) die gesamte
Masse siidlich und westlich von A. In der Grafik ist dies als hell schraffierte Fliche darge-
stellt. Die Wahl des Koordinatenursprungs als Bezugspunkt ist in dieser Definition beliebig.

Eine entsprechende Definition wire beziiglich jedes anderen Punktes ebenso mdglich.

Abb. 4.3 Die akkumulierte Masse in Punkt A, Mp, ist die hell schraf-
fierte Flache. Aus der akkumulierten Masse in den vier Eck-
punkten laRt sich die Masse muagcp im Rechteck ABCD
bestimmen.

Mit Hilfe dieser Definition 148t sich die Masse innerhalb des Rechtecks ABCD bestimmen.
Bezeichnet man mit My die akkumulierte Masse im Punkt X, dann gilt

Das Integrationsgebiet SAE in (4.5) ist aber im allgemeinen kein Rechteck sondern ein
beliebiges Viereck. Anhand des Beispiels in Abb. 4.4 wird gezeigt, da} die eben beschrie-
bene Vorgehensweise dennoch sinnvoll eingesetzt werden kann, um die Masse mapgcp im

beliebigen Viereck ABCD zu bestimmen, d.h. die rechte Seite von Gleichung (4.4) zu
ermitteln. Die Koordinaten der Punkte A, B, C und D sind dann die Startpunkte der Trajek-

torien die im nichsten Zeitschritt an den Eckpunkten einer Gitterzelle enden. Die Notation
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sei derart gewdhlt, daB fur eine Gitterzelle mit dem Mittelpunkt (; ;, m; ;) die Koordinaten

des Startpunktes der Trajektorie, die an der siidwestlichen Ecke der Zelle endet, (&; P nz i)

sind. Der Stern deutet an, daB es sich bei den Koordinaten um Werte handelt, die im allge-

meinen zwischen Gitterpunkten liegen.

-

R
N
~¢ BC
A

i 3 (1+15.])

Abb. 4.4 Skizze zur Verdeutlichung der Notation in einem allgemeinen Vier-
eck ABCD.

Fiir das Beispiel in Abbildung 4.4 gilt:
* * * * * *
A= (E.ni,j’ni,j)s B = (E_,m,j,mﬂ,j), C= (§i+1,j+1,ni+1,j+1) und

D = (éi,j+1’ T]i,j+1)-

Durch diese vier Punkte sind aber auch die Koordinaten der anderen Punkte eindeutig fest-
gelegt. Es ist AD = (gzj,
tung ergibt nun, da3 die Masse im Viereck ABCD gleich der Masse im &uferen Rechteck
abziiglich der Masse des kleinen Rechtecks und der vier schraffierten Dreiecke ist, d.h.:

*
N; j+1), um nur ein Beispiel zu nennen. Eine einfache Betrach-

mpgcp =  (Mgp—Muap—Mpy +My) (4.18)
- (Mgp —Mcp— Mg+ Me)
1
= 5 [Mcp=Mp—Mc+ Mpc) + (Mp —Mup—Mpy + My)

+  (Mg-Mppg—Mg, +M,) + (Mgc—Mc—Mp + Mcpg)]

Eine Zusammenfassung der Terme ergibt schlieBlich,
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1
mppep = 5 (Map=Mpa+ Mpe ~Mcp + Mcp—~Mpe ¥ Mpy —Mjpp). (415)

In dieser Betrachtung steckt die Annahme, daB die Masse der schraffierten Dreiecke jeweils
gleich der Hilfte der Masse der dazu gehdrenden Rechtecke ist. Diese Annahme ist um so
besser erfiillt, je gleichmiBiger die Masse iiber das Rechteck verteilt ist. Aus (4.15) wird
ferner ersichtlich, daB jede der vier Seiten des Vierecks einen Beitag zur Gesamtmasse lie-
fert. Sollten zwei Eckpunkte des Vierecks zusammenfallen und nur noch ein Dreieck tibrig-
bleiben kann man mit dem gleichen Verfahren dennoch die Masse bestimmen. In Abb. 4.5

ist dieser Fall dargestellt.

Abb. 4.5 Beispiel fur das Zusammenfallen zweier Eckpunkte, aus
dem Viereck wird damit ein Dreieck.

Mit der Notation aus der Abbildung ist, analog zu (4.15), die Masse des Dreiecks

1
Mpge = 5 (Mpg—Mpy + Mpe—Meg + Mcp —My () (4.16)

Betrachtet man in Abb. 4.4 einmal das rechte Nachbarviereck, so ergibt sich nach kurzer
Rechnung, daB z.B. der Beitrag der linken Seite des Vierecks (i+1,j) vom gleichen Betrag
aber umgekehrten Vorzeichen ist wie der Beitrag der rechten Seite des Vierecks (i,j). Man
mubB also pro Viereck lediglich zwei Beitrige berechnen, welches jeweils die Differenz der
akkumulierten Masse zweier Punkte ist. Da die Koordinaten dieser Punkte aber im allge-
meinen nicht auf Gitterpunkten liegen kann zur Berechnung der akkumulierten Masse nicht

einfach die Definition angewendet werden. Dieser Sachverhalt ist in Abb. 4.6 erldutert.

Gesucht ist die akkumulierte Masse im Punkt C, der in der Gitterzelle (1,J) liegt und die

* *
Koordinaten ?;I j und nJ hat. Die akkumulierte Masse M ist, wie der Abbildung zu ent-

nehmen ist,
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M¢e = M, +m(Q) + m(Q,) + m(Q,), (4.17)

m(Q;), (i =1,2,3) ist die Masse im jeweils schraffierten Gebiet Q;. M, ist nach Definition
aber einfach

I-1J-1

My = D D dsAA (4.18)

i=1j=1

die akkumulierte Masse in A.

Abb. 4.6 Berechnung der akkumulierten Masse im Punkt C

Die Masse im Gebiet ©; kann man durch Integration der entsprechenden Funktion gewin-

nen,
Yy
2 1 53 1 5
m(Q2;) = I(ch thytapdy = Jey by Fayy. (4.19)
0

Die Koeffizienten aj, by und cj errechnen sich geméB (3.38) und sie sind die Koeffizienten
der Parabel fiir die Verteilung der Masse in n-Richtung innerhalb von €. Die fiinf in
&-Richtung akkumulierten Massen die dafiir gebraucht werden sind,

1-1

M 0, J=T-2,..+2. (4.20)
i=1
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In (4.20), wie auch in allen folgenden Gleichungen, die eine akkumulierte Masse beschrei-
ben, muf} die Summe genaugenommen noch mit der Fliche AA multipliziert werden.
Gebiet ), ist nun analog zu betrachten,

X

_ 2 1 51
m(Qz) = (CIX + bIX + aI)dX = 3CIX + 2be + ax, (4.21)
0

ap, by und c; bestimmt man aus fiinf in n-Richtung akkumulierten Massen und sie bilden die
Koeffizienten der Parabel fiir die Verteilung der Masse in &-Richtung innerhalb von Q,. Die
fiinf akkumulierten Massen sind nun,

J-1

> 0y, 1=1-2,.,1+2. (4.22)
j=1

Und schlieBlich erhilt man m(Q;3),

X

1 1
m(Q;) = J.(cUx2 +bpx +ap)dx = chX3 + EbIsz +apx, (4.23)
0

die akkumulierten Massen zur Berechnung der Koeffizienten sind diesmal,

1 1
gcin3 + Ebin2 tagy, 1=1-2,.+2 (4.24)

wobei a;y, b;y und c;5 jeweils die Parabel fiir die Verteilung der Masse in &-Richtung inner-
halb der Zellen (I—2,J),...,(1+2,]) festlegen.

Da pro Gitterzelle die akkumulierte Masse an vier Punkten zu berechnen ist, stellt sich die
Frage, ob in dem beschriebenen Verfahren noch redundante Berechnungen enthalten sind.
Weiterhin liefert das Verfahren eine Quelle die eine Ungenauigkeit, welche nicht auf den
ersten Blick zu erkennen ist, zur Folge haben kann. Diese liegt in der Berechnung von Dif-
ferenzen akkumulierter Massen. Die akkumulierten Massen sind Werte, die im gewahlten
Koordinatensystem von links unten nach rechts oben zunehmen. Die Differenz zwischen
sehr groflen Werten kann aber nur bis zu einer vom Rechner abhiéngigen Grenze genau
bestimmt werden. Im ungiinstigsten Fall bekommt man so eine iiber das ganze Gebiet unter-
schiedliche genaue Verteilung. Im folgenden Abschnitt wird eine Alternative diskutiert, die
bzgl. der Redundanzen und der Genauigkeit giinstiger abschneidet.
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4.3.3 Eine Alternative: Die akkumulierte Masse einer Linie

Analog zur Definition der akkumulierten Masse in einem Punkt, kann man die akkumulierte
Masse einer Linie parallel zur &- bzw. n-Achse definieren. Dies ist dann die gesamte Masse
siidlich bzw. westlich dieser Linie bis zur entsprechenden Koordinatenachse. In Abb. 4.7 ist
diese Definition wiederum fiir die Masse in einem Rechteck ABCD veranschaulicht. Ist
My y die akkumulierte Masse einer Linie mit den Endpunkten X und Y, dann gilt fiir das
Rechteck in Abb. 4.7:

In diesem Beispiel wurde die Definition einer Linie parallel zur n-Achse zugrunde gelegt.
Diese Wahl wird bei den folgenden Ausfithrungen beibehalten ist aber prinzipiell beliebig.

o

&

Abb. 4.7 Die akkumulierte Masse der Linie AD, Mp p ist die schraf-
fierte Flache. Aus der akkumulierten Masse der Linien AD
und BC laRt sich die Masse mapcp im Rechteck ABCD
bestimmen.

Auf dhnliche Weise wie zuvor kann man auch diesmal die Masse in einem beliebigen Vier-

eck bestimmen. Fiir das Beispiel in Abb. 4.4 erhilt man dann:

1
Mapcp = 5[(MBC, B+ Mc, cp) —(Mp pa T My ap) (4.26)

+VZ; - (Mcp ¢+ Mp pe) + VZ, - (Mp ga T Myp, 4)]

VZ, und VZ, sind Vorzeichen mit dem der Beitrag der “nérdlichen” bzw. “siidlichen” Seite

des Vierecks in die Gesamtmasse eingeht. Es ist

: * * . * *
VZ, = sign(Np—N¢g) , VZ, = sign(Mg—1M,) (4.27)
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wobei die Funktion “sign” das Vorzeichen des Ausdrucks in der runden Klammer liefert.
Wenn man Gleichung (4.26) etwas niher betrachtet, erkennt man, dafl die Terme in den
runden Klammern jeweils das arithmetische Mittel der akkumulierten Masse zweier Linien
ist. Das bedeutet aber, dal man ebenso gut direkt die akkumulierte Masse an der Linie
berechnen kann, die in der Mitte zwischen beiden liegt. In Abb. 4.8 ist die Fliche schraffiert
iiber die effektiv integriert wird, weil das Viereck letztlich durch die schraffierte Fliche

approximiert wird.

Abb. 4.8 Allgemeines Viereck und die dazugehérige Flache
durch die es approximiert wird.

Die Approximation ist natiirlich um so besser, je weniger das Viereck deformiert ist, d.h. je
glatter die Strémung ist. Da auch hier wieder die Beitrdge einer Seite beim jeweils benach-
barten Viereck mit entgegengesetztem Vorzeichen eingehen ist pro Gitterzelle nur die akku-

mulierte Masse von zwei Linien zu bestimmen.

n

=
g

Abb. 4.9 Berechnung der akkumulierten Masse der Linie AB
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Das Verfahren, die akkumulierte Masse einer Linie, deren Endpunkte nicht auf Gitterpunk-
ten liegen, zu bestimmen, wird anhand von Abb. 4.9 erldutert. Die schraffierte Fliche ist die
gesuchte akkumulierte Masse. Wenn diese sich in n-Richtung iiber zwei oder mehr Reihen

erstreckt, ist eine getrennte Berechnung der Bereiche notwendig, es ist

Y1

2 1 3 1 2
m(Q,) = .[(CI,J+1y +tby iy ta . )dy = 3CLI+1Y +5bI,J+1y Tap ;1Y - (4.28)
0

Die Koeffizienten ajj.q, by j+; und cjjy; sind die Koeffizienten der Parabel, welche die
Massenverteilung innerhalb Q bis zur Linie AB in n-Richtung beschreibt. Sie miissen
zunéchst mit (3.38) berechnet werden und die dabei verwendeten akkumulierten Massen
sind durch
-1
1 53 1 5 :
Z ¢i,j + gcljx + EbIjX tagx, j= J-1,..,J+3, (4.29)

i=1

gegeben. ayj, by; und cp; sind jeweils die Koeffizienten der Parabel fiir die Verteilung der
Masse in £-Richtung in der Gitterzelle (1,j). Analog gilt flir den Bereich Q,,
1

1 1

2 3 2

m(Q,) = .[ (cpyy” +byy tap)dy = 3oy +5bIJY +aypy (4.30)
Y2

mit den akkumulierten Massen
-1

1 il
N © -x3 +=b ‘xz +apx, j=J-2,.,J+2. (4.31)
Li 37 21 j J
i=1

Dieser Algorithmus kann derart programmiert werden, daB3 er alle moglichen Fille erfafit.
Beim Beispiel in Abb. 4.9 liegen A und B, Anfangs- und Endpunkt der Linie, in benachbar-
ten Zellen. Es kann natiirlich ebenso sein, daB sie in die gleiche Zelle fallen bzw. dal} eine

oder mehrere Zellen dazwischenliegen.

Die in diesem Kapitel beschriebene Alternative, welche die Berechnung akkumulierter
Massen von Linien parallel zur n-Achse als Grundlage hat kann prinzipiell ebenso mit
akkumulierten Massen von Linien parallel zur £-Achse hergeleitet werden. Erstere hat aller-
dings einige Vorteile wenn man das Verfahren in sphérischen Koordinaten formuliert. In
numerischen Modellen auf der Kugeloberflidche lduft die Losung der verschiedenen Glei-
chungen im allgemeinen derart ab, da} sie vom Nordpol beginnend sukzessive fiir jeden
Breitenkreis berechnet wird. Ein Gewinn dieser Methode ist das immer nur die Variablen
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fiir einige wenige Breitenkreise im Hauptspeicher gehalten werden muf. Betrachtet man
nun aber (4.31) fiir den Fall, daB die akkumulierte Masse einer Linie parallel zur £-Achse
berechnet wird so bedeutet der erste Term, da die Boxmittelmittelwerte flir alle Breiten-
kreise vom Nordpol bis zur Box in der die Linie liegt benotigt werden, was nicht gewéhrlei-

stet werden kann. Daher ist die in diesem Kapitel beschriebene Variante im Vorteil.

In Abb. 4.10 ist der Ablauf der einzelnen Teilschritte des Verfahrens noch einmal schema-
tisch zusammengestellt. Das bisher entwickelte 2D-Verfahren hat den Vorteil, dal es aus-
schlieBlich mit eindimensionalen Operatoren (hier sind das die Integrationen) auskommt.
Durch sukzessives Anwenden dieser Operatoren ist die eindimensionale Methode auf zwei
Dimensionen erweitert worden. Das so gewonnene zweidimensionale Verfahren ist aber
leider nicht mehr monoton oder positiv definit, selbst wenn die 1D-Operatoren dies einzeln
jeweils erfiillen. Der Grund dafiir ist wie folgt einzusehen: Um z.B. eine Funktion in
n-Richtung zu berechnen, muB man zunéchst fiinf Integrationen in &-Richtung durchfiihren,
wodurch automatisch die Variation der Masse entlang der Diagonalen mit ins Spiel
gebracht wird. Diese Variation ist in n-Richtung aber nicht einheitlich und Eigenschaften
wie Positivitit oder Monotonie, die den Parabeln aufgepriigt werden, gelten dann nur bei
Integration iiber eine ganze Zelle. Da man in der Praxis aber iiber Teilbereiche einer Gitter-
zelle integriert sind Monotonie oder Positivitit der Losung im beschriebenen zweidimen-

sionalen Ansatz auf diese Weise nicht zu erreichen.

Erhebt man die Forderung nach Monotonie, ist es notwendig das etwas umfangreichere
Konzept des “FluB-korrigierten Transportes” von Zaleszak (1979) zu verfolgen, wie es zum
Beispiel in der Arbeit von Holm (1995) geschieht. Eine andere Technik, die den FluB einer
Eigenschaft von einer Gitterzelle in die benachbarte begrenzt ist von Thuburn (1996) ent-
wickelt worden. In den Experimenten dieser Arbeit wurde lediglich eine positiv definite
Losung verlangt, welches man im Nachhinein auf verschiedenen Wegen bewirken kann.
Die einfachste Methode ist das sogenannte “hole-filling” bei dem die negativen Werte eini-
ger Gitterpunkte durch die Masse an benachbarten Punkten aufgefiillt werden. Dieser Vor-
gang verletzt in keiner Weise die Massenerhaltung. Hier wurde ein lokales “hole-filling”
benutzt, d.h. die Masse, die gebraucht wird, um einen negativen Wert auf Null zu heben,
wird immer von Punkten aus einem lokal begrenzten Bereich genommen. Dieser Bereich
wird aus denjenigen Gitterzellen gebildet, die in die Berechnung der Parabeln der in Frage
kommenden Zelle involviert sind. Dadurch ist gewéhrleistet das in der Nachbarschaft nega-
tiver Werte immer geniigend Masse vorhanden ist um die Liicke zu fiillen, das Verfahren

mithin lokal ist.
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Abb. 4.10 Ablauf der verschiedenen Schritte beim Zellintegrations-
verfahren in ebenen kartesischen Koordinaten.

4.4 Ergebnisse am Beispiel des rotierenden Zylinders

Das 2D-Verfahren wird nun anhand eines bekannten Beispiels untersucht. Dabei handelt es
sich um einen Zylinder, der um den Mittelpunkt eines gegebenen Gebietes rotiert. Das Inte-
grationsgebiet sei 80 x 80 Einheiten groBf und die Gitterweite betrégt eine Einheit. Der
Zylinder wird durch,

H, r<R
0, sonst

(4.32)

(&, m) = {
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repréisentiert, R ist der Radius und H die Hohe des Zylinders. Es ist

= (E-E) +(M-ny)’, (4.33)

wobei (§g,ng) die Anfangskoordinaten der Zylindermitte sind. Die hier verwendeten geo-
metrischen Parameter sind H=30 und R=5 und die Startkoordinaten sind (&,n)=(60,40). In
Abb. 4.11a ist der Zylinder im Ausgangszustand zu sehen.

Die Rotation erfolgt mit einer Winkelgeschwindigkeit von o = 0, 3636 - 10*s™" und der
Zeitschritt betrdgt 2700 s. Dies bedeutet eine maximale Courant-Zahl von 5,5 und 64 Zeit-

schritte fiir eine volle Umrundung. Die Komponenten des Geschwindigkeitsfeldes sind
durch,

V(&) = (1) = (0F, -0om) (4.34

gegeben, \7 in (4.34) ist der Geschwindigkeitsvekor, der in diesem Beispiel divergenzfrei
ist. Die Startpunkte der Trajektorien kénnen hier analytisch berechnet werden. Fiir eine Tra-
Jektorie die am Gitterpunkt (IAE,JAn) endet, lautet der korrekte Startpunkt (E«,m+), wie z.B.
bei McDonald (1984) zu verfolgen ist

Ex = IAE - {usinoAt+ v(1 — cosnAt)} /o (4.35a)

N« = JAn— {vsinoAt—u(l —coswAt)}/®. (4.35b)

Als FehlermaB fiir die Abweichung der berechneten von der analytischen Losung wird die
Wurzel des mittleren quadratischen Fehlers, der sogenannte “root mean square error”
(RMSE) angesehen.

I 2
RMSE = \/EZ(cbk—q)f(rue) . (4.36)
k

Hierin ist K die Anzahl der Gitterpunkte, ¢, die berechnete Losung am Gitterpunkt k und
(blt(rue die “wahre” Losung. Weiterhin wird das Maximum und das Minimum der berechne-
ten Losung sowie die mit der Anfangsmasse normierte Gesamtmasse des rotierenden Zylin-

ders untersucht.

Bei den Experimenten wurde das SLZI-Verfahren wie in Kapitel 4.3 beschrieben, verwen-
det, d.h. zunéchst Integration in &-Richtung und dann in n-Richtung. Es wurde je ein Expe-
riment mit konstanten, linearen und quadratischen Funktionen durchgefiihrt mit der

zusitzlichen Bedingung, dal} die Losung positiv definit sein soll.
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MIN MAX RMSE TOTAL
initial 0.000 30.000 0.000 1.000
quadratisch 0.000 29.982 0.805 1.000
linear 0.000 23.156 1.269 1.000
konstant 0.000 8.049 2.122 1.000
bikubisch -1.251 34.519 1.249 0.987
quadratisch™! 0.000 29.984 0.802 1.000

Tab. 4.1 Ergebnisse der Experimente mit einem rotierenden Zylinder nach sechs
vollen Umrundungen. Die Werte in der Tabelle sind jeweils dimensions-
lose GroRen. Das Experiment mit der Bezeichnung “quadratisch'1 ” bedeu-
tet umgekehrte Integrationsreihenfolge bezogen auf die anderen Fille.

Als Vergleich dient ein Experiment mit semi-Lagrangscher bikubischer Interpolation.
SchlieBlich wurde auch noch ein Experiment mit quadratischen Funktionen, aber umge-
kehrter Integrationsreihenfolge, d.h. zuerst in n-Richtung und dann in &-Richtung, aufge-
setzt. Letztgenanntes Experiment bezeichne ich im folgenden mit “quadratisch'l”. In
Tabelle 4.1 sind die Ergebnisse nach sechs kompletten Umrundungen zusammengestellt
und die Abbildungen 4.11b—4.11f zeigen jeweils den Zylinder am Ende der sechs Runden.

Alle Experimente zeigen, daBl wie beim semi-Lagrangschen Verfahren erwartet, die numeri-
sche Losung auch bei Courantzahlen weit grofier als eins, stabil ist. Fiir das in dieser Arbeit
entwickelte SLZI-Verfahren war dieser Beweis noch zu erbringen. Beim Experiment mit
konstanten Funktionen (b) kann man nach sechs Umldufen nicht mehr erkennen wie der
Ausgangszustand ausgesehen hat. Das Profil ist {iber ein weites Gebiet verschmiert und die
Hohe des Signals ist auf unter ein Drittel der urspriinglichen Hohe gesunken. Schaut man
sich hingegen die linearen und quadratischen Funktionen (d)-(f) an ist eine deutliche Ver-
besserung zu erkennen. Die Wurzel des mittleren quadratischen Fehlers, ein Maf fiir die
numerische Genauigkeit des Verfahrens, wird wie erwartet mit steigendem Grad der Funk-
tionen kleiner und die Gestalt des Zylinders bleibt deutlicher zu sehen. Vergleicht man die
SLZI-Experimente mit der bikubischen Interpolation (c), so ist der Tabelle zu entnehmen,
daB die linearen Funktionen in etwa die gleiche formale Genauigkeit aufweisen. Der
geringe Unterschied ist dadurch zu erkléren, dafl die linearen Funktionen der zusétzlichen

Forderung einer positiv definite Losung unterliegen, wihrend dies bei (c) nicht der Fall ist.
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a 0 b

40

Abb. 4.11 Berechneter Zylinder nach 6 Umrundungen bei einem Zeitschritt von At=2700 Sekunden
fir (b) konstante Fkt., (c) bikubische Interpolation, (d) lineare Fkt., (e) quadratische Fkt.
und (f) quadratische Fkt. aber umgekehrte Integrationsreihenfolge als zuvor. Teilbild (a)

zeigt schlieBlich den Ausgangszustand.
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Das negative Minimum und ein Maximum gréBer als die urspriingliche Héhe des Zylinders
bei der bikubischen Interpolation sind auf das Uber- bzw. Unterschwingen der numerischen
Losung zuriickzufithren. Dies hat keine weitere Bedeutung, denn es 146t sich mit zusétzli-
chen Einschrinkungen wie Positivitit oder Monotonie beseitigen. Die Erhaltung der
Gesamtmasse ist, wie erwartet, bei allen SLZI-Experimenten erfiillt, nur das Experiment
mit bikubischer Interpolation hat am Ende einen leichten Massenverlust aufzuweisen. Wei-
terhin ist zu bemerken, dafl die Reihenfolge der Integration keine Rolle spielt und beide
Varianten zu dhnlichen Ergebnissen fiihren. Die Teilbilder (¢) und (f) in Abb. 4.11 lassen
keine Unterschiede erkennen und auch die numerischen Ergebnisse in Tab. 4.1 zeigen nur

geringe Abweichungen voneinander.

Als Fazit 148t sich festhalten, dal die in Kapitel 4 vorgestellte Erweiterung des SLZI-Ver-
fahrens auf zwei Dimensionen sinnvolle Ergebnisse liefert. Im Kern werden dabei sukzes-
sive eindimensionale Integrale berechnet, die Bestandteile einer konservativen Abbildung
des Eigenschafisfeldes zwischen einem regelméfligen und einem unregelmifigen Gitter
sind. Die in Kapitel 3 untersuchten Eigenschaften der Methode konnten auch in 2D-Experi-
menten bestitigt werden. Dabei ist das Verfahren symmetrisch beziiglich der Vertauschung
der Integrationsreihenfolge, d.h. es ist egal ob zunichst in &-Richtung und dann in n-Rich-
tung integriert wird oder umgekehrt. Vergleicht man es mit anderen weitverbreiteten
semi-Lagrange-Verfahren wie z.B. der semi-Lagrangschen bikubischen Interpolation,
erhdlt man bereits mit linearen Funktionen eine dhnliche numerische Genauigkeit aber der
zusitzlichen Eigenschaft, da die Gesamtmasse erhalten bleibt. Ein Verfahren hoherer Ord-
nung ergibt sich durch quadratische Funktionen, die zwar einen hoheren Aufwand bedeu-

ten, aber durchweg verbesserte Resultate liefern.

Im né#chsten Kapitel wird nun untersucht, wie sich das Verfahren auf die Kugelgeometrie
ibertragen 146t. Besondere Aufmerksamkeit wird dabei den Polen gewidmet, die eine

gesonderte Behandlung erfahren.
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5. Das Zellintegrationsverfahren auf der Kugel

Bei den Uberlegungen das SLZI-Verfahren auf die Kugel zu iibertragen sind zunichst
einige Besonderheiten der Kugeloberfliche zu beriicksichtigen. Fiir ein Gitterpunktsmodell
gibt es auf der Kugeloberfldche zwei ausgezeichnete Punkte, wenn man ein Koordinatensy-
stem aus Lingengraden und Breitenkreisen zugrunde legt. Natiirlicherweise bildet die
Kugeloberfldche besonders fiir spektrale Modelle die idealen geometrischen Bedingungen.
In diesen Modellen gehort zu den Spektralkoeftizienten einer Variablen immer ein entspre-
chendes Feld im Ortsraum (A,0). Die Koordinatenlinien des Ortsraumes bestehen aus Lén-
gengraden und Breitenkreisen und sie bilden das sogenannte Gauf3sche Gitter. Dieses ist im
folgenden gemeint, wenn von einem Gitter oder von Gitterpunkten die Rede ist. In diesem
Gitter sind Nord- und Siidpol ausgezeichnete Gitterpunkte, da dort alle Léngengrade
zusammenkommen und die Pole damit keine eindeutige Langenkoordinate haben. Der
geringe Abstand der Lingenkreise und die groe Kriimmung der Koordinatenlinien in der
Nihe des Pols sind ein weiteres Merkmal der Kugelgeometrie. Weiter unten wird genauer
erldutert welche Auswirkungen das auf die Trajektorienberechnung und auf die konserva-
tive Abbildung hat.

Der in Kapitel 4 fiir ebene kartesische Koordinaten entwickelte Algorithmus ist zunéchst
relativ einfach auf Kugelkoordinaten zu iibertragen. Das wird deutlich wenn man sich in
Erinnerung ruft, daB Flichenintegrale Kernstiick des Algorithmus sind. Integrale der Form

1= [ ¢ n)dedn (5.1)
SA;

ij
lauten in Kugelkoordinaten ausgedriickt,

= [ ;0 0)cos0d0d1. (5.2)
BA;

ij

SA;J- ist das Fldchenstiick, iiber das zu integrieren ist, A ist die Langenkoordinate und 0 die
GauBsche Breite, I bzw. I sind Bezeichnungen fiir die entsprechenden Integrale. Verwendet

man anstelle von 0 jedoch den Sinus der Breite,

p = sind (5.3)
ergibt sich aus Gleichung (5.2)
= [0 wdud, (5.4)
8A;;
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d.h. man hat eine formale Gleichheit mit (5.1) hergestelit und kann nun den gleichen Algo-
rithmus verwenden. Das neue A-p-Koordinatensystem ist in Abb. 5.1 skizziert.

p=1
|
, v
L
e A 4
p=—1
=0 A=n/2 A= A=3n/2 A=2n

Abb.5.1 Skizze des A-p-Koordinatensystem, diinne senkrechte Linien sind Lan-
genkreise, waagerechte Linien sind Gausche Breitenkreise. Der Aquator
(u=0) und der Nordpol (u=1) sind etwas starker hervorgehoben.

In der Skizze sind exemplarisch einige Koordinatenlinien eingezeichnet. Die Linien p=1
bzw. p=—1 reprisentieren den Nord- bzw. Siidpol, die ebenso mehrdeutig bzgl. der Lin-
genkoordinate sind wie im A-0-Koordinatensystem auch. Die Seiten des eingezeichneten
Vierecks werden als gerade Linien angenommen analog zu den Verhéltnissen in kartesi-
schen Koordinaten. Diese Annahme ist aber in der Ndhe der Pole nicht mehr ausreichend

gerechtfertigt, was in einem spiteren Teilkapitel noch genauer untersucht wird.

Fiihrt man die Analogie zu kartesischen Koordinaten fort mufl noch ein weiterer Aspekt
betrachtet werden. Die Gleichungen zur Berechnung von Parabeln in Kapitel 3 gingen von
einem #quidistanten Gitter aus was insbesondere bei der Herleitung von (3.39) eine Rolle
spielt. Die p-Koordinaten auf der Kugel sind aber nicht dquidistant was nun bertiicksichtigt
werden muf3. Fiihrt man die Berechnungen in Anhang A, die als Resultat (3.39) ergeben, fiir
ein nicht-dquidistantes Gitter durch, erhdlt man, wie z.B. bei Collela und Woodward (1984)

nachzulesen ist, den etwas umfangreicheren Ausdruck:
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A e A )+ 1 (2A&;  1AE)) 55
kK+1/2 ¢k A§k+Aék+l(¢k+1 ¢k ijz_lAgk_'_j (A§k+AE’k+l) (5.5)
I:Aak—l—i_A&k _AE.;k+2+A§k+1:l(¢ — o)
2AE +AE L, 285 FAE |
Agy | +AE, A&y 1yt AE
_Aékzﬂék+5§k -|-;8¢k+1 +A§k+1 2A§k+1+A§k ¢k}
mit
S A&, 2A8; | + A, +‘5§k+2AE-'k+l
b = Aﬁk-l"’A"ikJ’Aﬁkﬂ[A@kﬂ+A§k @1 =00 AGy | A, (¢k_¢k_l)]
(5.6)

Obwohl diese Gleichungen recht kompliziert aussehen ist die Berechnung nicht sehr viel
aufwendiger als im Fall des dquidistanten Gitters. Da sich das Gitter mit der Zeit natiirlich
nicht dndert muB} man die meisten Faktoren nur einmal vor Beginn der Zeitschleife berech-
nen und kann sie dann als Konstante verwenden. Um die Beziehungen auch in Polnihe in
p-Richtung benutzten zu kénnen, erweitert man das Gitter iiber den Pol hinaus um die not-
wendigen Punkte. Das ist in Abb. 5.1 am Nordpol durch gestrichelte Linien angedeutet.

5.1 Trajektorienberechnung auf der Kugel

In den meisten semi-Lagrangschen Modellen werden die Trajektorien linear approximiert.
Durch diesen Ansatz werden die Trajektorien durch Geraden dargestellt, was in kartesi-
schen Koordinaten auch eine gute Niherung ist. Da ist es naheliegend auf der Kugel direkt
in (A,0)-Koordinaten zu arbeiten, um die Winkeldnderungen (A),A0) innerhalb eines Zeit-

schritts zu berechnen,

dA 2
AN = 2Ata + O(AtY) (5.7a)

do 2
AD = 2Ata + O(AtY) (5.7b)

mit
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@ _ u0,0())  d8 _ u(:(1),0(1)

s (5.8a,b)
dt a.cos((t)) dt a

u bzw. v ist die zonale bzw. meridionale Komponente der Geschwindigkeit und a ist der
Erdradius. Diese Gleichungen wiirden bedeuten, daB Trajektorien auf der Kugel, durch
gerade Linien im (A,0)-Raum dargestellt werden, was aber in Polnihe eine schlechte

Losung ist. In Abb. 5.2 ist eine Situation skizziert, die das verdeutlicht.

Abb. 5.2 Trajektorie an einem Breitenkreis in der Ndhe des
Pols die im Punkt A endet.

Die Kreise stellen einige Breitenkreise rund um den Pol dar und die radialen Linien die
Meridiane. Betrachtet man nun Punkt A mit den Koordinaten (A,0,) der Endpunkt einer
Trajektorie ist. Ist z.B. v(A,0)=0, dann ist die Tangente an den Breitenkreis in A eine gute
Wahl fiir die tatséchliche Trajektorie, in Abb. 5.2 als gestrichelte Linie dargestellt. Aus
(5.7) wiirde man als Trajektorie hingegen das in der Abbildung durchgezogene Bogenstiick
erhalten. Um die falsche Berechnung der Trajektorien in Polnshe zu verhindern wird eine
Methode benutzt, die z.B. bei Ritchie (1986) oder McDonald und Bates (1989) beschrieben

ist.

Fir jeden polnahen Punkt A, der im (A,0)-Koordinatensystem die Koordinaten
(A'=AA,0°=0,) hat, wird ein Hilfskoordinatensystem (1’,0’) eingefiihrt, so da der Punkt A

in diesem die neuen Koordinaten (A’=0,6’=0) besitzt. Das Hilfskoordinatensystem kann
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man durch zwei aufeinanderfolgende Rotationen um die Winkel A, und 0, erzeugen. In
Abb. 5.3 sind die Verhiltnisse graphisch dargestellt.

Abb. 5.3 Das Hilfskoordinatensystem (1’,0’) am Punkt A wird durch Rota-
tion des geographischen Systems (1,6) um die Winkel A5 und 64
erzeugt.

Fiihrt man diese Rotationen formal durch (siehe z.B. bei McDonald und Bates (1989) im
Appendix A) so erhilt man folgende Beziehung zwischen den Koordinaten beider Systeme,

cos6'cosA' = cosOcos(A—A,)cosO, + sinBsind , (5.9a)
cos@'sin)' = cosOsin(A—1,) (5.9b)
sinA' = sinBcos0, — cosOcos(A —A,)sind, . (5.9¢)

oder die inversen Formeln fiir A und 9,

A= +at cos6'sin\' 5.10
A A c0s0'cos)A'cosB , — sin®'sin0 , (6-102)
0 = asin[cos0'cosA'sin®, + sin6'cosB,]. (5.10b)
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Aus (5.9a)-(5.9¢) kann man weiterhin ableiten (McDonald und Bates (1988), Appendix A),

da die Geschwindigkeitskomponenten in beiden Koordinatensystemen durch folgende

Gleichung verkniipft sind,
u' G -S||u
= (5.11)
\4 S G||v
wobei
G = [cosOcosO, + sinBsinb , cos(A — L, )]/ cos' (5.12)
und S = sin@,sin(A—1,)/cosd'. (5.13)

Am Punkt A ist G=1 und S=0, d.h. (u’,v’)s=(u,v) 5. Da die Kriimmung der Koordinatenli-
nien in der Umgebung von im (1’,0°)-System geniigend klein ist, kann dort nun (5.7) und
(5.8) zur genauen Berechnung des Startpunktes (A.', 0.') der Trajektorie die in A endet
verwendet werden. Aus (L., 8.') erhilt man dann mit (5.10) den Startpunkt der Trajektorie
im (A,0)-System. Es ergibt sich

)2At (5.14a)

A\
0. = — (;)ZAt (5.14b)

wobei () ein zeitliches und riumliches Mittel entlang der Trajektorie ist, welches in

einem iterativen ProzeB bestimmt wird, der folgendermaBen abliuft:

(a) Erste Iteration mit (4, v') = (u', v'), was nach (5.11) gleich (u, v) A ist.

(b) Ersetze 2At durch At in (5.14) um den Mittelpunkt der Trajektorie im
(2’,6”)-System zu erhalten.

(c) Riicktransformation der Koordinaten des Mittelpunktes ins (),0)-System mit Glei-
chung (5.10).

(d) Interpolation von (u, v),, am Mittelpunkt im (A,0)-System ergibt (u, V)M -

(¢) Transformation von (u, v),, ins (A’,6°)-System mit (5.11) um (&', V)M im zwei-

ten Iterationschritt zu verwenden.

Dieses Verfahren der Trajektorienbestimmung auf der Kugel wird auch im “Integrated fore-
casting system”-Modell (IFS-Modell) des EZMWF verwendet. Zum IFS-Modell, welches
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bei den Berechnungen in diesem Kapitel benutzt wurde folgen im Anhang C einige Erliute-

rungen.

Da fiir die SLZI-Methode die Trajektorien an den Eckpunkten der Gitterzellen berechnet
werden, muBl noch erkldrt werden wie der Startpunkt der Trajektorie die am Pol endet,
ermittelt wird. Dazu wird angenommen, daf} in der unmittelbaren Umgebung des Pols der
Windvektor konstant ist. An jedem Punkt in dieser Umgebung gilt dann fiir die Komponen-

ten,

up = Vpsin(A —A,) (5.15a)
vp = Vpcos(h —A) (5.15b)

wobei V, der Betrag des Windes ist und A der Langengrad aus dessen Richtung der Wind
zum Pol weht. Gleichung (5.15b) ist aber die erste Fourierkomponente von v zur Zeit t an

den polnichsten Gitterpunkten. Das bedeutet,

172

V, = (a+b) (5.16)
Ao, = atan(b/a) (5.17)

N

; _ 2 .n. @

mit a =3 Z v (A E—Ae)coski (5.18a)

i=1

N

2

b=5 > V(A g — AB)sinA, . (5.18b)

i=1

Der Startpunkt der Trajektorie am Nordpol (A« , 8.)yp st demnach,

n  Vp2At
A« = atan(b/a), 0, = =-— ‘ (5.19a,b)
2 a
Entsprechende Uberlegungen fiir den Siidpol ergeben,
A« = m+ atan(b/a) (5.20a)
Vp2At
9, = — X4 P (5.20b)
2 a

67



Damit sind nun alle notwendigen Gleichungen zur Berechnung von Trajektorien auf der
Kugel aufgefiihrt. Im folgenden Teilkapitel wird nun ein Testproblem zur 2D-Advektion

auf der Kugeloberfliche genauer untersucht.

5.2 Advektion liber den Pol

Das in diesem Kapitel beschriebene Experiment kann man zurecht als Standardtest fiir die
Entwicklung numerischer Verfahren in Kugelgeometrie ansehen. Es ist der Transport einer
kosinusformigen Glockenfunktion iiber den Pol mittels eines divergenzfreien Windfeldes.
Bei Williamson et al. (1992) ist dies der Testfall 1. Die Glockenfunktion vollfithrt dabei
eine komplette Umrundung der Erdkugel und iiberquert dabei direkt den Nord- bzw. Siid-
pol. Der Anfangszustand der Funktion wird durch

(¢9/2)(1 + cos(nr/R)) r<R
0 r>R

(5.21)

o(2,0) = {

beschrieben. Die maximale Anfangshéhe der Funktion ist $=1000, dessen Radius R=a/3
und r ist der GroBkreisabstand zwischen einem beliebigen Punkt (A,0) und dem Anfangs-
mittelpunkt der Funktion, der bei (Aq,0¢)=(371/2,0) liegt. Der Abstand r wird durch,

r = aacos[sin0,sin0 + cosO-cosOcos(A —Ac)] (5.22)
berechnet, wobei a=6,37122 10°m der Erdradius ist. Das transportierende Windfeld ist

u = uy(cosbcosa + sinbcosAsina) (5.23a)
v = —u,sinAsino (5.23b)

mit ug=2na/(12 Tage) was ungefihr 40 m/s bedeutet. a ist der Winkel zwischen der Achse
der Rotation und der Erdachse. Wéhlt man z.B. a=n/2, erfolgt die Advektion direkt iiber
den Pol. Die Kosinus-Glockenfunktion wird in diesem Windfeld ohne Anderung der Gestalt
transportiert.

Als erstes steht das Verhalten der SLZI-Methode beim Transport iiber den Nordpol im Mit-
telpunkt der Untersuchung. Dazu wird das eben beschriebene Experiment durchgefiihrt und
die Gestalt der Kosinus-Glockenfunktion kurz vor und kurz nach der Uberquerung des
Nordpols analysiert. Eine detaillierte Fehlerechnung wird zunéchst noch nicht durchgefiihrt.
Die spektrale Auflosung des Modells betrigt T42 was einem zugehorigen Gaullschen Gitter
von 128x64 Punkten entspricht. Der Zeitschritt betrigt At=4050 Sekunden, d.h. 256 Zeit-
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schritte sind fiir eine volle Umrundung notwendig. In Abb. 5.4 sind die Konturlinien der

Funktion vor bzw. nach der Uberquerung des Nordpols zu sehen.

Abb. 5.4 Konturlinien der Kosinus-Glockenfunktion vor (unten im Bild) und
nach (oben im Bild) Uberquerung des Nordpols. Die Konturlinien
haben einen Abstand von 100 und die niedrigste eingezeichnete
Linie liegt bei 100.

Im unteren Teil von Abb. 5.4 sind die Konturen einige Zeitschritte vor der Uberquerung des
Nordpols zu sehen. Die dem Pol zugewandte Seite zeigt schon eine deutliche Abweichung
der Konturlinien von der Kreisform, aber insgesamt ist die Form der Kosinus-Glockenfunk-
tion noch zufriedenstellend. Einige Zeitschritte nach Passieren des Nordpols ist das Bild
ziemlich verzerrt. Es scheint fast eine Aufspaltung des Musters in zwei verschiedene Half-
ten stattgefunden zu haben, zumindest kann man deutlich zwei verschiedene Maxima
erkennen die symmetrisch angeordnet sind. Dariiber hinaus scheint der Transport noch
nicht vollstéindig abgeschlossen zu sein, da direkt iiber dem Pol eine weitere Struktur zu
sehen ist, wenn auch nicht ganz so stark ausgepriigt. Wie in den einleitenden Bemerkungen
zu Beginn dieses Kapitels erwihnt, hat man am Pol die besondere Situation daf die Koordi-
natenlinien stark gekriimmt sind und die Langengrade einen kleinen Abstand von einander
haben. Unter diesen Verhiltnissen scheint das SLZI-Verfahren am Pol verfilschte Ergeb-
nisse zu liefern. Es ist allerdings erwdhnenswert, daf} die Erhaltung der Masse in diesem
Experiment erfullt war. Eine mdgliche Erkldrung fiir die verzerrte Losung ist die starke

Kriimmung der Koordinatenlinien in Polndhe, die zu einer verfilschten Berechnung der
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Flichenintegrale fithren kann. Mit Hilfe von Abb. 5.5, einer polarstereographischen Ansicht

wird dies an einem einfachen Beispiel erldutert.

/2

02~

3n/2

Abb. 5.5 lllustration des SLZI-Verfahrens anhand einer Gitterzelle in der Nahe des Pols.
Die schraffierten Flachen zeigen zwei Zellen zum Zeitpunkt t+At, welche zum
Zeitpunkt t-At das Dreieck ABC bzw. das Viereck BCDE bilden. Die diinnen
Linien deuten die Trajektorien an, deren Startpunkte mit A, B, C, D und E
bezeichnet sind.

Die Kreise in der Abbildung stellen die GauBlschen Breiten dar und die radialen Linien die
Léngengrade. Exemplarisch sind zwei Gitterzellen des regelmiBigen Gitters grau hervorge-
hoben, eine dreieckige Zelle, die als einen Eckpunkt den Pol besitzt und die einen Breiten-
kreis weiter siidlich angrenzende Zelle. Die Startpunkte der Trajektorien die an den
Eckpunkten dieser Zellen enden, sind durch kleine ausgefiillte Kreise dargestellt und mit
den Buchstaben A, B und C fiir die dreieckige Zelle, sowie B, C, D und E fiir die zweite
Zelle bezeichnet. Die durchgezogene Linie beschreibt dementsprechend das Viereck bzw.
Dreieck welches durch die Startpunkte zum Zeitpunkt t-At gebildet wird. Die diinnen
Linien sollen die Trajektorien andeuten. SchlieBlich sind noch eine Reihe offener Kreise in

der Abbildung zu sehen und zwar genau an den Stellen, an denen die Seiten des Dreiecks
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mit den Léngenkreisen einen Schnittpunkt bilden. Man sieht, daB eine einzelne Seite eine
erhebliche Anzahl an Lingenkreisen schneidet, was aufgrund des geringen Abstands der
Meridiane in Polnghe nicht verwunderlich ist. Die gleiche Situation ist in Abb. 5.6 nun noch

einmal in einem A-p-Diagram dargestellt.

p=1

0 /2 T 3n/2 2n

Abb. 5.6 Situation wie in Abb.5.5, diesmal als A-p-Diagram. Zusatzlich sieht man als dicke
gestrichelte Linien die Verbindungslinien AB und AC.

Wenn man die Startpunkte der Trajektorien von den vier bzw. drei Ecken einer Gitterzelle
ermittelt hat legen diese das Viereck oder Dreieck fest iiber das zu integrieren ist. Die Seiten
des Vierecks oder Dreiecks sind, wie in der Beschreibung des Algorithmus dargelegt
wurde, gerade Linien im A-p-Diagram analog zu den Linien in ebenen kartesischen Koordi-
naten. Die geraden Linien sind in guter Niherung Bégen von GroBkreisen. Diese Wahl ist
auch ausreichend genau solange man geniigend weit vom Pol entfernt ist. In Abb. 5.6 sind
die Seiten eines Dreiecks eingezeichnet, das den Pol als Eckpunkt besitzt. Schaut man ins-
besondere auf die Seiten AB und AC welche im Bild durch dick gepunktete Linien ange-
deutet sind erkennt man, daB die geraden Linien den Verlauf der Seiten wie sie in der
stereographischen Projektion zu sehen sind, véllig unzureichend wiedergeben. Beim Blick
auf die Schnittpunkte der Dreiecksseiten mit den Lingenkreisen wird dies ganz deutlich:
Der Schnittpunkt der Seite AC mit dem Langenkreis 87/6 liegt in Abb. 5.5 deutlich niher
am Pol als der Punkt A selbst. Die Schnittstelle der dick gepunktete Linie AC mit A=87/6 in
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Abb. 5.6 liegt aber weiter vom Pol (u=1) entfernt als A. Beriicksichtigt man also die korrek-
ten Schnittpunkte der Dreieckseiten mit den Meridianen, die zwischen A und beispielsweise
C liegen, ergibt sich die korrekte Fldche iiber die in diesem Beispiel integriert werden muf.
Die dick durchgezogenen Polygonziige, die durch A, B, C und die Schnittpunkte festgelegt
sind werden durch die Meridiane in einzelne Teilabschnitte unterteilt so dafl der Beitrag der
Seiten AB und AC zur Masse im Dreieck ABC, siehe Gleichung (4.16), durch die Summe
der Beitrige der Teilabschnitte zustande kommt. Um diese berechnen zu kdnnen sind neben
den bekannten Koordinaten der Startpunkte der Trajektorien auch noch die Koordinaten der
erwihnten Schnittpunkte notwendig.

5.3 Die Berechnung der Schnittpunkte

Unter der Annahme, da3 die Seiten des Dreiecks Bogenstiicke von GroBkreisen sind, redu-
ziert sich das Problem auf die Bestimmung des Schnittpunktes zweier Groflkreise, da die
Liangengrade ebenfalls GroBkreise sind. Zwei voneinander verschiedene Grofkreise schnei-
den sich in genau zwei Punkten und wenn keiner der Kreise der Aquator ist, liegt einer der
Schnittpunkte auf der Nordhalbkugel und der andere auf der Siidhalbkugel. In der vorlie-
genden Aufgabe ist es relativ einfach den in Frage kommenden Schnittpunkt zu finden,
wenn man in der Nihe des Nordpols arbeitet ist es derjenige auf der Nordhalbkugel und
umgekehrt. Legt man nun durch die GroBkreise eine Ebene so braucht man einen Punkt und
zwei linear unabhéngige Richtungsvektoren um diese eindeutig festzulegen. Zunéchst ein-
mal betrachtet man die Normalenvektoren auf der Ebene, die in Abbildung 5.7 im Teilbild a

mit n0 und n1 bezeichnet sind.

. |
N | A g; A '4\n*
n, ' | I .0
|
1

)\.=7\.0
a b C

Abb. 5.7 Hilfsskizze zur Berechnung des Schnittpunktes zweier GroRkreise. (a) Ebenen im
%
Raum mit Normalenvektor (b) senkrechte Komponente von n; (c) 8-bzw. p-Koordi-

nate des Schnittpunktes zwischen den zwei Grof3kreisen.
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Die senkrechte Linie in Teilbild (a) mit der Beschriftung A=A, ist die Ebene durcg den Lén-
genkreis A mit dem Normalenvekt_())r no Die Ebene mit dem Normalenvektor n;, legt den
zweiten GroBkreis fest. Wihrend n,, in diesem Beispiel in der Bildebene liegt zelgt n1 in
die Bildebene hinein. In Tellblld (b) wo im wesentlichen der Bezug zwischen n0 , n1 und
dem neu eingefiihrten Vektor k* aufgezeigt wird, liegt die Betrachtungsebene nun in der
von den Normalenvektoren aufgespannten Ebene. Im dritten Teilbild schlieBlich soll ver-
deutlicht werden, daf sich die 6- oder p-Koordinate des Schnittpunktes unmittelbar aus n*
und dem kartesischen Einheitsvektor in z-Richtung bestimmen 148t. Die A-Koordinate des
Schnittpunktes ist trivial, sie ist einfach gleich A,. Die einzelnen Schritte sind also wie folgt,

- -
* bestimme die Normalenvektoren n, und n,

- -
* cosa = n;-n,

- -
* k¥ =n;—cosa-n,
%
— -
* Normiere k* auf die Linge 1: n* = —
\k*l

- >
cosf = f\fl—uz = n*-e,.

Der erste Schritt, die Bestimmung der Normalenvektoren auf den Ebenen bedarf noch der

9
ndheren Erlduterung. Wie zu Beginn des Kapitels erwéhnt sind ein Punkt s und zwei linear
- -
unabhingige Richtungsvektoren p und q, die in der Ebene liegen zur eindeutigen Bestim-

mung einer Ebene im Raum notwendig. Die Parameterform einer Ebene lautet dann,
+taptBq (5.24)

9
r ist dabei ein beliebiger Punkt der Ebene, a und B durchlaufen unabhiingig voneinander

>
reelle Zahlen. Der Vektor p x q steht senkrecht auf der Ebene und nach der Normierung

auf den Betrag eins ist der Normalenvektor auf die Ebene gefunden. Da beide GroBkreise

> >
durch den Mittelpunkt der Kugel gehen ist der Aufpunkt s = 0 zu wihlen. Der erste
GroBkreis G1 ist ein Langengrad und enthilt folglich den Nord- bzw. Siidpol als Punkt. Fer-
ner kreuzt er den Aquator, was die Wahl der folgenden Richtungsvektoren nahelegt

0 CosA,

-> 5 .

pct =| 0 und qG1 = a| sind, |, (5.25)
a 0
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Der zweite Grof3kreis G2 enthilt ebenfalls zwei markante und bekannte Punkte. Den Start-
punkt der Trajektorie die am Pol endet und den Startpunkt der Trajektorie die im Punkt A
von Abb. 5.6 endet. Die Koordinaten dieser Punkte (A,0)4 bzw. (A,0)p,; legen somit die
Richtungsvektoren flir G2 fest, es ist

N cos0, cosh . cos0p, cosAp,
pG2 = a-| cosO,sink, und qG2 = a-| cosOpysinip ) |, (5.26)
sin6 , sinBp,

a ist jeweils der Erdradius. Aus (5.25) und (5.26) kann man jetzt die Normalenvektoren
bestimmen und damit auch den Schnittpunkt der beiden GroBkreise.

Bisher ist noch nicht néher spezifiziert worden fiir welche Gitterzellen diese Prozedur not-
wendig ist. Folgt man Abb. 5.6, kommen besonders diejenigen Zellen des unregelmifBigen
Gitters in Frage, deren Seiten eine groBe Zahl an Langengraden kreuzen. Dies trifft in der
Regel auf alle Zellen zu die mit dem Pol einen Punkt gemeinsam haben, da der Abstand der

Meridiane dort besonders gering ist.

Abb. 5.8 Konturlinien der Kosinus-Glockenfunktion vor (unten im Bild) und
nach (oben im Bild) Uberquerung des Nordpols im Experiment
mit der verbesserten Berechnung fiir polnahe Breitenkreise. Wie-
derum betragt der Abstand 100 und die niedrigste eingezeich-
nete Linie liegt bei 100.
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Es hat sich gezeigt, daf die Berechnung der Schnittpunkte zu spiirbaren Verbesserungen
fiihrt, wenn die Ecke einer Zelle im Bereich |0] > 80° liegt, bei einer T42-Aufldsung bedeu-
tet dies, daB} etwa 3-4 Breitenkreise rund um die Pole betroffen sind.

Wiederholt man nun das Experiment aus Kapitel 5.2 mit dem verbesserten SLZI-Verfahren,
erhélt man das Bild aus Abb. 5.8. Die dussere Gestalt der Glockenfunktion ist nun nach der
Uberquerung des Nordpol deutlich zu erkennen, denn die Konturlinien zeigen annshernd
Kreisform. Der Transport des Signals ist ohne Verzerrung und vollstéindig vollzogen und
die in Abb. 5.4 noch beobachtete Spaltung des Signals ist verschwunden. Allerdings wurde
auch hier nur auf den qualitativen Aspekt des Transportes geschaut ohne exakte Fehlerbe-

rechnungen anzustellen, dies wird im folgenden Abschnitt nachgeholt.

5.4 Quantitative Untersuchungen zum SLZI-Transport auf der Kugel

Hier werden fiir verschiedene Experimente zunéchst Konturlinien-Plots in orthographischer
Projektion untersucht. Das Zentrum der Projektion liegt genau in der Mitte der analytischen
Losung. Die Bilder zeigen die analytische Lésung mit gestrichelten Linien und die numeri-
sche Lésung mit durchgezogenen Linien jeweils nach einer vollen Rotation um die Kugel.
Das Linieninterval betrigt 100 Einheiten und die niedrigste Linie beginnt bei 100. Als zwei-
tes Bild wird fiir jedes Experiment noch ein Differenzenplot zwischen analytischer und
numerischer Losung gezeigt, negative Werte sind gestrichelt und positive Werte durchgezo-
gen dargestellt. Eine Ausnahme bildet Abb. 5.9, dort ist es leider genau umgekehrt. Das
Minimum bzw. Maximum der Konturlinien ist jeweils angegeben. Anschlieend wird der
zeitliche Verlauf einiger globaler FehlermaBe dargestellt. Dazu definiert man zunéchst das
Integral I(¢)

T /2
10) = £*[726(r, 8)cosBdedn., (5.27)

welches konsistent mit der gewéhlten numerischen Methode sein mu8. Ist die Methode z.B.
kubische Interpolation, dann wird aus (5.27)
1]

1(¢) = D D $;;c088,A%(AB);. (5.28)

i=1j=1

¢ij ist der Gitterpunktswert von ¢ an der Stelle (A, Gj) . L ist die Anzahl der Léngengrade
und J die Anzahl der GauBschen Breiten. AA ist einfach der dquidistante Abstand zwischen
zwei Langengraden. Im Falle von (A6); muff man beachten, daB3 aufgrund des nicht 4quidi-
stanten Abstandes keine Werte fiir halbzahlige Indizes zur Verfugung stehen, daher ist
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1 1 1
(AB); = 65, 1,2,-6;_1,2 = 5(ej+1+ej)—5(ej+ej_1) =501 -6_).  529)

Im Falle des SLZI-Verfahrens jedoch sind die ¢;; schon automatisch Mittelwerte iiber eine
Gitterzelle (i j), die nur noch aufsummiert werden miissen. Denn analog zu (4.5), ist im

(A-p)-System

biAA; = b AMAR), = [ [oh, py, t- ADydhdy (5.30)
SA:

1]

die Masse in der Gitterzelle (i j). Die Summe iiber alle Zellen stellt somit die Gesamtmasse
dar. Fiir (Ap); gilt das gleiche was in (5.29) fur (A0); hergeleitet wurde.

Mit Hilfe dieses Integrals konnen weitere Grofen abgeleitet werden, wie z.B die 14-, 1,- und

1, -Norm, gemif den Definitionen

I[[o(A, 0) — 5 (R, 0)]]

1,(¢) = (5.31)
: [[[oA(h 0)]]
[, 0)— b, (1, 0213
1oy = LI 0)— ])/)2]} 55
(1[0, (1, 0)°1}
und 1.(¢) = max““““"g)l(b(k’e)—%(k’e)l. (5.33)

maX,e 3. 0)|Pa s 0)]

¢, ist die analytische und ¢ die numerische Losung. Zusitzlich werden die normierten Gré-
Ben von Mittelwert, Varianz, Minimum und Maximum aufgezeichnet. Mit ¢ = I[$(A, 0)]

lauten die entsprechenden Beziehungen:

M = (d’j‘bA), (5.34)
do
V= (1[0 8) 1-1[(d5— 64) 1}/ (dg— d0) 1) (5.35)

Omax = (Maxye o y90(X, 0) —max,;. ; 6)0a (R, 0))/(Ad)  (5.36)
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Abb. 5.9 Advektion mit SLZI-Verfahren Gber Nordpol in T42 Auflé-
sung, Ergebnisse nach einer Umrundung
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und Omin = (Minye 5 )0(A, 0) —minge o 6194 (R, 0))/(Ad). (5.37)

A¢ ist die Differenz zwischen dem Maximum und dem Minimum der analytischen Lésung
und ¢, ist die analytische Losung zum Zeitpunkt t=0. Der zeitliche Verlauf dieser Fehler ist
im dritten Bild der jeweiligen Experimente zu sehen. Fiir die verschiedenen Kurven wurden
unterschiedliche Linientypen und -stiirken gewihlt. Die Legende in den Bildern zeigt die

genaue Zuordnung.

In Abb. 5.9 sind nun die Konturlinien und der zeitliche Verlauf der FehlermalBe fiir das
Experiment aus Kapitel 5.3 zu sehen. Das normierte Minimum und die Varianz im unteren
Bild sind nicht zu unterscheiden. Schaut man zunichst einmal auf die Konturplots in der
oberen Hilfte der Abbildung sieht man ein in allen Richtungen, insbesondere in der Advek-
tionsrichtung, verbreitertes Signal. Diese Ausdehnung geht zu Lasten einer Abflachung im
Zentrum der Funktion. Die Differenz zwischen analytischer Losung und numerischer
Losung im rechten Bild verdeutlicht dies noch einmal. Das Maximum der Differenz scheint
bei genauerem Hinsehen nicht exakt auf dem Aquator liegen, d.h. auch ein kleiner Phasen-
fehler ist zu beobachten. Die mégliche Ursache ist im zeitlichen Verlauf der globalen Fehler
angedeutet. Alle Fehler steigen dem Betrage nach im Laufe der Zeit an. Der Anstieg ist zu
Beginn der Integration recht grof3 und bleibt dann annéhernd konstant. Besonders markant
sind die Zeitpunkte an denen das Signal den Nord- bzw. Siidpol iiberquert, dies ist nach 64
bzw. 192 Zeitschritten der Fall. Die Fehlerverldaufe von 1 - und Maximumfehler steigen
dort rapide an und fallen einige Zeitschritte spiter ebenso steil wieder ab, allerdings nicht
ganz auf das Ausgangsniveau zuriick. Offensichtlich zeigt das Maximum der numerischen
Losung bzw. die maximale Differenz zwischen analytischer und numerischer Losung in
allernidchster Umgebung der Pole einen groBen Fehler. Dies ist bei der qualitativen Betrach-
tung der Poliiberquerung, wie das in Abb. 5.8 geschehen ist, nicht auffillig geworden, zeigt
sich aber nunmehr bei der detaillierten Fehleranalyse. Dazu muf} in Erinnerung gerufen
werden, daB in den bisherigen Experimenten auf der Kugel den zu integrierenden Funktio-
nen bisher keinerlei Einschrinkungen wie Monotonie oder Positivitit auferlegt wurde. Das
bedeutet aber auch, daB ein UberschieBen bzw. Unterlaufen der numerischen gegeniiber der
analytischen Losung mdoglich ist. Die Situation am Pol, wo Parabeln iiber sehr kleine
Distanzen integriert werden scheint dafiir besonders anfillig. Bedenkt man zudem noch,
daB mit der Einfilhrung der Schnittpunkte das ohnehin schon kleine Integrationsgebiet noch
weiter unterteilt wurde, stellt sich die Situation verschirft dar. Die qualitative Verbesserung
des Ergebnisses ist noch nicht ausreichend um auch eine quantitativ zufriedenstellende
Losung zu erzielen. Um dies zu erreichen wurde ein Polfilter eingefiihrt, was in reinen Git-

terpunktsmodellen sehr hiufig gemacht wird.
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In dieser Arbeit handelt es sich dabei um ein laufendes Mittel in zonaler Richtung, welches

fiir eine Variable A folgendermaflen definiert ist:

i+M

= 1

N ~ Z A, (5.38)
i=i-M

1ist der Gitterindex in zonaler Richtung und M = (N —1)/2. Die Idee dabei ist eine Art
Mittelung des Signals iiber N Gitterzellen zu erreichen, so da} die unterschiedliche Fliche
der Zellen des regelméaBigen Gitters etwas ausgeglichen wird. Bei der Wahl von N wurden
Kriterien zugrunde gelegt, die im wesentlichen einer Plausibilititsbetrachtung geniigen. Der
Polfilter soll maximal ein Viertel der Breitenkreise pro Hemisphire beeinflussen und der
Ubergang zu den unbeeinfluBten Breitenkreisen soll einigermaBen flieBend sein. Fiir ein
Modell in T42-Auflosung sind dann die ersten acht Breitenkreise von Nord- bzw. Siidpol an
betroffen. In Tabelle 5.1 sind die im Experiment verwendeten Werte fiir N aufgefiihrt.

Breitenkreis 1 2 3 4 5 6 7 8
N 9 9 7 7 5 5 3 3

Tab. 5.1 Anzahl der Gitterzellen N pro Breitenkreis, Gber die durch
den Polfilter ein Art Mittel gebildet wird.

Wiederholt man das vorherige Experiment nun mit dem Polfilter ergibt sich als Resultat
Abb. 5.10. Um die verschiedenen Einfliisse getrennt voneinander zu untersuchen, ist im
Experiment von Abb. 5.11 als zusitzliche Eigenschaft Positivitit gefordert, was fiir diesen
Spezialfall verniinftig ist, da die Funktion zu Beginn der Integration ausschlieflich positive
Werte annimmt. In Tabelle 5.2 sind die Fehler am Ende der Integration fiir die drei Experi-

mente aufgelistet.

11 12 1 0 M Vv Min Max

T42, ohne Filter, nicht pos. def. 0.227 0.741 0.166 0 -0.761 -0.767 -0163

T42, mit Filter, nicht pos. def. 0.198 0117 | 89102 | 0 | -51102 | -3.1102 | -8.4102

T42, mit Filter, positiv definit 0.153 0.119 9.7102 0 47102 0 -8.51072

Tab.5.2 Fehler nach 256 Zeitschritten fir die drei Experimente mit der SLZI-Methode. In der
ersten Zeile wurde weder ein Polfilter verwendet noch Positivitdt gefordert. In der
zweiten Zeile kam ein Polffilter hinzu und in der dritten Zeile ist die Lésung zusatzlich
positiv definit.
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Durch die Einfiihrung des Polfilters konnte das Ergebnis erheblich verbessert werden. Man
kann im zeitlichen Verlauf der Fehler zwar immer noch erkennen zu welchen Zeitpunkten
Nord- bzw. Siidpol iiberquert wurden, der sprunghafte Anstieg und Abfall ist jedoch ver-
schwunden. Am Ende der Integration liegen alle Fehler niedriger als in dem Experiment
ohne Polfilter obwohl der kontinuierliche Anstieg der Fehler mit der Zeit geblieben ist. Der
Differenzenplot zeigt weiterhin ein recht symmetrisches Bild, das heifit der mégliche Pha-
senfehler ist durch den Polfilter auch beseitigt worden. Die Verbreiterung des Signals findet
nunmehr fast ausschlielich in Transportrichtung statt, senkrecht dazu ist sie vernachlissig-
bar. Die negativen Werte sind im Konturplot nicht zu sehen, da der Abstand der Konturli-
nien 100 betrégt. Das negative Minimum in Abb. 5.10 entspricht aber immerhin ca. 3% des

Maximums, ist also nicht zu vernachléssigen.

Verlangt man von der Losung zusétzlich Positivitit ergeben sich noch geringe Anderungen
wie in Abb. 5.11 und Tab. 5.2 zu sehen ist. Der ;- Fehler ist sichtbar zuriickgegangen, weil
der Beitrag der negativen Werte nun ausbleibt. Dieser kompensatorische Effekt fillt bei den
anderen Fehlern weg, so dafl man beim 1,- und 1 -Fehler, sowie dem normierten globalen
Maximum sogar eine leichte Verschlechterung gegeniiber dem Experiment zuvor festzu-
stellen ist. Auch das Maximum der Funktion am Ende der Integration ist leicht gesunken.
Dies steht aber im Einklang mit der Erkenntnis das eine positiv definite oder gar monotone
numerische Losung gegeniiber einer uneingeschrinkten Lésung leicht dissipativ ist. Fiir alle
weiteren Experimente wird jedoch der Transport einer Kosinus-Glockenfunktion direkt
tiber den Pol, in T42-Auflésung, mit quadratischen Funktionen, Polfilter und positiv defini-
ter Losung als Referenz herangezogen. In den folgenden Experimenten werden einzelne
Parameter verindert und ihr Einflul auf die Losung diskutiert. Die Abbildungen zu allen

weiteren Experimenten finden sich im Anhang D.
Experimente mit unterschiedlichen Auflésungen

Zunichst einmal wird der Einflul des Gitters auf die numerische Lésung untersucht. Dazu
wurden Experimente mit unterschiedlichen Auflésungen analog dem Referenzexperiment
(dritte Zeile in Tab. 5.2) durchgefiihrt. Neben dem Referenzexperiment in T42-Auflsung,
wurde noch ein T21, T30 und T63 Lauf durchgefiihrt. Wie in Tab. 5.3 zu sehen ist nehmen
sdmtliche Fehler mit steigender Auflosung ab, d.h. die bessere Auflgsung fiihrt, wie auch zu
erwarten ist, zu einer genaueren numerischen Lésung und die Differenz zwischen beiden
Lésungen wird kleiner. Schaut man sich den 1;- oder l,-Fehler an stellt man fest, daB3 sich
der Fehler bei jeder Steigerung der Auflosung in etwa halbiert. Dies gilt aber nicht fiir den
Sprung von T42 auf T63, hier fillt die Verbesserung deutlicher aus. Ein Blick auf die Kon-

turlinien im T63 Experiment zeigt ebenfalls eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen ana-
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lytischer und numerischer Losung. Fiir diese Tatsache gibt es aber keinen offensichtlichen
Grund, es scheint vielmehr so, daB bei dem gewéhlten Zeitschritt, der ja in allen Experimen-
ten gleich ist, die Startpunkte der Trajektorien im T63-Gitter zufillig besonders giinstig lie-
gen. Das ist dann der Fall, wenn die Uberlappung einer Zelle des unregelméBigen Gitters

mit einer einzigen Zelle des regelmiBigen Gitters besonders grof3 ist.

14 1, 1, M \Y% Min Max
Auflésung T21 0.734 0.465 0.367 0 0.322 0 -0.359
Auflésung T30 0.351 0.258 0.205 0 0.109 0 -0.205
Auflésung T42 0.153 0.119 9.7 1072 0 471072 0 85102
Auflésung T63 21102 | 18102 | 14102 | 0 | 15102 | O | 22107

Tab.5.3 Fehler nach 256 Zeitschritten fiir die Experimente mit unterschiedlicher Auflésung.
Das T42-Experiment ist das Referenzexperiment.

Ein Blick auf die Differenzenplots zeigt eine weitere Besonderheit beim T63-Experiment.
Wihrend bei allen anderen Auflésungen im wesentlichen im Zentrum der Kosinus-Glok-
kenfunktion eine Abflachung und an den Réndern in Advektionsrichtung ein Zerflielen des
Signals zu beobachten ist, sind die Verhéltnisse im T63-Experiment leicht verdndert. Hier
machen sich auch dissipative Effekte senkrecht zur Transportrichtung bemerkbar. Sie sind
von der Amplitude her gesehen zwar absolut klein, aber doch groBer als entsprechende
Effekte in Transportrichtung. Noch bedeutender erscheint mir aber eine zweite Beobach-
tung. Der Differenzenplot im T63-Experiment deutet auf eine Tendenz zur Aufspaltung des
Signals und zur Herausbildung zweier Maxima hin. Fiir das SLZI-Verfahren ist méglicher-
weise eine Grenze erreicht an der die feine Aufldsung am Pol zu Problemen fiihren kann. Es
ist ohnehin empfehlenswert bei derartigen Auflosungen mit einem sogenannten reduzierten
Gitter zu arbeiten. Bei einem solchen Gitter ist die Anzahl der Langengrade in einigen Brei-
tenkreisen in Polnshe gegeniiber der Anzahl am Aquator verringert. Im Ausblick werde ich

auf diesen Punkt aber noch n#her eingehen.
Experimente mit unterschiedlichen Funktionen

Der experimentelle Vergleich von konstanten, linearen und quadratischen Funktionen
bestitigt im die in den vorherigen Kapiteln beobachteten Eigenschaften. Die exakten Zah-
len nach 256 Zeitschritten sind Tab. 5.4 zu entnehmen. Dort ist zusdtzlich noch ein Experi-
ment mit einer traditionellen bikubischen Interpolation sowie wie einer positiv definiten

Variante davon aufgefiihrt. Das Experiment mit konstanten Funktionen fillt auch hier

83



erwartungsgemifl mit relativ groBen Fehlern auf, die Griinde dafiir sind bekannt und in
Kapitel 3 und 4 schon ausreichend erliutert worden. Interessant ist allerdings die Beobach-
tung, daB in den Fehlerkurven des Experiments mit konstanten Funktionen die Uberquerung
der Pole nicht zu sehen ist, wihrend sie in allen anderen Experimenten ja durch einen mehr
oder minder groBen Ausschlag erkennbar ist. Die Variation der Kosinus-Glockenfunktion
innerhalb der Zellen scheint in der Nihe des Pols durch eine konstante Funktion ausrei-

chend beschrieben zu sein. Dieses Ergebnis kommt sogar zustande ohne einen Polfilter zu

benutzen.
1 1, 1, M A Min Max
T42, quadratische Fkt. 0.153 0.119 | 971072 0 47102 0 -8.51072
T42, lineare Fkt. 0.204 0.158 0.124 0 5.5 1072 0 -0.124
T42, konstante Fkt. 1.263 0.759 0.762 0 -0.285 0 -0.761
T42, bikubische Interpolation | 0.254 0.152 0.119 25102 | 65102 | -3.4102 -0.118
T42, pos. def. bikub. Interp. 0.202 0.156 0.123 64102 | 54102 0 -0.121

Tab. 54 Fehler nach 256 Zeitschritten fur die Experimente mit verschiedenen Funktionen.
Zusétzlich sind als Vergleich Experimente mit bikubischer Interpolation durchgefiihrt
worden. Das T42-Experiment mit quadratischen Funktionen ist das Referenzexperi-
ment.

Stellt man einen Vergleich zwischen den Experimenten mittels des SLZI-Verfahrens und
bikubischer Interpolation an, bestitigt sich das Bild aus Kapitel 3 und 4. Die Integration
linearer Funktionen liefert fiir dieses Experiment in etwa #hnliche Eigenschaften wie
semi-Lagrangsche Interpolation. Konstante Funktionen schneiden erwartungsgeméil deut-
lich schlechter ab, wihrend quadratische Funktionen ein etwas besseres Resultat ergeben.
Nebenbei sei erwihnt, dal die Erhaltungseigenschaft natiirlich unabhingig von der Wahl
der Funktionen ist und uneingeschrénkt erfiillt wird. Wie zuvor schon beim SLZI-Verfahren
festgestellt wurde, zeigt auch das Interpolationsverfahren bei der Einschrinkung auf eine
positiv definite Losung einen leichten Anstieg aller Fehler bis auf den 1;-Fehler. Dies ist

also keine Besonderheit des neuen Verfahrens.

Bisher ist ein wichtiger Aspekt numerischer Verfahren noch nicht diskutiert worden, ndm-
lich die Effizienz der Methode, welche ihren Ausdruck in der erforderlichen Rechenzeit fiir
ein Experiment unter genau definierten Bedingungen findet. Da das SLZI-Verfahren ein-
fach als eine weitere Option in das IFS-Modell integriert wurde, sind die Bedingungen

gegeniiber der quasi-monotonen bikubischen Interpolation genau gleich. Die Experimente
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wurden auf einer Workstation durchgefiihrt und waren daher unabhingig von momentanen
Auslastungen, wie das auf einem Grofirechner der Fall sein kann. Verglichen wird die Lauf-
zeit des Experiments mit semi-Lagrangscher Interpolation und des SLZI-Verfahren mit
quadratischen, linearen und konstanten Funktionen. Bei allen Experimenten wurde eine
positiv definite Losung verlangt. Die Zeitangaben in Tab. 5.5 sind mit der Laufzeit des klas-

sischen Verfahrens normiert.

Interpolation quadratisch linear konstant

normierte Laufzeit 1 1.65 1.17 0.92

Tab. 5.5 normierte Laufzeiten verschiedener Experimente im Vergleich

Mit dem Vergleich wird deutlich, daB die exakte Erhaltung der Masse ihren Preis hat. Aller-
dings mufl man bedenken, daf die erhéhte Rechenzeit fiir diesen Transport in einem voll-
stindigen Atmosphdrenmodell nicht sehr in Gewicht fillt. Strahlungsprozesse, Wolken-
und Turbulenzparametrisierung benodtigen deutlich mehr Rechenzeit als adiabatische Pro-
zesse insgesamt. Bezieht man sich auf die linearen Funktionen so ist der Mehraufwand
sogar recht gering und das mit dem Vorteil der exakten Massenerhaltung. Die konstanten
Funktionen sind zwar noch etwas giinstiger, sie stehen aber aus anderen Griinden nicht zur
Diskussion. Der deutliche Mehraufwand bei den quadratischen Funktionen entsteht vor
allem aus zwei Griinden: Zum einen ist die Berechnung und Integration dieser Funktionen
aufwendiger als eine bikubische Interpolation und zum anderen schligt die zusitzliche
Beriicksichtigung von Schnittpunkten und die daraus resultierende feinere Unterteilung des
Integrationsgebietes am Pol negativ zu Buche. Der letztgenannte Grund bietet aber noch

Potential einer Reduzierung der Rechenzeit.
Transport mit verschiedenen Orientierungen des Windfeldes

Neben der Advektion direkt iiber den Pol sollen zum Schluff auch noch Experimente, die
einen Transport entlang des Aquators und, um Symmetrieeffekte auszuschlieBen, in kleinen
Winkeln abweichend von Pol und Aquator zeigen, betrachtet werden. Die Orientierung des
Windfeldes kann durch den Winkel a in Gleichung (5.23) beeinflult werden. Wie schon zu
Beginn des Kapitels erwidhnt wurde, bedeutet a=n/2 den Transport direkt iiber die Pole und
o=0 entsprechend entlang des Aquators. Die Abweichungen von diesen Extremfillen wer-
den durch o=(n/2)—0.05 bzw. a=—0.05 definiert. In Tab. 5.6 sind die Ergebnisse notiert.
Die Fehler liegen etwa alle im selben Bereich und keine Orientierung scheint bevorzugt zu
sein. Dies ist nicht selbstverstindlich, da die Advektion direkt {iber den Pol eine gréBere

Herausforderung an ein numerisches Verfahren ist als z.B. entlang des Aquators. Betrachtet
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man das Experiment bei dem die Rotation in einem kleinen Winkel a am Pol vorbei lduft,

so kann man in den zeitlichen Verldufen der Fehler den EinfluB3 des Pols kaum mehr erken-

nen.
1 1, 1, M \Y Min Max
a=n/2 0.153 0.119 9.7 102 0 471072 0 -8.51072
a=(rn/2)—0.05 0.178 0.105 821072 0 461072 0 761072
0=0 0.201 0.118 | 9.0102 0 5210 0 -8.7102
0=—0.05 0.192 0.113 | 8.710% 0 -4910 0 -8.2102

Tab.5.6 Fehler nach 256 Zeitschritten fur die Experimente mit verschiedenen Orientie-
rungen des Windfeldes. Das T42-Experiment mit a=m/2 ist das Referenzexperi-
ment.

Den Zeitpunkt an dem das Signal seinen kiirzesten Abstand zum Pol hat kann man nur noch
schwach erkennen. Die Differenzenbilder zeigen deutlich, dafl die Funktion in der jeweili-
gen Advektionsrichtung leicht auseinander lduft und in der Mitte etwas flacher wird. Die
unterschiedliche Hohe der Dampfung ist aber eher zufillig und es ist wohl so, da3 der

gewihlte Zeitschritt sich je nach Transportrichtung verschieden giinstig auswirkt.
Vergleich mit Literaturwerten

Zum Abschluf} soll nun auch noch ein Vergleich mit einem in der in Literatur zitierten
Experiment erwdhnt werden. In Rasch (1994) wird ein Experiment gezeigt welches exakt
die gleichen Parameter wie in dieser Arbeit verwendet. Die Parameter sind in Rasch (1994)
nicht explizit erwahnt, jedoch wird auf Williamson und Rasch (1989) Bezug genommen, wo

das Experiment detailliert beschrieben wird.

11 12 loo A Mln Max
Rasch, RG2.8 0.289 0.176 0.164 798104 | -2.711072 -0.150
Rasch, RG2.8M 0.181 0.158 0.196 969104 0 -0.210

T42, quadr. Fkt., nicht pos. definit | 0.198 0.117 89102 | -5.1102% | -3.1102 | -8.4102

T42, quadr. Fkt., pos. definit 0.153 0.119 97102 | 471072 0 -8.51072

Tab. 5.7 Fehler nach 256 Zeitschritten fiir die Experimente aus Rasch (1994) und den entspre-
chenden Experimenten mit der SLZI-Methode aus dieser Arbeit.
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Rasch (1994) 16st die Transportgleichung in Fluform und approximiert den zweidimensio-
nalen Transportoperator durch eine Sequenz eindimensionaler Operatoren auf dhnliche Art
und Weise wie Lin und Rood (1996) und Leonard (1996). Die Bezeichnung RG2.8 in sei-
nem Experiment bedeutet, daB er ein reduziertes Gaullsches Gitter in T42 Auflosung ver-
wendet. Der Begriff “reduziert” bedeutet in diesem Zusammenhang, dall die Anzahl der
Lingengrade in einigen Breitenkreisen gegeniiber der Anzahl am Aquator verringert wurde.
Wie die Verringerung begriindet ist, wird in Rasch (1994) ausfiihrlich beschrieben. Das
Experiment RG2.8M bezeichnet eine monotone Version. Die Ergebnisse nach 256 Zeit-
schritten sind in Tab. 5.7 zu sehen. Man erkennt, daB die Fehler der SLZI-Methode prinzipi-
ell in der gleichen GréBenordnung liegen wie die Fehler in den Experimenten von Rasch.
Die meisten Fehler sind im SLZI-Verfahren sogar etwas geringer. Das gilt jedoch nicht fiir
die Varianz, hier scheint Rasch deutlich besser zu liegen, was aber zundchst einmal nicht zu
verstehen ist. Allerdings berechnet Rasch die Varianz auch etwas anders, denn Gleichung
(35) in Rasch (1994) lautet,

V = {I[(z(h §) - 200 0)) 11z, 0) — 20k, 6))1} -1 (5.39)

worin z(A,$) die skalare Variable ist, die transportiert wird und der Index T die analytische
Losung bezeichnet. Diese Definition ist aber abweichend von (5.35), der in dieser Arbeit

verwendeten Definition aus Williamson et al. (1992).

Als kurzes Fazit 148t sich festhalten, daB8 die Eigenschaften des SLZI-Verfahrens sich mit
denen klassischer semi-Lagrangscher Verfahren durchaus messen lassen kdnnen. Verwen-
det man quadratische Funktionen, so ergibt sich sogar ein formal genaueres Verfahren als
man es bei der bikubischen Interpolation erhilt. Allerdings ist das SLZI-Verfahren etwas
aufwendiger, was aber durch die zusitzliche Eigenschaft der Erhaltung der Gesamtmasse

gerechtfertigt ist.
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6. Ergebnisse eines Experiments mit realen Daten

Wihrend im letzten Kapitel mit Hilfe eines Testproblems, dessen analytische Losung
bekannt war, die Uberpriifung der Eigenschaften des SLZI-Verfahrens im Vordergrund
stand, soll nun gezeigt werden, dal die Methode auch bei Verwendung realer Daten brauch-
bare Ergebnisse liefert. Da die Stromung in guter Niherung zweidimensional sein soll, ist
die Auswahl der Testfille eingeschrinkt. Gut geeignet ist jedoch eine Fallstudie iiber die
Advektion von potentieller Vorticity auf der 450 K Isentropenfldche im Zeitraum vom 16
bis 28 Januar 1992, die bei Plumb et al. (1992) dokumentiert ist. In diesem Testfall wird die
Stromung als adiabatisch und reibungsfrei angenommen, d.h. die Luftpartikel bewegen sich
auf Isentropenflichen und konnen diese nicht verlassen, und somit bleibt die potentielle
Vorticity erhalten. An dieser Stelle sei noch einmal betont, daB die meteorologischen
Aspekte der potentiellen Vorticity bei diesem Experiment nicht von Interesse sind. Sie steht
vielmehr stellvertretend fiir ein beliebiges skalares Feld, welches unter den gegebenen
Bedingungen einem konservativen Transport unterliegt. Der Schwerpunkt der Auswertung
ist demnach auch etwas anders als bei Plumb et al. (1992).

Das Anfangsfeld der potentiellen Vorticity kommt aus Reanalyse-Daten des EZMWF in
T42 Aufldsung zum Zeitpunkt 16 Januar 1992, 12 UTC. Dieses Feld wird mit den entspre-
chend balancierten Winden bis zum 28 Januar 12 UTC, also 12 Tage lang, transportiert.

Aus den Reanalyse-Daten (im wesentlichen zonaler und meridionaler Wind sowie Tempe-
ratur) miissen die Anfangsfelder auf der 450 K-Isentrope zunéchst noch vorbereitet werden.

Im einzelnen sind folgende Schritte notwendig:

* berechne die potentielle Temperatur auf Druckfldchen

* berechne die Vorticity auf Druckflichen

» berechne potentielle Vorticity (PV) auf Druckfldchen

* interpoliere PV, zonalen und meridionalen Wind auf Isentropenflidche

Diese vorbereitenden Berechnungen wurden freundlicherweise von Marco Giorgetta durch-
gefiihrt, die genaue Methode mit den einzelnen Gleichungen ist bei Andrews et al. (1987)
beschrieben. Fiir die Berechnung der notwendigen Ableitungen nach der geographischen
Linge bzw. Breite auf der Kugeloberfliche wurde ein 5-Punkt-Verfahren benutzt. An den
Polen mul} das entsprechende Feld fiir die meridionalen Ableitungen erweitert werden.
Ableitungen nach der Druckkoordinate werden ebenfalls nach einem 5-Punkt-Schema
berechnet. Ausnahmen davon sind das erste bzw. letzte Level, wo ein 2-Punkt-Verfahren
benutzt wurde und das zweite bzw. vorletzte Level auf das ein 3-Punkt-Verfahren angewen-

det wurde.
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Das Experiment wird in T42 Auflosung mit einem Zeitschritt von 90 min gerechnet und
zwar je einmal mit dem SLZI-Verfahren ohne eine Einschrinkung auf Positivitit und klas-
sischer semi-Lagrangscher bikubischer Interpolation. Da das Windfeld aus den Reanalyse-
daten nur alle 6 Stunden vorliegt, mu3 zwischen diesen Terminen interpoliert werden. In
Abb. 6.1 ist beispielsweise der Zeitraum von 12 Uhr bis 18 Uhr dargestellt.

13.30 Uhr 15 Uhr 16.30 Uhr
% —@ & ® % =

12 Uhr 18Uhr ¢

Abb. 6.1 Darstellung der Abfolge von Analysewerten (Kreuz) und interpo-
lierten Werten (ausgefiilite Kreise) in einem 6-Stunden-Intervall.

Auf einen Beobachtungswert folgen drei interpolierte Werte. Zwischen linearer und kubi-
scher Interpolation wurde kein Unterschied festgestellt der einen relevanten Einfluf} auf das
Experiment gehabt hitte. Das Anfangsfeld der potentiellen Vorticity (16.01.1992, 12 UTC)
ist in Abb. 6.2 zu sehen.

Abb. 6.2 Potentielle Vorticity auf der 450 K-Isentrope um 12 UTC am 16 Januar
1992. Weiteres ist im Text nachzulesen.
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Abb. 6.3 PV vom 18.01. (linke Halfte) und 20.01.92 (rechte Halfte), 12 UTC.
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Abb. 6.4 PV vom 22.01. (linke Halfte) und 24.01.92 (rechte Halfte), 12 UTC.
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Abb. 6.5 PV vom 26.01. (linke Hélfte) und 28.01.92 (rechte Halfte), 12 UTC.
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In Abb. 6.2 bis Abb. 6.5 sind die Ergebnisse zu sehen. Alle Konturlinien sind in Einheiten
von 106 K s7! pa’! dargestellt. Die niedrigste Linie beginnt bei 20 und der Konturlinienab-
stand ist 2 in den vorgenannten Einheiten. Damit das kleinskalige Rauschen in den Abbil-

dungen unterdriickt wird wurde die Konturlinie 20 als niedrigste Linie gewhlt.

Das Muster des polaren Wirbels in seiner Entwicklung ist in beiden Experimenten recht gut
zu erkennen. Schaut man auf die feineren Strukturen, so sieht man beim SLZI-Experiment
etwas mehr die einzelnen Nebenmaxima im Inneren des Musters. Betrachtet man beispiels-
weise die linke Hilfte von Abb. 6.3, das sind die Bilder vom 18.01. um 12 UTC, dann sieht
man im mittleren Bild das Ergebnis des SLZI-Verfahrens. Dort sind am oberen Rand der
Struktur deutlich mehr Einzelheiten zu sehen als im unteren Bild, welches das Resultat der
bikubischen Interpolation ist. Die lingliche Ausstiilpung ist im mittleren Bild noch ohne
Unterbrechung zu sehen, wihrend sie unten nicht mehr als zusammenhiingendes Element
zu erkennen ist. Beim Experiment mit kubischer Interpolation sind die Einzelheiten teil-
weise durch Dissipation frithzeitig im Laufe der Integration verschwunden. Die Dissipation
macht sich wie erwartet bei der Interpolation stirker bemerkbar als beim genaueren
SLZI-Verfahren. Insofern konnten die zuvorgewonnen Erkenntnisse auch in einem Experi-
ment mit realen Daten bestétigt werden. Kleinere Strukturen auBlerhalb des zentralen
Musters werden in beiden Experimenten nur unzureichend wiedergegeben. Erhoht man die
horizontale Aufldsung so ist zu erwarten, dafl auch kleinere Strukturen besser iiber den Zeit-

raum von 12 Tagen transportiert werden.

Die im allgemeinen gute Ubereinstimmung zwischen den berechneten Ergebnissen und den
Analysedaten auf der 450 K-Isentrope 14t den SchluBl zu, daB die Annahme einer adiabati-
schen und reibungsfreien Stromung wihrend der Integrationsperiode ausreichend gut erfiillt
war. Am 28 Januar ist bei beiden Experimenten allerdings kaum mehr ein Unterschied fest-
zustellen. Die kleinskaligen Strukturen in denen sie sich unterscheiden sind stark geddmpft

und im Konturlinienplot nicht mehr zu sehen.
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7. Erweiterungen und Ergédnzungen des SLZI-Verfahrens

In diesem Kapitel werden zwei Erweiterungen der SLZI-Methode behandelt. Einmal wird
die Moglichkeit das Verfahren auf drei Dimensionen auszudehnen diskutiert, was notwen-
dig ist, da realistische Fragestellungen im allgemeinen von dreidimensionaler Natur sind.
Spezialfille, wie der in Kapitel 6 behandelte, bilden eine Ausnahme. Die zweite Erweite-
rung zielt darauf ab, das neue Verfahren mit dem semi-impliziten Verfahren zur Losung
von Helmbholtzgleichungen zu verbinden. Die zugrunde liegende Idee, Machenhauer
(1994), ist die SLZI-Methode nicht nur zur Behandlung des advektiven Transports einzuset-
zen, sondern auf den kompletten Satz der primitiven Gleichungen auszudehnen. In Machen-
hauer und Olk (1997) sind dazu die Ergebnisse einfacher eindimensionaler Experimente

vorgestellt worden.

7.1 Das SLZI-Verfahren in drei Dimensionen

Beim bisher betrachteten 2D-Verfahren ging es um eine konservative Abbildung zwischen
einem unregelmiBigen und einem regelmiBigen Gitter. Die einzelnen Zellen des unregel-
miBigen Gitters sind allgemeine Vierecke. Da die Eckpunkte der Vierecke aber wiederum
die Startpunkte der Trajektorien sind, wird deren Gestalt durch das Stromungsfeld
bestimmt. In einem dreidimensionalen nicht-hydrostatischen Modell gibt es auch eine Ver-
tikalgeschwindigkeit, so daB man anstatt eines Vierecks nun die entsprechenden dreidimen-
sionalen Korper erhilt die ein unregelméfiges Gitternetz bilden. In einem hydrostatischen
Modell fehlt diese Geschwindigkeitskomponente, daher muf3 der vertikale Transport dort
auf andere Weise bewerkstelligt werden. Dazu betrachte man zunéchst die diskrete Form

der Kontinuititsgleichung, dessen Herleitung in Machenhauer (1994) zu finden ist
Ap, AA” = 8p, 8A,, (71)

hierin ist p der Druck und k bezeichnet eine beliebige Schicht in dem vertikalen Koordina-
tensystem. Dabei wurde angenommen, daB eine 3D-Gitterbox, die zum Zeitpunkt t+At in
einer regelmifBigen Gitterzelle in der Schicht k endet, mit vertikalen Seitenflichen durch
den Horizontalwind transportiert wurde. Die Druckdifferenz zum neuen Zeitpunkt ist mit

dem Bodendruck pg durch
Ap, = AA,+AB,p, (7.2)

verbunden. Ay und By sind Konstanten, die die vertikalen Schichten im Modell festlegen.
Das Ergebnis dieser Betrachtung ist ein implizites System gekoppelter linearer Gleichungen

im Bodendruck, jeweils eine Gleichung pro horizontaler Zelle. Dieses Verfahren wiirde
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aber recht viel Rechenzeit bendtigen, daher wird in Machenhauer und Olk (1998) eine effi-
zientere Methode vorgeschlagen. Diese basiert darauf lediglich horizontale Zellen, wie-
derum mit vertikalen Seitenfldchen, zu transportieren und die vertikalen Druckintervalle
vorwirts in der Zeit zu extrapolieren. An die Stelle von Gleichung (7.1) tritt dann

SpyAAT = Ap.8A, . (7.3)

Hierin sind SpE die zeitlich extrapolierten vertikalen Druckdifferenzen. Summiert man
diese iiber alle Schichten auf erhilt man den neuen Bodendruck
NLEV

p. = > 8py, (7.4)
k=1

NLEV ist die Anzahl der Schichten im Modell. Aus (7.2) kann man mit dem neuen Boden-
druck die endgiiltigen neuen Druckintervalle berechnen. In Abb. 7.1 ist diese Prozedur gra-

phisch dargestellt.
p=0
+

o Spk .
Apy Apy

+

N I s [ B Ps

S
p=1013 hPa

Abb. 7.1 lllustration der Prozedur, die bei der Integration der Kontinuitatsgleichung ver-
wendet wird.
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Die gepunkteten Linien sind die Druckschichten zur Zeit t-At und die gestrichelten Linien
die Drucklevel zum neuen Zeitpunkt. Die schraffierten Boxen représentieren die linke bzw.

rechte Seite von Gleichung (7.3).

Die zeitliche Extrapolation der Kontinuititsgleichung ist Grundlage fiir alle anderen pro-
gnostischen Variablen. Neben der horizontalen konservativen Abbildung ist dafiir aber
zusitzlich eine konservative Abbildung in vertikaler Richtung erforderlich. Diese erfolgt
zwischen den zeitlich extrapolierten und den endgiiltig neuen Druckschichten. Betrachtet
man zum Beispiel den Wasserdampf q, dann lautet bei einem zeitlichen Drei-Schritt-Ver-

fahren die diskretisierte Form der prognostischen Gleichung analog zu (7.3)

=% L . A 0c 0,00 | 0
q, Op,AA = q, ApSA +2Atdp, 6A (Pq+Kq). (7.5)

P4 und K sind die parametrisierte physikalische Tendenz bzw. eine Tendenz aufgrund der
Horizontaldiffusion von q. Die Bezeichnung 6p bzw. Ap am Querstrich in (7.5) deutet an ob
der Wert auf zeitlich extrapolierte bzw. endgiiltige Drucklevel bezogen ist.

AN
Abbildung >

____sz,____

Abb. 7.2 lllustration der eindimensionalen konservativen Abbildung in vertikaler
Richtung

Aus der Kontinuititsgleichung erhdlt man
Sp;AA" = Spy8A, = ApdA,, (7.6)

so daB aus (7.5) folgt
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—Ap
qu = qk_Aﬁ + 2At(Pg + Kg) . .7
Ap, 6A,
—Ap
Die konservative Abbildung in vertikaler Richtung ergibt dann q; . In Abb. 7.2 ist dieser
Schritt graphisch dargestellt, auf der linken Seite das Gitter aus den Druckschichten nach
Gleichung (7.3) und auf der rechten Seite nach (7.2) mit dem neuen Bodendruck, der natiir-
lich auf beiden Seiten gleich ist. Die beschriebene Prozedur beruht darauf, dal man nicht zu
grofle Vertikalgeschwindigkeiten im Modell hat, da der Transport in (7.3) mit der horizon-
talen Geschwindigkeit vonstatten ging. Andernfalls muf3 die Geschwindigkeit in vertikaler
Richtung interpoliert werden und die Schritte (7.3) und (7.4) in einem iterativen Prozef

wiederholt werden.

7.2 SLZI und semi-implizites Zeitschrittverfahren

Bisher wurde das SLZI-Verfahren stets in Zusammenhang mit dem konservativen Trans-
port von skalaren Feldern betrachtet. Im urspriinglichen Design bei Machenhauer (1994)
wurde das Verfahren aber sehr viel weitldufiger formuliert, von einer Anwendung auf die
Flachwassergleichungen in einer und zwei Dimensionen bis hin zum vollstidndigen dreidi-
mensionalen Satz der primitiven Gleichungen. Dabei wurde spekuliert, dal aufgrund der
Erhaltungseigenschaften solch eines Modells die SLZI-Methode im Rahmen eines explizi-
ten Zeitschrittverfahrens absolut stabil ist. In Machenhauer und Olk (1997) wurde jedoch
anhand einfacher eindimensionaler Experimente mit Flachwassergleichungen gezeigt, da3
diese Modelle instabil werden wenn der Zeitschritt den kritischen Wert aus dem CFL-Krite-
rium fiir Schwerewellen iiberschreitet. Die Amplitude der instabilen kurzen Wellen wichst
weiter an, obwohl die Gesamtmasse und Gesamtimpuls bzw. Gesamtmasse und Gesamten-
ergie exakt erhalten sind. Man kann beobachten, dal mit gréBer werdender Amplitude sich
die Trajektorien in einigen Punkten kreuzen was zum Verlust der Erhaltung und einige Zeit-

schritte spiter zum Zusammenbruch der Integration flihrt.

Damit das SLZI-Verfahren in komplexeren Modellen eingesetzt werden und mit traditionel-
len semi-Lagrangschen Methoden verglichen werden kann, ist es notwendig entweder ein
explizites Zeitsplitting oder das semi-implizite Zeitschrittverfahren in das SLZI-Schema zu
integrieren. Versuche eine SLZI-Version mit explizitem Zeitsplitting, welche entweder
Masse und Energie oder Masse und Impuls erhilt, zu entwickeln, waren jedoch nicht
erfolgreich. Es hat sich dabei gezeigt, daB es nicht moglich ist ein Gleichungssystem aufzu-
stellen ohne die Erhaltungseigenschaft aufzugeben. Wenn man néimlich das Gleichungssy-

stem in den notwendigen Advektions- und Adjustmenteil aufspaltet, so ist in jedem der
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Subsysteme die Energie- bzw. Impulserhaltung verletzt. Da man die Erhaltungseigenschaft
aber beibehalten will bleibt einem noch die Mdoglichkeit das semi-implizite Schema als
effektives Zeitschrittverfahren mit der SLZI-Methode zu kombinieren. Die Details der sich
ergebenden Gleichungen sind bei Machenhauer und Olk (1997) nachzulesen. An dieser
Stelle werden nur die wichtigsten Aspekte diskutiert. Die Experimente wurden sowohl mit
einem Gleichungsystem welches Masse und Impuls als auch mit einem System das Masse
und Energie erhilt durchgefiihrt. Beim ersten System handelt es sich um die Gleichungen

d o 12
_h _ .
pr (uhdx) + g?)x—ax (2 ) =0 (7.8a)

und %(th) =0, (7.8b)

h ist die H6he der Flachwasserstromung, t die Zeit, g die Gravitationsbeschleunigung, u die
Geschwindigkeit in x-Richtung und 8x ein infinitesimal kleines Langenintervall. In diesem
eindimensionalen System ist (uhdx) der Gesamtimpuls und (héx) die Gesamtmasse bis auf

einen konstanten Faktor. Das zweite Gleichungsystem lautet

d o 1 2
o (E8x)+8x& (Ggh'u) =0 (7.9a)

und %(th) =0. (7.9b)

(7.8b) und (7.9b) ist jeweils die Lagrangsche Form der Kontinuitétsgleichung, die in beiden

1 1
Systemen identisch ist. Die Energie E = Euzh ¥ Egh2 setzt sich zusammen aus potentiel-

ler und kinetischer Energie.

Die Schwierigkeit daraus nun ein semi-implizites Gleichungssystem zu formulieren ist
zundchst einmal nicht offensichtlich. Dazu muB3 man sich in Erinnerung rufen wie dieser
Prozel bei einem traditionellen Flachwassersystem bestehend aus der Kontinuitétsglei-
chung und einer prognostischen Gleichung fiir die Geschwindigkeit u ablauft. Die linearen
Anteile von Divergenz- und Druckgradienterm werden dabei als zeitliches Mittel entlang
der Trajektorien d.h. zwischen t+At und t-At formuliert, anstatt die Werte zum Zeitpunkt t
am Mittelpunkt der Trajektorien zu nehmen. Beim SLZI-Schema ist dies aber so nicht mog-
lich da der Divergenzterm nicht mehr explizit in den Gleichungen vorkommt, sondern in
der Trajektorienberechnung “versteckt” ist, wie man an der Trajektoriengleichung am Git-
terpunkt jAx

ijf = Ax—2At8uJ9, (7.10)
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sehen kann. Verfihrt man nun nach der iiblichen Prozedur miiite man Trajektorien benut-
zen, die durch zeitlich gemittelte Winde berechnet wurden. Da zu Beginn eines Zeitschritts
der Wind zur Zeit t+At nicht zur Verfiigung steht, funktioniert das nicht ohne weiteres. Ein
iteratives Verfahren ist zwar moglich wird aber aus Griinden des hoheren Aufwands ver-
worfen. In den Experimenten hat sich gezeigt, da die explizit berechneten Trajektorien
auch vollkommen ausreichend sind und das beschriebene Problem vernachlédssigt werden
kann. Die Lagrangsche Form der Flachwassergleichungen scheint sich in diesem Punkt

somit als vorteilhaft herauszustellen.

Ein zweites Problem das besonderer Aufmerksamkeit bedarf ist die Tatsache, daf} eine der
prognostischen Variablen nichtlinear in u und h ist. Dieses Problem 148t sich durch eine
Linearisierung 16sen bei der die kritischen Variablen u bzw. h in einen Mittelwert und eine
Fluktuation aufgeteilt werden. Nach einigen algebraischen Umformungen, die in Machen-
hauer und Olk (1997) ausfiihrlich behandelt werden, gewinnt man die beim semi-impliziten
Verfahren typische Helmholtzgleichung fiir h. Wenn man die Methode auf den kompletten
dreidimensionalen Satz der primitiven Gleichungen ausdehnen will, muB3 man sich genau
tiberlegen welches die prognostischen Variablen sein sollen. Jede prognostische Gleichung

muB in der Form

% (X8M) = Fy +6MSy (7.11)

formuliert werden. M ist die Masse eines infinitesimal kleinen Volumens, das sich mit der
Stromung bewegt, X ist der Mittelwert einer konservativen Variablen iiber dieses Volumen
oder hat den Wert eins (X=1 bedeutet die Kontinuitétsgleichung), Fx ist ein Flu oder ein
Druckterm der an der Oberflidche des Volumens wirkt und Sy ist schlieBlich ein Quellterm
der innerhalb des Volumens arbeitet. Im eindimensionalen Modell kénnen prinzipiell zwei
Variablen erhalten sein, die Gesamtmasse und eine weitere, die nach den obigen Ausfiih-
rungen z.B. Gesamtimpuls oder Gesamtmasse sein kann. In einem 3D-Modell kann man
neben der Masse passiver Tracer sowie diverser Formen von Wasser insgesamt vier weitere
GroBen erhalten. Eine sinnvolle Wahl ist die Masse, der Drehimpuls, die Gesamtenergie
und die totale Entrophie, wie in Machenhauer (1994) aufgelistet ist. Allerdings hat sich
gezeigt, daB} es nicht mdglich ist die Gesamtenergie als prognostische Variable zu wihlen
wenn man das semi-implizite Zeitschrittverfahren benutzen will. Der Grund dafiir ist, da3
man den Ausdruck fiir die kinetische Energie in zwei oder drei Dimensionen nicht auf die

gleiche Weise linearisieren kann wie das in einer Dimension der Fall ist.
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8. Diskussion und Ausblick

In dieser Arbeit wurde ein numerisches Verfahren entwickelt, das die Vorteile des
semi-Lagrangschen Zeitschrittverfahrens mit den Prinzipien der Erhaltung globaler Inte-
gralinvarianten kombiniert. Ein besonderes Merkmal der neuen Methode ist die Beriick-
sichtigung des Erhaltungsprinzips als elementarer Bestandteil des Verfahrens anstelle einer
nachtriglichen Korrektur am Ende eines Zeitschritts. Ziel dabei ist es, da3 diese Methode in
wesentlichen Eigenschaften mit anderen numerischen Methoden konkurrieren kann und
dabei zusitzlich die Erhaltung globaler Invarianten garantiert. Die Problematik gehért somit
in den Bereich der Verbesserung der numerischen Grundlagen globaler Atmosphérenmo-
delle.

Beim klassischen semi-Lagrangschen Zeitschrittverfahren berechnet man zunichst eine
Riickwirtstrajektorie vom Mittelpunkt einer Gitterzelle ausgehend. Der Startpunkt der Tra-
jektorie liegt dann aber im allgemeinen nicht auf einem Gitterpunkt, so da man das zu
transportierende Feld am Gitterpunkt zum neuen Zeitschritt durch Interpolation des Feldes
zum alten Zeitschritt am Startpunkt der Trajektorie ermitteln kann. Die Idee des
semi-Lagrangschen Zellintegrationsverfahrens besteht nun darin, Riickwirtstrajektorien
von den Eckpunkten einer Gitterzelle zu betrachten, deren Startpunkte dann die Ausdeh-
nung dieser Zelle zum vorherigen Zeitpunkt festlegen. Die Werte der in Frage kommenden
Felder werden dabei nicht als Gitterpunktswerte, sondern als Mittelwerte der Felder iiber
eine Zelle angesehen. Die so konstruierten, unregelméBigen Gitterzellen iiberlappen dann
ganz oder teilweise mehrere Zellen des darunter liegenden, regelmifligen Gitters. Die
Variation der Variablen innerhalb einer Zelle wird durch ein Polynom beschrieben. Das
Integral dieses Polynoms iiber die ganze Zelle ist dabei gleich dem Mittelwert des Feldes
iiber die Zelle. Um den Mittelwert zum neuen Zeitpunkt auszurechnen, mufl man das ska-
lare Feld stiickweise iiber alle Teilzellen des regelmiBigen Gitters, die von einem allgemei-
nen Viereck des unregelmiBigen Gitters iiberdeckt werden, integrieren und die
Teilintegrale aufsummieren. Setzt man weiterhin periodische Randbedingungen voraus,
was auf der Kugeloberfliche der Fall ist, erhédlt man ein numerisches Verfahren, welches
beispielsweise die Gesamtmasse eines chemischen Spurenstoffs oder die Masse von Was-
serdampf erhilt. Da sowohl das unregelmiBige Gitter zum alten Zeitpunkt, als auch das
regelmiBige Gitter zum neuen Zeitpunkt die Kugeloberfléiche vollstindig bedecken, kann
bei dem beschriebenen Verfahren keine Masse verloren gehen. Der Advektionsprozel3 mit-
tels des Zellintegrationsverfahrens bedeutet daher im Grunde eine lokale Umverteilung von

Masse zwischen zwei Gittern, die beide die Kugel bedecken.
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Wie bei der Entwicklung eines numerischen Verfahrens tiblich, wurde die Idee schrittweise
weiterentwickelt und nach jeder groferen Veridnderung durch geeignete Tests verifiziert, ob
das angestrebte Ziel erreicht wurde oder eine Anderung im Design des neuen Verfahrens
notwendig war. Ein Vergleich mit einer klassischen semi-Lagrangschen Interpolation

wurde ebenso in jedem Teilschritt vollzogen.

Um erste Eigenschaften der Zellintegrationsmethode zu untersuchen, wurden einfache
Transportexperimente in einer Dimension durchgefiihrt. So konnte im Experiment bestitigt
werden, daB} alle Fehler kleiner werden, desto héher der Grad des verwendeten Polynoms
ist, da die Variation des skalaren Feldes innerhalb einer Gitterbox genauer wiedergegeben
werden kann. Durch Zusatzbedingungen lie sich bei linearen und quadratischen Funktio-
nen eine positiv definite oder gar eine streng monotone Losung erzwingen, allerdings auf
Kosten einer etwas grofleren Dampfung. Die Experimente haben gezeigt, da} es keine prin-
zipiellen Unterschiede zwischen dem Transport eines Dreiecksignals oder etwa eines
Rechtecksignals gibt. Es zeigt sich lediglich, dal die formale Genauigkeit der Methode um
so hoher ist, je glatter das zu transportierende Feld ist. Vergleicht man die Experimente mit
einem semi-Lagrangschen Interpolationsverfahren, wie z.B. der kubischen Interpolation,
wird folgendes deutlich: Das Zellintegrationsverfahren mit linearen Funktionen ist ver-
gleichbar mit semi-Lagrangscher kubischer Interpolation was die numerische Genauigkeit
betrifft. Verwendet man jedoch quadratische Funktionen ist das Zellintegrationsverfahren
die genauere Methode. Bei konstanten Funktionen hingegen wurde sowohl im Experiment
als auch formal nachgewiesen, daf} bei konstanter Stromung das Zellintegrationsverfahren
dquivalent zu semi-Lagrangscher linearer Interpolation bzw. dem klassischen "for-
ward-upstream-Verfahren" ist. Unabhéngig von der Wahl der Funktionen blieb die Gesamt-

masse wihrend des Transports exakt erhalten.

Der niéchste Schritt bestand darin die neue Methode auf zwei Dimensionen auszudehnen
und die bisher gewonnen Erkenntnisse zu iiberpriifen. Dabei wurde deutlich, daf} das Kon-
zept in zwei Dimensionen iibertragen relativ aufwendig war. Bei der Berechnung von
biquadratischen Funktionen sind pro Gitterzelle z.B. neben dem Zellmittelwert noch acht
Koeffizienten zu berechnen und daran anschlieBend ein recht aufwendiges Verfahren zur
Abbildung zwischen dem unregelméBigen und dem regelméBigen Gitter. Dieses Konzept
verbraucht dann etwa 2,5 mal soviel Rechenzeit wie die semi-Lagrangsche bikubische
Interpolation. SchlieBlich wurde ein effizienterer Weg gefunden, bei dem das zweidimen-
sionale Verfahren auf sequentielles Anwenden eindimensionaler Integrationen zuriickge-
fiihrt werden konnte, was die Anzahl der zu berechnenden Koeffizienten pro Gitterzelle
ungefihr halbierte. Mit dem Konzept der akkumulierten Masse einer Linie konnte die kon-

servative Abbildung wesentlich vereinfacht werden, so dal} man auch die Anzahl der not-

102



wendigen Integrationen verringern konnte, was ebenfalls zur Steigerung der Effizienz
beigetragen hat. Dieses Konzept geht davon aus, dal man zunéchst als Ursprungslinie die
n-Koordinatenachse wihlt. Die akkumulierte Masse einer Strecke ist dann die gesamte
Masse links von dieser Strecke bis zur Koordinatenachse. Die Masse innerhalb einer Gitter-
zelle dessen Seiten parallel zu den Koordinatenachsen liegen und durch gerade Linien
approximiert sind, ist dann gleich der akkumulierten Masse der rechten Seite minus der
akkumulierten Masse der linken Seite. Die Wahl gerader Linien stellt sicher, daf} die Fliche
der Zelle unverindert bleibt. Daher war es moglich mit Hilfe der akkumulierten Masse eine
allgemein giiltige Beziehung fiir die Masse innerhalb eines beliebigen Vierecks abzuleiten,
die allein die Koordinaten der Eckpunkte des Vierecks und die Koeffizienten der Funktio-
nen im regelmiBigen Gitter als bekannte Gréflen benutzt. Eine Analyse der Beziehung
ergab, daf} sich in ihr ein Beitrag von jeder Seite des Vierecks wiederspiegelt der mit
bestimmtem Vorzeichen in die Summe eingeht. Jeder dieser Beitrige fand sich im angren-
zenden Nachbarviereck mit umgekehrtem Vorzeichen wieder, so dal man netto pro Gitter-

zelle nur zwei Beitridge zu berechnen hatte.

Als Test zur Verifizierung des Zellintegrationsverfahrens in zwei Dimensionen wurde wie-
derum ein Standardexperiment, ndmlich die Rotation eines Zylinders um den Mittelpunkt
eines begrenzten ebenen Gebietes herangezogen. Die Erkenntnisse aus den eindimensiona-
len Experimenten bzgl. der Ordnung der verwendeten Polynome und der numerischen
Genauigkeit sowie der Vergleich mit semi-Lagrangscher bikubischer Interpolation konnten
auch in zwei Dimensionen bestitigt werden. Weiterhin konnte festgestellt werden, daf} die
Reihenfolge der Integrationen, zuerst in &-Richtung und danach in n-Richtung oder umge-
kehrt, keinen Einflul auf die Lésung hat. Die Aufspaltung in eindimensionale Operatoren
hat allerdings dazu geflihrt, daB die Losung nun nicht mehr positiv definit war, obwohl die
jeweiligen eindimensionalen Funktionen fiir sich genommen diese Bedingung erfiillten. Die
zweidimensionale Prozedur bringt nidmlich implizit die Variation der Masse entlang der
Diagonalen einer Gitterzelle ins Spiel. Allerdings ist diese Variation in n-Richtung nicht
einheitlich was zur Folge hat, daB3 Eigenschaften wie Positivitit oder Monotonie dann nur
bei Integration iiber eine ganze Zelle gewihrleistet sind. In der Praxis wird jedoch meistens
nur iiber Teilbereiche einer Zelle integriert. In dieser Arbeit wurde Positivitit der Losung

deshalb durch ein lokal modifiziertes "hole-filling"-Verfahren erzwungen.

An dieser Stelle sei aber ein Ausblick auf eine elegantere Losung gestattet als das in dieser
Arbeit verwendete "hole-filling"-Verfahren: Interpretiert man nédmlich die Beitréige der ver-
schiedenen Seiten als FluB durch die Begrenzungen des Viereck, so kann man mdoglicher-
weise durch FluB-korrigierten Transport eine positiv definite oder gar monotone Losung

erzielen. Im Prinzip wiirde es bedeuten, daB die monotone oder positiv definite Lésung zwi-
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schen den quadratischen Funktionen und den konstanten Funktionen liegt. Die genaue Pro-

zedur muf} allerdings noch im Detail formuliert und getestet werden.

Die Erweiterung auf sphirische Geometrie war nun ein wichtiger, ganz neuer, Entwick-
lungsschritt. Formal konnte das in der Ebene entwickelte 2D-Verfahren zunichst ohne Ver-
dnderung auf die Kugel iibertragen werden, wenn man die geographische Linge und den
Sinus der geographischen Breite als Koordinaten wihlt. Die Seiten der Vierecke, die in die-
sem Koordinatensystem als gerade Linien angenommen wurden, sind mit dieser Wahl in
guter Ndherung Bogenstiicke von GroBkreisen, wenn man weit genug von den Polen ent-
fernt ist. Das Experiment bestand in diesem Fall aus dem Standardtest der Advektion einer
kosinusformigen Glockenfunktion iiber den Nordpol, den Aquator und in kleinen Winkeln
abweichend von diesen Extremen. Nach einigen Versuchen stellte sich aber heraus, daf} die
groBe Kriimmung und Dringung der Koordinatenlinien in Polndhe einer gesonderten
Behandlung bedarf, da die Glockenfunktion bei der Uberquerung des Pols stark deformiert
wird. Eine gerade Linie zwischen zwei Eckpunkten ist in der Nihe des Pols kein Bogen-
stiick eines GroBkreises mehr und die Flichenstiicke der unregelmiBigen Gitterzellen wer-
den falsch représentiert. Das Problem konnte dadurch gelost werden, indem man den
Verlauf des Bogenstiicks durch die Berechnung weiterer Hilfspunkte genauer bestimmt hat.
Dies bedeutet aus geometrischer Sicht, dafl eine Gitterzelle des unregelmifigen Gitters in
mehrere Teilflichen unterteilt wurde. Damit war die falsche Reprisentation der Gitterzelle
zwar korrigiert aber im zeitlichen Verlauf der verschiedenen Fehlermalle war der Zeitpunkt
der Poliiberquerung deutlich durch einen sprunghaften Ausschlag zu erkennen. Mit Hilfe
eines Polfilters, der auf die Gitterpunktswerte einen gléttenden Einflufl hatte, konnte der
Ausschlag deutlich reduziert werden, weil die dichte Dringung der Koordinatenlinien nun

kompensiert wurde.

Nach dieser Modifikation zeigte das Zellintegrationsverfahren auch auf der Kugeloberfli-
che das nunmehr bekannte Verhalten. Der Transport in kleinen Winkeln abweichend von
dem direkten Weg tiber den Pol bzw. entlang des Aquators bewies ferner, daB das neue Ver-
fahren auch bei asymmetrischem Strémungsfeld die erwarteten Resultate lieferte und nicht
zufillig auf die Uberquerung des Pols hin optimiert wurde. Experimente mit verschiedenen
Auflosungen zeigten wie erwartet, daB3 die Genauigkeit der numerischen Losung mit stei-
gender Auflosung zunimmt. Dies war auch erwartet, da die funktionale Darstellung der

Verteilung eines skalaren Feldes in kleineren Gitterzellen realistischer ist.

Neben all den beobachteten positiven Eigenschaften war aber am wichtigsten, da} zusitz-
lich die exakte Erhaltung der Masse des skalaren Feldes tiber den gesamten Zeitraum der

Integration gegeben war. Im Vergleichsexperiment, der semi-Lagrangschen bikubischen
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Interpolation war hingegen ein systematischer Massenverlust zu beobachten. Der Preis fiir
diesen Gewinn ist eine etwas hohere Rechenzeit. Zieht man lineare Funktionen in Betracht,
was in punkto Genauigkeit der bikubischen Interpolation entspricht, so ist der Aufwand nur
um den Faktor 1,2 héher. Nimmt man jedoch quadratische Funktionen, die in diesem
Zusammenhang einer groBen Genauigkeit entsprechen, ist die Rechenzeit etwa um den Fak-
tor 1,65 grofBer als im Vergleichexperiment. Das erscheint auf den ersten Blick sehr viel,
bedenkt man allerdings, da3 die adiabatischen Prozesse in einem vollstindigen Atmosphé-
renmodell nur einen kleinen Anteil der Rechenzeit beanspruchen, relativiert sich der Mehr-

aufwand wieder.

Das zentrale Problem war die zuverlissige Formulierung des Zellintegrationsverfahrens auf
der Kugeloberfliche insbesondere in Polnéhe. Die in dieser Arbeit vorgeschlagene Losung
konnte die gestellten Anforderungen gut erfiillen, weist aber dennoch einige Méngel auf.
Zum einen ist es unbefriedigend, wenn einige Breitenkreise anders behandelt werden miis-
sen als die iibrigen. AuBlerdem besteht eine gewisse Willkiir bis zu welchem Breitenkreis
diese Sonderbehandlung stattfinden soll. Die Komplexitit der modifizierten Prozedur
macht sie etwas unflexibel im Bezug auf Anderungen des Gitters, wie es beispielsweise mit
der Einfithrung eines reduzierten Gauflschen Gitters der Fall wére. Der néchste Schritt bei
der Weiterentwicklung der Zellintegrationsmethode sollte noch einmal dem Polproblem
gewidmet werden um die Prozedur zu vereinfachen. Die Moglichkeiten reichen von einem
anderen Koordinatensystem, wie zum Beispiel ein Dreiecksgitter bis zu einer &hnlichen
Koordinatentransformation, wie es bei der Berechnung der Trajektorien der Fall ist. Bei
diesen Uberlegungen ist es aber wichtig, daB man im Endeffekt ein globales Koordinatensy-
stem verwenden kann. Hat man lokal verschiedene Systeme, so ist es nicht ohne weiteres
moglich Beitrige zur Masse eines Vierecks im Nachbarviereck mit umgekehrtem Vorzei-

chen wiederzuverwenden und damit Massenerhaltung zu gewihrleisten.

Im letzten Experiment wurde iiberpriift, ob die Methode auch mit realen Daten die
gewiinschten Eigenschaften liefern konnte. Dazu wurde ein Testfall ausgesucht, der fiir eine
Periode von zwolf Tagen in guter Niherung adiabatische und reibungsfreie Bedingungen
und somit eine horizontale Strdmung bot. Das zu transportierende Feld war, stellvertretend
fiir eine beliebiges skalares Feld, Ertel’s potentielle Vorticity und das Stromungsfeld fiihrte
zu einer permanenten Umstromung des Nordpols. Im Vergleich, wiederum mit
semi-Lagrangscher bikubischer Interpolation sowie Reanalysedaten wurde ein realistischer
Transport simuliert, wobei die SLZI-Methode eine detailliertere Verteilung lieferte.

Zum Abschlufl wurde noch gezeigt wie eine Erweiterung auf drei Dimensionen fiir ein
hydrostatisches Atmosphirenmodell aussehen kann. Wenn dieser Schritt realisiert ist steht
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ein vollstindiges, konservatives, semi-Lagrangsches Transportschema zur Verfligung. Wei-
tergehende Uberlegungen die Idee auf Flachwassergleichungen und sogar auf die komplet-
ten primitiven Gleichungen auszudehnen wurden ebenfalls angestellt. So ist es mdglich,
wie in eindimensionalen Experimenten gezeigt wurde, das semi-implizite Zeitschrittverfah-
ren mit der Zellintegrationsmethode zu kombinieren. Das ist ein wichtiger Schritt auf dem
Weg zu einem effizienten konservativen Verfahren fiir die elementaren prognostischen

Variablen, denen ein physikalisch begriindetes Erhaltungsprinzip zugrunde liegt.
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Anhang A: Interpolation nach Newton-Gregory

Das allgemeine Interpolationspolynom vom Grad 4, p,(x) ist nach Newton-Gregory gege-
ben durch

p4(x) = cgt e (x—x%p) T cr(x—xp)(X—Xy)
+ c3(x — %) (X —x)(X—X,) (A1)

+ e (x = Xp) (X — X (X — X)) (X — X3)

x ist die Interpolationsstelle, x1,...,x4 sind die Stiitzstellen der Interpolation. Die Koeffizien-

ten sind
Co = Yo (A2)
c, = 717 %o (A3)
X1 =Xy
¢, = Yo—Yo B Yi— Yo (Ad)
(xy—X0) (X —%X;) (X3 —X()(X; —Xp)
. Y3—Y2 Yo=Yy Yo—= Y1
c; = ~ - (A5)
(x3—%p) (X3 —x))(X3-%Xy) (X3—-%)(X, — X)) (x5 = %) (%, — X))
o Y1~ Yo }
(x5 —Xp)(X1 — %)
1 Yi—Y3 Y3-Y,
Cy = — (A6)
(x4 —Xp) (x4 —Xy) (x4 —%,) (X4 —X3) (x4 —%;)(X3 — X;)

Y3 —=Y2 4 Yo=Y

(x3—%)(X3—X1)  (X3—x) (X5 - Xl):] (x4 —x0)

mit py(x;) =y; fiiri=0,...,4. Nun sei die Aufgabe gegeben den Randwert ¢;./, einer Gitter-
box j zu berechnen. Dazu interpoliert man zunichst ein Polynom 4.Ordnung durch die
Menge der Punkte (X;,y 11,2 ®j1x41,2)> k = 0,£1,%2. und differenziert es an der
Stelle x = Xj1/, um daraus ;412

d .4
¢ir1/0 = a;q) (x) (A7)

X=Xj1102
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zu erhalten. ®* bedeutet, daB @ ein Polynom 4. Ordnung ist. Zwischen ® und ¢ bestehe
weiterhin folgende Beziehung

D(Xi41,2) = Pjr1,2 = D beAxy. (A8)
K<i

Folgende Skizze verdeutlicht die Lage der einbezogenen Punkte:

betrachteter Randwert

Ok+1/2

|
Ok-1 Ok ¥ Oki1 Do

| . J ® } ® | - | S

Ousp Py1n Prr1p iz Pirso

XO X1 X9 X3 X4

Abb. A1 Lage der verschiedenen Punkte, die bei der Berechnung der
Randwerte miteinbezogen werden

Damit ergibt sich:
o* 2
X

3 2

—(Xpx X, + XoX1X3 + XgXyX3 + X1 X5X3))

(A9)
und mit x = x, folgt nach etwas Algebra
drs1y = © +3Axe, +3(Ax) e, —2(Ax)’c,. (A10)
D -®
Hierinist ¢, = ——/2 k=372 (A11)

AX
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D1 2D )yt Dy 3

Cy = =
2(Ax)
Ca = DPii3/2 3Py, T3P 10~ Py_3p
;=
6(Ax)’
@ — 4 + 6D —4D, _,,, + D,
und cy = k+5/2 k+3/2 k+1/2 k-1727 Pk-372

24(Ax)"

Nach einigen Umformungen ergibt sich dann mit Gleichung (AS8)

3 1
P12 = Gx1t 5(¢k_¢k—1) + §(¢k+1 =20+ 1)

1
_E(¢k+2_3¢k+1 30— 1)

woraus man unmittelbar (3.39) erhilt:

/| 1
Or1/2 = (01t 0) — (A1 —Ady)

1 1
mit Ay, = £(¢k+2_¢k) und A¢, = 5(¢k+1_¢k—1)‘

11

(A12)

(A13)

(A14)

(A15)

(A16)
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Anhang B: Begriindung von Bedingung (3.41)

Eine Parabel ¢(x) = ex” +bx + a, die in einem Intervall von 0 bis 1 definiert ist, hat fiir
c#0 genau ein Extremum. Dieses kann innerhalb des Intervalls liegen oder aber auf3er-
halb. Die Nullstelle der ersten Ableitung ist genau diese Extremstelle.

Aus ¢'(x) = 2¢x + by (81)
by

halt =_ — B2

erhilt man Xy 2c, (B2)

Damit dieser Wert innerhalb des Intervalls [0,1] liegt, muf

bk
0<-—«1 (B3)
2°k
gelten oder nach einer kleinen Umformung
0<—(bk+ck)<ck. (B4)

Mit Hilfe von (3.38) erkennt man, dafl der Ausdruck (b, +c¢,) die Differenz der Rand-

werte, ¢, 1,2~ 9y _1,, ist. Wie man durch Fallunterscheidung nun leicht nachpriifen

kann, 148t sich (B4) zu
|¢k+1/2_¢k—1/2| < |°k| (B5)

zusammenfassen, welches zu begriinden war.
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Anhang C: Das IFS-Modell

Das “Integrated Forecasting System”-Modell (IFS-Modell) ist eine auf verschiedenen Platt-
formen lauffihige Version des spektralen Vorhersagemodells des EZMWF. Die wichtigsten
Charakteristiken dieses Modell sind:

» spektrale Transformationsmethode

» semi-Lagrangsches Advektionsverfahren

» horizontale Auflésung T21, T42, T63, T106 und T213
» vertikal 19 oder 31 Schichten

* reduziertes Gitter

» volle physikalische Parametrisierung

Das System beinhaltet verschiedene Modellvarianten. Ein 3D-Vorhersagemodell, ein 2D-
Variante, ein 3D- und 4D-Var-Analysesystem und einige andere Komponenten mehr. Das

Modell ist aus einer Kooperation zwischen EZMWF und Meteo France hervorgegangen.
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Anhang D: Ergebnisse zu Kapitel 5
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