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Uber zufallserregte Schwingungssysteme 
Von K. HASSELMANN 

Es wird das Verhalten oeliebiger linearer Schwingungssysteme unter der Einzoirkung statistisch stationarer 
ZufallsPrragungen untersucht. Insbesondere wird das instntionare Verhalten instabilrr und nngedampfter 
stubiler Systeme wmiltelt. Als Anwendungsbeispiele werden die Swgangsanfachung durch turbulente Lufi- 
druckschwankungen sowie die Kursstabilitat von Schif fen itn unregelina&Pn Seegang betrachtrt. 

The response of arbitrary linear systems to stationary randona pxcitatioiz i s  investigated with. particular 
emphasis on  the instationary response of unstabile and undamped stabile systenis. As  example, the results 
are applied to the problains of wave generation by turbulcnt aimospheric pressure fluctuations and the direc- 
tional stability of ships in irregular sras. 

13 pa6OTC HCCJIeJIyeTCrI nOBe~ClIIle .? I&lHe~IILlX IiOJICfi~TeJILIILlX CMCTehI I I O A  ACfiCTBI?eM CTa- 
BbIHCIIHeTCR HeCTaUMOHapIIOC IIOBEAeHMC HCYCTOj'1- ~MonapHoro CJIy.IafiIIOrO B036ym~CIIMR. 

qmmx 11 ~ e a a ~ y x a ~ o ~ ~ ~ x  ycTofisasbIx cMcTeiv1. B ICasecTBe npmrepon paccMaTpmaeTct1 
ycsneHae BOJIM~HMFI MOPH B p e 3 y a ~ ~ a ~ e  TypGynemHoro Kone6aHm aTMocqepHoro jlaB.TC'IlnJ1 
I1 YCTOii'IMBOCTb IcypCa ~ o p a 6 n ~  IIpIl IIepaBHOMepHOM BOJIHCHHII MOPR.  

E irile i tung 
Ein liaufig auftretendes Problem der Physik ist die Bestimmung der statistisclien Losungen 

eines linearen Differentialgleicliungssystems, in deni die inliomogenen Erregungsterme stationare 
Zufallsfunktionen darstellen. Gewohnlich werden diese Probleme an  Hand der statistischen 
Spektren der Losungen untersucht, die sicli bekanntlicli rnit Hilfe der Ubertragungsfunktionen 
in einfacher Weise auf die Spektren der Erregungen zuruckfiihren lassen. Der iibliche Spektral- 
nnsatz setzt jedoch statistisch stationare Losungen voraus und ist daher auf stabile, gedampfte 
Systcme beschrankt, da  bei Systemen init instabilen oder auch nur neutralen Eigenscliwingungen 
die Scliwingurig irn allgemeinen instationar und somit nicht mehr unmittelbar durch Spektren 
darstellbar sind. Neben Fragen der Scliwingungsentstehung in instabilen Systemen bei kleiiier 
Storerregung konnen somit auch verschiedene Schwingungsprobleme fur stabile, aber unge- 
clampfte Systeme rnit der ublichen Methode nicht inehr erfaI3t werden. 

In der vorliegenden Arbeit werden nun statistisch erregte Schwingungssysteme mit  be- 
liebigen Eigenwerten untersucht. Im 1. Teil werden Systeme von gewohnlichen und ini 2. Teil 
tlann partielle Differentialgleichungen behandelt. Bei instabilen Systemen ergeben sich erwar- 
tungsgemaB exponentiell anwachsende Losungen. Die Zufallserregungen haben dabei asymp- 
totisch die gleiche Wirkung wie Zufallsvariationen der Anfangswerte. Bei neutralen Eigen- 
schwingungen nehnen die mittleren Quadrate der Losungen dagegen h e a r  mit der Zeit zu, 
wohei die Zunalime zur Spektraldichte der Erregung an  der Eigenfrequenzstelle proportional ist. 

ills Anwendungsbeispiele werden im 3. und 4. Teil die Anfachnng eines Seeganges durch 
turbulente Luftdruckschwankungen und die Kursstabilitat eines im Seegang falirenden Schiffs 
untersucht. Die bereits von 0. 11. PHILLIPS [l] gefundene Losung fur das erste Problem wird 
durch Einfiilirung des frequenz- und wellenzahlahhangigen Spektrums der Drucksch\~~ankungen 
in wesentlich einfachere Form gebracht. Fiir das zweite Problem ergibt sich stets Kursinstabilitat. 
Die Zunahme der Kursabweichungen wird dabei durch die Spektraldiclitc der Setgangskompo- 
nenten mit der Begegnungsfrequenz Null bestirnmt. 

1. S y s  t e m e  g e w o h n l i c h e r  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  
Wir betracliten das System gewohnlicher, linearer Differentialgleichungen 

7L 

yi - a jk  yj = r i ( f )  ( j  = 1, 2, . .  ., n) . . . . . . . . .  (1.1) 

lJf = y? fiir t = 0 . . . . . . . . . . . . .  (1.2). 

k = l  

mit de.n Anfangsbedingungen 

Die Matrix ( q k )  sei konstant und normalisierbarl), d. 11. es existieren zu den n Eigenwerten 
3 

A V  = a, + i s v  

11 linear unabhangige Eigenvektoren h', = {hlv ,  ha,, . . .  h%,} (mehrfaclie Eigenwerte werden 
melirfacli indiziert). 

schaften : 

sprechender Verallgemeinerung der Ansat,ze ohne Sehwierigkeiten fallengelassen werden. 

Die Anfangswerte yg und Erregungen ri(t) seien Zufallsvariable mit den folgenden Eigen- 

I )  Die Bedingung der Normalisierbarkeit wird hier zur Vereinfachung angenommen. Sie kann bei ent- 
~~~~~~ ~~~ 



K. HASSELMANN, Uhcr ziifnllserrcgte. Scliaingiiiigssysteme 
~~~ ~ ~ 

466 

1.  1)ic Punktionen r , ( l )  sintl 4tationiir. 

2. 

3. Dic Kovarianzcn I?;; = y;* 

_ _  
!it) = r , ( / )  = 0 . . . . . . . . . . . . . . .  (1.3). 

3 

(*: konj. Koinpl.) 
~ -~ 

untl q,<4 = rjl(q rk (1 + 7) 

r,*W !I; = 0 

cxis tieren. 
1. Die Anfangswerte und Erregungen sind unkorrcliert : 

___ 

5. 1R;.'3;(t)1 dt < co . . . . . . . . . . . .  
--a, 

(1.4). 

Die ;\Iittelungsstriche bezeichnen hier wie ini folgenden stets den statistischen Erwartungs- 
wert und niclit zeitliclie Mittelwerte. Falls (1.3) niclit von vornherein erfullt ist, laat  sic11 dies 
SLCLS durcli Transformation der yj auf das neue System ,K = yj - Y,  errcichcn, wobei yj das 
durcll LIJ" uiid r,(l)  bestimmte spezielle Losungssystern von (I .I) ,  (1.2) darstellt. Wegen tler 
Slationaritat der Erregungen ist RJk uiiabliangig von t .  IYir bezrichnen irii folgentlen nach 
DoOB ['L] ein System von Zufallsfunktionen s t c t s  im erweiterten Sinne als ,,stationat-", wcnn 
bereits saintliclie ersten und zweiteii Monicnte der Zufallsfunktionen gegen Zeittranslationcri 
invariant sind. Hei streriger Stationaritat der Erregungsfunktionen wird der Begriff zwar durch- 
I\'('g' el~enfalls im strengen Sinne gultig sein, wir beschranken unsere Untersucliung irn folgenden 
jt,tlOcli auf Jlomente bis z u r  zweiten Ordnung. Wir bezeichnen ferner ein System V O ~  Zufalls- 
funktionen als asymptotisch stationar, wenn bei fcsteni t die Grenzwerte aller ersten und zweiten 
Mornente fur t + 00 existieren. 

1)urc.h lhrstellung dcr Anfangswcrtc untl Errcgungen als I~inearkoml~i~iatioiien tler Eigcn- 
\~ekLorcn : 

n 

y; = 2 h, q; . . . . . . . . . . . . . . .  (1.5), 
v = l  

r i ( f )  = 2 hi, cy(i)  . . . . . . . . . . . . .  
v = l  

crhiilt man die Lijsiing voii ( l . l ) ,  (1.3) in tler Form 
n 

y j  = ,r l l j p  7"(t) . . . . . . . . . . . . .  
v = 1  

. (1.7) 

mit 
t 

qv(f)  = 7: + J ev(t') eAv( l  - t ' )  dt' . . . . . . . . . .  (1.8). 
0 

h u s  (1.3) und (1.8) folgt zunachst 
~~~ 

! / j ( t )  = 0 . . . . . . . . . . . . . . . .  (1.9). 

Die wesentlichen statistisclien Eigcnschaften des Liisungssystcms yj(f) werden dann durch 
die Kovarianzfunktionen RYk(f, t) = yJ(t) y,, (t + t) beschrieben. An Stelle der RYk ist es zweck- 
niiifligcr, die Kovarianzfnnktionen Kfl (t, t) = q:(t) q (1 + t) zii untersuchen, ails denen sich 
dic RYk nach (1.7) durcli die Transformation 

VP 

R!l == 2 hj'v hklr RZP . . . . . . . . . . . . . .  (1.10) 
J k  

v ,  P 

ergeben. Bei den nieisten physikalisclien Problemen sind samtliche rnit lateinischen Symbolen 
verselienen Griiflen reell, wahrend im allgemeinen die entsprechenden, rnit gricchischen Symbolen 
gckennzeichneten Gr6lJen im Eigenkoordinatensystem komplex sind. 

Ails der Liisurig (1 .S) bekomnit man nun znnachst: 

Man erkennt sofort, dalJ bei Eigenwerten mit  niclit negativem Realteil mv odrr tlcr 
Greiizmcrt lim R;p(l, t) irn allgemeineii nicht existiert, d .  h., das Losungssystcni ist im allge- 

t - w  



nicincn nicht asympbtisch stationar. Ein Systcni asymptotisch statiotiiircr %nfallsvarial~lcn 
crhfilt m a n  jctloch dnrcli die Transformationen : 

qy 
qy e-2" 1 

?L 
. . . . . . . . . . (1.12). 1 fur a, < 0 (tp E W,) , 

fiir a, > 0 (6" E %V,) , 

fiir a, = 0 (i, E 
+" = I lit- 

Fur das Variablensystern +" lassen sich nun folgcnde Satze aufstellen : 
(1). Das System YI, ist asymptotisch stationar. 
(2). Die durch (1.12) definierten Variahlenmengen %Vl, YR,, 917, sinti asymptotisch unltorrclicrt. 
(3). Zwei Variable +,, 6, der nlcnge m, sind iiherdics nur im Fallc A,, = A,, nsymploliscli lior- 

reliert. 
(4 . )  Fiir ev, E Wl gilt: 

0 

(5). Fiir G,,, E W 2  gilt: 
W 

I3 c c i s 
m 

id): hus ( l . l l ) ,  (1.12) folgl fur Gy,  G,, E 911, mil 1' = f - f ,  , 1'' = 1 + T - 1,: 

&'t'+%l q;,, (t + 1' - f") df' dt" . . . . . ria lim R,?/,(L,~) = 
1 - W  

0 0  

Glcichung (1.13) ergibt sicli dann aus (1.16) tlurch die Transformation 

. . . . . . . . . .  E = f' + t" , 

(51 : Fur Gv, ;j!t E %V2 folgt nus (1.1 I), (1.12): 

i" = f' - t" 

e - " t l - - l r ' z  R,,,, (f, - f,) df, rlt, . . . . . T i  lini R,?,,(t, t) = R:; + 
d 6  t - m  

woraus sich (1 14) wieder durch die Transformation (1.17) ergibt. 
(3} ,  {6}: Fur +,, j l , r ~ % V ,  erhalt man aus ( l . l l ) ,  (1.12): 

t t + t  

1 lim R ! ~  (f, t) = lini 

1 - 02 I/r (f + z) 

- 1 df ,  J' df, e- L PV (1 - t1) + (1 + T - t z )  R? ' P (4 - fd 
1 4 0 2  1 - 02 if (t  + z) 

0 0  

1 
= lim - x  

(1.13). 

( 1.14). 

(1.1 5). 

(1.16). 

(1.17). 

( 1 . W  

(1.19) 

(1.20). 

Der Beitrag des ersten Integrals auf der rechten Seitc von (1.20) verschwindet wcgen 
(1.4). Anf das zweite Integral wenden wir wiedcr die Transforination (1.17) an und er- 
Iialten im Falle ,fly += 13, satz  {3}, im Falle /3, = /?, satz  (6). 
Das asyrnptotische Verschwinden der Korrelationcn I??/, fur  Variable ?", tp aus verschie- 
denen hierigen mi laat  sich auf alinlichein \\'ege \vie die Reziehungen (3 )  - {G} nacli- 
weisen. 
ist schliel3licli wegen unserer Auffassung dcr Bczeiclinnng ,,stationar" l r n  wcitcii Sinnc 
lediglich cine Folgerung der Satze (2) - (6). 

(2): 

{l] 
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Von groljerer Bedeutung als die Konvarianzfunktionen eines Systems stationarer 
Z1lfallsfunktionen sind irn allgcmeincn die Spektralverteilungen F,,Cc(~o),  aus denen sich 
dir .  f<ovarianzen tlurcli t l i c  TrnnsIornint ion 

ergebcn. Die Umkehrung zu (1.21) lautet [a]: 
4 1' 

m 

FLtr J' lRv/t(z)l dz < oc, existieren stetigc Spektraldichten f , , (~ )  = dFLp(!)) , fur welche 
-m dro -- 

die Beziehungen (1 21)  und (1 22)  dann in normale FouRIERtransformationen ubergehen. 
Xach (1.4) existieren also insbesondere die Spektraldichten f $  p(w) der Erregungsfunk- 
tionen p,(t). 

Ftir die asymptotischen Spektralverteilungen Fj /[ (w)  bzw. f j l L ( w )  crgcbcn sich nun 
aus (1.13), (1.14) und (1.15) folgende Reziehungen: 
f v ,  5p E !))'Il. Die Spektraldichte f j ,L(w) cxistiert. Es gilt (7). 

fv",(.j) = E p  (co) . . . . . . . . . . .  (1.23) (A, - i a)* (AP - i (1)) 

{S}. G,, vll E m,. Die Spektraldichte ist cine DIRACSC~C &Funktion rnit singuliirer Stelle bei 
O) = 0. Es gilt 

. . . . .  (1.21). I 0 fiir ( 1 )  < 0 

p ((0) drc, + RYpfiir co > 0 - -~ YP-- ~~ i" (A, - i LO)* (A,' - i f0) 

Iy, ' (W) = 

- w  - -  
{9}. 7],,, qC E !))'I3, /I, = Pll. 

Iiesonanzstelle m = Pv. Es gill 
Die Spektraldichte ist cine &Funklion init Singularitat a n  dcr 

(1.25). 

Der Sprung in der Spektralverteilung an  der Resonanzstelle ist also dcr Spcktrnl- 
dichte der Erregung an dieser Stelle proportional. 

+ m  
Fur  q,,, 3p E I R$,(t)/ dz < oc, . Die Spektraldichte 

fj,l(m) cxistiert somit und kann als inverse Fouwmntransformation der Kovarianzfunktion 
Rip($ dargestellt werden : 

folgt zuniichst aus (1.4), (1.13) 
--m 

Wegen (1.4) 1aBt sich die Reihenfolge der Integration vertauschen, so da13 

lP,(W) (1.23). f;,(w) = -- RP,(z) e r i " z  

Gleichung (1.23) ist die bekannte Beziehung zwischen den Spektren der Schwingungen 
und der Erregungen bei stabilen, gedampften Schwingungssystemen im Eigenkoordinaten- 
system. Die Matrix der fjbertragungsfunktionen besteht in diesem Falle nur aus den 
Diagonalelementen (A, - i . 
Fur f,, i, E !))'I2 gilt nacli (1.14): 

1 IW p a ?  +i  w); ; $- i  u, - )C d c =  -- 
23t (A, - i w)* (A, - i 0) 

-02  0 

lim R:lL(t, z) = const = R:.; . 

fur 0) < 0 ,  1" R"; fur w > 0 .  

t - 0 0  
Nach (1.22) ist dann 

F:,(w) = 
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Fiir w > 0 bekonimt man weiter nach (1.14) 

0 -  W 

und iiacli Vertauschung der Integrationen dann 

W - 

('3) : Durch Einfiilirung tler Spektraldiclite / l , (w) 1513t sich (1.15) in tler einfaclieren Form 
sclireiben: 

. . . . . . . . . . . (1.36). liiii ~ ! , , ( t ,  t) = 2 7c /OJ,B~> c i B v  
l - W  

Gleicliung (1.25) folgt dann unmittelbar aus (1.26) und (1.22). 
Die Satze (1)-{9) lassen sich zu folgendem Bild des asymptotischen Verhaltens yo11 

linearen Schwingungssystemen unter der Einwirkung stationarer Zufallserregungen zusamtneti- 
fassen. Gecliinipf te Eigenschwingungen sind asymptotisch stationiir und lassen sich iiri Falle 
kotitinuit~rliclit~r Erregungsspektren eberifalls durcli konlinuierliche Spekiren darstellcti. Bci 
instabilen Scliwingungen ergibt die Normierung eY = 7. e--"vl asymplotiscli stationare Variable 
tnit konstanten Kovarianzfunktionen. Asyinptotiscli liaben die Zufallserregungen den gleiclien 
Einflul3 wie Zufallsvariationen der Anfangswerte. Neutrale Eigenschwingungen nehmen mit der 
Wurzel der Zeit zu. Sie sind also stabil gegen Variationen der Anfangswerte aber instabil gegen 
stationare Zufallserregungen. Die Spektren der asymptotisch stationaren, iiorrnierten Variableii 
- 7%' 
qv = - bestehen aus einer diskreten Link  an  der Resonanzstelle ,BV. Die Energie der Link  

ist der Spektraldichte der Erregung an dieser Stelle proportional. Fur  grol3e t sind die ge- 
darnpften bzw. instabilen Eigenschwingungen vorwiegend durch die Erregungen in einem be- 
scliriinkteni Zritintervall unniittelbar vor t bzw. unmittelbar nach der Anfaiigszeit t, = 0 bestimint, 
walirend zur ihfachung der neu traleii Eigenscliwingungen die Erregungen im gesaniten Zeitinter- 
vall von 0 bis t iiiit gleichem Gewicht beitragen. Dies ist die Ursache der asyrnptotischen sta- 
tislischen Entkopplung der verschiedenen Eigeriscli\?lingungstypen. Da die neutralen Eigenschwin- 
gungen ferner durcli die gleichmal3ige Einwirkung der Erregungen wahrentl langer Zeiteii 

angeregt werden, werden die norinierten Variableri -~ nach dem zentralen Grenzwertsatz 

(bzw. seinen Erweiterungen auf abhangige Variable) unter gewissen weiteren, wenig einscliran- 
kctiden Voraussetzungen uiiabliangig von den speziellen statistischen Eigenscliaften der Er- 
regungen fur t +- 00 in GAusssche Prozesse ubergehen. 

v't 

7 V  
it 

2. P a  r l  i e 11 e D i f f r r e 11 ti a 1 g 1 e i c 11 u ti g e t i  

Fiir dic Untersuchung partieller Differeritialgleicliungeli iiiit skitist iscli stationaren Er- 
regungstermeti wiihlen wir den gleiclien Ausgangspurikt wie im ersten 'lei], d. h., wir setzcii 
\~oraus, da13 ciii bekanntes, vollstandiges System von Eigenlosungen 

v = 1, 2 , .  . . (z = {q, x2,. . . XJ) . . . . (2.1) 

der liomogenen Differentialgleichung (mit entsprechenden Handbedingungen) vorliegt. Wir 
nehmen ferner an, daI3 sich dann die Losung der inhomogenen Differentialgleichung in der Form 

+ 
yv(Z, t )  = hv(5) e % t ,  

m 

v = l  
y(z, t )  = 2 hv(Z) qy( f )  * . . . . . . . . . . . . . . 

ttiit 

. . . . . . . ('2.3) 
0 

sclireibeii lafit, wobei q: bzw. ev(t) die Entwicklungskoeffizienten der Xiifangswerte bzw. Er- 
rcypngeii iiacli den Eigenfunktionen darstellen. Fur  die ublichen liyperbolischen und para- 
bolischen Differentialgleichungen der Physik treffen die Gleichungen (2.1)-(2.3) zu. Sofern die 
Eigenfunktioneii bekarinl sind, is1 die Form der Differentialgleicliung ini einzelnen fur das 
Folgende unwesentlich. 
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Es seien nun 1111 uiid cy(f) ZuPallsv:~riable niit den in1 ersten Teil angegebe~ien Eigenscliaf teii. 

y(?, 1) = 0 . . . . . . . . . . . . . . . .  (2.4). 

Die wesentlichcn sl:itistisclicn Eigenschaften von y werdcn d a m  tlurcli die I<ovarianz- 

. . . . . . . . . .  (2.5) 

Zunbclist folgt wieder 

~ ~~~ 

fu~il<lion 

IP(Z t ,  ;, z) = y(Z, f)* y(Z+ 2, t + z) 

R"?, t ,  g, z) = z hy"(?) h,(Z +$) K?,(t, z) 

])escliriebeii, die sicli iiacli (2.2) a d  (lie ini ersten Teil untersuclite I(ovarianzEunktioii l<;Jf, z) 
zuriiciiriiilren ism: 

m 

. . . . . . . .  (2.6). 

Bis auf die uncndliche Zalil der Eigeiifunktionen besteht also vollige ijbereiiistimniuiig 
i l l  t l r ~ .  1+hnndlung von p a r  tielleii nnd gewohnlichen Differentialgleichungen, so dalJ sic11 saiiitliclie 
li;igcbnisse des ersten Teils unmittclbar auf den zweiteii Teil iibertragen lassen. 

Die strenge Aiialogic versagt lediglicli in1 Falle kontinnierlicher Eigenwerte, bei den1 die 
Surnmenclarstell~iiig (2.2) in cin Integral iibergeht. l l a  die allgerneine Behandlung des konti- 
iliiierliclicn Falles ohne nalicre Kcnntnis der Eigenfunktionen und Zufallserreguiigen wcnjg 
:iufschlulJreicli ist, bescliriinlien wir uns i r i i  folgenden auf Differentialgleicliungen der Form 

. . . . . . . . . . . .  (2.7), 
jvobci D, uncl 11, konstante, linearc, raninliclie Differentialoperatoren darstelleii. Die Anfangs- 
bcdingmgcn seicn 

v , p = l  

+ U,[0] + U,[y] = r@, t )  

y(2, 0) = yo@) . . . . . . . . . . . . . . .  (2.8), 
y(z, 0) = p(2) . . . . . . . . . . . . . . .  (2.9). 

1 lie I>iffcqwi tiaIgleicliuiig sei ini gesani teii Z-liauni gul tig, so dalJ rlaiidbediiiguiigeii fiir 
i2rifangswertprobleni entfalleri. Die Funktionen yo(?), Q0@) und die Erregung r@,  f) seien 

I ~ U I ~  Zufallsfunktionen niit folgeriden Eigenschaften : 
1) I.(?, t )  ist stationar und homogen, d. 11. R'(2, f, 6, z) ist uiiabliiingig v o n  t und 2. 
2) yo@) nntl yo@) sintl homogcn. 
3) r = y O = y o = O .  
3 )  r ,  yo und sirid unkorreliert. 
5) r,  yo und yo besitzen sletige Spektraldicliten y(z, u), /Yo(;) bzw. /io(z). 

4 

- -~ - 

FLir r ,  go ulid yo existieren dalln die I'OURIER-STIELTJ~S-1);\rStCllullgell 121 : 

init 

und 



niit 

An Hand der Gleichungen (2.12) bis (2.15) lii13t sich nun die allgenicinc I~oriiiel fiir tlic 
I.;o\.ariaiizfiinlttioii H"(2, f, z, t) in AbhBngigkeit der Spektren f', / u  und /C "  sofort hinschreibcn. 
111 crster Linie interessiert jedoch wieder das asyniptolische Verhalten fiir groBc t ,  welches sich 
am zwecktniifligsten an  Haid  folgender Falluntersclieidung untersuclien 1iil.I t : 

4 

I .  ~ t a ~ j i l e s ,  get i i inipf tes  S y s t e m :  l ie  (~~(i)) < 0 ,  ~e (A~(Q)  < o fiir alle /<. 
Die 'Terine ei+' in (2.14) sinci in ciiescni ~ a ~ c  fu r  grone 1 veriiac1ilassigI)ar tiiitl niaii erlliill: 

C L  

Nach (2.16) ist y(2, t )  also lioniogeii untl asyniptotisch stalioniir. L)n die I.<o\-ariaiizfuiiktioiicii 
die I~ouwE~itransforiiiationeii der Spektraldichten sind, ergibt sicli d a m  aus  (2.16) fiir die Spek- 
traldichte voii ! I :  

2. I n s t a b i l e s  S y s t e m :  Der Kealteil ai riiindestens cines Eigeii\vcrtcs2j ninimt positiyc. 
\Vcrte an. In (2.14) domiriieren also fur grol3e t die Exponentialternic e"jt niit positivein b j .  

\Yir unlersclieiden nun weiterhin zwei Falle : 
a) inax {a,@), a2(z)} liegt im Unendlichen. Der Hauptanteil der Scliwinguiigsciiergic 

vcrscliiebt sich in dieseni Falle init znnehnicndem f stiindig weiter ins kurz\vellige Gebiet. Ohnc 
ndiere Kenntnis yon  /Q la13 t sich fiir diesen Fall keine allgenieingiiltige asyniptotisclie Foi ni fiir 
H y  angeben. Ein System dieser Art  ist z. B. die instabile Scliichtung eiiier schwrcn  Fliissigkeit 
iiber einer leichteren bei vernachlassigbaren Kapillarkraften. 

b) niax (al@), a,(@> liegt irn Endlichen. In diesem Falle la13t sich cine asymptotisclie 
IJorm fiir RY angeben, die ini Eiiizelnen jedocli noch von der Dirnensionszahl der Nannigfalligkeit, 
auf der das Maximum angenomnien wird, abhangt. \Yir beschriinken uns liier auf den hiiufigsten 
I'all einer isotropeii Differentialgleichung, bei der A, = Al(lXi), A, = A2(/z i ) .  I)as maximale ai  
(sagen wir iyl) werde danii auf der ICugeloberflaclie 1 k /  = k,,, angenomnien (bei nielireren Fliicheii 
bzw. Eigenwerten mit gleichem Maximuin inuB (2.18) uni cntsprechende Terme erweitert werden). 
In der Intcgraldarstcllung (2.14) iiberwiegen d a m  fiir grol3e f die Anteile der Integranden in 
der uiiinittelbaren Umgebung der Flache 1 zi = k,,,. Durcli entsprechende Entwicklung in der 
Umgebung dieser Flache erhalt man : 

+ 

4 

(dQ = Oberfl~icheneleiiieii~ der Kugel lkl = /cl,L) 

init 

(2.18) 

. . . . . . . . . . . . .  (2.19). 
= -(%),;,=t,,, 

Nacli (2.18) ist also y(2, t )  e-"(',,,) P I 4  eine homogene, asymptotisch stationare, untl zjvar 
zeitunabhangige Zufallsfunktion, deren raumliches Spektruni auf die Kugeloberfliiche 1x1 = k,,, 
konzentriert ist. Die Errcguiigen haben asyniptotisch wieder die gleiche Wirkung wie Zufalls- 
variationen der Anfangswcrte. Beispiele fur Systeme dieser Art  siiid die instabile Schichtung 
zweier scliwerer Flussigkeiten miter Berucksichtigung der Kapillarkrafte und laniinare Grenz- 
schichten im iiberkrilisclien REyNoLDszahlenbereich (in diesem Fallc sind die Eigeiifunktioiieii 
allerdings niclit niehr harmonisch). 

3. U n g e d i i m p f t e s  s t a b i l e s  Sys t em:  Al(z) = i pl(k), &(k) = i 0 2 ( k ) ;  (bl, p2 reell). 
Mit Ausnahnie der Resonanzstellen co = pj  im dritten Integral bleiben in diesem Fallc 

siimtliche Integranden der rechten Seite von (2.14) beim Grenzubergang I -+ OC, beschraiikt. 

+ + 
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F u r  g r o k  t iiberwiegen dann die Ueitriige des driltcn Integrals in der Unigebung der Resoiiaiiz- 
slellen uiid iiian erhalt: 

~ a c ~ i  ~ ~ 2 0 )  ist y/fT also eine lioniogene, asymptotiscli stationare Zufallsfunlition, c~eren 
Spektruni f y ( z ,  w )  auf die Kesonanzflachen w = /?j(k) iin (z, w)-Raum konzentriert ist. Die 
Fliiclienspektraldiclite der Losung ist tier raumliclien Spektraldiche f l  (c pi(;)) der Erregung auf 
den Resonanzflachen proportional. 

Beispiele solcher S y s t e m  siiid die dampfungsfreien Schwingungen von RIcmbranen oder 
I’latten bei homogener, stationarer Zufallserregung sowie die im naclisten Abschnitt behandelten 
Obt.rflaclien~ve1leii eiiier schweren Flussigkeit Linter der Einwirkung eines homogenen, stationarcn 
I~ruckscliwankungsfeldes. 

Nit  den Fiillen 1 bis 3 sirid siiiiitliche Moglichkeiten der Eigenwerte Ai erfaot, mit  Ausnalime 
der fur die Anwendungen weniger iiiteressierenden Sonderfiille me (Ai) 5 0 , bei denen sowohl 
das 1Jngleichlieits- als auch das Gleicliheitszeichen vorkomnit. 

- 

Anwendungen 
3. S e e g a ngs a n f a c h u  n g d u r  c h t u r b u l  e n t e D r u c k s  c h w  a n k u  n g e  n 

Das I’roblem der Seegangsentstehung Linter der Einwirkung eines homogenen, stationiwn 
L)ruckschwankungsfeldes iiber der Wasseroberflache ist bereits ausfiihrlicli von PHILLIPS [ 11 
behandelt worden. Im folgenden wird lediglich die PHrLLrPssche Formel, bei der die Energie- 
zunahme des Seegangs durch ein Integral uber gewisse Kovarianzfunktionen der Druckschwan- 
kungeri ausgedruckt war, durch Einfulirung dcs von Frequenz und Wellenzahl abhangigen 
Druckspektrums in eine einfache, anschauliche F o r m  gebracht. 

Die linearisierten Ue.c\reguiigsgleicliungen und Randbedingungen f ~ r  die Bewegung eincr 
unendlich tiefen, horizontal unbegrenztcn, idcalen Fliissigkeit mit  freier Oberflache lauten: 

f i i r z 3 < 0  . . . . . .  

fiir .T, = 0 . . . . . . .  (3.3), 

fiir ,r3 -+- OCI . . . . . .  (3.4). 

wobei yj( ?, 1) = Gescliwiiidigkeilspoleiitial, - 
~ ( i ,  tj = Oberflaclienerlieburig, 

p(2, 1) 
.1: 

9 = Erdbesclileunigung, 
e = Flussigkeitsdichte, 
T = Oberflachenspannurig. 

+ 

= Druckschwankung relativ zum iiiiltlercii Druck uber der Wassci oberflache 
= {xl, x2, x3) , J: = {q, x2> , x3 nach oben gerichtet, 

> -+ 

I linzu koinnien nocli Anfangsbedingungcn, die in unserern Zusammenliang jedoch nicht naher 
iiitcrcssieren. 

Ilas homogene Differentialgleichungssystem besitzt die bekannteii Eigerilosungen 

(3 .5) ,  

. (3 .6)  
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- 
( k  = {kl, k,},  lii = k )  . . . . . . . . . . . . .  (3.7). 

Die Eigenlosungen siiid ungediimpfte, harmonische \\'ellen ; e5 liegt also der Fall 3 des letzten 
Abschnitts vor. Es handelt sich zwar hier niclit um eine, sondern um zwei gekoppelte Differential- 
gleichungen, fCir ( erhalt man jedoch wieder cine FOURIER-STIELTJEs-Entwicklung der Form 
(2.14): 

- w  

wo dn($, W) stellt die ~70URIER-STIELTJE9-KO~lpOnente des DrIlCkS p($ t )  darStCllt Und die 
Anfangswerte gleich Null angenommen sind. Fur  grol3e t erhalt man dann wieder nach (2.20): 

--a, 

l las asyniptotisclie Spektrum von [ besteht also nacli (3.8) ausscliliel.llich aus freien Eigen- 
wcllen. Ein nur aus freien, unabhaiigigen Eigenwellen bestellender Iiomogener Seegang IaQt sich 
nun vollstandig durch das zweidirnensionale Energiespektruni F($) darstellen, bei dem I ; ( i )  dli ,  dk, 
die Energie der sich in positive z-Richtung fortpflanzenden Wellen bedeutet, deren Wellenzahlen 
im Rechteckbereich (z, + d) liegen. Die Gesamtenergie des Seegangs pro Oberflacheneinheit 

isL dann e (2 = E = l/ F(;) dk, dk,. Das Spektrum Ff i )  ist VOJI dem gelegentlich ver- 

wendeten Spektrum /c( i ) ,  das sich aus der raumlichen FOURIER-Zerlegung der nioi~icntaneIi 

Wasseroberflache ergibt, zu unterscheiden. Es gilt f 5 ( k )  = ~ {I;@+ F- z)}. Im Gegensatz 

zu F(z)  stell t f Y k )  keine eindeutige Bcschreibnng dc,s Seegangs dar. Aus der FoURIER-Dar- 
stellung der Kovarianzen durcli die Spektraltlic1itt.n folgt nun aus (3.8) : 

+m 

'x _. 

- 1 -  
2 iog -. 

- n g P  - 
F(k)  = t __ p(k ,  - Gok) . . . . . . . . . . . .  e (3.9). 

In der Forin 

. . . . . . . . .  (3.9') 

gilt (3.9') aucli f i ir  den in \Virklichkeit gewolinlicli vorliegeiiden Fall eines quasi-stalionaren 
Windfeldes. Die rechte Seite von (3.9') ist dann einer der Anfachungsterme in der vollstandigen 
Gleicliuiig fur die spektrale Energiebilaiiz 131. Bei vernaclilassigbarer Oberf1achenspannung 
cr l idt  man die etwas einfaclierc Forniel2) : 

. . . .  (3.10). 

4. D i e  K u r s i n s t a b i l i t a t  e i n e s  S c h i f f s  ini  Seegang  

\Vir uiitersuchen die Kursschwankungen eines zur Anfangszeit t = 0 mit der Geschwindig- 
keit U in s-Richtung fahrcnden Schiffs in einein homogenen, stationaren Seegang. Fur  kleine 
Geschwindigkeits- und Richtii~i~sscliwaiikuiigeri lautcn die lXfferentialgleichungen fur den 
Schiffskurs: 

6 + n + + b (6 - y )  = p&) . . . . . . . . . . . .  (4.1), 

+ + c .$, + d (6 - y )  = p2(t)  . . . . . . . . . . .  (4.2), 

wobei 0 = u j t i  = Schiffskurs, u = y-Komponente der Scliwerpuiili lsgescli\\iiitligkeit des 
Scliiff s, 

y = Winkel zwischen der Schiffslangsachse und der x-Achse (vgl. Bild). 
~~~~ .~ ~~ . 

2) Der in 131, Gleic11ung ( 5 )  aiigegebeiic Falitor n/4k niiifitc riohtig nk/c  1ieiBcn. 
33 
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Die Funktionen p,(& p,(t) stellen vom Seegang ab- 
hangige Zufallserregungen dar. Bis auf Faktoren sind 
pl(t) die am Schiffsschwerpunkt angreifende transver- 
sale Kraft  und p,(l) das um diesen Punkt  wirkende 
horizontale Drehmoment. a, 6 und c sind Dampfungs- 
koeffizienten, wahrend d der Koeffizient des Richt- 
momentes ist. In Wirklichkeit besteht noch eine 
schwache Kopplung der Gleichungen (4. l), (4.2) mit  
der Rollbewegung des Schiffes, da  bei dieser infolge 
der Rolldampfung gewohnlich auch laterale Krafte und 
horizontale Momente auf treten. Die Rollkopplung wird 
jedoch im folgenden vernachlassigt, da sie die Ergeb- 
nisse im wesentlichen nicht becinfluI3t. Die Gleichungen 
(4.1) und (4.2) sind strenggenornrrieri nur in einein j c -  
weils beschrankten Frequenzbereich der Erregung gultig, 
da das Schiff mit einem kontinuierlichen hlediuni ge- 
koppelt ist und seine Bewegung sich somit nicht exakt 
durch ein endliches System gewohnlicher Llifferential- 
gleichungen beschreiben 1aI3t. In unsereni Falle ist diese 
Einschrankung jedoch ohne Belang, da  es sich erweist, 
daI3 das asymptotische Kursverhalten des Schiffes aus- 
schliefllich durch die Erregungskomponenten in der un- 
mittelbaren Umgebung einer einzigen Frequenz bestimmt 
wird. 

t " 

Durch die Transformation y, = 6, y, = y, y, = y erhalt man das Differentialgleichungs- 
system (4.1), (4.2) in der Form (1.1): 

yj = aj, y, + Tj(Z) (4.3) 

( a j k )  = . . . . . . . . . .  (4.4). 

. . . . . . . . . . . . . .  
k 

mit 
-6 6 - a  

- d  d -C 

Die Matrix (aj,) hat  die Eigenwerte 
~ 

?,, = 0 , " } = - T * f ( l ) + d - 6 ~ + a d  b t c  6 - + c  . . . . . .  
13 

mit den Eigenvektoren 

(4.5) 

Fur Kursstabilitat mu13 die Bedingung %e(Az) 5 0 ,  nach (4.5) also d - b c + a d 5 0 ,  crfiillt 
sein. Auch fur %e(A,) < 0 liegt jedoch stets nur der grenzstabile Fall vor, da  das System stets 
die ungedampfte Eigenlosung y' = const. 1; bzw. 6 = y = const. besitzt. Physikalisch bedcutet 
dies einfach, daI3 neben dem Anfangskurs 6 = y = 0 jeder beliebige Kurs 6 = y = const. eiiie 
Losung des ungestorten Schiffskurses darstellt. Nach den Ergebnissen des ersten Teils bedeutet 
dies dann, da13 ein in glattein Wasser stabiles Schiff sich im Seegaiig stets instabil verhalt. 

Zur Berechnung der entstehenden Kursabweichungen transformieren wir (4.3) wieder auf 
das Koordinatensystem der Eigenvektoren. Mit den gleichen Bezeichnungen wie iin ersten Teil 
ergibt sich Iur die Erregung el: 

(4.7). 

Nach (1.26), (1.13) wird dann fur groI3e t 

so daI3 nach (4.6) 

- - 

7; = 2 n  t ff,(O) + 0(1), z(t) = O(1) . 7: = 0(1) . . . . . .  (4.8), 

- - -  
6 2  = y2 = 6 y = 2 n t f:,(o) + O(1) . . . . . . . . . .  (4.9), 

wobei f i , (O) die Spektraldichte der Erregung el an  der Stelle o = 0 bedeutet. 
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Bei bekannter hbhangigkeit der Funktionen p l ( t ) ,  p2( t )  vom Seegang 1aBt sich /f1(w) nun 
auf das Seegangsspektrum zuriickfuhren. Der Zusammenliang ergibt sich am einfachsteri 
durch Einfiihrung der Erregungsfaktoren P, und P,. Rei einem sinusformigen Seegang 

[=ae  [ f p e - i ( k z ) + i w q  sind diese durcli die Beziehung 

( j  = 1,2)  . . . . . . . . .  (4.10) 
definiert, wobei H i  die Wellenamplitude und 0’ = wk-  (k’ 6) die Begegnungsfrequenz darstellen, 
mit  U = Schiffsgeschwindigkeit (wk  = 1’3, k = l i i ) .  Die Erregungsfaktoren sind im allgemeinen 
ebenso wie die Begegnungsfrequenz Funktionen der Schiffsgeschwindigkeit, der Wellenlange 
I = 2 n / k  und des Winkels a zwischen der Schiffsgeschwindigkeit und der Fortschreitungsrichtung 
der Wellen: Pi = Pj(U, k ,  a). 

Fur  die Kovarianzfunktion von el ergibt sich nun aus (4.7), (4.10) und der Spektraldar- 
stellung des Seegangs: 

+ -- 
p j ( t )  = 3 e  (pi H; ei w ’ t }  

d 

C r n  

wobei F(z )  das im vorigen Anwendungsbeispiel definierte Seegangsspektrum bedeutet. Da Ryl(t) 
die FoURIERtranSformation von f ~ , ( w )  ist, ergibt sich das Spektrum aus (4.1 1) durch Trans- 
formation der Integrationsvariablen k,, k, auf w’,  und das Linienelement do langs der Kurve 
w’ = const. ergibt: 

Fur (0‘ = 0 ergibt (4.12) dann insbesondere das mittlere Ouadrat der Kursabweichung nach (4.9). 
Die Zunahme der Kursabweichung ist auf die Einwirkung der Seegangskomponenten mit  

der Begegnungsfrequenz Null zuruckzufiihren, d. 11. auf Wellen, deren Phasengeschwindigkeiten 
in Falirtrichtung rnit der Schiffsgeschwiiidigkeit ubereinstimmen. Der EinfluB der \Vellen ver- 

schiedener Fortpflanzungsrichtungen wird malJgeblich durch den Faktor P, ~~~~ 

+ P2 -I bestimmt. Fur  genau achterliche Wellenkomponeiiten (a = 0) verschwindet er, 

wahrend sich fur la1 2 -wiederum die Bedingung w‘ = 0 nicht mehr erfiillen lafit. Die Kurs- 

instabilitat wird also durch die schrag von achtern komnienden Wellen in1 Bereich 0 < la/ < 4 2  
hervorgerufen. 

Der starke Einflulj von Wellen mit der Begegnungsfrequenz w’ = 0 ist bereits fruher bei 
Untersuchungen der Kursstabilitat von Schiffen im sinusformigen Seegang festgestellt worden 
(z. B. [4]). Es ergab sich dort  jedoch keine Kursinstabilitat, da  kleine Kursabweichungen im 
sinusformigen Seegang sofort zu einer Verstimmung der Begegnungsfrequenz fiihren, so da13 
auch Wellen rnit der anfanglichen Begegnungsfrequenz w’ = 0 nur beschrankte Kursabwei- 
cliungen liervorrufen. E s  wurde daher vermutet, daB die beobachtete Kursinstabilitat von 
Scliiffen im achterlichen Seegang nur durch nichtlineare Effekte zu erklaren sei. Bei statistischer 
Betrachtung ergibt jedoch bereits der lineare Ansatz Kursinstabilitat, da fur jede Lage des 
Schiffs stets eiuige Wellenkornponenten mit  der Begegnungsfrequenz w’ = 0 weitere zufallige 
Kursabweichungen bewirken. 

Unsere Ergebnisse gelten bisher nur unter der Voraussetzuug kleiner Kursab\veichungen 
161 < 1. Von dieser Einschrankung karin inail sich jedoch leicht befreien. 

Nach Absclinitt 1 ist die Wahrsclieinlichkeitsverteilung der Kursabweichung 8 cine Noriiial- 
vcrteilung : 

(6 + A 1 ( b  + 13) 

~ j b 2 A 3 U  + a) 
b ‘ 2  

1 2  131 
7c 

‘ - 2  

a= 1 -- w(6, t )  = ~ -=- e 9% 

deren Variariz @ nacli (4.9) linear mit  der Zeit zunimmt: 

1/2 n 62 

- 
6 2 = 2 x t  . . . . . . . . . . . . . . . .  (4.13) 

mit ~t = TC /fl(0). 
Eine Normalverteilung mit der Eigenschaft (4.13) ist nun eine spezielle Losung der Warme- 

leitungsgleichung 
. . . . . . .  . . .  (4.14) 

33 * 
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init der Anfangsbediiigung w(6,  0) = &a). Wegen der Linearitat des Problems ist dann in1 
allgerneinen Fall einer beliebigen Anfangsvzrteilung w(,t?, 0) = wo(8) die Wahrscheinlichkeits- 
verteilung fur 1 > 0 ebenfalls durch die I)iffereiitialgleicli~ing (4.14) bestimmt. Auf Grund der 
einschriinkenden Redingung 16( < 1 koiiiite dabei it in (4.14) als konstant angenornmeri werden. 
Im allgaintinen Fall beliebiger I(Lirsabwiiic1inngeii 0 IiiWt sich nun unschwer zeigen, da13 w(6, t )  
der allgeineinen IViirmelei tungsgleichung niit veriinderliclicni it geniigt : 

f) = i” %($) a”@& 1)) . . . . . . . . 
at aii . . . . (4.15), 

iri der it wie bisher durch die Spektraldichte der Wellen init der Begegiiungsfrecluenz (11’ = 0 
bestinlint ist [(k.12)], jcdocli nunmehr allgerneiii in Bezug auf einen beliebigen Kurs 8. In (4.15) 
kann die Bedingung kleiner Kursabweichuiigen somit fallengelassen werden. Jedocli mu13 die 
Voraussetzung kleiner Erregungen, auf der die asymptotische Formel (4.13) urid sornit ebenfalls 
die Iliffusionsgleichungen (4.14) und (4.15) bernhen, nach wie vor erfiillt sein. 
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