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Die Stabilitat der Stromung in einem gekrimmten Kanal
’ Von Giinther Hammerlin in Freiburg i. Br.

Die Stabilitidt der Strémung in einem gekriimmten, unendlich hohen Kanal wurde unter-
sucht, dessen Wiinde aus den Teilstiicken zweier achsengleicher Zylinder gebildet werden. Als
Stérungen der bekannten Grundstromung werden dreidimensionale Wirbel Taylorscher Art an-
gesetzt. Die aus den vollen Navier-Stokesschen Differentialgleichungen des rotationssymme-
irischen Problems entspringenden Stdrungsdifferentialgleichungen werden linearisiert, und die
Annahme R,—R, == d < R, (R, = Radius des inneren, R, = Radius des dufleren Zylinders)
erlaubt einige Vernachldssigungen geometrischer Art. Die Aufgabenstellung fithrt im Falle neu-
traler Wirbel — also solcher Wirbel, die den Grenzzustand zwischen den fiir die Laminarstrémung
,».gefahrlichen** angefachten und den ,,ungefihrlichen* gedampften darstellen — auf folgendes
Eigenwertproblem: Die Differentialgleichungen

Lu=@1—-2npv
d Y ¢
szz——Saz(n-nz)ll LZ(T’)’]_z_Gz

(u = dimensionslose Wirbelkomponente in Richtung der Grundstrémung, v = dimensionslose
Wirbelkomponente in der radialen Richtung r), sind unter den Randbedingungen u(0) = u(1) = 0,
v(0) = v(1) = 0, »’(0) = v’(1) = O zu lgsen. Dabeiist 3 = (R — n/(Ry,— R)),0 =ad(x = 27/},

A2 = Wirbeldicke) und S == 72 Re? % (Re =i, d/v, Reynoldssche Zahl der Grundstromung u,
1 1

mit 7, = of uy(n) dn).
Die gesuchte ,,kritische Kurve* ist die des kleinsten Eigenwertes S,(¢), und der ,,kritische

Wert* ist der Wert von ?% S; =2 Re? Tg im Minimum dieser Kurve.

. 1

Diese Fragestellung wurde bereits 1928 von W. R. Dean und kiirzlich von C.-S. Yih und
W. M. Sangster behandelt. In beiden Arbeiten wird der kritische Wert berechnet, jedoch stehen
die angegebenen Werte im Verhéltnis 150:1. Unsere Untersuchungen hatten ein zweifaches Ziel:
Einerseits sollte durch strenge Verfahren die genannte Diskrepanz aufgeklart werden, anderer-
seits sollte die noch offene Frage nach dem Aussehen der entstehenden Wirbel beantwortet
werden.

Dazu werden die Dgln. (1) mit Hilfe ihrer Greenschen Funktionen in Integralgleichungen
verwandelt. Eine Abschitzung von J. Schur liefert zunédchst untere Schranken fiir |S,|; der
genaue Wert von S, wird dann mit Hilfe eines Iterationsverfahrens nach H. Wielandt ermittelt.

Fiir den kritischen Wert ergibt sich 2 Re? Ed = 2,55 - 108, wobei die angegebenen Ziffern als
1

giiltig anzusehen sind. Dean hatte seinerzeit den ebenfalls richtigen Wert 2,6 - 102 gefunden; die
Resultate von Yih und Sangster werden als falsch erkannt. Das Iterationsverfahren liefert
gleichzeitig auch die zu dem kleinsten Eigenwert gehorenden Eigenfunktionen, mit deren Hilfe
das Aussehen der entstehenden Wirbel beschrieben werden kann. Die zu dem kritischen Wert
gehorigen neutralen Wirbel haben die Dicke 1/2 = 0,79 d in Richtung der Mantellinien der be-
grenzenden Zylinder. Ihre Kerne sind etwas zur dulleren Kanalwand hin verschoben.

Die ausfiihrliche Arbeit mit Abbildungen der kritischen Kurve, der Eigenfunktionen und
der entstehenden Wirbel ist inzwischen in Arch. Rat. Mech. Anal. 1, Nr. 3, 1958, S. 211224,
erschienen.

Die Totalreflexion von kugel{ormigen Kompressionsfronten

in elastischen Medien; v. Schmidtsche Kop{wellen”
Von K. Hasselmann in Hamburg

Bisher sind die bei der Totalreflexion von kugelférmigen StoBfronten oder Wellen an
Trennungsflichen zweier verschiedener Medien auftretenden v. Schmidtschen Kopfwellen [1]
nur far den einfachsten Fall der Totalreflexion einer Kugelwelle an der Trennungsebene zweier
Fliissigkeiten ermittelt worden [2]. Die Berechnung der Kopfwellen aus den Integraldarstel-
lungen der Stérungen nach Ott ist schwierig und in dem wesentlich komplizierteren, fiir die
Anwendung jedoch wichtigeren Fall der Totalreflexion an der Trennungsfliche zweier elastischer
Medien kaum mehr durchfithrbar. Es wird hier nun ein einfacher Weg zur direkten Ermittlung

1) Dissertationsauszug. Herrn Prof. Dr. W. Tollmien bin ich fiir die Anregung zu den vorliegenden

Untersuchungen sowie die mir im Max Planck-Institut fiir Stromungsforschung gewihrte Unterstiitzung zu
aufrichtigem Dank verpflichtet.
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der Kopfwellen aus den Grenzbedingungen beschrieben, der auch im Falle elastischer Medien
ohne Schwierigkeiten zum Ziel fithrt. Die Methode wird im folgenden fiir StoBfronten abgeleitet,
die Ergebnisse lassen sich jedoch durch einfache Bezeichnungsdnderung auch auf Wellen kleiner
Wellenldnge iibertragen.

Bei der Reflexion und Brechung einer kugelformigen Kompressionsfront mit dem Zen-
trum O an der Trennungsebene z = 0 zweier elastischer Medien entstehen zunédchst in beiden
Medien je eine Kompressions- und eine Wirbelfront (sieche Bild). Als Kompressionsfronten
(1. Ordnung) werden dabei Flichen be- i

zeichnet, auf denen die Normalkom- MediomI | Mediom I
ponenten der Spannung und der Teil- (Oeckgebirgey| (Granit )
chengeschwindigkeit Spriinge aufwei- M

sen. Fldchen, auf denen die Tangen-

tialkomponenten der Spannung und

der Teilchengeschwindigkeit unstetig

sind, bezeichnen wir dann nach einem

Vorschlag von W. Tollmien, da sie

auf einer Unstetigkeit des Wirbel-

anteils der Verschiebung beruhen, als

Wirbelfronten (an Stelle der geldu-

figeren Bezeichnung Scherungs- H
front). Es werden hier schwache P
Fronten, auf die die linearisierten Be-
wegungsgleichungen anwendbar sind,
vorausgesetzt. Die Formen sowie die
Springstirkenverteilung der durch
direkte Reflexion und Brechung ent-
standenen Fronten konnen ohne
Schwierigkeiten durch die Methode er- 5
mittelt werden, dievon J. Nitsche[3]

auf den Fall der normalen Reflexion

und Brechung einer Stofifront an der

Trennungsfliche zweier Fliissigkeiten M
angewandt wurde. Die Ergebnisse

gelten allerdings nur fir die durch r
die kritischen Strahlen begrenzten ) ] . )
Bereiche BA B, HK H, FEFund MLM Bild 1. Die Reﬁeﬁgnrrl;ggngrechgng ezl;gei(u‘gelfxdrEnlg%{llé]gﬁ;:llpressmnsfmm; an
der Fronten, die noch normal reflek-

tiert und gebrochen worden sind. Auf den iibrigen, durch Totalreflexion entstandenen Bereiche
der Fronten liegen keine Unstetigkeiten sondern logarithmische Singularititen der Spannung
und Teilchengeschwindigkeit vor.

Zur Ermittlung der von der gebrochenen Kompressionsfront MLM ausgestrahlten Kopf-
wellen M B, MH und MF werden die vier Grenzbedingungen (Stetigkeit der beiden Kompo-
nenten der Spannung und der Teilchengeschwindigkeit beim Durchgang durch die Trennungs-
ebene) an der Stelle M angewandt. Fiir die bereits berechnete gebrochene Kompressionsfront
stellt man zunédchst fest, daB die Unstetigkeit an der Trennungsebene verschwindet, woraus
dann aus den Grenzbedingungen folgt, daB3 auch auf den Kopfwellen keine Unstetigkeiten 1. Ord-
nung auftreten. Jedoch weisen die Kopfwellen Unstetigkeiten 2. Ordnung auf, d. h. Unstetig-
keiten in den Ableitungen der Spannungen und Teilchengeschwindigkeiten senkrecht zur Front.
Wegen der Grenzbedingungen miissen nun die Spriinge in den ldngs der Trennungsebene ge-
nommenen Ableitungen der Spannungen und Teilchengeschwindigkeiten an der Stelle M in
beiden Medien gleich sein, woraus sich zur Bestimmung der Unstetigkeiten 2. Ordnung an der
Trennungsebene das Gleichungssystem

oPy*

M Ly = a - a;

ergibt. Dabei bestehen die Komponenten des Vektors ¢, aus den geeignet normierten Unstetig-
keiten 2, Ordnung @, der drei Kopfwellen und der gebrochenen Kompressionsfront, a ist ein

gk

azl die (bekannte) Ableitung der
Unstetigkeit 1. Ordnung der gebrochenen Kompressionsfront in (z-) Richtung tangential zur
Front und M die gleiche Koeffizientenmatrix, die sich bei der Reflexion und Brechung einer
unter dem kritischen Winkel einfallenden ebenen Kompressionswelle ergibt.

von den Materialkonstanten abhéngiger konstanter Vektor,
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Die Unstetigkeiten auf den Kopfwellen im Innern der Medien erhéilt man aus den Werten
an der Trennungsebene aus der Formel fiir die Fortpflanzung der Unstetigkeiten ldngs der Ortho-
gonalstrahlen der Fronten, die nach F. G. Friedlander [4] mit dem Intensitdtsgesetz der geome-
trischen Akustik iibereinstimmt:

1

a-b’

wo a, b die beiden Hauptkrimmungsradien der Front sind. Lings der Orthogonalstrahlen
klingen die Unstetigkeiten demnach umgekehrt proportional der Wurzel des von einem schein-
baren Anfangspunkt auf der z-Achse zuriickgelegten Weges ab. Zu einem festen Zeitpunkt findet
man dann weiter, dal die Unstetigkeiten tangential zur Kopfwelle je nach dem, ob die Kopfwelle
einen kleinen oder einen groen Winkel gegen die Trennungsebene einschlieit, etwa wie ¢~2 bzw.
wie ¢—%/2 abklingen, wobei ¢ die Entfernung von der Einmiindungsstelle der Kopfwelle in die
entsprechende Front 1. Ordnung ist. (Eine ausfithrliche Veroffentlichung ist vorgesehen.)

[1] O. v. Schmidt, Phys. Zeitschr. 39 (1938) 868—874.

[2] H. Ott, Ann. d. Phys. 41 (1942) 443—466.

[8] J. Nitsche, Z. angew. Math. Mech. 34 (1954) 361—373.

[4] F. G. Friedlander, Proc. Camb. Phil. Soc. 38 (1942) 378—382.
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Uber Formen der Flachwasserstréomung auf einer schwach
geneigten ebenen Platte
Von Dipl.-Ing. D. Huhnt in Berlin

Die Untersuchung zeigte, daB ein Zusammenhang besteht zwischen dem statistischen
Auftreten der Emmonsschen spots und dem hydrodynamischen Stérprinzip der angefachten
infinitesimalen Partialwellen.

Es erweist sich, daB ein nicht mehr unterdriickbarer Restteil der von Emmons eingefiihrten
spot-Entstehungsdichte von anwachsenden, zunichst sehr kleinen Wellenstérungen verursacht
werden kann, selbst wenn Einlaufstérungen fehlen.

Die Untersuchung ergab im einzelnen, dall nur dann wachsende spots auftreten, wenn
die auf die ortlich und zeitlich konstante Wasserhohe und Oberflachengeschwindigkeit bezogene
Re-Zahl den Wert

Re* = 970 4 2,5% 40
iiberschritten hat. (Diesen genauen MeB8wert erhdlt man durch die Anwendung eines experi-
mentellen Einschachtelungsverfahrens!) Unterhalb von Re* treten unter besonderen Verhilt-
nissen der Stromungsparameter entweder

a) die laminare stationire Grundstromung
oder

b) eine ebene Wellenstromung mit 2-dim. Gleichgewichtsamplitude
oder

c) eine ebene Wellenstromung mit 3-dim. Gleichgewichtsamplitude
stabil auf. Diese Stabilitit ist in folgendem Sinne zu verstehen: Selbst grobe endliche Stérungen
klingen beim Stromabwirtswandern stets ab.

In der Ebene zweier frei wihlbarer Stromungsparameter werden die Stabilitdtsgebiete
der oben angefiihrten 3 Stromungsformen durch ,,Kritische Funktionen® begrenzt, die gemessen
werden konnten. :

Diskutiert man die MeBergebnisse, so erhidlt man eine Interpretationsmdéglichkeit der in
der Hydraulik iiblichen Begriffe ,,Schieflen’‘ und ,,Strémen®. Dem ersteren Fall entspricht die
»Stabile Laminarstromung®, dem letzteren die ,,Im statistischen Gleichgewicht befindliche
turbulente Gerinnestromung*‘.

Die Arbeit wurde mit der Unterstiitzung der Deutschen Forschungsgemeinschaft im
Hermann Fottinger-Institut der Technischen Universitdt Berlin durchgefiihrt, das unter der
Leitung von Herrn Professor Dr.-Ing. R. Wille steht.

On the Stability of Flow in the Boundary Layer Near
the Nose of Blunt Body
by A. M. Kuethe, University of Michigan

An approximate analysis indicates that the stretching of vortex filaments because of the
change in body cross-sectional area and the positiye velocity gradient near the nose of a body
of revolution is a destabilizing influence on the boundary layer. The analysis indicates that the





