
 

 

SCHRIFTENREIHE SCHIFFBAU 

 K. Hasselmann 

Über den Einfluß nichtlinearer 
Wechselwirkungen auf die 
Energieverteilung in einem 
Seegangsspektrum 

81 | Oktober 1960 



Über den Einfluß nichtlinearer Wechselwirkungen auf die Energieverteilung in einem 
Seegangsspektrum 

K. Hasselmann,  Hamburg, Technische Universität Hamburg-Harburg, 1960 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

© Technische Universität Hamburg-Harburg 
Schriftenreihe Schiffbau 
Schwarzenbergstraße 95c 
D-21073 Hamburg 

http://www.tuhh.de/vss 



Hut!:,!.' der Einwirkung eines ausgedehnten Windfeldes bildet sich

nuf einem Meer ein SeegaEl.g aus, der IH'.ich einiger Zei t.einen

~;'tat:lol,j.ären9 Uausgere1.ftenU Endzuatand erreicht" Das Spektrum

dieser ausgereiften Windsee befindet sich im Gleiohgewicht

unter der EinwirloJng der anlachendenWind!r:difte, der Di8Bipa~

tj.on dtutc.h. Turbulenz und der nichtlinearen Effel;:tie, die sich

aus (h~r endlichen Stailhai t des Seegangs ergeben" Einen wicllti=o

gen Beitrag zum Verständnis der Windkrlifte 1iaferte 0 6~L, ,Phil...

lips [1] durch seine Erklärung der Seegangsentstehung als Folge

81" Eil1\wirltung Z'ltatistischer Druckschwan}{ungen auf die. Wasser-

oiH~rj~HÜ~he" Der Binfluß der Turbuler!z auf den Seegang ist im

ein:i:;€dnen noch. ungeldärt. jedoch \vlrd all gemeÜl angenommen ~ daß
die erhöhte Dissipation in.folge der Turbulenz in erster Näherung

dU.reh ir;inen zu.s~itzl iehen }<:onstan ten Reibung slotoeffizienteI! be-
rücksichtigt werden kann" Weit weniger geklärt ist dagegen bla-

hs!" die Rolle. die die nichtlinearen Effel,tebei der Ausbildung

t':es vollentwiclcl?:lten SpektrumsspielenoGewöhl~lich wird der
Haupteiufluß tier Nichtlinearität ir,~ dem Vorgang der WeIlenbre=

cln:mg gGsel1E!ß
ii wodurch die Ene1"g10der Wellen elner8eits unmi t-tel""

bn'1''i;nTurbulenz~ andererseits durch die erhöhte turbulente Rei=

b:..E.~g schneller dissipiert wirdo Im folgendes1 soll jedoch nicht

dieser~ sondern ein weiterer, bisher unberücksichtigt gebliebe=

ner nichtlinear.erEffekt näher untersucht ,verden" Aus der Nicht~

linearität der Oberfliehenbedingungen ergeben sich Wechselw1r-

ln~ngell zwischen den verschiedenen Wellenltomponentendes Seegangs 9

die zu einer Energieumschichtung innnerhalb des Seegangspektrums

fUhren.. Die Wechsehrirkungen lassen sich mit H:Ufe einer von der

linearen Näherung ausgehenden störungsrechnung ermitteln...Eine

störungsrechnung bis zur zweiten Ordnung ist bereits von L.J.
Tick [2] durchgeführt worden. Er erhielt eine im Mittel statio-

näre störungslösung, die e1ne ze1 tlich Iwnstaute Korrel{tion des

Energiespektrums ergab. In unserem Zusammenhang intere~sieren

jedoch weniger stationäre störungent welche lediglich eine Mo-
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'rHfizierung der linearen Näherung und nicht den dynamischen

Einfl\t1ß der nichtlinearen Wechselwirkungen darstellen, als

vielmehr Störungen, die mit der Zeit ständig zunehmen und da-

durch iBine laufende Änderung des Spektrums hervorruten 0 Hier-
211ist es allerdings notwendigp die störungsrechnung b:iszur
tü:mf't!~m Ordnung durchzuführen. Der Energieaustausch seIbel'

ergiht sich dann als Effekt vierter Ordnung. Ob\vohl der nicht."

IiD~are Energieaustausch somit relativ klein istp zeigt es

ich~ daß er mit den übrigen auf den Seegang einwirkenden Kräf-

tan durchaus ver.gleichbar ist, da diese ebenfalls nur quasi-

fitationäre Änderungen des Spektrums bewirken. Die Energieüber-

sragung erfolgt allgemein von den Spektralgebieten höherer zu

enen niedrigerer Energiedichte. Insgesamt entsteht, ähnlich

w:i.e beim Kaskadenprozess der Turbulenz, ein Energiefluß inner:-

haI b des Spektrums in Qichtung auf die kürzeren WeIlen. Bei dem

ausgereiften Seegangsspektrum stellt sich dann wahrscheinlich

,Ün Gleichgewicht ein zwiscbender Energ1ezufuhr durch Windein...

~Yirkung im lang\Vell igen Bereich, dem nicbtlinearen Energietrans=

port 'Von längeren zu kürzeren Wellen, und den Energieverluste:D

durch tJlrbulente Reibung und Wellenbrechung, die vorwiegend im

ImrzwcIligen Bereich des Spektrums erfolgen. Die numerische Aus-

wer-tung der Ergebnisse soll einer weiteren Arbeit vorbehalten

bleiben~ in der die Energiebilanz des Spektrums unter Berück-

sieht:igungder nichtlinearen sowie der anfachenden, konvektiven
. .

und dissopativen Terme nähe,r untersucht \Wird.



\'l lJet:cachten die Bewegung einer unendlioh tiefen, horizontal
t~.nltH~grenzten, idealen FUisslgkelt ait einer freien Obe.rfläcbe
g ~h(xJ y., t) (x, y, z kartesische ICoordi"naten mit vertikal naoh

c geIichteter z-Achse)0 Unter Vernaohllss1gUIIg der OberflD....
C1'.911~Jrannung lauten dle(nicht 11nearislerten) Bes't1_UD~sgle1-
ntnmg<.l! tür das Gesoh\1indigke1tspotent1al cp (ir,t)~.

Acp = 0

~ + q grad, + -+ q grad, + -
? ',t ~f

tür z' b

tür z. b

(1)

(2)

für Z" 11 (3)

,.0

(g ::: Erdbescbleuni&lUI&)

tiir 11... - ce:>

rzu !1.:ommenAnfangsbedinguqen zur Zet t t 11I 0:

,(.g,o) · ,o~)

h(U, 0 ) · "0 (Ir)

(s)

(6)

Mit der Tilde werden z.eldiaen81onale Projektionen von Vektoren

in die xy-Ebene beze1ohneto

Es wird angeno8men, daP d1e alttIere ..11...tel1he1t noch ge-
l1.Hgend klein 18t, Oll elne voa der linearo. -Iberung ausgehende
störungsreohnung abwende. .. tclba._. 'ih' . Ud b "er.den also
Störungsreibea

. ::a l' + a' + a'''' .... (1)

(8)

angesetzt, wobei die Indizes ~ugleiCb d!. Ordnunge. der Term.
angeben. Aus (1) und (4) folgt zunächst

:..



tür z *' h (9)

(10)für z -ce:-

AUB den Gleichungen (2) und (3) ergeben sioh dann durch Ent-

wickelung nach z und Einsetzen der Reihen (1) und (8) Randbe-
dingungen tür die störungsfunktionen an d~r Fläche z = O. FUr

die ersten tünt Ordnungen lauten diese:

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

9sh + '3 'ft · .' · . ·

'+
tftf +-

g" fz - -It (9,a«4 "grDda'f )+8 ,;äd.,h grod,,,

+8 grttd3h grad"tp -4ht3~Z -3ht'1 S4z+
....

9'1h +- If'ft - -(grad"" grat:/~'f)- ~h3"t2 - ~,,"tz+- .. (11)

.5"~t + 95'1: - -Ic{grarJ.-t"grtJd."J-!tt fifa",.#fgmd3'1)+' iätl.,h gmd. 'I
+9 rfödll g';äd3f+ 9 fädsh ;;««z'l'" a ;;Gd." gmd.,f/

-.,h & ~tz t-8" Ckz.]-3h[.. 'Iltz 1-82 '/z)- .,h J: Igtlld." 1"'''3 'f)

- f & (gfati."f.,.,.,hfii/d3h 9ratl.,fkri1hg;,ulb ii'tl3~ (18)
.

.+- g3h (j7iirl.,hg";;;d..fz, - .,ht [:, ~z 1-1~ (gfacl.,v 9,a.d3Cf)]

-2,ht3<ftz -3ht ~'ltz +a~ Wr;.d.,'!Jj-Ifht4'1t2. -",h"ht'9'1tu:-~1t3h~'ftu.

(16)

.,......
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Die ang3deuteteo weiteren Terme in (16). (17). (18) und (19)

enthal ten lelUglich stöl"tmgsfunktionen ers'ter und ann~iter

, Ü rdf.].u:ngUl1d g€'h6i1i in die spätere Re(~hm.mg nicht ein,0 AlE) A!!j~"

taff?[!;3bedingungen ergeben sich aÜs (zL (3)
-
und (6) Sdll ießl ich:

für t =: 0 (20)

fi1f t=O 2. =0/
.

vep ==
r für t:: 0

_ {,
.

Produktausdrücke aus StöruIlgs~> l- ,funktionen von niedrigerer Qrd~)
lnung a1s v

für t == Ot Z == 0

(22)

(23)

nie Gleichungen (9) bis (23) lassen sich nach steigender Ord~

nung !iHllksessiv auflösen..

Wegen (9) und (10) ,können die Potentialfunktionen
v'

durch

FourJ!.,f}:,t:teihen dargestellt werden..
1)

=L ,A{t)
i.(klJ)Tkz

)J y>
f.? 'I Y"R'

e

Da v' reell ist. gilt

mit k == J If
I

(24)

r;-DIe- Darsrellbarkeit" des Seegangs durch ein diskretesSpek-

trum wird durch die Einführung einer - sehr großen - Periodi,d~
tät in den x- und y-Ri~htungen erreicht.. Der Grenzübergang zum
kontinuierlichen Spektrum wird dann wie üblich in den Energie-
ausdrücken durchgeführto



( 213 )

(29)

h
f

( - ).~

-lCJ-ff """ 1<P_RJ .
r:J~e !:11!eren Vorzeichenindizeskennzeichnendie posttive oder

ive Fortp:flanzungsricl1tung der betreffendenWelle relativ
);VI'! 1.1",mzahlel1vektor ff .

1"'1051 ginsetzen der bekannten Lösungen niedri~erer Ordnung er-
,r~ IL,m dann allgeme in für die Fourierkomp'onenten,,4>fi mit

\, .if: 2 Anhomogene Sch\vingungsdiffere~tialgleichungender fI"orm

" L .\,"'i ,Sz1;)1i
>'

..~c.;Äj, .
..d:: rbf (Jl A.. ... A

.:'

1 .

1'1
l (t). A..)1 ;".,Sz..... A,SIJ'

_,'1-<:y. lf R v'fli i:' ~

'"
r: 1(1} HZ).'. liv ",'re J 1Y' li 1'1';:;

'-~, Kr""., ""V"1O; ~" 2. "'\},
5115z 1'"

. Sv

(30)

;,!.:'"t liufan.gsbedingungen

,h' {t-O} =: E 8S-1~)Sl~z)'''S»''A~ ,hsl' j~ ),sJ) ( )
v'f'ff

-
'J li"+Fizt...r'iJ,l,,ff Rot) 1i~J" '. lilJ J 1r~/-1~~tJ"'1Y'~»

31

Si) 52)'" 511

. . (5 = Signum)

cl~ V~k
(t~D) =r;C;::::':;:J<p;flP~...'Z

~Hlif'" ,·K f

.5t Sa .., 6., .

Das Ziel der störungsrechnung \vird nun die Auffindung instatio-

närer Lösungen sein, die zwar zur Anfangszeit t = 0 sehr klein

sind im Vergleioh zur linearen Näherung, jedoch mit der Zeit

ständig zunehmen, bis sie schließlich eine wesentl iehe Verände=

rung desWellenbildes darstellen. Zunä~hst scheint sich eine

methodische Schwierigkeit aus dem störungsansatz zu ergeb~n,

da dieaer gerade dann J wenn di~ störungen mit der 1 inearen Nä...
herung vergleichbar, umlsomit interessaht werden, vereagt ,. Die-

. .
BG Sclnvierigkei t liißt sich jedOCh üborwÜHlen, ili,lcLi mf:;n die Stö...

rungcn la1,if'end zur Korrektio~ der Ausgangsnühorung hsranzieht und
3?,1t diesC4! korrigio::ten 'X~n.ten die Integration der Stönmgaglel-'

ühungen fortsetzt. Es wi:td a180 pra~ti~ch ans den L;)suDgan der



störungsgleichungen eine Differentialgleichung (später zeigt

sich genauer: eine Integro-Differentialgleichung) gewonnen, die

die momentane Xnderung dea Spektrums unter dem Einfluß der nicht-

linearen Wechselwirkungen beschreibto Die Integration dieser

Gleichung läßt sich dann über beliebig lange Zeit fortsetzen.

Wir nehmen nun an, daß die Oberfläche ho(.vl und das Potential

~o(V) zur Zeit t = 0 Zufallsfunktionen mit Gaußverteilungen

siod" Die Amplituden -Ir;; des linearen Spektnams sind in d1.esem

Falle statistisch unabhängige Größen mit gleichverteilten Phasen..

Es ist anzunehllten,daß die Darstellung des Seegangs durch ein

solches "Rauschspektrum" 1n der Iinearen Näherung gut zutrifft..

Ein Spektrum dieser Art würde sich z.B. ergeben, wenn die Ent-

stehung des Spektrums auf die akkumu\ative Wirkung einer großen

Anzahl statistisch unabhängiger E1n~elerregungen zurrückzuführen

wäre.

110 Störungsentwioklung der Seegan~senergie~

Um den Einfluß der Störungen auf die Verteilun~ der Seegangs-

energie zu untersuohen, muß diese zunächst in Abhängigkeit der

Störungsamplituden ermittelt werden. Die mittlere Gesamtenergie

des Seegangs pro Oberflächeneinheit ist

E = Epot + Ek1n = fSt+! f(-;:~~: (32)
-CD

Unter Mittelwert werden wir stets eine Mittelung zugle~h über

die xy-Ebene und über ein statistisches Ensemble versteheno Beia

Grenzübergang zum kontinuierlichen Spektrum wird die !nsemble-

Mittelung hinfällig.. Es erleichtert jedooh die Darstellung, wenn

Eigenschaften mittlerer AJIIplitudenprodukte, die sonst erst beim

Grenzübergang zumkont1nu1erlichen Spektrum einen Sinn bekämen,

durch Mittelung über ein hypothetisches Ensemble bereits in der

diskreten Sp~ektraldarstelluDg vorweggenomm~n werden.. Durch die

Oberf!ächen- und Ensemble-Mittelung verschwinden sowohl räumlich

als auch zeitlioh periodische Scbwingungsanteileo Eine Zeitabhlin-

gigkeit des Mittelwertes bleibt Jedoch weiterhin bestehen~ falls



cbung (32) kann wegen 6, = 0 nach Gauß umge ~~t we~den:

)

oder, nacb zentwickelt:
--,.,-~.,

<

E; f'l} ij!+ f{it <fz - ~~q7ud;igrodh f- h ä~ (~fz -- C;§;id~:~?a'~'~o/J" ::i1)

'},.i'!@

Die einzelnen Terme der Störungsentwicklung

erKl)jJ.t man dann aus (34) durch Einsetzen den' I<'ourierdarf]~,,:,'11un"~

~en der St6rungsentwicklungen von , und ho

IJ;::;z' erBte Energieterm ergibt sich aus deI'1inearen Näh''E ung:

~ I .+/2-
2E == 2.f 1( P.1rJJk/.

!,i~ Grenzfall eines KQntinuierliohen Spektrums wird (~6) fl'uln:
1""""

2E =/f2F(Ii)dkxdky (31')

-c:o .
[<']fb ) ;lk dk stell t die En, ergie' der sich in Posi ti va R"~~jH(dl'O"2" ~,\

'z Y
tun~g fortpflanzenden Wellen dar, deren Wel1eDzfiltlt'?};r.. li' i1!~ I~"1=

Die u11geraden störungsteno.e der EnergieentwickluD(?; ont tau

aass:chl ier~nich ungerade Produkte der Ampl i tuderi.l 14': ~ g'~'-il der

p~;j.:HHnlg1etchVer{!jel1un.g d;.:n' ,,~$ ver::whwinden diese rr(;d..~Lt:a i.m

r.C)" ,;-+ "..1

"""
d'aß,,_T,~

1J
'iJ~;" -'~!i 1\:3'

\U
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.

nicht näher intereesiereu1 da RB ,tch qnrif~r zai~en ri~d) daß

d lefJ:er ::-~umnH311i s':, :l:te SeegangC'1:rme.L gie j.n hi1heneX' Ei.-ih01'ltJt~&;

i'.llgeme:E Klf''rl TI_~.nht rtil;;hr a>!1 €'Iin tn Ü "1'" Form. t.:ine? In[.')r!;J1'al S) ~;iIJOl

ein Spektrum dai i:J1tel11:.>3, v'n In unserem F<:' lJ.(; vleTclen i:lteJh .j '~.,;':[(!:;h
..;I,' .- ",,-', t' -;..~ ,~. I" ..",~:~ ",.J-;?',,,n"' gr"" n .~",."",,,.hl,,~'~' 1 1,. .""".7

q>........
n..'.e :in.r. .,a ", J.OJ:h""-,,. '.,::,-l,! ,.~n0" g.'..e .~,'(,-,''', ,-,u1 . '<>. ~;. ,::.

""'n.", J\.L f~ 11,..d;; ~iL\".~ J ",.:);1 .-,,1,11,.,<,
, n . . .\ .. '. {\1',.."

1 'IJ':)
"

~ ,gen nes ßnerg1eHpe~~rum8 zurucKLunr8ßaBseng so ~ap ~~rn a~e

f~ynv,t\ÜJi')hE.~. nÜ.1h 'l~lh13alcn V{üchsclwirh,lng;,C'fl im S~1Cgang ffi.,.t dilf,l!'

,.-'I '0" . ,

~ t . .;. }' -, .. ,H ~. b ." . '" 1"eB ~nelg1esp0A-rumB welber~~n vOIID~aDfi1g e8anrB108~P0seDc

UU .sere hJ.lff,l:ahe iHt D.!.J\rL. dtt3 :~.nstat.Ü :-:llir<1Jx; i'Ht~d.lo ~1.~'x' :i:r;3l"~i~'L~~ t . i~

'')ertuba tioDen .1
.
~~ und E iCH] 'Hand. d(~r Lö 'mngen d(;"C ~)iff\3:}.t'{;;;:: ~,;:I.F;..l~,E ~iI \J

J:' 1 ~",~!. "",""., ";~"., S.~t .' r 1 "i1"1\I{ t. ...".'" rl\ ,
,"",YI' 1 <)--.!-,"'1''' '.,.~.~t~... (, f.h;<U,,,cgen~. U.I:. .Lt'Ci , ,~, .1ng!~H:1L,,,~}.

-"-
lH!E,,,, \;7'f ZU ,,_

tl"
"''''

,\" ...<:s

!:'~. ''''.,i ~..","J · "rr TI''" ß ,»",,".,." b,1 r...
V" '11",,'\""1" ~;'

'''I"
.. !>'r~b.('ta .~ '. .1 _.-1!'. '. I"'"r..:.~11; li _!(.,J,... t~!G.~ .-,"" Uir,,,.ue 1. ~. SI :.1',Lu ... ü_

"'..
,;,\,.. .! ..r""b"~' ''"

]: ~ >.e", bJU..~. ",,,d,

es sich spIitex' herau';'1~t'3: 1t. da,f~ 4E '.rlJg('r~ g..Htd.iEHH-;T/)''lsIH'~';~io:s'Ju8h

oi g enFfchaften von Si~hw6'reW'el1e:n :k~:;ine :'.n_stai;io~}J.n;..nm tJ,i~'6~iX'~ e!\t=
.' -

(,.~ -r: ai
"i" t ," :.: ~'!.D~:'~\-}!JI.d..)_ S ,a ,.LOnQ.l ':',.< ;l

'-/
gestellte!

f-
filZ' t ::c' 0"

Es ist
t

J- _f
e

.,;'11
,

C-J.dt-t') ;(.;'t'

1 - (y--- e dt'
()



- H 10 <

iw't
t- e _

-- 2l~
A

Für eine beliebige (stetige) re011e ~;unA;tjon f(wf)t für die

die f '.lIgen den In~egl'al e exis.tieren, gil t:
.,.0:>

!!!: colt'!
l,(w,cv;f)~(tVl-41it}fft~)')d(,)'= 2~~f{fA'} i-!r-Q)} (42)

-0;;)

lat insbesondere f(w') das Spek+rum einer stationKr~u ~~falls.

e':'regung der Schwingung ''f ~ so besagt. (42) ~ daß {He EJ!H'trgie' l!t)l" -,

Schwingung für große tei tell IJ.n~ar ;.d t der Zei t zun:!mJllt tllb deI!'"

Spektra 1dichte der Erregung an der Stelle w prcpol't i...,nal tst..

E~ne li.hnltche Beziehung. in der an Stelle der .3p3ktr,l.ldich~e

an der Re8onanz~~telle w sln Au"tol{orrelu" ionstrrtegral U'HH die:

Erraguug; auftrittf iat bereits von P],Üllipfi! [1] !1.'hgeteite~,j "I;:m)i"~
~ . . ,

deno ~Ut RUfe der niracschen bi-,i'u~.""tioTl Jdß"!' s'.!)h. (.12; a.H.~lj;."

einfa:~~r schrei.eu_

Um ..J~ ~(!1.>"wi;i)1;{~-cv1jt)7=- 2~2 (J(t.d-I';)),4 5(U}+-1"6
)
1

f:>c:ou..L.I. . .:.;

Er. gilt wetter:
+cc

L/lfJ---:i
t ( J1(W, 1J;-fJe-lt.>t, J4.-.jch./' D

t-+ ",,)(;
- -ev

Wir wJrden (44) in einer etwas al1ge~einereD Fd:~Dvc:wendm;

J '1
., . ,.~

Ci)
, J

"
. - - 1. .

-' ;"1J' ,1,
r;;:l t

unu

tür miD~estens ein 1 bZ~D j auf.



Y;~r 1~etracht~n ferner die LösungI2(wrw~ ,w" ,W" f; t) der

DJ..ffdrential gleichung

..st 2 l,,,'t )z 1J1 +-.r., "1 :: e I /w. (VJIJ.t
dt T 'V \t. 114 J I

mit den Anfangsbedingungen 1f:: :r:: 0 für t = 0", Es ist
t

Ia =f
o:w.:;{t-t.) e,...t'l,(w', r.J"'jt')d!'

()
für w' + w!"

(46 )

MfA)II, WDlj tJeLr..>'t

CA)2 -. (CA) I
+

Q,;) i.) 2.
..,.... w~ + Wfl ( 46a)

w! = w"

--

Die angedeuteten Terme sind nicht näher interessierende statio'~

l.w:re Schwingnngen$ deren AJRplituden für w'" .:='tw" b*,)schränkt

hleibeno Für 12 gilt die asymptotische I-'orlllel

r . -,. cl' -/./?.Jt 7' ( , ,)
;.(,)t

l
~

l 'L
.

m
.

~ (e ./<>'<)-0 ~'I ~","".t Te <>/w w' UJII-w -,,," t~It. I'C' J' I .
"I

I I i I J
t '""'"

",o~' L
"'fC' h 1

'= - 2w(r.:J.tc;;ry L(f(':n~t:c)D/-~II) + d'(4J+G)I_CV")
J

(47)

Apf den Beweis der asymptotischen lntegralfonneln (43);; (45)

und (47) sei hier ve)"zichtet"Das Auftreten der ö-Funktionen

iRt~lne l<"'olgeder für große t sehr schnellen Veränderlichkeit

lier SX}>ünentialfunktionenin den IntegrnndenoBeim Grerzüber'"o

gang t --,,,,,co verschwinden dann die I;ategrale bis auf nestbeträge~

CiJ.evon den Polen der Integranden he Jrrühren 0 Wir untersuohen

IH.mm'3hr m}Lt Hilfe dieser Beziehungen die-einzeln'an Stijrungs-->

t,(~rme <leI' Ener{~ieentwic!~elung v



IVv Der Energieterm 4E

Die Störungsamplitude 2.ct>jf des 'rerlIis;tf;2tk.fi. in (39) genügt nach

(13) ~er Differentialgleichung

(<t8)

r cv~ ~2 -
L

,7
'R1 i'ie

- t(&V,+-CV2.) -k"iR2.-(~-1IRe.U

Aus der Dreiecksungle ichung IIr1 + R2/~ k 1
d:i.e l"requenzen wli, =: (gkL' die Ungleichung
Durch d.~.e Substitution f{' = R1 + f(2~ Rf! :::

l.1Jf{I ~!lJiQß!t W~i... R" ~ also insgesamt:

(49)

+
"2

ergibt sicb für

w 1\",~ Re
~ W

R1 "'"
W R2. 0

=oii2 folgt weiter:

~ -- G.) tJ G) ;§
c.J 1" tU

~" R2
-

1't1tR2 ~1 ~2.

Da"! I'clchte Gleit1hheitszeichengilt nur für (Ft'~ das 1inka nur
1ur R2 ~.: 0 oder ~

1 + ~2 ~ 0.. Nach (50) kö~nen ke ine der ]';rregungso

komponenten der r~chten Seite von (48) der Uesonanzbedtngung

S.., 01i-t
1-s~

~2
=:t (Jli.,rR2

genügen (außer im Falle ~19 R2 oder R1 + Ra = O~ in dem jedoch

die betreffende Amplitude verschwindet) 0

Die LÖ2ung der Differentialgleichung setzt sich somit aus rein

pCl."'icdi:::Jchen Schwingungen zusammen:

( 51)

mit

(sa)

11.:e Eigenschwingungen Dt'~ls; e+i~t sind durch die Anfang:!H'HJrte
-11"2-

festgelegto Es ist nun intuitiv zu erwartenr daß das :!.netatio
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näre Verhalten der Störungen nicht von deren zufälligen An-

fangswerten9 sondern allein von tlen Erregungstermen in den

Schwingungsdifferentialgleichungen bestimmt wirdo Andererseits

ist es nicht seIbstverständl ich9 daß die von den Anfangswerten

abhängigen Eigenscl1\fingungcn von 2<P{"9 z oB.. p keine instationären

Schwingungen in den störungsamplituden höherer Ordnung anfachen..

Dennoch werden wir im folgenden SChwingungstermep die von An-

fangswerten der störungen abhängen~ nicht berücksichtigenp da

sie in den höheren Ordnungen zahlenmäßig stark zunehmen und die

Gleichungen übermäßig verl{omplizieren würden" Daß sie tatsäch~

lieh keinen instationären Beitrag zu den Energietermen liefern,

Hißt sich nachträglich ohne große Schwierigkeiten einsehen"

Da zcJ>{ nur stationäreTerme enthältp 1st der Term 2.4>K2.(P-1( kon-

stant" Aus dem gleichen Grund sind die mittleren Produkte aus

drei oder mehr Störungsamplituden in den angedeuteten Summen in

(39) ebenfalls konstant; denn es können in ihnen keine Störungs=

amplituden höher als zweiter Ordnung vorkommen"

Aus 4E bleibt somit nur noch der

untersuchen ~ Für 3<Pff ergibt sich

tialgleichung

Term Cl"#{ 3ck Ii +- 1rP..fi 3<1>~ ) zu

zunächst aus (15) die Differen="

mit' ( 54)

Der Koeffizient C
~;~~~:

Indizes r 50 daß
A144~Q13

,

~~ R'ti$

1st symmetrisch in den letzten beiden

nach (54) in allen Indizes symmetrisch iata
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Die l.ösung der Differentialgleichung lautet

'"
.s..""..,St tV~&,53~:' .$1 $a .s.,

1
{ .\

3CP(' =~11ita+~3' K
A

Il" "2 A:3
,,~~ 1~2 A3 J 1 ("R J-.s.,~ --\qz.-~~jt)

(56)

's.fse ~

3<J>/fist die erste störung, die instationäre Terme enthältp

denn die Resonanzbedingung

( 57)

läßt sich mit drei geeigneten Wellenzahlen Ri und Vorzeichen

si.erfüllen.. Dennoch bleibt (lasmittlere Produkt 34>" .,4>-1\
+3~!t1(jJfi' konstantp da die instationären Schwingungen in 3tPIi
gegen die Schwingung 1~ gerade um n/2 phasenverschoben sindo

oS

Wegen der statistischen Unabhä.ngigkeit der Amplituden ,,4>K. \Ver'~-

den nur solche Terme des mittleren Produktes 3tP~ 1tlf( von Null
verschieden sein, bei denen zwei der drei In'dexgruppen(:~) in

der Summe (56) entgegengesetzt gleich (konjugiert) sindf so daß:

<A eR. + ~ ~ - 2~ r3L:
A5fÜ(f,5."'rif,-St~ / Ih$

J
21th~I )21 ~ - .t)els".t1 (58)

3.1i1 -I( 3 ';.ft1 J: ~ Er I R.f I -61
..,~ ft'f'" "/~,.sq.J J5.. S

,SC'Üff+ S. '-'11,-54 '-'if
Nach (54), (55) ist,derKoeffizientAt;" Ii" -I.. reell~

während der instationäre Anteil von I1(Wi,-~swR;t)exp{iSWf(t)

nach (41b) imaginär isto Der zeitabhängige Anteil von (58) ver~

schwindet alsoo Insgesamt bat. sich somit ergeben, daß die Ener-

giestörung 4E ausschließlich aus stationären Termen bestehto

Die Energiestörung 4E stellt demna~h eimstets klein bleibende~

konstante Korrektion der ersten Näherung ?E dar& Daß in dieser
u

Ordnung noch kein instationärer Energieaustausch auftrittw ist

eine Folge der resonanzfreien Erregung der ersten Störungskom-

ponente~f~ 0 Dies wiederum ist auf eine zufällige Eigenschaft
der Dispersion von Schwerewellen zurückzuführen; denn Unglei=

chung (50) ergibt sich aus der negativen Kriimmung der FrequenzC3

funktion w(~) bzwo aus der Ungleichung ~ (Gruppengeschwindig~

kei t) <. i
(Phasengeschwindigkei t) 0 Bei anderen dispergierenden

Wellensystemen (zoB.bei KBpillar\fellen),bei denen die Unglei=

chung (50) nicbt zutrifft, würden Resonanzerscheinungen mit
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a~lleu ents~rechenrlen Energieaustausch bereits 1m Energie~erm

4;8 !.wf tretp.n 0 F'ür die Entwicklung d~r normalen Willdse'(7 J st iUe

\}f;-,'lliga"# Stational'itätdes Energietenns _tEjedoch von großer

U8d~utußg; denn ein Energieaustausch von dieser Grbßenordnung

'~~_,:rl~e bereits he:i. sehr kleinen Wellensteilheitenmjt den. übri~

be..", f:,B~gangskrä.ften vergleichhaI'werden und ein wesent 1 :ich kl ei~,

ner8F v'llentwickeltes Spektrum zur Folge habeno

]}P't r';:erm 34>ji3 ~K in 6E ist nach (56) als eine Summe HUer mitt<-

le!"'E Produkte aus sechs Amplituden erster Ordnung <larstullbar~

'~\ieL~n der statistischen Unabhängigkeit der Amplttu\len wanlen

wieUeY nur solche Summenterme einen Betrag ergeben, bei denen

diE ßBobs Indexgruppen (~) in drei konjugierte PaarH zerfallena

~atAr BerU~ksiohtigung der verschietlenen Kombinat1onsmbgli~hkei

0" ,-'~ c.),;J
tl"n ;:;olcher- Paare und der Symmetrie von Ar:'" ""

erhäl t man da.nn:;
1("

"'~
r<.!

]'J«.i.clJ; (4~) bzwo ('kib) nimmt die erste Summe für große Zeiten

l"..Il.elr> die zwe:U.e quadratiseil mit dnr Zeit zu" Die zwei. te

:";Qwrn.e \"".!"d a130 schließlich sehr groß gegen die ersteo lü.. Laue

fe /lfr weiteren Rechnung zeigt, es s1.ch jedoch,. daß sich die

:'&\'1(", te Summe gegen einen ander~n Term in ~E weghebtr, 80 daß 1e

qigllch die erste SU~Qe einen echten instationären Energiebci=

:; n\i; Ilars te 11t
<>

;:]e instationären Beiträge beider Summen bestehen aus ange.reg.

~'fmEigensch"ingungender Frequenzen!:i»~. 0 .Jenaeh Vorzeichen

r~er an~:e,genden J:<~requenzen pflanzt &ich die angefachtA WeIle in

p~~itiv~ oder negative (-Riohtung fortD Der instationäre Anteil

von 3<+\t läßt sich daher ebenso wi.e 'iiPK i11zwei in entgegenge~
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letzt~r R:tchtung laufende Wellen aufspalten g J

+ stationäre Ant9ile (60)

~ stationäre Anteile (61)

Na0h ~r~nnung der Wellenanteile verschiedener Fortpflanzungs=

richtung in der r~chten Seite von (00) und Anwendung der De-

zJehungen (43) une} (42b) erhält l11an dann~

Ais n~cbsten Term in ~E untersuchen wirÖ . .

ergibt s3.oh aus (11) die Diffen~ntialgl(dciwng:

c::~ '~1,2. =
~ ASiQIf1JS:!l;)tq,.S3':'R:;.,Sq~R~ ,t.St ,+.oSt JJs, A..'~~ p_iS/i;~t

d}i tlp(i '.~ lft/1~ ~t~;~;~.QI I'=Ä '
\
R1 , R2. I r~3' Ii't 1'1fi1 1 y..r~ 4Y'R3 -tY'R/J - .

oS <: <. S 1
.

.

.
\
(
63}'"-21"1/ 1/ ~ {o -s.,C!..

"~CL -.50 ~t)
'1 R?tRJi'-f,lj',~, ~3

e,
k.~I .'

.

"12,

I

L"I.S4Qi11"CrJ~21'~~R::\)Sr;<~..
(ti cASZ, ~~

rp
-\ e-lf~r..)1i1~5l()~1.r.534Jri.7t5ft<\.li.,)t

ir,tl~<;F.df{'I"'R
fi11 R:? I i~:;, If:'i 1 ~-.,1 Rz4 ,'f3-1,f~

1\1; S-;,-:,_
"'31

siJ

Die Koeffizienten beider Summen sind imaginäre ar~ßenf dia im

fC<.{I'.-:,lm::n jadocb nicht näher interes!3ieren Q

Lle ,~rs-;.e Summe enthält die Terme der störungsgleichung (1'1) ~

11' I.h"nen Störungsfunktionen (Iri tter Ordnung auftreteno /'\11;;3 den

TI).."igen Termen, die lediglich Störungsfunkttonen erster und mfeL.

t0l" ürdr,ung enthal ten, ergeben sich dann die rein pe.rlodlechen

S~.~hwtngungsi1nte 11e der zweiten SUrDme 0

",~'b D';~~'1:ä.1("steIlung (60) ist nicht ganz exal{t p da sich d.(~rin='

L ationRre Anteil jeder Fortpflanzungsrichtung in Wirkliohkeit
;' iCi.lt aus eiuer einzigen Eigemvelle9 sondern aus einer großt'in
Anzahl der Eigenwelle eng benachbarter Wellen, über die in (60)
und {51} noch zu summieren wärew zusamrnensetzto



ild~'wegen CAr &tatist!s~hen Uosbhangigkett der Amplitud

\,'l:;G rmr Gnlche r,I'-'::H-meoinet.. Belt,rag 1 :h1:f~X'n., bei ~~';:;1'I€'"d:te

(SL'
3'ePJt:S Indexgrupp~n .'i.1}der beiden Storllng8131,mpl:f..t.udml 1.n dnyt

~Gnjugierte Paare zeriallenD Für ~ I 0 mUssen dann zwei Index~

':bICUppeu in de:r' 4-:'~i[.~Summe ein konjuglertes f'aac J,1Iden U:1\1 db1

U.H."i!~eli. Indizes dieser Summe konjugl.ertePaare mit l1f:;1rlen 'i"~pr~>

..:;;ih]!Hien huHzes der ;.><P...f(-Summe hilden, Im. F'alJe fi.' = 0 können

die Indizes der 2~i -Summe auch unter sich ein konjugie tes
Paar 1Jilden~ ..iedoc~ verschwindet dann die Ampl ttude :!.cP_R naoh
(4.9; <0 Unter diesen BedingungeI1; sind nun wegen (50) ketno (~er

E::-reguugskomponenten auf der :l'cchten Sei te '~'on (63) in lte30=

nau:.'; mit eincr Eigenschwingungvonl.f 4>/f (, Von den Termen der

z\veiten Summe werden f10mit ledigl'ich stationäre Sclmingungen

angeregto Die SChwingungen

uJ.e von den '11armen der ersten Summe angeregt wf:rden,;k3u:nen

dann nach (46a) auf die Schwingung

]
1

(CJe: .J.F; "'r::",
j -52 QM ._~ CI).. -S,Jv:r, ; t )

"':i! "3 n"'~ "2
'/I<a T t't'i

:Huruckg<lführt werÜen. Unter Berücksichtigung deJ' versch:,edi3:nen

KombinatioDsmögiichkeitenbei der Bildung des konjugiertenIn-

<1.~xpaarl'-)s in tt<P1f erhält man al so:

o.n d f Ir ersd;en Summe sind die Terme zus::uumengetaßt .bei denen,
.s'\

de': Index (lii.I.) aus (63) in dem konjugierten Indexpaar ,von ~q;fi
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vGrb..)mmtg während bei den Termen der zweiten Summe das konju",

gi.e:r't8 Indexpaar aus zweien der übrigen Indizes (;2 ) ~ (~~) 5f,.
\ ~ t. 3;

(~t gebildet wirdo Obwohl einzelne Terme der ersten Summe in-
\ 0.11J

st~atj.onär sindp bleibt das Integral im }continuierlichenGrenz~

j:all nach (44) konstanto Die Terme der z\feitenSumme sind sämt~

lieh instationärg der Realteil der Summe bleibt jedoch auch in

d.Ü:sem Falle konstant? da der instationäre Anteil der Resonanzc,

J,~h\Y}.ngung I1(WÄ1V '~S1W~1 ~ t) gegen die Sclnvingung e L514)If.,t

gerade um
~

phasenverschoben ist und somit wegen des reellen

IÜ,effizientenE~~~~73 lediglich einen imaginärenBeitrag ergibt0
Insgesamt gilt also:

(65)

Auf die gleiche Weise läßt sich zeigen~ daß die Zeitableitungen

der in (40) angedeuteten Summen über drei- und mehrfache Produk=
te ebenfalls vel'schwinden; denn die einzelnen Produkte dieser

Summen können höchstens Störungsterme bis zur vierten Ordnung

und jeweils nur eine lnstätionäreAmplitude 34>1\ oder 'T4>j; an thal.=
{jen"

Als letzter Term in 6E bleibt noch

-1<PlioSrkt(
+-

'1 rP-K S tp/C = 2. 'Ii?I.& t/J~,,</i;]

zu untersuche~o srh wird sich als Summe über fünf Wellenzahlen

R.: mit t~ =/f darstellen lassen 0 Bei der mittleren Produkt=
~"'1

bjl1ung mit -t4?.f{ \Verdenwieder nur solche Terme einen Beitrag

e!'ge1Jero~ bei denen die sechs Indexgruppen(=~)(~J(~:)' - .(t)
drei lwnj 'lgierte Paare bilden 0 Betracht.enwir von vornherein

nur Suwmenterme~ die dieser Bedingung genülJen~ und bezeichnen

die Ubrigen Terme kurz mit L.: nest ~ so wird



AHa erst.en beiilen Summen stammen von den ETregungsteI'men, die

inBtat::''!)näre Störungen drtttor oder vierter Ordnung elj,thl11 t~n.~

le unt9rscheiden sich~ ähnlich wie die beiden Summen in (64),

du~ct verschiedene Kombinationen der Indexgruppen bei der kon=

Juglcrtan Paarbildung" Untar BerücksichttgUJrlgder Struktur d.er

S.toruni~sgle1chungen(15) ~~ (19) lassen sich die Koeffizienten
. WI'iJttv3 .

d81' Summen auf den Koeffiz1enten A Ä lt. ~"
1n der Summendarstel-

f ;l.
"1nng: von :;;rpJfzurückführen~ Aus den s t.ationären ErIregungst.er\1lf~n

er.giLt qich dann die dritte Summe 0 Der Koeffizient F ~:(~,"!c.)~~ die=

seI' Su~ne ist reell" Da der instationäre Anteil der Resonanz-

8clJwingnng I1(w/p =9Wp; t) geg~n die Schwingnng e&sG1(t gerade um

;,/2 phasenverschoben ist p ergibt die dritte Summe keinen in~'

g~ßtionären Beitrag zum Ausdruck 2iCt (~?>Ä,,?L;:) 0 Die mittle:B'en

Produkte der ersten beiden Summen mit "l/?K ergeben dagegen Bei"~,

träge~ die nach (47) bzwo (46b) linear bzw~ quadratisch mit der

:;eit zunehrneno Da der instationäre Anteil von .)~.f"wleder nur

äli.S Elgangchwlngungen mi t FrequenZ€Il ..rc...}f besteht, kann er 'Wie.

1ie1" ::in zwei Wellen verschiedener F01rtpflan:r;ungarichtung zer
legt werd.en:-Jt)

.{, etat" Anteil;j
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;ß..~reh Zerlegung rIer rechten Seite von (66) in ZWei entsprechen<"

Je Antpile entgegengesetzter Fortschreitungsricbtung erhält man

itJd\ deJ:' quadratisch mit der Zeit zunehmenden zwei ten Summe sind

di: 1.~tzten be iden Terme wegen

A
W11i.IZ 4J,J

= A
- Q'1-'iJt -A1,3

.ff"R2. R3 -Ä.1 - 1$:2.-fi3

~ntgpgengesetzt gleich" Der erste Term hebt sich dann gegen den

quadra tischen Term in 3~ 3ck.; ebenfall s weg" In 6E bleiben a1 so

lediglich instationäre Terme übrigt die linear mit der Zeit zu=

nehmf>:Tlo Er;! zeigte sich, daß diese ausschließlich auf die An.~

ft;i,ch'mgvon Eigenschwingungen zurückzuführen waren 0 Durch die

niehtl:tuearen Wechsel\virkungen wird also auf Oberwe11 an mit

Freq'.lenzen W(R) FV~~' keine Energie übertragen\> sondern allein

auf rigenwellen vom Typus der Grundwellen des linearen Spek-

truE1b. Die instationäre Störung GE der Gesall1tenergie lä.ßt sich
!~US diesem Grund als ein Inte~ral über die Störung des 1inearen

;;';:le.r.gie~pektrumsdarstellen. Sohreiben ",ir
+=-

E =-f f Fftf) dkx dlty + stationäre Ante He (70)

-(X>

mit F(ff) =2F(lf)t-"F(fi) 1-,r(Ii)+- . . · (71)
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(72)

und nach (62) und (69):
..j.-CJQ

e;F(R) = t iff2F(fi')2F(fi12F(IiI~ill-k) l;(Ä:Ii~ -R fR'/-i.")dk;cJk~ dll; dRY

- (X) t-0:>
. -tfff!zF(Ii)2F(HJ2F(R:)7; (fi/i'/i1dlt~ dky dk; dky

-0::0

(73)

(74)

und

A
...,.)-A1~J -~Ka. A-~ r"'R'/.4)~2.J -41ft..) -GJIi'2.

7",'r-' )
'111: ~,-A..,-.a' -lf.I{<f+.&I-".~-J(z .&/ + )'i:,iR IR1 J Rz. =-'tfil k., 11.2. QI((Wrf. - w.t - ev"iL) (4JK-of..-KL'VI{-411t-t~a

A
c.J.4)/S.,,- cvR:%.A-U1t -o,,=.,'fQK..,QIi:,,-4>li2.

'.

+ /{, 1(,. - fi.z. -IC ':'1\:.,"'rf.a ~If." -1(1l.
.S(cv. -~-4) +'k \(75)

4)f({tVl( r"'li.., -"1(2,)
A"tÄ.t-I\a. '6.. z.J

.

A"'~j."'ltfIQRa A-~"~f-""~)-YA"'-~2 ('
+ /l,-li...",,-' -IC..IC,,-'b..-It IC.

-0('" -~+C«.' -co. )4)~ (Wli-~ ,. Q)lf.a) i-~"'Ii~ R1 ~a

Die vierfachen Integrale in (73) sind wegen der Resonanzbe-

(iin.gungen~ die in den eS-Funktionen in 1'1 und 1'2 zum Ausdruck

komment in \VirJdichlCeitnur dreifache Integrale über Hyperflä~

ehen im ~',~u-RaumQ, Die Summen über die Vorzeichen si in (62)

und (59) sind in dei'kontinuierlichen Darstellung (73) bereits

a.usgeführt. In beiden Fällen sind jeweils nur dreiVorzeichen=

kombinationen zu berücksichtigen, da sieb die Re'sonanzbedin~

gungen wegen der aus (50) folgenden Ungleichung

I;. '"-'\
6:. . ,'\

0li., - ~{2- CVR3 '""~1TR2t~ -l(Ji.t +-tVlf~t"'~3

mit den übrigen Kombinationen nicht erfüllen lassen.

(76)

Das Ergebnis (73) läß~ sich nun nachträglich an Hand der Be-

dingung der Energiehaltung kontrollieren. Für 6F(~) lautet

diese
t<D

ifJ.F{K)dkxdky -0
-t:r>

(77)
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.1>'., .." b . ,"(~ J kann ~ur DeA1e~ge formen

;'LU:' ( Inl t \-.rerdtH1p wonn

Diese Glaicbung ergibt sich in der Tat aUB der Beziehung

wit W 'r::. St'.1)",, (und für tu... ...~...
.
= w1'«-w !-tu»)

"

.
i'~L f','1-t...~ d'3 ..:; <J'

\felch{') ~ilch an Hand der }i'ormeln (54) und (55)

beattiti /7en IKRto":I P ,

Gle~chung (73) ist nur fUr besohränkte Zeiten t gUltlg~ da die

EnerbiestUrung 6F(~) naoh dem St6rungsansatz als klein gegen das

iH1gestörte Anfangsspektrum. 2F(R") ,'orausgesetzt wird ~ Durdl Dif-

ferentintion nach t und duroh die (im Rahmen unserer Näherung

'~nlä.ss]ge) Substltution von 2F(R.) durch F(ji:(} erhaltan w umser

E...?;ebn:t3 jedoch in eiller\,esentlich allgemeineren FQT.m.~ die für

,\11e .~ und iUr jed.es Spektrum F(R:) mit statistisch unabhLh~fc~igen

Fourierkomponenten gUltig 1st:
TCO

fiF(,f[) Irrt rc' I} r ,} &"1 I I )- I 11 I ';-1.

) .8 I .11'" JJ

...cri" " :=='

.
'IJI ir/i / I (N~f! I f

.

'{ +.K I.,.~ 11(#. J
f{

JIi. +.1:(-fi. d/?'J! dk;y dR;; d~1.y

~l iJ). C;",:j

'~f:tn) (tlfFl!J.Y FrR;?; (~ ~:. Ji~d,~~ d.~v dllx af<~
)))) .~ J

. ~o . .

:":'l LC"tu:fü d.erZei t wird nun. die anfängliche I'.!tatist:tsche Onal}:=

~~ alt der Spektralkomponenten verschiedener Wellenzahlen
j t -!:c'lge licr nichtl inearen Wechsel\Vi:rlnmgen allmähl ich. fHfi.i:'gehobf;;n 0

L UL.ßf'TO!" Untersuchung der EnergiestörungeD. zeigte es eh

jodvohi daß bis zur sechsten Ordnung lediglioh mittlere Produk-

to von sti:prungsamplituden gleicher Wellenzahlan deI:! instatioc"

nNren Energieaustau~ch beteiligt sindo Der Einfluß der Kopplun-

gen zwischen Fourierkomponenten verschiedener Wellenzabl auf

den Energieaustauscb wird also um mindestens zwei OrdnungoD

langsBmerzunehmen als die EnergiestBrungen selbero Flir die
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oitnn9 die bei der Integration von (SO) in Frage kommeD& ktin-
'H;)Y,\ ;Uese Kopplungen al so vernachlässigt und die Fourierkompo=

" e'1 a1 s sta.t~istisch unabhängigangesehenwerdene

f):i 1.'1tegration der Gleichung (SO) bei beliebig vorgegebenem

nX spektrum wird im allgemeinen nur auf numerischem Wege

l~h seine Auf diese Frage wird in einer walteren Arbeit~ in

{~ die vollständige Energiebilanz des Spektrums untersucht

W1 näher eingegangene Einige allgemeine Eigensohaften lassen
Q h jeloch aus der Fo~a der Gleichung (80) und der Austausch-

Ar~' "i,10n T1 und T2
unmittelbar ablesen e Der nichtl ineare Enel'=

,.~.L H<18 ",.!.lisell erfolgt durch die Wechselwirkung von je drei Wel~>

_('~, h~nen-ien

A.
-
e

,:[rÄ3 j;)HJFi3 tJ
Y'''3 .

OC': f {Jt: -(J.:' = QIi t-Jt .../\
"i I(Z "3 1.a 3

"tll\'O E1H)rgie auf eine resul t1erende vierte Welle

<jJ,'" e
i[i("...Rz+.31iJ)- vli,.-ia1>K,t:)

{1 + ~2 t R3

fibertrageno Das erste Integral in (SO) stellt dann die Energie-

a,rv.hme des Spektrumsan der Stelle ( = 1\.. + R2 + 1i'3 durch die
''"f5c1wohdrkung dreier solcher Wellen an anderen Stellen des

;wk trums dar~ \väbrend das zweite Integral den Energieverlust

<;"n~'h dio unmittelbare Wechselwirkung der Wellenkomponenten an
:or qtelle [ mit den Komponenten an jeweils zwei weiterenStel-

Ün,\ des Spektrums \Viedergil~to Naoh (74) ist Tl stets positiv,
(} d.aß ;1as erste Inte1;ralstets eine echte Energiezunahmedar-

8:;elU~o Aus der Bedingung der Energieerbaltung (78) folgt je-
(~nüh nur~daß_Z:; T

2 (1t,,1t'z,J\3) ~ 0, so daß Ta un~ somitdas z\'fei~
m de.s fi.. .

t.e Integral für b~stimJlte fi eventuell negativ ausfallan kanna

['Ur D:i.skusslonszwecke setzen wir jedoch vorausp,daß das zweite

integral ebenfalls einen echten Energi~verlust darstellt.
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Die Energiezunabme an der Stelle ( ist vom Wert des Spektrums

bei f{ unabhängig? der Energieverlust diesem Jedoch proportional"

Die nichtlinearen Wechseh'lirl{ungen haben also die Tendenzp

scharfe Spitzen des Spektrums ~u glätten und die Energie gleich~

mäßiger über alle Wellenzahlen zu vertei1ene Hierin besteht

eine weitgehende Analogie zu den nlchtlinearen Wechsel wirkungen

in einem Turbulenzspektrum", Es ist anzunehmen~ daß sich in

einem vollentwickelten Seegangsspel<tnlmdann, äbnlich wie beim

nichtlinearen Kaskadenprozeß der Turbulenz, Energie von den

energiereichen langen zu den energiearmen kurzen Wellen des

Spektrums fließt, bis die Energiezufuhr ins kurzweIlige Gebiet

schließlich durch die dort stattfindende Dissipation durch tur-

bulente Reibung und Wellenbrechung aufgehoben wird.

I

~

Der Energieaustausch ist der vierten Potenz der Wellensteilbeit

proportional. Er ist also ein relativ schwaoher Effekto Wird

Gleichung (SO) durch eine jeweils charakteristische Wellenlän-

ge A, Periode Tw und Wellenhöbe H in dimensi~nslose Form ge-

bracht~ so ,ergibt sieb für die charakteristis~he Zeit T des

nichtlinearen En~rgieaustauscbes:

(81)

Für di~ mittlereWellensteilheit (H/~) können wir in einer

voll-entwickelten 'Windseenach Neumann und Pierson [3] etwa

1/7 annehmenoMit T . ungefähr 10 sec ergibt (Si) dann T ~ 7w
Stundeno Diese (naturgemäß sehr grobe) Scbätzuri~ liegt in der

Größenordnung der Entwicklungszeiten für Windseen, so daß zu

erwarten ist, daß der nichtlineare Energieaustausch mit den

übrigen auf den Seegang e1n\firkendenKrätten ver$.leicbbar ist<)

I
I

I

1I
. I

I

J
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