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Schleifen-Quantengravitation

Auf der Suche

nach dem Heiligen Gral
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Die Theorie einer Quantengravitation soll die Quantentheorie
und die Allgemeine Relativitdtstheorie in Einklang bringen.
Doch die Suche nach ihr ist seit fast siebzig Jahren ein unge-
I6stes Problem, gewissermalen der ,,heilige Gral“ der Grund-
lagenphysik. Ein guter Kandidat ist die Schleifen-Quanten-
gravitation (Loop Quantum Gravity), die sich in den letzten
zwanzig Jahren vielversprechend entwickelt hat.

n der Natur kennen wir vier Krifte: die elektromagneti-
Ische, die schwache, die starke und die Gravitationskraft.
Obwohl im Alltag so vertraut, ist die Gravitation die physi-
kalisch am schlechtesten verstandene Kraft. Im Gegensatz
zu den anderen Kriften wehrt sie sich dagegen, quantisiert
zu werden. Die Quantisierung der anderen Krifte resultiert
in der Quantenelektrodynamik, Quantenflavourdynamik
und Quantenchromodynamik. Jede dieser Theorien, be-
schrieben im Standardmodell der Materie, wurde an grof3en
Beschleunigeranlagen prizise vermessen und experimen-
tell extrem gut bestitigt.

Dies lisst keinen Zweifel daran, dass die Quantentheo-
rie diese Krifte korrekt beschreibt. Was ist aber so anders
an der Gravitation, dass sie sich dagegen striubt, quantisiert
zu werden? Muss man dies tiberhaupt tun? Die Antwort auf
beide Fragen findet man, wenn man sich eine Grundeigen-
schaft der klassischen Beschreibung der Gravitation, also
Einsteins Allgemeiner Relativititstheorie, vergegenwirtigt.
Nach ihr ist die Gravitation keine Kraft im iiblichen Sinne.
Sie ist vielmehr gleichbedeutend mit den geometrischen Ei-
genschaften der Raumzeit. Hierbei ist die Geometrie oder
Metrik g eines Raumes bekannt, wenn man alle raumzeitli-
chen Abstinde zwischen Punkten kennt.
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DISCOVER SOMETHING GREAT

Ein Planet umrundet einen Stern nicht, weil Austausch-
teilchen (hypothetische Gravitonen) zwischen beiden eine
Kraft vermitteln. Das so intuitive Bild der Austauschteilchen
ist grundlegend fiir Quantentheorien. Beispielsweise ver-
mitteln in der Quantenelektrodynamik virtuelle Photonen
die Coulomb-Kraft zwischen elektrisch geladenen Teilchen.
Auf die Gravitation ist dieses Bild jedoch nicht anwendbar.
Der Planet umrundet den Stern anstatt auf einer geraden Li-
nie zu fliegen, weil der Stern die Geometrie der Raumzeit
kriimmt.

Diese Kriimmung kann man nicht sehen, aber messen.
Dazu konnte man vom Zentrum des Sterns 7 Einheiten ir-
gendeines Maf3stabes radial nach auen gehen, dann in ei-
ne geschlossene Kreisbahn um dieses Zentrum einschwen-
ken und diese mit z Einheiten ausmessen. Man wiirde fest-
stellen, dass die Beziehung # = 2mnr der Euklidischen
Geometrie verletzt ist, vielmehr gilte # < 2mr. Also ist der
tatsichliche Abstand » zum Zentrum des Sterns grof3er als
in der Euklidischen Geometrie. Die Aquatorialebene des
Sterns ist also nicht wirklich flach, sondern verhilt sich wie
eine Kuhle, in der der Stern liegt (Abbildung 1).

Damit ergibt sich folgendes Bild von der Gravitation: Ist
Materie vorhanden, dann verkriimmt sich dort die Geome-
trie. Dies fiihrt dazu, dass Materie von der geradlinigen Be-
wegung abgelenkt wird. Wir deuten das als Beschleunigung.
Tatsichlich bewegen sich Korper jedoch immer noch auf
den ,geradesten“ Linien zwischen zwei Punkten - Geome-
ter nennen diese kiirzesten Verbindungskurven zwischen
zwei Punkten Geoditen. Allerdings sehen diese in einer ge-
kriimmten Geometrie anders aus als in der flachen Eukli-
dischen Geometrie. Quantitativ ergeben sich hieraus Ein-
steins Feldgleichungen (siehe auch ,Einsteins Feldglei-
chungen®, S. 118). Sie beschreiben den Zusammenhang
zwischen der Geometrie auf der einen und der Materie-
energiedichte auf der anderen Seite.

Unabhdngigkeit vom Hintergrund
Eine grundlegende Eigenschaft der Allgemeinen Relati-
vititstheorie ist es also, dass die Geometrie nicht vorgege-
ben ist. Sie muss dynamisch, im Gleichklang mit der vor-
handenen Materie, aus den Einsteinschen Gleichungen be-
stimmt werden. Die Allgemeine Relativititstheorie ist somit
eine hintergrundunabhdingige Theorie: In ihr gibt es kei-
ne ausgezeichnete (Minkowski-)Metrik - oder Hintergrunds-
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SCHLEIFEN-QUANTENGRAVITATION

Die Schleifen-Quantengravitation konstruiert den Raum auf
der Planck-Skala aus Dreiecken, die sich zu Polyedern (hier
Tetraedern) gruppieren. Jedes Dreieck triigt eine Quanten-
zahl, die hier durch die Farben rot (niedrige Zahl) bis violett
(hohe Zahl) symbolisiert wird. Mit jedem Planck-Zeitschritt

metrik - go. Vielmehr ist die Metrik selbst eine dynamische
Variable.

An diesem Prinzip der Hintergrundunabhingigkeit
scheiterten alle bisherigen Versuche, eine giiltige Theorie
der Quantengravitation zu formulieren. Quantenfeldtheori-
en sind nidmlich allesamt bintergrundabhdingige Theorien.
Die Axiome der Quantentheorie, also der Anwendung der
Quantentheorie auf die Materie(felder), wie das im Stan-
dardmodell geschieht, verlangen in der Tat zwingend, dass
man einen Hintergrund g, vorgibt. Eine gegebene Kklassi-
sche Feldtheorie wie Maxwells Theorie des Elektromagne-
tismus wird quantisiert, indem man eine Algebra der Feld-
operatoren angibt und diese dann auf einem Hilbert-Raum
realisiert. Das verlangt jedoch die Kenntnis dariiber, wann
Punkte raumartig getrennt sind (Niheres siehe ,Die Quan-
tisierung von Feldtheorien“ auf www.phiuz.de unter
,Downloads/Zusatzmaterial zu den Heften“). Solche raum-
artig getrennten Punkte konnen insbesondere untereinan-
der kein Lichtsignal mehr austauschen. Fiir sie gibt es nim-
lich keine Kurve mehr, die sie im Minkowski-Raum verbin-
det und deren Tangente iiberall ,zeitartig“ oder ,lichtartig®
ist - also innerhalb des erlaubten Lichtkegels liegt, der sich
zwischen Vergangenheit und Zukunft aufspannt.

Die blo3e Formulierung dieses fiir die heutigen Quan-
tenfeldtheorien fundamentalen Axioms nutzt die Kenntnis
von g, offenbar entscheidend aus: Ansonsten konnte man
raumartig getrennt gar nicht definieren. Nimmt man also der
Quantenfeldtheorie den Hintergrund gy, dann bricht ihr
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SCHWERPUNKT QUANTENGRAVITATION

werden Dreiecke der niedrigsten Quantenzahl erzeugt und vernichtet; alle anderen
dndern ihre Quantenzahl. Wo keine Dreiecke sind, ist buchstdblich nichts, dort gibt
es weder Raum noch Zeit. Der hier gezeigte Tetraeder-Farbkomplex ist , dual* zu
einem Spin-Netzwerk mit vier Kanten pro Eckpunkt (s.a. Abbildung 4). (© MPI fiir

Gravitationsphysik, Grafik: MildeMarketing Wissenschaftskommunikation, Exozet.)

axiomatisches Gebiude zusammen. Folglich muss eine
Theorie der Quantengravitation das Begriffsgebiude der
Quantenfeldtheorie radikal verallgemeinern. Wir benotigen
eine Quantentheorie von Geometrie und Materie auf einem
Raum obne zugehdrige Hintergrundsmetrik go.

Dieses fundamentale Prinzip der Hintergrundunabhin-
gigkeit kann man sich wie eine Theaterbiithne vorstellen
(Abbildung 2). Normalerweise ist sie unbeweglich, starr und
bildet die Arena, auf der die Schauspieler agieren. Analog
entspricht bei hintergrundabhingigen Theorien die Hin-
tergrundsgeometrie g, der Biihne, die Materie den Schau-
spielern und ihre Interaktion der Wechselwirkung (Krif-
teaustausch) zwischen den Materiefeldern. Die Ausbreitung
der Felder unter Beachtung der Lichtkegel-Struktur der be-
kannten Geometrie gy hat ihr Analogon in der Bewegung
der Schauspieler auf der Bithne.

Dieses Bild wiirde sich in einer Theorie der Quanten-
gravitation, die vom Hintergrund unabhingig ist, drastisch
indern: Die Biihne selbst wird ebenfalls dynamisch, sie reiht
sich ebenbiirtig unter die Schauspieler ein. Der Unterschied
zwischen Schauspielern und Bithne verschwindet, sie be-
einflussen sich gegenseitig. Die Regeln dafiir diktieren die
Einstein-Gleichungen.

Notwendigkeit der Quantengravitation
Die Gravitation ist also in das Begriffsgebiude der Quan-
tentheorie so schwer einzubauen, weil die Quantengravita-
tion eine hintergrundunabhingige Quantenfeldtheorie sein
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Abb. 1 Hintergrundunabhdingige Theorie. Materie und
Geometrie beeinflussen einander und schaffen eine dynami-
sche Raumzeit. Dargestellt ist ein Doppelpulsarsystem.
(Grafik: Ismaél Cognard, CNRS Orleans.)

muss. Die uns bekannten Quantenfeldtheorien sind dagegen
alle vom Hintergrund abhingig und verletzen so ein Grund-
prinzip der Allgemeinen Relativititstheorie. Als Rettung ver-
suchte man, das Gravitationsfeld b := g - g, in ,Gravitonen*®
zu qantisieren. Dazu entwickelte man die Einstein-Glei-
chungen storungstheoretisch um g, und konstruierte eine
Quantenfeldtheorie des Feldes » auf dem Hintergrund go.
Allerdings verletzt dieser storungstheoretische Ansatz selbst
schon das Prinzip der Hintergrundunabhingigkeit. Das Re-
sultat war eine ,nicht-renormierbare Theorie“, in der un-
endlich viele Parameter experimentell zu fixieren sind und
die folglich keine Vorhersagekraft besitzt - kurz: ein physi-
kalisches Desaster.

Diese Situation wiirden die String- oder M-Theorie ent-
scheidend verbessern, glaubte man bis vor kurzem. Sie ist
keine Quantenfeldtheorie im tiblichen Sinne, aber trotzdem
vom Hintergrund abhingig. Nun hat sich jedoch herausge-
stellt, dass die Stringtheorie bei weitem nicht eindeutig ist:
Es gibt mindestens 10°°° Varianten davon - wenn nicht gar
unendlich viele. Diese Uneindeutigkeit ist - zumindest zum
Teil - auf die Hintergrundabhingigkeit zuriickzufiihren. Die-
se Situation gilt es zu verbessern, falls dieser Ansatz zu ei-
ner erfolgreichen Vereinigung der Quantentheorie mit der
Gravitation fiihren soll.

EINSTEINS FELDGLEICHUNGEN

Der Metriktensor gy,; 1, v=0,1,2,3 mit

1
R,-5Rg,=8nGT
Inversem g*¥eines Raumes (Mannigfal- w2 M =T

uv?

tigkeit) M bestimmt den sogenannten (Cecmet O L)
Riemann-Kriimmungstensor R, den

Ricci-Tensor Ry, = Ruvpe g°° und den wobei 7, der Energie-lImpulstensor der
Ricci-Skalar R= R, g*V. Damit lauten Materie und G die Newtonsche Gravita-
die Einsteinschen Feldgleichungen tionskonstante ist.
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Ein anderer, denkbarer Ausweg bestiinde darin, die Gra-
vitation einfach nicht zu quantisieren. Dies fiihrt jedoch zu
einer Inkonsistenz: Die rechte Seite der Einstein-Gleichun-
gen (Materie, siehe ,Einsteins Feldgleichungen®) wire dann
quantisiert, die linke Seite (Geometrie) jedoch nicht. Ma-
thematisch hitte man es rechts mit Operatoren zu tun, links
mit klassischen Feldern. Das ist genauso unsinnig wie die
Gleichung 0 = 1. Die Heisenbergsche Unschirferelation gibt
der Quantentheorie Fluktuationen der Materie-Quantenfel-
der (Vakuumfluktuationen) zwingend vor, und diese geben
ihren A-Fingerabdruck tiber die Einstein-Gleichungen an die
Geometrie weiter. Folglich brauchen wir echte Quanten-
Einstein-Gleichungen, also eine wirklich quantisierte Raumzeit.

Es gibt auch noch andere Griinde fiir die Notwendigkeit
einer Theorie der Quantengravitation. Die Allgemeine Re-
lativititstheorie und die Quantentheorie enthalten jeweils
gravierende Inkonsistenzen. Bei der Allgemeinen Relati-
vititstheorie sind das die - formal - unendlich hohen Ma-
teriekonzentrationen als ,Anfangsbedingung“ des Urknalls
oder im Zentrum Schwarzer Locher. In solchen astrophysi-
kalisch oder kosmologisch relevanten Situationen divergie-
ren die klassischen Einstein-Gleichungen. Sie ergeben of-
fenbar keinen physikalischen Sinn mehr. Fiir sinnlose ma-
thematische Ausdriicke ist aber in einer fundamentalen
Theorie kein Platz. Man konnte sich vorstellen, dass hier die
Quantentheorie zu Hilfe kommt, so wie diese einst die Sta-
bilitit der Atome ,retten konnte. SchliefRlich miissten nach
der klassischen Maxwell-Theorie die Elektronen auf einer
Spiralbahn in den Atomkern stiirzen, weil sie wegen der be-
schleunigten Bewegung um den Kern permanent Energie
abstrahlen. Die Rettung brachten erst die stabilen, diskre-
ten Quantenzustinde. Wie wire es also, wenn eine Quan-
tengeometrie auch nur diskrete statt kontinuierliche Ab-
stinde erlauben wiirde?

Die Inkonsistenz der Quantentheorie zeigt sich ebenfalls
im Grenzfall Schwarzer Locher, allerdings sehr kleiner Mi-
nilocher. In einer konventionellen Quantenfeldtheorie, die
also eine Minkowski-Metrik g als Bithne braucht, sind an
den Streuprozessen der Elementarteilchenphysik virtuelle
Teilchen beteiligt. Solche Teilchen erfiillen nicht notwen-
digerweise die Massenschalenbedingung E? =P%c? + M?c*
(E ist die Energie, P der Impuls und M die Ruhemasse des
Teilchens), wobei E und P unbeschrinkt grof} sein diirfen.
Es ist leicht einzusehen, dass das Auftreten dieser virtuellen
Teilchen mit der Allgemeinen Relativititstheorie unver-
triglich ist. Dazu gehen wir der Einfachheit halber in ein
Inertialsystem, in dem fiir grof3e Energien E = Pc gilt, die
Ruheenergie also vernachlissigbar ist. Ein solches Energie-
paket hat eine De-Broglie-Wellenlinge

A=h c/E.

Nach der Allgemeinen Relativititstheorie kollabiert aber
dieses Teilchen zu einem Schwarzen Miniloch, sobald

A< Rs= G E/ct,
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wobei G die Newtonsche Gravitationskonstante ist und Rg
der Schwarzschild-Radius. Das entspricht etwa dem Radius
der Kreisbahn eines Photons um einen Korper mit Masse
E/c?, innerhalb dessen Licht nicht mehr entkommen kann.
Bei Minilochern passiert das bei der Planck-Linge /p =
\N#iG/c® = 10733 cm. Diese Minilocher zerfallen dann in der
Planck-Zeit 7p = /p/c = 107%? s in leichtere Elementarteilchen.
Dafiir sorgt ein beriihmter Effekt, der nach Stephen Haw-
king benannt ist. Doch solche fundamentalen Prozesse blei-
ben in der gewohnlichen Quantenfeldtheorie unberiick-
sichtigt, weil sie die Gravitation nicht einbezieht.

Gedankenexperimente dieser Art legen den Schluss na-
he, dass es physikalisch unmoglich ist, Raumzeitabstinde
unterhalb 4 aufzulésen. Die Geometrie der Quantenraum-
zeit konnte folglich eine Art diskrete, granulare, diskonti-
nuierliche Struktur haben, die erst auf der Planck-Skala sicht-
bar wird. Existiert eine solche Struktur, dann bleibt sie uns
bei den bisher experimentell erreichbaren Energien von et-
wa 103 GeV vollig verborgen, denn die Planck-Energie liegt
bei etwa 10! GeV. Mit der heutigen Technologie miisste ein
Beschleuniger die Abmessungen der Milchstra$e haben, um
in diesen Bereich vorzudringen.

Klassische Grundlagen der Schleifen-
Quantengravitation
Fiir eine erfolgreiche Theorie der Quantengravitation ist al-
so die Hintergrundunabhingigkeit eine notwendige Bedin-
gung, folglich muss sie auch nicht-
storungstheoretisch  formuliert

werden. Einen moglichen Ansatz

RAUMZENT

dazu bietet das Verfahren der ka-
nonischen Quantisierung (Nihe-
res siehe ,Die Quantisierung
von Feldtheorien“ auf www.
phiuz.de). Dabei entscheidet
die Wahl der kanonischen Va-
riablen uber den Erfolg. Ei-
ne ungeschickte Wahl fiihrt
niamlich zu komplizierten

Vertauschungsrelationen
und verhindert die prakti-
sche Durchfiihrbarkeit des
Quantisierungsprogramms.

Uberraschenderweise
stellte sich heraus, dass
nicht Metriken und zu-
gehorige kanonisch konju-
gierte Impulse - wie wir
sie im Studium in der klas-
sischen Mechanik im La-
grange- und Hamilton-For-
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SCHWERPUNKT QUANTENGRAVITATION

Grofien, die sich auch bei den anderen Kriften grof3er Be-
liebtheit erfreuen, und den elektrischen und magnetischen
Feldern des Elektromagnetismus dhneln. Hierbei kodiert
das ,gravitative elektrische Feld“ die raumartigen Distan-
zen, wiahrend fir die zeitartigen Abstinde das ,gravitative
magnetische Feld“ verantwortlich ist. Damit ist ein Schritt
in Richtung einer Vereinheitlichung aller Krifte getan: Alle
vier Krifte lassen sich im kanonischen Formalismus durch
sogenannte Eichtheorie-Variablen beschreiben. Im Studium
lernt man anhand der Maxwell-Theorie erstmals Eichtheo-
rie-Variablen kennen, als elektrisches Feld E und magneti-
sches Feld B. B beschreibt man auch gerne durch ein zu-
gehoriges Vektorpotential 4, aus dem man B durch (dufle-
re) Differentiation erhilt. Nicht alle Grof3en einer Eich-
theorie sind observabel, also messbar. Das gilt nur fiir sol-
che, die unter der zugehorigen Eichtransformation invariant
sind. Bei der Gravitation gibt es zwei Typen von Eichtrans-
formationen, erstens die allgemeinen Koordinatentransfor-
mationen und zweitens sogenannte Yang-Mills-Eichtrans-
formationen. Letztere involvieren gewisse Transformatio-
nen des Vektorpotentials, sie sind uns bereits aus der
Maxwell-Theorie vertraut.

Die Maxwell-Theorie zihlt zu den sogenannten Abel-
schen Eichtheorien, wihrend nichtabelsche Eichtheorien
(Yang-Mills-Theorien) auf die schwache und die starke
Wechselwirkung angewendet werden. Die Abelsche Max-
well-Theorie unterscheidet sich von den nichtabelschen
Eichtheorien allein darin, dass elektri-

sche und magnetische Felder ma-
trixwertig sind. Sie nehmen also Wer-
te in einer Lie-Algebra an. Ein wich-
tiges mathematisches Werkzeug zur
Beschreibung der Eichtheorien
und ihrer Symmetrieeigenschaf-
ten sind unitire Gruppen. Da-
bei bezeichnet allgemein das
Symbol U(N) fir ,unitire

Gruppe“ oder SU(N) fiir

Lspezielle unitire Gruppe“

jeweils eine Gruppe von

unitiren (unimodularen)

N X N-Matrizen.

Die Quantenelektrody-

CHRRE

namik ist danach eine U(1)-
Eichtheorie und die Quan-
tenchromodynamik eine
SU(3)-Eichtheorie. Die Gra-
vitation und die Quanten-
flavourdynamik lassen sich
dagegen durch eine SU(2)-
Eichtheorie beschreiben.

malismus zum ersten Mal
kennenlernen - die geeig-
neten Variablen fiir eine
Quantisierung der Gravita-
tion sind. Es sind vielmehr
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Abb. 2 Oben: Die Quantentheorie ist hintergrundabhdingig.
Sie bendétigt eine von aufBen vorgegebene Raumzeit als Biihne,
auf der sie die Materie wie Schauspieler agieren Idsst. Unten:
Die Allgemeine Relativitdtstheorie ist hintergrundunabhdn-
gig, denn sie erschafft sich selbst die Raumzeit als dynamische
GréRe. (Cartoon: Roland Wengenmayr [1].)
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Ein weiterer Unter-
schied zwischen den Mate-
riekriften und der Gravita-
tion besteht natiirlich dar-

in, dass die Dynamik
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ABB. 3 | VOM GRAPH ZUM SPIN-NETZWERK

Allgemein bestehen mathematische Graphen aus Linien
(Kanten), die an ihren Endpunkten durch Knoten verbunden
sind. Die Pfeile machen sie zu ,,gerichteten* Graphen. Hinzu-
fiigen von Spin-Quantenzahlen (und anderer Eigenschaften)
macht das Netzwerk zum Spin-Netzwerk, das den Quantenzu-
stand des Raumes zu einem bestimmten Zeitpunkt
beschreibt.

grundsitzlich anders ist. Mathematisch gesehen, werden die
Materiekrifte auf dem Minkowski-Raum durch eine Yang-
Mills-Hamilton-Funktion beschrieben. Die Hamilton- Funkti-
on - oder Energiefunktion - mit jhren kanonisch konju-
gierten Orts- und Impulsvariablen lernen wir im Studium in
der klassischen Mechanik kennen. Diese lisst sich als ein Po-
lynom vierten Grades aus den elektrischen und magneti-
schen Feldern schreiben. Dabei hingt sie - was wichtig ist
- explizit von der Minkowski-Hintergrundmetrik ab.

Im Gegensatz dazu ist die Hamilton-Funktion der Gra-
vitation exakt gleich null. Dafiir gibt es jedoch eine un-
endliche Anzahl von Zwangsbedingungen, die allesamt
hochgradig nichtpolynomiale Ausdriicke in den elektrischen
und magnetischen Feldern sind und von keiner Hinter-
grundmetrik abhingen. Dass die Gravitation keine Hamil-
ton-Funktion besitzt, ist zunichst iiberraschend. Sie ergibt
sich aber aus dem Tatbestand, dass die Hamilton-Funktion
Zeittranslationen erzeugt. In der Gravitation herrscht je-
doch Invarianz unter allgemeinen Koordinatentransforma-
tionen: Daher sind Zeittranslationen als Eichtransformati-
onen anzusehen, die tatsichlich die observablen physika-
lischen Eigenschaften des betrachteten Systems nicht
verindern. Folglich muss der zugehorige Erzeugungsope-
rator verschwinden, er ist somit eine Zwangsbedingung statt
ciner Energiefunktion.

Da also Zeittranslationen Eichtransformationen sind,
sind Observable zeitunabhingig, in der Gravitation scheint
»nichts zu passieren“. Dies ist eine Facette des ,Problems
der Zeit“. Man kann diesen offenbaren Widerspruch aber
sehr einfach wie folgt 16sen. Wir gehen dazu von zwei
Grolen S (,System*) und 7' (,Uhr“) aus, die jede fiir sich
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nicht observabel ist - nur ihr gegenseitiger Bezug aufein-
ander, die relationale Observable F. Nun betrachten wir
deren Zeittranslationen t — S$(),7(¢). Dann bestimmen wir
zu einem gegebenen Parameter 7 den Zeitpunkt £, zu dem
unsere ,Uhr“ 7"den Wert 7annimmt. Wertet man das ,Sys-
tem“ § zu diesem Zeitpunkt aus, so erhalten wir die Ob-
servable F(7),die sich nun in der physikalischen Zeit 7 nicht
trivial dndert. Genau auf diese Weise misst man in der Phy-
sik Evolution, nimlich als relationale Anderung von Grolen.

Schleifen-Quantengravitation
Wir sind jetzt in der Lage, das Programm der kanonischen
Quantisierung fiir die Allgemeine Relativititstheorie durch-
zufiihren. Da in einer Quantenfeldtheorie die Fluktuati-
onen der Felder E(x), A(x) an den Punkten x singulir wer-
den, arbeitet man lieber mit Grofen, die denselben Infor-
mationsgehalt haben, aber mathematisch wohldefiniert
sind. Diese sind aus der Gitter-Eichtheorie wohlbekannt
(siehe auch Physik in unserer Zeit 2004, 35(5),227): Es han-
delt sich um (nichtabelsche) elektrische und magnetische
Fliisse, also das Integral der elektrischen und magnetischen
Felder tliber zweidimensionale Flichen.

Mit dem Satz von Stokes lisst sich der magnetische Fluss
auch als Integral des Potentials {iber den eindimensionalen
geschlossenen Rand der Fliche (engl. Loop) schreiben. Da-
her kommt der Name Loop Quantum Gravity. Genauer ge-
sagt betrachtet man das (pfadgeordnete) Exponential des
Vektorpotentials entlang eines geschlossenen Pfades (Loop).
In einer Abelschen Eichtheorie ist dies dasselbe wie das Ex-
ponential des magnetischen Flusses durch eine beliebige
Fliche, die der Loop umrandet. In nichtabelschen Theori-
en ist das etwas komplizierter. Jedenfalls nehmen diese so-
genannten Holonomien Werte in der zugehorigen Eich-
gruppe an: Sie sind Matrizen, und ihre Spur ist eine Invari-
ante unter Yang-Mills-Eichtransformationen.

Diese magnetischen Holonomien und elektrischen Fliis-
se dienen nun als Ausgangspunkt des kanonischen Quanti-
sierungsprogramms. In der Quantenfeldtheorie ist das Dar-
stellungsproblem im Allgemeinen nicht eindeutig 16sbar. Es
gibt ndmlich allgemein unendlich viele ,indquivalente“ Rea-
lisierungen einer gegebenen Algebra als Operatoren auf
einem Hilbert-Raum. Iniquivalent bedeutet hier, dass bei-
spielsweise Erwartungswerte oder Spektren von Operato-
ren sich unterscheiden (von Spektren spricht man bei-
spielsweise bei den Energieeigenwerten von Hamilton-
Operatoren, weil sie an das Energiespektrum von Wasser-
stoffatom erinnern). Es stellt sich jedoch heraus, dass in der
Schleifen-Quantengravitation das Darstellungsproblem ein-
deutig losbar ist, wenn man die physikalisch verniinftige
Forderung nach Invarianz unter (riumlichen) Koordina-
tentransformationen stellt. Da hintergrundabhingige Theo-
rien nicht koordinateninvariant sind, folgt hieraus das er-
staunliche Resultat, dass hintergrundunabhingige Theorien
den ersteren im Grade ihrer Eindeutigkeit tiberlegen sind.

Ich werde nun den Hilbert-Raum % der Schleifen-Quan-
tengravitation in groben Ziigen beschreiben. Dazu be-
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trachten wir beliebige, endliche Ansammlungen von Schlei-
fen. Die Vereinigung solcher Schleifenmengen definiert ei-
nen sogenannten Graphen: Das ist nach der Graphentheo-
rie ein abstraktes Objekt, das man sich als Netzwerk aus Li-
nien und Verbindungspunkten vorstellen kann - den
sogenannten Kanten und Knoten, die jeweils flir sich eine
Menge bilden (Abbildung 3). Unser Graph ¥ soll eine Men-
ge von Kanten in sich vereinen, die sich untereinander nur
in ihren Endpunkten, den Knoten, schneiden. Um Quanten-
eigenschaften erfassen zu konnen, braucht % nun noch
Wellenfunktionen“. Hier sind es komplexwertige Funkti-
onen des magnetischen Potentials. Sie werden durch solche
Graphen indiziert, die nur von den Holonomien entlang der
entsprechenden Schleifen abhingen. Wie jede Wellenfunk-
tion miissen diese Funktionen quadratintegrabel sein - und
zwar beziiglich eines bestimmten Maf3es auf einem (verall-
gemeinerten) Raum von Eichpotentialen.

Fiir die Experten sei erwihnt, dass dieses Maf} das so-
genannte Haar-Maf} involviert, wie man es auch aus der Git-
ter-Quantenchromodynamik gewohnt ist. Im Unterschied
zur Gitter-Quantenchromodynamik ist hier das Gitter ynicht
festgelegt: Alle Gitter sind gleichzeitig in Y involviert. Da-
her handelt es sich bei der Schleifen-Quantengravitation im
Gegensatz zur Gittereichtheorie um eine Kontinuumstheo-
rie. Es gibt also keine Gitterlinge, die man am Ende gegen
Null zu schicken hat. Das muss auch so sein, denn eine vor-
gegebene Linge erfordert eine Hintergrundmetrik, fiir die
kein Platz in einer hintergrundunabhingigen Theorie ist.

Quantenspindynamik

Damit ist die Quantenkinematik gelost, wir konnen in un-
serem Hilbert-Raum 97 aligemein Bewegungen beschreiben.
Wie steht es mit der Dynamik aus, also der Bewegung un-
ter Einfluss von Kriften? Dazu miissen wir Zwangsbedin-
gungen C(q,p) (g ist die Ortskoordinate, p der kanonisch
konjugierte Impuls) einfiihren. Sie sind notig, um bestimmte
Symmetrieeigenschaften der Allgemeinen Relativititstheo-
rie zu erfiillen: Diese sorgen dafiir, dass man bei der Legen-
dre-Transformation nicht alle Geschwindigkeiten v nach
den Impulsen p aufldsen kann (sieche ,Die Quantisierung
von Feldtheorien“ auf www.phiuz.de). Tatsichlich kon-
nen wir auf % zu den notwendigen Zwangsbedingungen C
korrespondierende Operatoren ¢ implementieren: Die zu-
gehorigen Quanten-Einstein-Gleichungen, die auch die In-
varianz unter allgemeinen Koordinatentransformationen im-
plementieren,

cY¥Y=0,

lassen sich prinzipiell 16sen. Allerdings ist das eine kom-
plexe Herausforderung, da der Losungsraum nicht explizit
bekannt ist. Trotzdem haben wir nun tatsichlich einen ma-
thematisch rigorosen Kandidaten fiir eine Theorie der Quan-
tengravitation konstruiert. Diese Theorie ist zwar nicht kom-
plett 10sbar, aber das ist eher ein praktisches Problem.
Schlieglich sind auch fiir die klassischen Einstein-Glei-
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chungen nur wenige exakte L6- ABB.4 | SPIN-NETZWERKE UND POLYGONE

sungen bekannt, trotzdem ist die
Allgemeine Relativititstheorie ei-
ne mathematisch wohldefinierte
Theorie. Dass die Quantentheo-
rie der Allgemeinen Relativitits-
theorie noch schwerer 10sbar ist,
trifft uns also nicht unerwartet.

Um uns die Losungen der
Quanten-Einstein-Gleichungen
anschaulich vorstellen zu kon-
nen, miissen wir noch weitere
Elemente der Schleifen-Quan-
tengravitation beschreiben.
Zunichst benotigen wir den Be-
griff des Spin-Netzwerkes. Ein

Spin-Netzwerk ist ein Tripel (¥, 7,
D. Es besteht aus einem Graph 7,
einem Satz j von Spinquanten-

In der Schleifen-Quantengravitation werden

zahlen, von denen je cine ciner  dje Quantenzustinde des Raums durch Spin-
Kante zugeordnet ist,und einem  Netzwerke dargestelit. Rechts: Zwei Auschnit-
Satz von Quantenzahlen / (In- te aus einem réumlichen Spin-Netzwerk mit

tertwiner), jeweils eine pro Kno-
ten. Die Rolle der Intertwiner
will ich hier ausklammern.

seinen Linien (farbig) und Knoten (schwarz).
Links: Polygone, durch deren Fldchen die
zugehdrigen Linien (gleiche Farbe) hindurch
»stechen®. Mit der GréBe einer Flidche wéchst

Das Auftreten der Spinquan-  die Spin-Quantenzahl der zugehérigen Linie

tenzahlen erscheint zunichst oder Kante.

mysterios. Den entscheidenden

Hinweis auf ihren Ursprung lie-

fert jedoch die Tatsache, dass die Holonomien Elemente
von SU(2) sind. Das erinnert an die Theorie des Drehim-
pulses in der Quantenmechanik-Vorlesung: Dort lernen wir,
dass die irreduziblen Darstellungen von SU(2) durch Spin-
quantenzahlen j klassifiziert werden. Um unsere Spinquan-
tenzahlen nun physikalisch zu deuten, betrachten wir zu ei-
nem gegebenen Graphen 7y einen dazu gehorigen, soge-
nannten dualen Zellkomplex y*. Ein solcher Komplex
entsteht wie folgt: Eine Menge von Polygonen (n-Ecke) wer-
den an gemeinsamen Randlinien miteinander verklebt, bis
sie ein dreidimensionales Volumen, eine polyedrische Zel-
le, einschliefien.

Beispiele fiir Polyeder sind die regelmifigen Platoni-
schen Korper wie der Tetrader, Hexaeder (Kubus) etc. Wir
brauchen allerdings eine Sammlung von beliebig unregel-
mifigen Polyedern, die wir an ihren gemeinsamen Rand-
polygonen zu einer Art ,Raumzeitschaum® verkleben, der
einen Zellkomplex y* definiert. Den hierzu dualen Graphen
Y erhalten wir, wenn wir fiir jeden Polyeder einen inneren
Punkt auswihlen und diese Punkte durch die Randpolygo-
ne zu jedem benachbarten Polyeder hindurch verbinden.
Diese Verbindungslinien sind die Kanten des Graphen,
wihrend die inneren Punkte seine Knoten sind (Abbildung
4). Wir sehen, dass jeder Kante des Graphen genau ein Po-
lygon entspricht.

In der Schleifen-Quantengravitation gibt es nun wohl-
definierte Operatoren. Ihre klassische Bedeutung liegt im

www.phiuz.de

3/2008 (39) | Phys. Unserer Zeit

121



Jakob Bekenstein,
Universitdt
Jerusalem

122 | Phys. Unserer Zeit

Flicheninhalt der Polygone beziiglich einer Metrik, die
durch die elektrischen Felder definiert ist. Entscheidend ist
nun, dass die Funktionen des Spin-Netzwerks diese Opera-
toren diagonalisieren konnen. Sie fithren diese also auf ih-
re Eigenwerte zuriick, wie wir das aus der Quantenmecha-
nik-Vorlesung kennen. Dabei entspricht der Eigenwert eines
Polygon-Flichenoperators in etwa der Spin-Quantenzahl der
zum Polygon dualen Kante multipliziert mit der Planck-
Fliche, fiir die gilt:

% = hG/c3 = 10750 cm?.

Man beachte, dass das Spektrum der Flichenoperatoren rein
diskret ist - wie das Energiespektrum des Wasserstoffatoms.
Das sorgt fiir die entscheidende Eigenschaft der Schleifen-
Quantengravitation: Thre Geometrie ist gequantelt. Die
Flicheninhalte der Polygone beispielsweise sind diskret und
entsprechen Vielfachen der Planck-Fliche.

Die Quantendynamik lidsst sich nun wie folgt beschrei-
ben. Wir betrachten zu einem gegebenen Zeitpunkt eine
Funktion des Spin-Netzwerks mit einem zugehorigen dua-
len Komplex y*. Zur Vereinfachung der Illustration stellen
wir nur y” graphisch dar und betrachten auch nur einen
Komplex, der aus lauter Tetraedern besteht. Mehr oder we-
niger Flicheninhalt wird durch eine mehr oder weniger ro-
te oder violette Farbe auf den Tetraederflichen dargestellt
(Abbildung siehe S. 117). Die Wirkung der Hamiltonschen
Zwangsbedingung besteht darin, dass sie den Spin auf den
Kanten des Graphen und damit den Flicheninhalt (Farbe)
auf den dualen Flichen nach bestimmten Regeln verindert.
Die Regeln sind durch die analytische Form von C vorge-
geben. Dabei konnen neue Kanten (Flichen) mit niedrigem
Spin (roter Farbe) neu entstehen oder alte Kanten (Flichen)
mit niedrigem Spin vergehen. Eine nicht vorhandene Kan-
te entspricht in der gezeigten Grafik einer durchsichtigen
Fliche.

Man beachte, dass die abgebildeten Flichen nicht den
Flicheninhalt besitzen, den sie ihrer Form nach zu haben
scheinen. Dazu wiirde man namlich annehmen miissen,
dass sie in eine flache Euklidische Geometrie eingebettet
sind. Schleifen-Quantengravitation ist aber eine hinter-
grundunabhiingige Theorie. Daher ist die Form der Flichen
vollig irrelevant - man weifd a priori nicht, wie sie einge-
bettet sind. Der Flicheninhalt wird einzig und allein durch
den Spin, also die Farbe bestimmt: Dies ist eine Eigenschaft
des Quantenzustandes.

Die in der Abbildung angedeuteten Leerriume bedeu-
ten nicht etwa, dass dort materiefreier Raum ist. Von Mate-
rie ist bisher noch gar nicht die Rede, wir haben nur die
Quanten-Einstein-Gleichungen des Vakuums betrachtet. In
den materiefreien Bereichen ist die Geometrie nicht ange-
regt: Die Flichen haben dort keinen Inhalt, weil kein Graph
existiert. Folglich stellen die Leeriume im Bild Regionen
ohne Volumeninhalt dar - sie sind physikalisch gar nicht
vorhanden, also Locher im Raum! Diese Leerriume entste-
hen und vergehen permanent. Also fluktuiert in der Schlei-
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fen-Quantengravitation auf der Planck-Skala die Topologie
des Raums in chaotischer Art und Weise.

Fiir die Dynamik der Schleifen-Quantengravitation er-
gibt sich zusammengefasst folgendes Bild. Die Hamilton-
sche Zwangsbedingung wirkt wie ein Polynom aus Erzeu-
gungs- und Vernichtungsoperatoren. Sie verindert den Spin
einer Funktion des Spin-Netzwerks und damit die durch sie
bestimmte Quantengeometrie in jedem Planck-Zeitschritt.
Da die Spins die ,Farbladungen® der SU(2)-Gruppe sind,
darf man in Anlehnung an die Quantenchromodynamik die
Schleifen-Quantengravitation auch als Quantenspindynamik
bezeichnen.

Physikalische Anwendungen
Bisher war nur von der Vakuumtheorie die Rede, doch alle
bisherigen Aussagen lassen sich auf den Fall vorhandener
Materie libertragen. Damit ist die Beschreibung der vollen
Quantentheorie von Gravitation und Standardmodell mog-
lich. Allerdings miissen dabei neuartige, hintergrundunab-
hingige Hilbert-Riume verwendet werden. Grob gespro-
chen sind alle bosonischen Teilchen (Krifte) auf den Kan-
ten eines Graphen lokalisiert, wihrend die Fermionen (und
das Higgs-Teilchen) an dessen Knoten lokalisiert sind. Die
Kanten sorgen damit fiir den Krifteaustausch zwischen den
Leptonen und Quarks - sie wirken wie Spiralfedern.

Damit wird die Theorie natiirlich noch komplizierter
und wohl kaum exakt 16sbar sein, was unbefriedigend ist.
Schliesllich kann man nur mit Kenntnis der physikalischen
Zustinde die Schleifen-Quantengravitation auf ihre Konsis-
tenz mit den etablierten Theorien testen. Im semiklassi-
schen Limes, also bei kleinen Fluktuationen des Gravitati-
onsfeldes, muss sie die Allgemeine Relativititstheorie kor-
rekt beschreiben - und genauso bei den Materiekriften die
Quantenfeldtheorien mit deren Hintergrundmetriken.

Um trotzdem Forschritte zu erzielen und somit den Kon-
takt mit der bereits bekannten Physik herzustellen, muss
man also Niherungslosungen der Theorie finden - zumin-
dest im semiklassischen Regime. Storungstheoretische Ver-
fahren verbieten sich, wie schon diskutiert, wegen der fun-
damentalen Forderung der Hintergrundunabhingigkeit. Als
nicht-perturbatives Werkzeug entwickelten Theoretiker da-
her kohirente Zustinde in 9, welche die Zwangsbedingung
niherungsweise 10sen. Diese Zustinde minimieren die Hei-
senbergsche Unschirferelation zwischen den Flissen und
den Holonomien - und damit die Quantenfluktuationen der
Geometrie insgesamt. Solche Zustinde nihern die Erwar-
tungswerte von Operatoren sehr genau an die Werte an,
die sie als klassische Funktionen haben wiirden. Mit ihrer
Hilfe wurde bereits gezeigt, dass die Hamiltonsche Zwangs-
bedingung auf dem kinematischen Hilbert-Raum den rich-
tigen klassischen Limes hat. Das ist ein wichtiger Schritt
zur Etablierung des physikalischen klassischen Limes, weil
die Hamiltonsche Zwangsbedingung den physikalischen Hil-
bert-Raum bestimmt. Ein davon unabhingiges Verfahren zur
Berechnung physikalischer Zustinde stellen auch soge-
nannte Spinschaum-Modelle dar.
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Mit derartigen Zustinden kann man prinzipiell Korrek-
turen zur Physik des Standardmodells oder der Quanten-
kosmologie berechnen. Genau das passiert zur Zeit an der
Forschungsfront. Mit der Inbetriebnahme des Large Hadron
Collider LHC am CERN (siehe Physik in unserer Zeit 2008,
39(2), 78) und der Verbesserung der Prizision der Ver-
messung der Anisotropie der kosmologischen Hinter-
grundstrahlung mit dem NASA-Satelliten WMAP und dem-
nidchst auch mit dem ESA-Satelliten PLANCK werden die
néachsten Jahre hochinteressant. Starke Indizien deuten auch
darauf hin, dass die Singularitit der klassischen Allgemeinen
Relativititstheorie beim Urknall vermeidbar ist. Womoglich
gab es also eine Zeit vor dem Urknall, spekulieren manche.
Derzeit wird untersucht, ob solche Eigenschaften der Quan-
tengravitation beobachtbare Signaturen in der Hinter-
grundstrahlung hinterlassen haben.

Auch zu Schwarzen Lochern gibt es vielversprechende
Resultate aus der Schleifen-Quantengravitation. Bertihmte
Arbeiten von Jakob Bekenstein, Stephen Hawking und Ro-
ger Penrose legen nahe, dass schwarze Locher mit einer in-
trinsischen Entropie ausgestattet sind. Es stellt sich die Fra-
ge, wie diese Entropie mikroskopisch erklirt werden kann.
Ein naives Bild besteht darin, dass sich der Ereignishorizont
des Schwarzen Lochs in Flichen mit der GroRe /7 unter-
teilen lisst, denen man jeweils ein Bit 1 oder 0 an im Loch
,verschwundener® Information zuordnen kann (siche Phy-
sik in unserer Zeit 1997, 28(1),22 und 2005, 36(2),70). Die
Analyse der Schleifen-Quantengravitation wiirde tatsichlich
eine Strukturierung des Ereignishorizonts liefern, aber eine
komplexere: Die Elementarflichen konnten dann nicht nur
0 und 1 als fehlende Elementarinformation tragen, sondern
0,1, ... 2j. Dabei ist j die Spinquantenzahl einer Kante, die
den Ereignishorizont schneidet und die den Wert A//I% nicht
ubersteigen darf (4 ist der Flicheninhalt des Ereignishori-
zonts).
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Zusammenfassend lisst sich sagen, dass die Schleifen-
Quantengravitation ein vielversprechender Kandidat fiir
eine Theorie der Quantengravitation ist. Sie basiert auf ein-
fachen, klaren Konzepten und benutzt zudem nur die be-
kannten Prinzipien der Quantentheorie und der Allgemei-
nen Relativititstheorie. Daher vermeidet sie zusitzliche An-
nahmen, die sich bisher der Beobachtung entziehen. Dazu
zihlen zum Beispiel die hoheren Dimensionen, wie sie die
Stringtheorien bendtigen. Auch fiir die Grundannahme der
Supersymmetrie (Susy), nimlich dass es genauso viele Fer-
mionen wie Bosonen gibt, fehlt bis heute jegliche experi-
mentelle Bestitigung. Auf Susy basieren jedoch viele String-
theorien oder Grof3e Vereinheitlichte Theorien.

Es gibt bereits Ideen, wie sich die Schleifen-Quanten-
gravitation im Experiment priifen liee. Technisch kénn-
ten Experimente mit der Auflosung bis zur hinunter Planck-
Skala nicht so absurd unerreichbar zu sein, wie es zunichst
scheint (sieche auch den Beitrag von Claus Limmerzahl im
gleichen Heft). Der Schliissel liegt in der Beschreibung des
Vakuums. Falls die Schleifen-Quantengravitation richtig
liegt, haben wir davon eine falsche Vorstellung. Das Vaku-
um ist dann kein glattes, makelloses Gebilde, sondern eher
ein auf der Planck-Skala amorpher, sich stets verindernder
Kristall. In einem Kristall gibt es aber Dispersion, also eine
Frequanzabhingigkeit der Lichtgeschwindigkeit. Diese soll-
te sich in Laufzeitunterschieden von Photonen manifestie-
ren, die von einem weit entfernten und gut beobachtbaren
kosmischen Ereignis zu uns reisen. Die Hoffnung ruht hier
konkret auf den gewaltigen Gammastrahlungsblitzen (Gam-
ma-Ray Bursts, siche Physik in unserer Zeit 2007, 38(6),
274). Sollte der Dispersionseffekt existieren und grof3 genug
sein, worauf die Schleifen-Quantengravitation hoffen lisst,
dann sollte er bei diesen Beobachtungen messbar sein. Das
bietet eine faszinierende Perspektive.
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Zusammenfassung
Die Theorie einer Quantengravitation soll die Quantentheorie
und die Allgemeine Relativitdtstheorie in Einklang bringen.
Doch die Suche nach ihr ist seit fast siebzig Jahren ein un-
geldstes Problem, sozusagen der ,heilige Gral“ der Grundla-
genphysik. Ein guter Kandidat ist die Schleifen-Quantengra-
vitation (Loop Quantum Gravity, LQG), die sich in den letzten
zwanzig Jahren vielversprechend entwickelt hat. Sie baut aus
sogenannten Spin-Netzwerken eine quantisierte Raumzeit
auf. Daher kommt sie ohne Hintergrundmetrik als ,,Biihne*
aus, auf der die Materie wie ein Schauspieler agieren muss. Sie
ist also wie die Allgemeine Relativitétstheorie hintergrund-
unabhdngig. Das unterscheidet sie von den Quantenfeld-
theorien und Stringtheorien, deren Hintergrundabhdngigkeit
eine fundamentale, konzeptionelle Schwiche darstellt. Ob die
Schleifen-Quantengravitation der richtige Weg ist, miissen al-
lerdings erst noch experimentelle Beobachtungen erweisen.
Die Hoffnung ruht zum Beispiel auf der Beobachtung von kos-
mischen Gammastrahlungsblitzen (Gamma-Ray Bursts).

Stichworte
Schleifen-Quantengravitation, Loop Quantum Gravity, All-
gemeine Relativititstheorie, Quantentheorie, Quantenfeld-
theorien, Hintergrundabhingigkeit, Hintergrundunabhin-
gigkeit, Stringtheorie, Supersymmetrie, Gamma-Ray Bursts.
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