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Elektron—Positron—Paarerzeugung durch Multiphotonen—Absorp-
tion im Stof3 eines relativistischen Myons mit einem hochfrequen-
ten Laserstrahl

Zusammenfassung:

In dieser Arbeit wird die Erzeugung von Elektron—Positron—Paaren beim Stof eines
relativistischen Myons mit einem zirkular polarisierten Rontgenlaser im Bereich
kleiner Laserintensitétsparameter untersucht. Bei der frontalen Kollision des Pro-
jektilmyons mit dem Laserfeld entstehen durch die simultane Absorption eines oder
mehrerer Laserphotonen Paare von Elektronen und Positronen. Das Feynman—
Diagramm der fithrenden Ordnung in der Feinstrukturkonstanten wird im Rahmen
der Laser—dressed Quantenelektrodynamik mit Hilfe der relativistischen Volkov—
Zusténde berechnet. Das Ergebnis wird mit dem bekannten Ausdruck fiir Proto-
nen als Projektile verglichen, die als externes Coulomb-Feld behandelt werden.
Es wird gezeigt, dass beide Ansitze im Grenzfall niedriger Laserintensitéit struk-
turell tibereinstimmen. Numerisch berechnete differentielle Paarerzeugungsraten,
insbesondere die Riicksto3verteilung und ihre Abhéngigkeit von der Projektilmas-
se, werden diskutiert. Dabei werden sowohl lineare als auch nicht-lineare Prozesse
betrachtet. Desweiteren wurde fiir Protonen als Projektile die Paarerzeugungsrate
im Above-Threshold—Regime untersucht und ein exponentieller Zusammenhang
zwischen der totalen Rate und dem Verhiltnis aus der Ruheenergie des Elektrons
und der Photonenenergie gefunden.

Electron—Positron Pair Creation by Multiphoton Absorption in the
Collision of a Relativistic Muon with a High—Frequency Laser Field

Abstract:

In the present work, electron—positron pair creation in the collision of a relativistic
muon with a circular—polarised X—ray laser beam is investigated within the range
of small laser intensity parameters. In the head—on collision between the muon
projectile and the laser field, pairs of electrons and positrons are produced via the
simultaneous absorption of one or more laser photons. The leading—order Feynman
diagram of this process is evaluated within the framework of laser—dressed quantum
electrodynamics employing relativistic Volkov states. The result is compared to the
known expression for proton projectiles which are treated as external Coulomb
field. In the limit of small laser intensity, both approaches are shown to coincide.
Differential pair creation rates, in particular the recoil distribution, are calculated
numerically. The dependence of the recoil effect on the projectile mass is discussed.
We consider both linear and non-linear processes. Furthermore, we investigate the
pair creation rate for proton projectiles in the above—threshold regime and find an
exponential relation between the total rate and the ratio of electron rest mass to
photon energy.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Erzeugung von Elektron—Positron—Paaren

Die Erzeugung von Elektron—Positron-Paaren ist ein sehr interessantes Ge-
biet in der relativistischen Quantenphysik [BD64]. Man kann Paarproduktion
im sogenannten Dirac-Bild als den Ubergang eines Elektrons vom negativen
ins positive Energie-Kontinuum auffassen (Abb.[L.1). In diesem Bild wird das
Vakuum durch einen See, oder ein Meer, von Teilchen in Zustdnden negati-
ver Energie représentiert. Auf Elektronen aus diesem See konnen wir nicht
zugreifen. Fiigen wir aber einem See-Elektron Energie zu, so ist es moglich,
es aus seinem Zustand mit negativer Energie in einen Zustand mit positiver
Energie zu heben. So ,,entsteht” ein Elektron, das wir wahrnehmen und ma-
nipulieren kénnen. Gleichzeitig entsteht im Dirac—See ein Loch, das sich so
verhélt, wie ein Elektron mit umgekehrter elektrischer Ladung und Energie
sich verhalten wiirde. Dieses Loch wird dann von uns als Anti-Elektron, also
Positron, gedeutet. Durch das Herausheben des Elektrons aus dem negativen
Energiekontinuum entsteht der Eindruck, dass Masse erschaffen worden sei.
Man hat also Energie, die man dem Elektron im See zugefiihrt hat, in Mas-
se ,verwandelt“— dies verdeutlicht eindriicklich die Aquivalenz von Masse
und Energie. Wie Abb. veranschaulicht, muss zur Erzeugung eines freien
Elektron—Positron-Paares mindestens das Doppelte der Ruheenergie m.c?
eines Elektrons aufgewandt werden.
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Abbildung 1.1: Dirac—See der Elektronen. Das positive Energiekontinuum
liegt oberhalb der Energie m.c?, das negative unterhalb von —me.c®. Das
negative Energickontinuum ist mit Elektronen gefiillt. Hebt man eines dieser
Elektronen durch Energiezufuhr in das positive Energiekontinuum, so entsteht
ein Loch, das im Vergleich zu den vorhandenen Elektronen positiv geladen
erscheint. Hierfiir ist die Uberwindung der Energieschwelle nétig.

1.2 Paarerzeugung durch hochenergetische
Photonen

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, Elektron—Positron—Paare mit Hilfe hoch-
energetischer Photonen zu erzeugen. Bereits im Jahre 1934 wurde von BREIT
und WHEELER die Moglichkeit der Paarproduktion durch den Stofi zweier
Photonen untersucht [BW34]:

Yty — et

e . (1.1)
Eine weitere Moglichkeit wurde von BETHE und HEITLER betrachtet [BH34].
Durch Absorption eines hochenergetischen Photons v im Coulomb—Feld ei-
nes Atomkerns kann iiber die Aussendung eines wirtuellen Photons ~, ein
Elektron—Positron—Paar erzeugt werden:

+

Y+y —eTe . (1.2)
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Im folgenden werden der Prozess (1.1)) mit Breit—Wheeler—Paarerzeugung und
der Prozess (1.2)) mit Bethe—Heitler—Paarerzeugung bezeichnet.

Verwendet man Laserstrahlen statt einzelner Photonen, so lassen sich
die Prozesse (1.1) und verallgemeinern. Man unterscheidet dann zwi-
schen linearen und sogenannten nicht-linearen Prozessen, wobei beim nicht—
linearen Prozess mehr als ein Photon aus dem Laserfeld beteiligt ist. Fiir
den nicht-linearen Bethe-Heitler-Paarerzeugungsprozess errechnet sich die
minimale Anzahl absorbierter Photonen aus der Mandelstam—Variable fiir
die Schwerpunktsenergie beim Streuprozess. Im Ruhesystem des einlaufen-
den Projektils gilt:

2.2
I o1+ Y (1.3)

rofiw > 2mec® + i

wobei 2m.c? die Ruheenergie des erzeugten Paars ist und M die Ruhemasse
des Projektilteilchens. Mit ry wird die minimale Anzahl absorbierter Photo-
nen bezeichnet, und die Photonenenergie ist Aw.

Der zweite Summand auf der rechten Seite von stellt einen Riickstof3
auf das Projektil dar. Je schwerer das Projektil im Vergleich zu dem er-
zeugten Paar ist, desto weniger stark ist der minimale Riickstofeffekt. Han-
delt es sich bei den verwendeten Projektilteilchen um Elektronen, so ist die
Riickstoflenergie so grofl wie die Ruheenergie des erzeugten Paares. Dann
muss die aus dem Laserfeld absorbierte Energie fiir den Bethe-Heitler—Prozess
mindestens 4m.c? betragen. Im Vergleich zu schwereren Projektilteilchen ist
daher der Bethe-Heitler—Prozess fiir Elektronen als Projektilteilchen stark
unterdriickt. Verwendet man dagegen viel schwerere Teilchen als Projektile,
etwa Protonen oder Atomkerne, so ist die RiickstoBenergie im Vergleich zu
der Ruhemasse des erzeugten Paares vernachlissigbar klein.

1.3 Paarerzeugung in starken Laserfeldern

Es gibt bereits eine Reihe von Untersuchungen, die sich mit der Erzeugung
von Elektron—Positron—Paaren in starken Laserfeldern befassen. Bereits im
Jahre 1931 fand SAUTER [Sau31], dass in einem konstanten elektrischen Feld
spontane Paarerzeugung moglich ist, falls die elektrische Feldstiarke grofier
ist als der kritische Wert von

y
Sw="C —1,3x100—. (1.4)
e cm
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Ein Feld von dieser Stérke verrichtet an einer Elementarladung e entlang
einer Compton—Wellenlinge A\, = h/mc eine Arbeit, die gerade der Ruhe-
energie eines Elektrons entspricht.

In sehr intensiven Laserfeldern treten ebenfalls sehr grofie elektrische Feld-
starken auf. SCHWINGER fand 1951 [Schb1], dass ein Laserfeld allein keine
Teilchen—Antiteilchen—Paare erzeugen kann. Lésst man aber, wie im Breit—
Wheeler- oder Bethe-Heitler-Prozess, ein Photon oder ein geladenes Teil-
chen mit einem hochintensiven Laserstrahl kollidieren, so kénnen dadurch
Elektron—Positron-Paare entstehen.

1.4 Unterteilung in verschiedene Regimes

Man kann fiir die Erzeugung von Elektron—Positron—Paaren in Laserfeldern
drei Regimes unterscheiden. Hierzu fiihrt man einen Laser—Intensitétspara-
meter ¢ ein, der das Verhéltnis aus Laserfeldstdrke und Photonenenergie

widerspiegelt:

E= — V-2 (1.5)

mc

Hier ist e die Elementarladung und A? ist das zeitlich gemittelte Quadrat
des Viererpotentials des Lasers!. In jedem dieser drei Bereiche verhilt sich
die Wahrscheinlichkeit fiir Paarerzeugung unterschiedlich.
Fiir sehr grofle Intensitatsparameter £ ist die Laserintensitét sehr grof3, aber
die Photonenenergie relativ klein. Durch die hohe Laserintensitit ist die
Feldstéirke sehr groff; bleibt sie unter der kritischen Feldstérke (L.4), ist
der Paarerzeugungsprozess analog zu einem Tunnelprozess aufzufassen, bei
dem Elektronen aus dem negativen ins positive Energie-Kontinuum tunneln
konnen. Man spricht dann vom sogenannten Tunnel-Regime. Typischerweise
werden hier sehr viele Photonen aus dem Laserfeld absorbiert, viel mehr als
zur Uberwindung der Energieschwelle nétig wiren. YAKOVLEV stellte fest,
dass fiir nicht-lineare Bethe-Heitler-Paarerzeugung mit einem Proton als
Projektilteilchen der Hauptbeitrag zur Paarerzeugungsrate im Tunnelregime
von der Absorption von r ~ &rg herrithrt [Yak65]. Die totale Rate skaliert
hier nach der Schwinger—Gleichung [Sch51] mit

R x exp(—wggr) : (1.6)

L In der gewihlten Eichung ist A = 0.

J— e E———— —2
Deshalb ist —A2 = —((A49)2 — |A]?) = +]4] > 0.
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Fiir sehr kleine Intensitdtsparameter ist Paarerzeugung moglich, wenn die
Laserphotonen sehr hohe Energie besitzen. Dann geniigt bereits die Absorp-
tion weniger Photonen aus dem Laserfeld, um die Energieschwelle (1.3 zu
iiberwinden. Man nennt diesen Parameter—Bereich Multiphotonen—Regime.
Hier kommt stets der Hauptbeitrag zur Paarerzeugungsrate von der Absorp-
tion der minimalen Photonenanzahl. Die Partialrate R, fiir die Absorption
von r Photonen skaliert in diesem Bereich mit R, oc £2".

Den Bereich zwischen den genannten Regimes bezeichnet man in Analogie
zur Photoionisation von Atomen und Molekiilen in starken Laserfeldern mit
Above—Threshold—Regime. Untersuchungen haben ergeben, dass sich in die-
sem Regime, wo der Intensitdtsparameter £ ~ 1 ist, die Paarerzeugungsrate
dghnlich der Ionisierungsrate verhélt. Der Hauptbeitrag zur Paarerzeugungs-
rate rithrt hier von der Absorption einer Photonenanzahl r her, die etwas
grofler; aber von der gleichen Groflenordnung ist wie die minimale Anzahl rg,
ab der die Erzeugung des Paars energetisch moglich ist.

1.5 Bereits existierende Untersuchungen

1.5.1 Das Experiment E-144 am SLAC

(& 3 o
e
S
Elektron Q\N Laser
o— S AN
\ AN

gestreutes Elektron

Abbildung 1.2: Schematische Darstellung des am SLAC untersuchten Paar-
erzeugungsprozesses.

Ende der 1990er Jahre fand am Stanford Linear Accelerator Center (SLAC)
in Stanford ein Experiment unter der Leitung von MCDONALD und BUR-
KE statt, in dem bei der Kollision hochrelativistischer Elektronen mit einem
Laserfeld die Erzeugung von Elektron—Positron-Paaren beobachtet werden
konnte [BFHS97, BBK99|. Die Projektil-Elektronen hatten eine kinetische
Energie von 46, 6GeV, also einen Lorentzfaktor v von etwa 9 - 10*. Die La-
serfrequenz lag im optischen Bereich: es handelte sich um einen Nd:YAG—
Laser mit einer Photonenenergie von 2,35¢V. Im Ruhesystem der einlau-
fenden Elektronen betrug die Photonenenergie aufgrund der relativistischen
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Doppler—Verschiebung 428keV . Der Laser erreichte eine elektrische Feldstér-
ke von bis zu 2,7 -10'°V/ecm im Laborsystem bzw. 4,9-10%V/em = 0, 38&,
im Ruhesystem der einlaufenden Projektile. Damit konnte die Energieschwel-
le (1.3) von 4m.c* durch die Absorption von r > r, = 5 Laserphotonen
itberwunden werden. Der Laserintensitétsparameter ¢ ist fiir diese Konstel-
lation klein; er belief sich auf & ~ 0,3. Man kann den hier untersuchten
Prozess also ins Multiphotonen—Regime einordnen. Das Experiment zeigte,
dass die Paarerzeugung hauptséchlich durch die Absorption von rqg = 5 Pho-
tonen stattgefunden hat.

Anders als fiir den in dieser Arbeit betrachteten Prozess handelte es sich
bei diesem Experiment um einen Breit—Wheeler—Paarerzeugungsprozess: Die
Elektronen wurden beim Stofl mit dem Laserfeld Compton—gestreut, und das
dadurch entstandene hochenergetische y—Photon erzeugte seinerseits bei dem
Stofl mit den Laserphotonen ein Elektron—Positron—Paar.

Aufgrund des grofien Riickstofeffekts auf die leichten Elektronen und der da-
mit verbundenen vergleichsweise hohen Schwellenenergie ist fiir diese Kon-
stellation der Bethe-Heitler-Prozess gegeniiber dem indirekten Breit—-Whee-
ler—Prozess stark unterdriickt.

1.5.2 Paarerzeugung durch den Stof3 eines hochrelati-
vistischen Protons mit einem starken Laserstrahl

Benutzt man als Projektilteilchen fiir den oben beschriebenen Stofiprozess an-
stelle eines Elektrons ein Proton, so ist der mit Elektronen—Projektilen auf-
tretende zweistufige Paarerzeugungsprozess deutlich unterdriickt: der Wir-
kungsquerschnitt fiir Compton—Streuung ist umgekehrt proportional zum
Massenquadrat des streuenden Teilchens. Somit ist fiir Protonen die Rate
der Compton-Streuung um einen Faktor m? /Mg kleiner als fiir Elektronen,
also um mehr als sechs Groflenordnungen. Die Wahrscheinlichkeit fiir das
Auftreten eines Bethe-Heitler—Prozesses dagegen ist fiir Protonen in etwa in
der gleichen Groflenordnung wie fiir Elektronen. Dies fiithrt dazu, dass sich
die GroBenverhiltnisse zwischen dem (direkten) Bethe—Heitler—Prozess und
dem (indirekten) Breit—Wheeler-Prozess im Vergleich zu den Elektronen als
Projektilteilchen umkehren. Eine ausfiihrlichere Diskussion dieses Sachver-
haltes findet sich in der Einleitung von [Miil03]. Daher eignen sich Protonen
oder schwerere Atomkerne hervorragend fiir die theoretische Untersuchung
der Bethe—Heitler—Paarerzeugung.

Beginnend mit der Untersuchung von YAKOVLEV aus dem Jahre 1965 [Yak65]
befassen sich einige Studien mit diesem Stofiprozesses. Eine Ubersicht dariiber
findet sich in [SHHKO06]. Die Riickstoenergie auf das Projektil ist um drei
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GroBlenordnungen kleiner als die Ruheenergie der erzeugten Teilchen. Da-
her ist die Naherung angemessen, dass das Proton unendliche Masse besitzt
und sich — in seinem Ruhesystem betrachtet — nur als konstantes dufleres
Coulomb-Feld an dem Erzeugungsprozess beteiligt.

Proton \ Laser
SATATAVAVAVAYAVAYA

Abbildung 1.3: Schematische Darstellung des Paarerzeugungsprozesses mit
einem Atomkern bzw. Proton als Projektilteilchen.
1.5.3 Elektron—Myon—Streuung in Laserfeldern

gestreutes Myon
o Elektron

Laser
gestreutes RAVAVAVAVAVAVAVAVA
T e——— SAAVAVAYAYAYAVAYS
Elektron <\ NWWWWWY

@ Myon

Abbildung 1.4: Schematische Darstellung des von NEDORESHTA untersuch-
ten Streuprozesses.

Eine recht neue Untersuchung von NEDORESHTA et al. [NVRO7] behandelt
den Stof eines Elektrons mit einem Myon in einem starken Laserfeld. Der
dort gebrauchte Formalismus zur Beschreibung des Prozesses wird auch in
der vorliegenden Arbeit verwendet (Kapitel . Der Streuprozess wird rela-
tivistisch behandelt; er findet unter dem Austausch eines virtuellen Photons
statt. Wie im hier untersuchten Falle der Paarerzeugung durch Myonen wird
auch dort dieses virtuelle Photon durch einen freien Dirac-Propagator und
die geladenen Teilchen im Laserfeld durch Volkov—Zusténde beschrieben.
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1.5.4 Der hier untersuchte Paarerzeugungsprozess im
Grenzfall verschwindender Laserfrequenz

+

o e
Myon \ konstantes E-Feld
Qo— -——
P S —

/

o =

Abbildung 1.5: Schematische Darstellung des von RITUS untersuchten
Paarerzeugungsprozesses.

RiTUs [Rit72] untersuchte schon im Jahre 1972 den Prozess u — p/ + ete”
in konstanten gekreuzten Feldern, also

1B

wie im Falle einer ebenen Welle. Man kann diesen Paarerzeugungsprozess
als einen Grenzfall des auch hier betrachteten Prozesses auffassen: ldsst man
die Laserfrequenz w gegen 0 laufen, so ergeben sich konstante Felder. Dies
ist der zu dieser Arbeit entgegengesetzte Grenzfall: hier wird der Grenzwert
sehr groBer Laserfrequenzen, Aiw ~ m.c?, behandelt.

1.6 Zielsetzung und Aufbau dieser Arbeit

Der in dieser Arbeit hauptséchlich betrachtete Paarerzeugungsprozess wird
durch das Feynman—Diagramm in Abb. beschrieben. Ein hochrelativis-
tisches Myon entsendet beim Stofl mit einem Laserfeld ein virtuelles Pho-
ton, das wiederum in ein Elektron—Positron—Paar zerfillt. Der Prozess wird
im Multiphotonen—Regime untersucht, also im Bereich sehr kleiner Inten-
sitdtsparameter £ des Lasers, woraus eine kleine Laserintensitédt und somit
auch -feldstérke folgen. Daher muss die Energie der einzelnen Photonen des
Lasers sehr hoch sein, um zu gewéhrleisten, dass die Energieschwelle
durch Absorption einiger Photonen iiberschritten werden kann. Dies wird
durch die angenommene grofle kinetische Energie der Projektilmyonen er-
reicht: durch den relativistischen Doppler—Effekt ist die Frequenz und damit
auch die Energie der Laserphotonen im Ruhesystem des einlaufenden Myons
um einen Faktor ((1+03)/(1—3))Y/2 vergrofert, wobei 8 = v/c das Verhiltnis
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Abbildung 1.6: Feynman—Diagramm fiir den untersuchten Prozess.

aus der Projektilgeschwindigkeit v und der Lichtgeschwindigkeit ¢ ist. Mit
den geplanten XFEL-Lasern, die eine Photonenenergie von hw ~ 10keV
anstreben, wiirde man fiir einen Lorentzfaktor des Myons von v ~ 50 in sei-
nem Schwerpunktsystem eine Photonenenergie von ca. 1MeV erhalten. Dies
wiirde zur Elektron—-Positron-Paarerzeugung durch einen Zwei-Photonen—
Prozess ausreichen.

o e
Myon Laser
SAVAATAVAVAYAVAVA
o—— W
<\NVWWWW
(0]

° gestreutes Myon

Abbildung 1.7: Schematische Darstellung des in dieser Arbeit untersuchten
Paarerzeugungsprozesses.

Im Gegensatz zu den bereits vorhandenen Rechnungen fiir Protonen bzw.
Atomkerne als Projektilteilchen ist die hier durchgefiihrte Rechnung fiir Myo-
nen im Sinne der Quantenelektrodynamik exakt bis zur fithrenden Ordnung
in der Feinstrukturkonstanten o ¢. Es wird keine grundsétzliche Néherung ge-
macht, wie z.B. die Annahme unendlicher Masse und damit die Vernachléssi-
gung jeglicher Wechselwirkung des Projektils mit dem Laserfeld. Dies erlaubt
es, einen Vergleich zwischen Myonen und Protonen bzw. Teilchen unendlicher
Ruhemasse als Projektil zu ziehen und zu untersuchen, welche Auswirkungen
der Riickstof auf das Projektil auf die Paarerzeugungsraten hat.

Ein weiteres Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung der Elektron—Positron—
Paarerzeugung durch den Stof§ eines Protons im Above—Threshold—Regime.
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Die Arbeit gliedert sich folgendermaflen: Im folgenden kurzen Kapitel [2] wer-
den die Volkov-Losungen der Dirac-Gleichung fiir geladene Teilchen in ebe-
nen elektromagnetischen Wellen eingefiihrt. Anschliefend wird in Kapitel
die Rechnung fiir Protonen unter der Annahme unendlicher Masse kurz
zusammengefasst. Den Hauptteil dieser Arbeit stellen die folgenden beiden
Kapitel dar: In Kapitel[d wird die Berechnung des genannten Paarerzeugungs-
prozesses fiir Myonen als Projektilteilchen vorgestellt. In Kapitel |5 werden
die Ergebnisse fiir Myonen und Protonen verglichen sowie die gefundenen
RiickstoBeffekte dargestellt. Neben einigen differentiellen Paarerzeugungsra-
ten fiir Myonen als Projektilteilchen werden auch Ergebnisse fiir Protonen
als Projektile im Above-Threshold-Regime angegeben. In Kapitel [0] finden
sich eine Zusammenfassung der Arbeit und ein Ausblick auf offene Fragen
und experimentelle Realisierbarkeit.

In Anhang [A] werden die Notation festgelegt sowie einige niitzliche Formeln
aufgelistet. Anhang (B fasst einige Eigenschaften der Bessel-Funktionen zu-
sammen, von denen in der Arbeit Gebrauch gemacht wird. Anhang [C|enthélt
wichtige Rechenregeln fiir Gamma—Matrizen und Anhang [D] fasst einige Ei-
genschaften der freien Dirac—Spinoren zusammen. In Anhang [E] ist das Er-
gebnis der in Kapitel 4] hergeleiteten Spurmultiplikation angegeben.

1.7 Zusammenfassung der wichtigsten
Ergebnisse

Wir werden sehen, dass im betrachteten Multiphotonen-Regime der analyti-
sche Ausdruck fiir die Paarerzeugungsrate mit Myonen als Projektilteilchen
strukturell in denjenigen fiir Teilchen unendlicher Ruhemasse iibergeht. Den-
noch kann man einen deutlichen Unterschied in der Riickstoflenergie erken-
nen.

Die Riickstoflverteilung fiir Myonen als Projektile wurde mit derjenigen fiir
Protonen als effektive Dirac—Teilchen verglichen. Bei einem untersuchten
Zwei—-Photonen—Prozess trat bei einer bestimmten Konstellation mit Myonen
als Projektilteilchen ein Breit—Wheeler-Prozess auf. Die Paarerzeugung wur-
de auch fiir Elektronen als Projektile unter Vernachliassigung des Austausch-
terms untersucht. Es wurden sowohl fiir Myonen- als auch fiir Elektronen—
Projektile differentielle Erzeugungsraten ausgewertet.

Fiir die Projektile unendlicher Ruhemasse wurde ein Zusammenhang zwi-
schen der totalen Paarerzeugungsrate und der Photonenenergie im Above—
Threshold-Regime ermittelt, der bereits fiir andere Paarerzeugungsprozesse
mit gefunden wurde und der der Abhéngigkeit im Tunnelregime dhnelt.



Kapitel 2

Geladene Teilchen in
Laserfeldern

Fiir die quantenmechanische Beschreibung eines geladenen Spin—1/2—Teil-
chens im Feld einer ebenen Welle ist die Dirac-Gleichung

(ig+eA—m) =0 (2.1)

zu losen. Fiir unsere Zwecke erweist es sich als geschickt, zunéchst die Dirac—
Gleichung in zweiter Ordnung zu l6sen. AnschlieBend werden, wie in § 40 in
[BLP91], alle Losungen verworfen, die (2.1]) nicht 16sen.

(i + eA+m) (i + eA —m)y
— (=07 + 2ie(AD) + A2 — m® + el A')
N (2.2)

Hier ist A*(kxz) das Viererpotential des elektromagnetischen Feldes der La-
serwelle. Fiir die Zustandsfunktion v des Teilchens verwenden wir den Ansatz

¢p = e—i(px)(pp(n) ) (23)

wobei 7 das Viererprodukt aus dem Wellenvektor k der elektromagnetischen
Welle und dem Ortsvektor « des Teilchens bezeichnet, n = (kx). Das Quadrat
des konstanten Vierervektors p* muss gleich dem Quadrat der Ruhemasse des
Teilchens sein, p?> = m?2. Ohne elektromagnetisches Feld entspricht p* dem
Viererimpuls des dann freien Teilchens. Einsetzen des Ansatzes in die
Differentialgleichung fiihrt zu der folgenden Gleichung fiir die Funktion

©p(n):
dA

d
2i<kp)d%’ + (2e(pA) + 2 A% + ie/;/d—n)% =0. (2.4)

11
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Als Losung dieser Gleichung findet man

pp(1) = Npexp (% / ' [PA(7) + §A2(ﬁ)}dﬁ>

e
exp( m/ﬁl)“p (2.5)
mit einer Normierungskonstanten N, und einem zunéchst beliebigen Spinor
u,. Die untere Integrationsgrenze in der Exponentialfunktion in GI.
liefert nur einen vom Ort unabhéingigen Phasenfaktor. Dieser wird spéter
durch die Wahl der Normierungskonstante festgelegt. Aus diesem Grunde
lassen wir die Integrationsgrenze hier unbestimmt. Wegen der Relation
aus Anhang [C] ist

(KA)? = 2(kA) A — A = K*A” = 0. (2.6)

Damit verschwinden in der Reihendarstellung der Exponentialmatrix in ([2.5))
alle Terme, in denen ¥A quadratisch auftritt, also alle Terme ab der Ordnung
2:
e e
exp( 5 HA) =1 -

2(kp) 2(kp)
Mit der Forderung, dass die Zustandsfunktion des Teilchens bei Ausschalten
des Feldes die freie Dirac-Gleichung

(ig —m)y =0 (2.8)

l6sen muss, wird dafiir gesorgt, dass alle Losungen der Differentialgleichung
, die nicht die Dirac-Gleichung 16sen, verworfen werden. Dies legt
den Spinor u, fest: es muss u, = u, ein freier Dirac-Spinor zum Impuls
p und der Spinprojektion s sein [BD64|. Die fiir unsere Zwecke wichtigsten
Eigenschaften der Dirac—Spinoren sind in Anhang [D] aufgelistet.

Als Losung der Dirac—Gleichung fiir Teilchen der Ladung —e im Feld einer
elektromagnetischen Welle erhélt man schliellich die von VOLKOV im Jahre
1935 gefundenen Volkov—Zusténde [Vol35]

e B B el A o
, = w](w)(:v) = Np<1 2(kp)>up,5 exp(lS( )) (2.9)

VA. (2.7)

S = —(px) + ) /77 [pA(7) + gAQ(ﬁ)}dﬁ. (2.10)
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Der Index (—) gibt an, dass das betrachtete Dirac—Teilchen negativ gela-
den ist. Der Volkov—Zustand geht fiir A — 0 in eine Losung der freien
Dirac—Gleichung iiber. S entspricht der klassischen Wirkung der Teil-
chenbewegung.

Fiir Antiteilchen findet man die entsprechenden Volkov—Zustande, indem
man in den Gleichungen (2.9)) und von p* zu —p* iibergeht und den
Spinor u, ; durch einen zugehérigen Spinor des Antiteilchens v, ; ersetzt. Dies
fithrt zu

+) _ el A R
w;,s) = Np(1 + m)vp,s exp(zS( )) (2.11)
und
54 = () + 75 [ oAl - §A%0) i 2,12

Es soll nun ein effektiver Impuls eingefithrt werden, mit dem sich die
Bewegung des Teilchens in gewohnter Form beschreiben lasst. Zu diesem
Zweck betrachten wir die zum Volkov—Zustand gehérige Viererstromdichte

() (—)_M iz _ @ EA_2 Iz
gt = Tyt = - (p + eAH 6[(kp)+2(kp)]k)'

Mit den Gleichungen ((C.1) und (C.11)) aus Anhang |C| kann man die Vierer-
stromdichte ausrechnen. Fiir ihren zeitlichen Mittelwert findet man dann

—  |N)? e A?
= - ay 14
j (p 2<kp)k ) (2.14)

(2.13)

Die Viererstromdichte eines freien Teilchens lautet

N, |?

e = |—p e 2.15
]frez m p ( )
Man kann also sagen, dass sich ein Teilchen in der ebenen Welle mit einem
effektiven Impuls o
A
2(kp)

bewegt. Fiihren wir nun noch den in der Einleitung bereits erwéhnten Inten-

sitdtsparameter £ ein,
e/ —A? e

£ = - ol (2.17)

q" = pt — (2.16)
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so lautet der effektive Impuls ([2.16])

q”:p“+§2mk;“. (2.18)

Mit der zugehorigen effektiven Masse m, = m+/1 + &2 nimmt die effektive
Gesamtenergie des Teilchens, F,, eine gewohnte Gestalt an:

m2
k

2 2 2
E? =g’ +m?. (2.19)

Die Differenz aus der effektiven und der freien Energie, £, — E,, bezeichnet
man als ponderomotive Energie E,,,q:

Epma=FE,— E,=¢"—p°. (2.20)
Es sei noch darauf hingewiesen, dass Definition (2.18]) sowohl fiir Teilchen als
auch fiir Antiteilchen giiltig ist.

Die Normierungskonstante N, in den Volkov-Zustdnden wird nun mit
Hilfe des effektiven Impulses festgelegt:

m
Np = V_qo s (221)

wobei V' ein konstantes Normierungsvolumen bezeichnet. Dann ist die 0-
Komponente der Viererstromdichte auf j° = 1/V normiert und fiir die
Volkov—Zustéande gilt

1 S oy
/ (5 lds = - (2m)* 60 (G~ 3). (2.22)

Die Normierung auf eine Delta—Funktion im effektiven Impuls ist zweckméafBig
fiir die Rechnungen in den folgenden Kapiteln.

Es sei abschlielend noch bemerkt, dass die Volkov—-Zustédnde als Lésungen
der zeitabhéngigen Dirac—Gleichung keine stationédren Zustédnde mit definier-
ter Energie sind. Wenn die elektromagnetische Welle in z—Richtung propa-
giert, sind die Volkov—Funktionen Eigenzusténde der Operatoren ¢0,, 0, und
i(0°—9,) mit den Eigenwerten p,, p, und (p” —p,). Der Impuls in z-Richtung
ist also keine gute Quantenzahl mehr. Stattdessen sind nur die Impulskom-
ponenten senkrecht zur Ausbreitungsrichtung der Welle sowie die Differenz
(p° — p.) gute Quantenzahlen.



Kapitel 3

Zusammenfassung der
Rechnung fiir Protonen

In diesem Kapitel wollen wir die Berechnung des Prozesses p+ry — p+ete™
kurz zusammenfassen, um spéter darauf verweisen zu konnen. Viele der Re-
chenschritte dhneln denen fiir Myonen als Projektil, so dass sie im folgen-
den Kapitel |4 ausfiihrlich besprochen werden. Hier sollen nur die wichtigsten
Zwischenergebnisse gesammelt werden. Die diesem Kapitel zugrunde liegen-
de Rechnung wurde der Dissertation [Miil03] entnommen. YAKOVLEV hat
den Prozess bereits im Jahre 1965 untersucht [Yak65].

Wir betrachten stets eine zirkular polarisierte Laserwelle mit dem Vierer-

potential
Al (x) = af cos(kx) + ab sin(kx). (3.1)

Damit lauten die Volkov—Zustinde fiir die Elektronen!

Yo () =[5 (1 - QFK )> Uy

X exp <—q_x + m(p_al sin(kz) — p_as cos(k;x))) (3.2)

Das im vorigen Kapitel auftretende Normierungsvolumen wurde hier V = 1 gesetzt.
In der Rechnung fiir Myonen als Projektilteilchen tritt es wieder auf. Dort sieht man
dann auch, warum das Endergebnis fiir die Paarerzeugungsrate unabhéngig von der
Wahl von V ist.

15
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und fiir die Positronen

_ [m elA
wp+8+(w) - \/% (1 + Q(kar)) Upisy

X exp (q+m + L(eral sin(kx) — piasg COS(I{JZL‘))) . (3.3)

(kpy)

Der Prozess der Paarerzeugung wird nun als ein Ubergang eines Elektrons aus
dem negativen ins positive Energiekontinuum aufgefasst. Dies wird in der hier
verwendeten Naherung durch das Viererpotential Ax des Kerns bzw. Protons
induziert und durch den Ubergang eines Volkov-Zustands %(i?s . aus dem ne-
gativen in einen Volkov-Zustand @Dl(,jsf aus dem positiven Energiekontinuum
beschrieben. Die Ubergangsamplitude hierfiir lautet

Spop. = ie/zzz(:?s_Ang?erd‘lx. (3.4)

In den verwendeten Einheiten (s. Anhang[A) ist das skalare zeitlich konstante
Coulomb—Potential des Atomkerns in seinem Ruhesystem

(3.5)

wobei Z die Kernladungszahl und |Z| den Abstand vom Kern angeben. Fiir
Protonen ist Z = 1. Das Vektorpotential des Protons ist 0, also ist

(&

Al = (T’,o, 0,0). (3.6)

|7

Die Ubergangsamplitude kann man in eine Fourier-Reihe entwickeln und
man erhélt

_ ime r € +q_—rk)x j4
Sp+p7 = WZMéBp_/He (a++q ) d s (37)
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mit dem dimensionslosen Ubergangsmatrixelement

e?a’kO
MY, =y ((’70 - mﬁ) - B, (3.8)
e 1 0 1 0
g U o) )
+ [(kp_’_)’y /7/9/2 (k,p_)ﬁl&/%fy ] Dr)) DSy * (310)

Die Entwicklungskoeffizienten B,, C,., D, setzen sich aus reguldren zylindri-
schen Besselfunktionen zusammen. Im Falle eines Myons als Projektilteilchen
verlduft die Fourier-Entwicklung ganz analog. Sie wird im folgenden Kapitel
[] ausfiihrlich dargestellt.

Der Summationsindex r gibt die Gesamtzahl absorbierter Photonen an. Der
Faktor m/4/q%¢° kommt von der Normierung der Volkov—Zustinde. Wie
man sieht, entspricht das Ortsintegral gerade der Fourier—Transformierten

des Coulomb—Potentials. Das Zeitintegral liefert eine energieerhaltende Delta—
Funktion. Somit wird (3.7 zu

47

mme
== M), .
+P /qiq(l Z p+p |_,+ +q_,_ . Tk|2

S, 216(q5 + ¢° — rk?)

—@4m7re ) 2m( qr)
Z o , (3.11)
V Q+Q—
wobei der Vierervektor ¢, = ¢, + q_ — rk eingefithrt wurde, der den Im-
pulsiibertrag auf das Proton darstellt. Aufgrund der Delta—Funktion ver-
schwindet die Nullkomponente von g,, weshalb ¢? = —|q,|* ist

Um eine Ubergangswahrscheinlichkeit zu erhalten, muss man das Betrags-
quadrat der Ubergangsamplitude iiber die Spins der auslaufenden Teil-
chen summieren und {iber ihre Impulse integrieren.

Das Betragsquadrat der Amplitude kann man in einzelne Summanden aus-

einanderziehen:
P+p ’2 Z' p+p ) (312)

r>10

wobei mit rq wieder die minimale Anzahl absorbierter Photonen, die zur
Uberwindung der Energieschwelle nétig ist, bezeichnet wird. Die einzelnen
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Summanden lauten

2 drm?e? |227T5(q,,)

q0q0 | P+P

T 3.13
70 0 (3.13)

| P+P

mit einem Zeitfaktor 7' vom Quadrieren der Delta—Funktion (vgl. Kapitel ,
Gl (4.53)). Auf diese Weise erhilt man die vollstédndig differentielle Partial-

rate d6R§§) fiir den Paarerzeugungsprozess im Feld eines Protons:

, d3q. d3q_
dGRgD): Z; +p_y2 +(27T)3. (3.14)

s+s

Die Spinsumme

S oImME, P (3.15)

S4S5—

ldasst sich mit den Relationen aus Anhang [D] und wie in Kapitel [4] gezeigt als
eine Spur iiber Gamma-Matrizen schreiben. Fiihrt man die Matrix

2a2 0 e
r=[(+- M;—%)BT + 5 (W — i)
5 (W~ ") D] (3.16)

ein, so kann man die Spinsumme schreiben als

STMO P = Sp(r,nz/+ —mp ot . (3.17)

2m 2m

S45-

Damit sind die wichtigsten Ergebnisse der Rechnung fiir Protonen als Projek-
til zusammengefasst. Im folgenden Kapitel werden viele der Rechenschritte
ausfiihrlich behandelt.



Kapitel 4

Analytische Rechnung fiir
Myonen

Die im Folgenden dargestellte Rechnung wurde fiir Myonen als Projektile
beim Stofl mit einem zirkular polarisierten Laserstrahl durchgefiihrt. Grofien
wie Massen, Impulse, Spinprojektionen sowie die Zustandsfunktionen, die
sich auf die erzeugten Elektronen bzw. Positronen bezichen, werden stets
mit kleinen Buchstaben bezeichnet, die mit einem Index — fiir das Elektron
bzw. einem Index + fiir das Positron versehen werden. Die zum Projektilteil-
chen gehorigen Groflen werden mit GrofSbuchstaben ohne weitere Indizierung
bezeichnet, wobei sich gestrichene Groflen auf das gestreute Myon nach dem
StoB mit dem Laserfeld beziehen. Die Raum—Zeit—Vektoren des Elektron—
Positron—Paares werden mit z, die des Myons vor und nach dem Stof§ mit y
bezeichnet.

Die Paarerzeugungsrate wird im Ruhesystem des einlaufenden Myons be-
rechnet. Dort ist aufgrund der Dopplerverschiebung der Laserfrequenz die
Energie der Photonen um ein Vielfaches grofier als im Laborsystem.

4.1 Die Ubergangsamplitude

Betrachten wir nun eine ebene, zirkular polarisierte Laserwelle mit dem Vie-
rerpotential

A(kx) = aycos(kzx) + agsin(kx) . (4.1)

Hier sind a; und as
a; = (0,a,0,0) bzw. ay=(0,0,a,0). (4.2)

19
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In Kapitel 2] wurde der Laserintensitétsparameter ¢ definiert (Gl (2.17)).
Wir werden im folgenden mit & = ea/m den Intensitdtsparameter fiir die
Wechselwirkung der erzeugten Elektronen bzw. Positronen mit dem Laserfeld
bezeichnen. Um spéter darauf verweisen zu konnen, fiihren wir noch einen
Intensitétsparameter = = ea/M fiir die Wechselwirkung des Projektilmyons
mit dem Laserfeld ein. Er hangt iiber

m
=== 4.3
T (13)

mit dem Intensitdtsparameter fiir die Elektronen zusammen.

Die Laserwelle bewege sich in z-Richtung, somit ist der Wellenvektor

gegeben durch
k=w(1,0,0,1). (4.4)

Wie man leicht sieht, ergeben sich folgende Relationen fiir die Viererprodukte
A2 =a? =a) = —a*, (kA) = (kay) = (kay) = (a1as) = (kk) =0. (4.5)

Daraus folgt fiir die Wirkung S des erzeugten Elektrons bzw. Positrons

5 = lpsa) + o [ [pa- A F 54D d7

= (pan) + o [ [ (o cos(i) + azsin(ip)
F 5 - (arcos() + o sin(7))? | di
+(psx) + ( 0 ( (p+aisin(n) — praz cos(n)) F g
/ a3 cos?(7) + a3 sin®(7) + ayag cos(7) sin(7))di )
~ (pat) + 7oy ((m sn(n) ~ praasin(i) ¥ 5 [ (~a*)di)
= x (pich) sin(n) — —e(picm) cos ¢’
und fiir das Myon
i e(Pay) . e(Pas) e?a?
St = —(Py) + (D) sin(k) — D) cos(k) — 2(l~cP)H (4.7)

Hier sind n = (kx) das Viererprodukt aus dem Wellenvektor mit der Elek-



4.1. DIE UBERGANGSAMPLITUDE 21

tronen- bzw. Positronen-Ortskoordinate und « = (ky) das Viererprodukt
aus dem Wellenvektor mit der Myonen—Ortskoordinate. Mit dem effektiven

Impuls aus Gl. (2.18]) ergeben sich aus der Wirkung (4.6)) die Volkov-Zustédnde
der Elektronen

Yy s () = \/% (1 - foﬁ )) hy o

X exp <—q:c + m(p,al sin(kzx) — p_as cos(k:a:))> (4.8)

und fiir die Positronen

[ A
Q/)10+S+(x) - V_(]S)r (1 + 2(/€p+)) Upisy

X exp <q+x - m(p#zl sin(kx) — prasg cos(kx))) . (4.9)

Fiir die Myonen ergeben sich aus (4.7)) und der Definition (2.18)) die Volkov—
Zusténde vor dem Stof3

M el A
Vps(y) =4 VO (1 - Q(kp)> Ups

X exp (—Qy + (k—ejD)

(Pay sin(ky) — Pas cos(k‘y))) (4.10)

und nach dem Stof3

M e
Vs (y) = 4/ Voo (1 - Q(kLﬁ)) Ups:

(&

X exp (—Q’y + W(P/al sin(ky) — P'ay cos(k;y))) . (4.11)

Die Ubergangsamplitude fiir den Prozess pu~ — '~ + eTe™ lisst sich wie
folgt berechnen [BLPI1].:

o _
y/l*—nu,*—i-e*e* = Tf JI d4$d4y¢p757 (;L‘)'y'“’@/)p+s+ (CL’)
X D'u,y<x - y)@P’S’@)'YV‘I’PS(y) . (412)

Hier bezeichnen ay die Feinstrukturkonstante oy = 1/4/137 und ¢ die ima-
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gindre Einheit.
Den freien Photonenpropagator D, (r — y) kann man schreiben als

d*q Ameidl=y)
Dﬂu(z_y) :/<27T)4 qg gﬂ : (413>

Die Integrationsvariable ¢ stellt den Impuls des virtuellen Photons dar, das
zwischen den beiden Vertizes propagiert wird. Die Verwendung des freien
Photonenpropagators rechtfertigt sich dadurch, dass nur sehr kleine Laser-
feldparameter £ betrachtet werden. Daher liegt die Laserfeldstirke £ im
Ruhesystem des Myons deutlich unterhalb des kritischen Wertes aus ,
E K &,r. Somit sind Vakuumpolarisationseffekte, die eine Modifizierung des

Propagators verlangen, sehr klein und diirfen vernachlissigt werden (vgl.
[BM75]).

4.1.1 Der elektronische Anteil am Ubergang

Zunéichst wird nur der elektronische Ubergangsvertex, ¢, , ()7, (2),
betrachtet. Die Erzeugung des Elektron—Positron-Paars wird, wie bereits an-
gedeutet, als Ubergang eines VolkovZustands im negativen Energiebereich,
Yp,s,, in einen Volkov—Zustand im positiven Energiebereich, 1, ,_, aufge-
fasst. Mit anderen Worten wird gemé&fl dem in der Dirac-Theorie vermittelten
Bild ein Elektron aus dem Dirac—See in das positive Energiekontinuum geho-
ben, wobei im See ein ,,Loch“ entsteht, das von uns als Positron interpretiert
wird.

Mit der Definition der Volkov—Zustédnde bzw. und den Regeln
aus Anhang@ fiir die Dirac-Spinoren kann man den elektronischen Ubergang
ausschreiben, wobei die Abkiirzung V fiir den Ubergang zwischen Zustéinden
(ohne Normierungskonstanten) eingefithrt wird:

V¢l

Vete— = Ep_s_ ($)7u¢p+s+ (l’) ’

_ _ el A u L el A ;
R [(1 2<kp>> i (”2<kp+>)
) exp(—i(—Q—x + 2(];) (p—ay sin(kx) — p_as cos(k;:c))))

2eps) (p+a1 sin(kz) — pias cos(kz))))
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- AV N\ o, e A
= Up_s_ (1 - 2(kp)> ’70’7 (1 + 2(kp+)) Upysy

- exp (i@(mal sin(kx) — pyas COS(]“U)))

: exp(—i(ka)(p_al sin(kz) — p_as COSU”)))

- exp (i(q+ + q,)x) : (4.14)
Mit der Abkiirzung

_ elap-)  e(azpy) j=1,2 (4.15)

YT kD) T k)

lassen sich die Exponentialfunktionen in Gleichung (4.14)) vereinfachen und
es ergibt sich durch Ausmultiplizieren der runden Klammern

= no_ € % € %
Ve+e* =Up_s_ (7 Q(kp_)/wv + 2(]{?]94_)7 yA
e? .
- 4(kp+)(kp_)Ay,y yA) ,Up+8+

: exp(—z'(al sin(kx) — ao cos(k:v))) - eXp <i(q+ + q_)a:> . (4.16)
Mit Hilfe der Vierervektoren
Hi= (5M0a _5u17 _5u2> _6u3) ) (417)

fiir die gilt
U= 7 =7" (4.18)

lassen sich die einzelnen Gamma—Matrizen in Feynmanscher Slash—Schreib-
weise darstellen (Vgl. Anhang [A]).
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Einsetzen des Viererpotentials A aus Gleichung (4.1)) fithrt zu

_ e e
Vetew = Up_s_ (//Jr (Z(k—er)AM% - m%ﬁ ) cos (k)

62

Wlds — ———olfyl) sin (k) — WMWA)

N (2(kp+) 2(kp-)

“Up, s, - exp(—i(al sin(kx) — ao cos(k:c))) - exp <z’(q+ + q,)x>

e2a’kH

=Up s ((/,[ - Wk) : exp(—i(al sin(kx) — ao cos(kx)))

e 1 1
+ 5([(143])_,_)//[%{1 - mdﬂﬁ/ﬂ] cos(kx)

1 1

+ [m//%& — mdﬂifl/} Sin(k?x))

: exp(—i(al sin(kzx) — ao cos(k:a:)))) Up, s, - €XP <i(q+ + q_)x> :

(4.19)

Bei der letzten Umformung wurde ausgenutzt, dass fir AFFA mit A aus
Gleichung (4.1]) und den Rechenregeln fiir Gamma-Matrizen aus Anhang
gilt:

AUMHA S bt cos? (k) + ol sin® (k)
+ (A ]l oo + doltylldy) cos(kz) sin(kx) cos(kx) sin(kx)
—_—
=0 =0
202 k'l . (4.20)

Mit der Abkiirzung
n = (kx) (4.21)

kann man die in Gleichung (4.19)) auftretenden periodischen Funktionen

f() = exp(=ilarsin(y) — azcos(n) ) . cos(n)f(n), sin(n)f(n) (4:22)
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in Fourierreihen entwickeln:

f(77) - Z Bne_mna

cos(n) f(n) = > Coe™™,
sin(n) f(n) = Dpe ™. (4.23)

Die Entwicklungskoeffizienten lassen sich, wie in Anhang [B] beschrieben, mit
Hilfe der gewohnlichen Bessel-Funktionen J,, darstellen. Diese besitzen die
erzeugende Funktion (Anhang[B] Gleichung (B.2)) bzw. [AS65])

e MG = N T (u)e” ™ (4.24)

Damit findet man fiir die Fourier-Koeffizienten aus Gleichung (4.23)

B, = Ju(a)e™®

1 . .
C, = 5 <jn+1 (@) ei(nt+1)mo + Jn—l(@> el(nl)fio> 7

1 ‘ .
Dn =5 (Jn+1(d) elntbim _ (@) e“”—l)%) (4.25)

mit dem Argument der Bessel-Funktionen

a=/a?+ a3 (4.26)

und dem Winkel 79, der bestimmt ist durch

SRS

cos(ny) = %, sin(ng) = (4.27)

o}
Der Summationsindex n bezeichnet hier die Anzahl der an diesem Vertex
absorbierten Photonen aus dem Laserfeld. Bei negativer Anzahl n werden
|n| Photonen emittiert.

Damit wird der elektronische Teil des Integranden in der Ubergangsamplitude
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m
0 .0
Verer =Ty o (070, (1) - LT
= e2a’kH o
_Up—s_nz_oo<(//[ 2(/€p+)(/€p,)]%) Bne
# 5 (Lt~ s
2\ (kp)"" T (kp) ™ "
1 1 —inn v
+ [mk{]f/@@ - m@ﬁ%{] - Dpe )) sy

- exp (i(Q+ + Q—):E)

= > Mt o) -exp(ilan + a)r) -exp(—imn) (428

n=—

mit dem dimensionslosen Matrixelement

M (6+,6 |n) = ps((// 2(/{:p+)(k‘p_)]%) Bn

e 1 1
+ 92 ([@Wifcﬁ - @@fl%ﬂ ~Cn

1 1
+ [@Wif% — m%ﬁ ] Dn>>vp+3+ .
(4.29)
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4.1.2 Der myonische Anteil am Ubergang

Vollig analog zum Vorgehen in Abschnitt (4.1.1)) kann man auch den myoni-
schen Anteil am Ubergang, ¥ prs/ (y)7" ¥ ps(y), behandeln:

_ VA O000
Vi = Vprsi(y)y"Vps(y) - %

o -5 o 08

- exp <Z(]:P) ((Pay) sin(ky) — (Pasz) cos(ky)))
. eXP<_i(l{;LP/)((P/a1) sin(ky) — (P'ag) COS(’WJ)))

exp(i(Q - Q)y) (4.30)
Ausmultiplizieren der runden Klammern unter Zuhilfenahme der Vierervek-
toren (4.17)) und der Relation (4.20|) und mit der Abkiirzung (vgl. (4.15))

B; = e((ZJ]'D],D)/) _ e((ZjD];) L =12 (4.31)

fiihrt zu

e2a’k”

Vi = Uprsr ((l/+ W% : exp(—i(ﬁl sin(ky) — fo COS(ng)))

- g(%m + ﬁmm cos(ky)
[y W+ s e sinte))

: exp(—i(ﬁl sin(ky) — B2 cos(k;y)))) Ups - exp (i(Q’ — Q)y) . (4.32)

Nun wird, analog zu Gleichung (4.21)), die Abkiirzung
K= ky (4.33)

eingefiihrt. Damit lassen sich die periodischen Funktionen in (4.32)),

g(k) == exp(—i(ﬁl sin(k) — (s cos(m))) , cos(k)g(k), sin(k)g(k), (4.34)
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in Fourierreihen entwickeln:
g(/‘&) _ Z FNe—iNn’
N=—00
cos(k) g(k) = Z Gye r
N=—o00

sin(k) g(k) = Z Hye "Ne (4.35)

Auch hier lassen sich die Fourier—Koeffizienten, wie im vorigen Abschnitt
beim elektronischen Anteil, mit Hilfe der erzeugenden Funktion der Bessel-
Funktionen (GI. (4.24])) finden und man erhalt:

Fy = Jn(B)e™N™,

1 _ _
Gy = 3 (JN+1(5) e!(N+Dro 4 In_1(0) eZ(N_l)"O) ,
1 _ _
v =5 (‘]Nﬂ(ﬁ) G gy 4 (B) e’“‘”’“) SNCEY

Hier ist das Argument der Bessel-Funktionen

B=1/5t+ 0 (4.37)
und der Winkel g ist gegeben durch
cos(ko) = %, sin(kg) = % (4.38)

Analog zum Elektronenvertex bezeichnet hier N die Anzahl der Photonen,
die am Projektilvertex absorbiert bzw. emittiert wird.
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Damit wird (4.32) zu

B oo 2 2k,1/ Nk
V,uu’:UP/S’ Z <(I/+WQ)FN(3 N

N=—00
1

e 1
ST+

(kP) dly] - Ge "

1 1 —iNK
+ [WW%@ + W@/Qy’/} - Hye )) Ups

- exp (i(Q’ - Q)y>
= i M (p, W |N) -exp(i(Q’—Q)y> -exp<—iNf€> (4.39)

N=—c0

mit dem Matrixelement

B 2 lej
MV(ILL,/J//’N> ::UP’S’<(1/+2 e a y)FN

(kP")(kP)
-5 (L + Gyt -G
1 1

+ [—l/%é + (P

(kP) i) HN)) Ups. (4.40)

4.1.3 Die gesamte Ubergangsamplitude

Setzt man die Gleichungen (4.28) und (4.39) sowie den Photonenpropagator
(4.13)) in den Ausdruck fiir die Ubergangsamplitude (4.12)) ein, so erhédlt man

o A Mm

K 2m)* V2 /2" QOQ"

JIf dratyaa TS M) g M)
n,N=—00

S -

*},LL/_Jre-’»e_ -

- exp (i(CJ+ +q- — nk‘)ft) - exp (i(Q’ -Q - Nk)?;)
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_ar. 2M 2 /
= o ZM ete|n) - M (u, (' [N)

i (27r)3V2«/ °Q
) jf die d4y d4q ela(z—y) . exp(i(q+ +q_ — nk:)x)

. exp (z’(Q’ Q- Nk)y) , (4.41)

wobei die Einsteinsche Summenkonvention benutzt wird (siche Anhang [A).
Die Integrale iiber die Elektron—Positron- bzw. Myonen-Koordinaten x bzw.
y lassen sich ausfiihren:

/d4y exp (i(Q’ -Q—q- Nk)y> /d4w exp (i(q +qr+q — nk‘)ﬂﬁ)
— [ty exp(i(@ - Q= g~ N)y) - (276 (q 01 + o~ k)
= (2m)*'(Q - Q —qg— Nk)- 2m)'6W (g + gy +q- —nk); (442)

dies fiihrt zu

_ay 2 27T 5Mm u ,
yﬂ‘—wl_-i-e'*‘e— - V2 Q/OQO ZM ee ‘n (M?M |N)

]

/d4q;254)(Q+q++q——nk) Vg+Q+Nk—-Q).
(4.43)

Das Produkt der Delta-Funktionen kann man wegen der allgemeinen Regel
d(a —b)o(a+c) = d(a — b)d(b + ¢) umschreiben,

0 (q+qs +q- —nk) - W (g+Q+ Nk — Q')

=6 g+ qr +q- —nk) - 6D (qs + - +Q = Q — (n+ N)k),
(4.44)

und man erhalt

y_ O./f 2

— _J . ,U«
w *)H/—+e+e_ - Z \/TQO ZM 6 € |7”L

, §W(q+qy +q- —nk

M (e, (/' |N)
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oy 2(2m)°Mm

o ‘VQ /ngngoQo

ST ME(ete n) - MG V)

gy +q-+Q —Q— (n+ N)k)
(¢4 +q- — nk)? ’

(4.45)

Gleichung beschreibt die Ubergangsamplitude. Um Ubergangswahr-
scheinlichkeiten zu erhalten, benttigt man das Absolutquadrat der Amplitu-
de. Dieses muss iiber alle moglichen Spins der auslaufenden Teilchen sum-
miert und iiber die Anfangsspinzustinde gemittelt, sowie iiber die Impulse
der auslaufenden Teilchen integriert werden. Also ist die vollsténdig differen-
tielle Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeit d°R

&R -

p=—p' ~tetes

2
e VLV Voo s
:‘Z Z M e (zﬁ)Bdg‘”(z )3 *q (27)? s (4.46)

S S'sy,s—

Durch die Division durch den Zeitfaktor T stellt eine Rate dar. V' ist
das Normierungsvolumen, das auch in der Normierung der Volkov-Zustinde
vorkommt. Dann entspricht V/(27)3 wegen i =1 (s. Anhang [A]) einem Ein-
heitsvolumen im Phasenraum.

4.2 Die Spinsumme iiber das Amplituden-
quadrat

In Gleichung (4.46) tritt die Spinsumme iiber das Amplitudenquadrat auf:

Z Z ‘ylf—wlf-ﬁ-ﬁe* |2

5 S'si,s

Ckf /
= : = MH(ete|n) - M (i, )| N)
25’: S/;s ¢ ? qo qO Q OQO nXJ;

——
Mgy g +Q -Q—(n+ N)k))2
(¢ +qy +q- —nk)?
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Y X Y g DM M)

S S'sy,5- n,N
O+ +Q —Q -1k
(¢ +qy +q- —nk)?

(4.47)

mit der Gesamtzahl r absorbierter Photonen®.
Aufgrund der Delta—Funktion tritt hier beim Quadrieren keine Doppelsumme
iiber r, 7" auf: offensichtlich gilt

0Dgs +0-+Q = Q=rk)dW gy +9- +Q' = Q—1'k)
=0, (09(qs +q- +Q — Q—1k))". (4.48)

Daher kann man die Summation iiber die Gesamtzahl absorbierter Photonen
r herausziehen und erhalt

ER e 7 B (1.49)

r>1r0

mit der Partialamplitude #")

() _ a5 (27)>Mm ,
il vetre- = \/WZMH ete|n) - My, p'lr = n)
(g + g+ Q' —Q—1k)
(¢+q4 +q- —nk)>

(4.50)

Das Betragsquadrat dieser Partialamplitude ist damit

pm—p' ~+ete ay V2 ¢° V2Q'0Q0

(g +4- +Q —Q —r1k))2
(¢+ +q- — nk)?

2 M2
) e [ = A2 0 [ Meeren)

My, | —n) -
(4.51)

Man beachte, dass sowohl n als auch N negativ werden diirfen. Dies entspricht dann
dem Fall, dass am jeweiligen Vertex |n| bzw. |N| Photonen emittiert werden. Weil
es zur Uberwindung der Energieschwelle aber nétig ist, dem Gesamtsystem Energie
zuzufiithren, darf die Gesamtzahl r nie negativ werden. Es miissen immer r > ry aus
(1.3) Photonen aus dem Laserfeld absorbiert werden. Wir sprechen dann von einem
r—Photonen—Prozess.
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und

0(qs +9-+Q - Q—rk))?

]; MU eTln) - Mol =) - =
= SN (ME(eFe I M (g = ) (M (ete )M o, o = )|

(5(qr +q- + Q' — Q —1k))?
. (g + ¢ —nk)?- (g4 + ¢ — n'k)?’ (4.52)

Wegen [BD64]

2m)*6W(X — k)2 =TV (X —rk) (4.53)

mit einem Zeitfaktor T von der Delta—Funktion iiber die 0-Komponente und
einem Volumenfaktor V' von den Ortskomponenten, ergibt sich

>N (M )M, 'l = ) (M (e [0 M (| =)'

(g +g +Q —Q—rk)’
(q+ +q- —nk)?- (¢4 +q- —n'k)?

=D Mierem )Ml I — n)M (. 1 fr = )M (eFe|n')

TV gy +q- +Q —Q—rk)
@2m) (g + - —nk)? - (g + g —n'R)? (4.54)

Fiir ein festes Paar (n,n’) kann man die Spinsumme iiber die Matrixelemen-
te ausschreiben. Fiir die Spinsumme 77" fiir eine Gesamtphotonenzahl r
mit der Kombination nn’ der am Projektil- und Elektron—Positron—Vertex
absorbierten Photonen gilt:

T = Y M (ete In) M, i [r = n) M, gl |r — n')M™ (eTe [n')
S,57 54,5
— Z M/'L(€+6_|n) (UP/’SI)Q (TAZ)Q,B (UP’S),@

S,S",s4,s—

(Ors)y (), Upns)y MP (eI, (4.55)
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wobei iiber doppelt auftretende Indizes «r, 5 = 1...4 summiert wird und die
Matrix

A=+ %)F — (b + ) Grn (456)
s g )] )

eingefithrt wurde. Mit Gleichung (D.11)) aus Anhang (D)) kann man die Sum-
me iiber den Spin des einlaufenden Myons .S ausfiihren:

> (Ups)y (Ups), = (F;J'WM)W : (4.58)

S

Damit lisst sich Gleichung (4.55) fiir die Spinsumme 77" weiter umformen:

nn' - ] " M Ay
= 3 s Oms), (80, (P (),

S’,s4,5_ N

TV
25/

(Uprgr)y M™(eTe|n)
- . +M /o
= 3 M) (Ts), (47, T (AY)

Sl75+78* ~

s

s
. (UP’,S’)O{/ MTV(€+6_ |7”L/)

_ o n +M An'
= Z MM(€+€ |TL) (UP’,S’)a (rAuP2M TAI/) (Uplvs/)a/
Ss4,5— aa!
- M (eTemn)
. PEM N\
e Z M“(€+€ |TL) <TANF2M T,AV) (UP,vS/)a(UP,vS/)o/
S’,84,5— aa ZS;/
- M (eTemn))
_ +M ., P+ M _
— i, + A"F AP fv + /
s+z$:—M (e ’ |n> (T g 2M ' V)ao/( 2M )a’aM (e ‘ ’n)
— nP—i_M _n’Pl+M (ot v+,
= Z Sp(rA“ SYi A 5N )M (eTe " In)M™(eTe |n').
S4,8—

(4.59)
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Analog dazu findet man fiir den elektronischen Anteil mit der Matrix

o= [( - z(lx_ﬂ]{_))gn T g(ﬁ% — ") C
+5 ("W = i) D] (4.60)

und unter Ausnutzung der Gleichungen (D.11)) und (D.12):

B ot o— Wi+ o= Mp(—&-_m _, Y-+ m
Z Mt (eTeIn)M™(eTe |n)—Sp(TFn 5 AL 5 ) (4.61)
S4,5—

Also ist die Spinsumme (4.55)

= Y ME(ee )My e — n) M, fr — )M (e e |n)
S,57,54,5—

— Sp (rrgm%mrf;,%;m) .Sp (,AZ A ;]‘WM Ar? IQXJM> . (4.62)

Diese beiden Faktoren enthalten jeweils Spuren iiber Produkte aus bis zu
acht Gamma-Matrizen. Die Berechnung dieser Spuren ist in Anhang [E] zu
finden. Die Resultate sind sehr lang; entsprechend werden hier sehr lange
Ausdriicke multipliziert. Dies ist analytisch kaum noch zu bewerkstelligen
und wurde daher in einer numerischen Berechnung der Paarerzeugungsraten
durchgefiihrt.

4.3 Die Integration iiber das Amplituden-
quadrat

In Gleichung wurde die differentielle Ubergangsrate dR eingefiihrt.
Wie in Abschnitt gezeigt, kann man die Spinsumme iiber das Ampli-
tudenquadrat auseinanderziehen und erhélt so fiir die Gesamtzahl r absor-
bierter Photonen (an beiden Ubergangsvertizes zusammen) jeweils einzelne
Ubergangswahrscheinlichkeiten.

Im folgenden soll mit R, die Partialrate fiir ein festes r bezeichnet wer-
den, mit dR, die differentielle Partialrate. Die Gesamtrate fiir Elektron—
Positron—Paarerzeugung setzt sich dann aus den Beitrdgen der jeweiligen
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Photonenzahlen zusammen:

R=>R, bzw. dR = dR,. (4.63)

Die Vollsténdig differentielle Partialrate d°R, berechnet sich nach den Glei-

chungen (4.46)) und ( - Al

Z Z % |2 VG Vg Vd3Q'
T oT e —utetem ! (2m)3 (27)3 (27)3
1 4(2m)°aim?M?
T V4(q1¢°Q0Q")
S VI§W(g, +q +Q —Q—rk)  V?
(¢+ +q- —nk)* - (¢4 +¢- —k)* (2m)°

Bq g B3

n,n’

(4.64)

mit der Spinsumme TT”"' aus Gl. . Wie man sieht, ist d° R, von der Wahl
des Normierungsvolumens unabhéngig. Durch die Normierung der Volkov—
Zustinde tritt ein Quotient 1/V* auf, der sich mit einem Faktor V3 von den
Differentialen und einem weiteren Faktor V' vom Quadrat der é—Funktion
(GL (4.53)) aufhebt. Die Division durch den Zeitfaktor 7" (vgl. (4.46)) hebt
sich mit dem Faktor 7" aus dem Quadrat der Delta—Funktion auf. Somit ist
(4.64]) auch von der Wahl dieses Faktors unabhéngig.

Uber einen der Dreierimpulse in kann man mit Hilfe der Ortskompo-
nenten der Delta—Funktion integrieren. Dies legt 0.B.d.A. den Impulsvektor
des erzeugten Positrons fest. Damit erhélt man fiir die differentielle Partial-
rate

22172
Qafm M ‘ Z o’
(27)3 - qiqgQ’OQo T

S (% + ¢ + Q" — Q" —rk?)
(¢+ + ¢ — nk)*(¢+ + q- — 'k)?

&R, :(

d?’cf_d?’@)

G4 =Q+rk-Q'~q-

(4.65)

Fiir die weiteren Integrationen miissen zwei Transformationen vorgenommen
werden. Zunéchst wird ins Schwerpunktsystem transformiert, weil dort die
Kinematik in der Delta—Funktion weniger kompliziert ist. Anschliefend wird
noch eine Koordinatendrehung vollzogen.
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4.3.1 Transformation ins Schwerpunktsystem

Fiir jede Anzahl absorbierter Photonen r ldsst sich ein Schwerpunktsystem
finden, in dem die Summe aus den Dreierimpulsen des einlaufenden Myons
und der r Laserphotonen 0 ist, also

1
5 cm,r . 0
2
Qemyr = imr | =7 Kemy = —1 0 , (4.66)
3
cm,r wcm,r

wobei die mit dem Index e¢m, r gekennzeichneten Gréfien sich auf das Schwer-
punktsystem beziiglich der Photonenzahl r beziehen.
Vom Ruhesystem des einlaufenden Myons transformiert sich die Laserfre-

quenz w zu
1 - ﬁcmr |@cmr’
TWemy = TWy | ————, e = — . 4.67
TN T oy P T g (4.67)

Wegen (4.66|) sind dann

rw
M, +rw

\/ M, (4.69)
TWemy = TWA | ————— . .
’ M, + 2rw

Der Schwerpunkt bewegt sich also vom Projektilsystem aus betrachtet mit
dem Lorentzfaktor

5cm,r = (468)

und

1
= — 4.70
Y = (4.70)
Aus der Schwerpunktsbedingung
Cjcm,r + T]Zcm,r =0 (471)

folgt fiir den effektiven Impuls des erzeugten Positrons, der durch das Integral
iiber die Ortskomponenten der Delta—Funktion in (4.64) festgelegt wurde:

(§+)cm,r = _@;m,r - ((Tf)cm,r . (472)
Mit der Abkiirzung

E=Q° +rkl

cm,r cm,r

(4.73)



38 KAPITEL 4. ANALYTISCHE RECHNUNG FUR MYONEN

folgt fiir die differentielle Partialrate d® RS™" im Schwerpunktsystem
227712
(@ qgjifgf o0, 2 T
OW(E = (¢D)emr = (@2 )ems — Qi)
(@) emr + (0 )emr — Mhiemr )2 (¢4 )emr + (0= )emr — 1 kem,r)?
AT e D, ) (4.74)

6 pem,r __
AP RO =

—

(q+)6qu:7Q/cm,r7((T—)Cm»T

Da die weitere Rechnung im Schwerpunktsystem stattfinden wird, wird der
Index c¢m, r von hier ab weggelassen.

4.3.2 Koordinatentransformation

Fiir die Integration iiber die beiden verbleibenden Impulse im Schwerpunkt-
system wird eine Transformation in Kugelkoordinaten durchgefiihrt. Das Vo-
lumenelement d3¢_d3Q’ transformiert sich zunichst wie iiblich

BPq - Q= |7-2d|7 | sin(9_)dI_dp_ - |Q'[2d|Q| sin(0)dO'dg . (4.75)

Die Integration iiber die Impulsbetréige wird noch auf die Energiekomponente

transformiert:
Wegen
71 =1/q5 — m? (4.76)
ist q
— 0
dlq| = |adqo. (4.77)

Fiir die Integration iiber den Myonenimpuls nach dem Stofl wird von der
Symmetrie des Prozesses Gebrauch gemacht: die x—z—Ebene wird 0.B.d.A.
so gelegt, dass der Azimuthwinkel des Myonimpulses nach dem Stofl ¢ =0
ist. Dann liegt der Impulsvektor des auslaufenden Myons immer in der z—z—
Ebene und die Integration iiber d¢’ liefert den konstanten Faktor 2.
Weiter sieht man

sin(d_)dd_ - sin(0)df" = (—d(cosV_)) - (—d(cos b)) = d(cosI_)d(cosb'),
(4.78)
und man erhélt

Pq - dPQ =27 - * Q|7 ||Q'| - dg®d(cos ¥_)dp_ - dQ"d(cos 0')d¢ . (4.79)
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Also wird die Partialrate R, , im Schwerpunktsystem fiir ein bestimmtes r
zZu

2 2M2 . —‘_ =
Remy = / dq® d(cos¥_)dp_ - dQ"d(cos ) (afm 17-1|Q']

212 - 2.Q°
o SW(E —q) — ¢ — Q")

r

— (q+ +q- —nk)*(q4 +q- — n'k)2>

—

Gr=—Q'~q-

Um nun iiber die energieerhaltende Delta—Funktion zu integrieren, bedient
man sich eines Tricks [Mor71]: Fiir das auslaufende Elektron fithrt man eine
weitere Koordinatentransformation durch. Man betrachtet seinen Impuls in

einem Koordinatensystem, in dem der Impuls des auslaufenden Myons Q"
die polare Achse bildet. Damit wird der Impuls des Elektrons ¢_ durch den

(4.80)

Winkel mit C_j’ , also den neuen Polarwinkel ¢ , und einen entsprechenden

Azimuthwinkel ¢’ beschrieben.

~!

2z
¢ |
I
I
I
I
19 I
- ped B
q-
9/ (I
0 L
[
| \
0
t 7 Y
\\\\ \ /
N | / Y
P ~ 1 /) /
‘ﬁ\\{/ Vo
= TN~V
i SN

Abbildung 4.1: Skizze der Koordinatentransformation. Im urspriinglichen
System (schwarz) ist die polare Achse in Richtung des Wellenvektors des

Lasers. Im gestrichenen System, in rot dargestellt, ist die Richtung des ge-
streuten Myons die Polarachse.

Da der Azimuthwinkel des auslaufenden Myons ¢ = 0 gesetzt wurde, ent-
spricht diese Transformation einer Drehung des urspriinglichen Koordina-
tensystems, in dem der Wellenvektor des Lasers die z—Achse festlegt, um die
y—Achse um den Winkel ¢, also den von Cj’ und k eingeschlossenen Winkel
(Abb. [£.1). Bei der Rotation muss man die Richtungen beachten, in die die
Winkel gemessen werden: im jeweiligen Koordinatensystem werden die Polar-
winkel von der z—Achse aus gemessen. Wie man in der folgenden Abbildung
sieht, bedeutet dies, dass im gestrichenen System im mathematischen Sinne
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negative Winkel auftreten (Abb. [£.2). Man kann die Drehmatrix D daher

ot

Abbildung 4.2: Veranschaulichung des Auftretens negativer Winkel bei der
Rotation des Koordinatensystems.

schreiben als
cos) 0 —sind
D = 0 1 0 . (4.81)

sin 0 cosf

Somit lauten die Vektoren £, (@’ ) und ¢’ im gestrichenen System mit Q'
als z—Richtung

B . cosf 0 —sin@’ 0 —sin @’
kK = Dk = 0 1 0 0 | =k 0 :
sinf 0 cos@ K| cos '
. . . 0
(@) =D =1Q|0],
1
sin’_cos @’
und ¢-'=Dg=1q-| | sin?_sinp" (4.82)
cos v
und im Ausgangs—System mit k als z—Achse
L 0
k=|kl-{0],
1
sin ¢/
Ql = ‘Q/| ' 0 )
cos '
cosf 0 sinf sin_cos ¢’
g =D'q'=|q|- 0 1 0 | sind_sin

—sinf® 0 cosf cos
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sin @’ cos ¥’ — sin’_cos ¢’ cos
= |q-| —sin?’_sin ¢’
sin?’_sin @’ cos ¢’ + cos @ cosy_
sin_ cos ¢_
=|g_| | sind_sinp_ | . (4.83)
cosv_

Aus den letzten beiden Zeilen in Gleichung (4.83) kann man ablesen, wie sich
die Richtung des Elektronenimpulses transformiert und daraus die Jacobi—
Matrix erstellen:

cos_ = sin?_sin#' cosp’ + cosf cos_, (4.84)
—sin’_sin ¢’
_ =arct — — 4.85
L (sin ¢’ cos ¥ — sinv_ cos ¢’ cos 0’) (4.85)
und
do— dp_
dy’ d(cos '
J = (d(coﬁ??) décosﬂ_g) : (486)
dy’ d(cos¥’)

Das Differential kann man dann substituieren:
dp_dcost_ = |det J|d¢' dcos? . (4.87)

Wir zeigen nun, dass fiir diese Transformation die Jacobi-Determinante iden-
tisch 1 ist. Fiir die partiellen Ableitungen gilt:

dp-  dp_ dtangp_
de! dtanp_  dy

_cos® p_(sin® ¢/ cos® —sind’_cos ¥ cos ¢’ sind) (4.88)

N (sin @’ cos ¥ — cos 0’ sin ¥’ cos ¢’ )? ’ '
dp_  cos®p_(sin@' sin?’_sing’ + cos?_ sin#'sing’ /tan®)’ ) (4.89)
49 (sin 0’ cos ¥ — cos #' sin ¥’ cos ' )2 7 '
dcost_ sin @ cos ¢’

_ g — d 4.90

deosd. O tan ¥’ un (490)
dcos_
& = —sin# sin?’_siny’ . (4.91)
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(4.92)

Somit ist die Jacobi-Determinante

dp_dcosd_  dp_  dcosi_
dp’_dcosy_  dcosV_ dy"
cos® p_

detJ =

(sin @ cos ¥ — sin¥_ cos 0’ cos )2

9/
' ((Sin2 U cos# —sind’_cos ¥ cos ¢’ sind) (COS o — nfcons )

tan 9
cos_sin @ sin ¢’

- (— sin @’ sin’_sin ¢’ ( + sin @’ sin’_sin ¢’ ))

tan 6.
4.93)
Wegen
1
2
= 4.94
o8y 1+ tan?p_ (4.94)
wird der erste Faktor in (4.93)) zu
cos® p_
(sin @ cos ¥ — sin ¥’ cos @ cos ' )2
B 1
(sin @’ cos ¥ — sin¥’_ cos @ cos )2 + sin? ¢’ sin®
= (sin* 6 cos® ¥ + cos® ' sin* ¢’ cos® ¢’
—2sin @’ cos ¢’ sind’_ cos ¥’ cos ¢’ +sin® ¥ sin* ¢’ )" !
(4.95)

Der zweite Faktor in (4.93)) lédsst sich ausschreiben und wird

sin 0’ cos ¢’
(sin® 9" cos @' —sin¥’_ cos¥_ cos¢y’ sinf’) (cos 9 — t—ﬂlcp_)
an 1

cos ¥ sin @ sin ¢’
— | —sin @ sin?’_sin ¢’ -~ P~ | sin® sin ¥ sin '
tan 6"
= sin®¥_cos? @ — 2sin®_cos?¥_sin @ cos @ cos ¢’ + cos® ¥ cos® ¢’ sin? @’
+ sin? @' cos® ¥’ _sin? ¢’ +sin? @' sin*_sin® ¢’ . (4.96)
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Nun gilt

sin® ¥ cos® 0 = (1 — cos® ) (1 —sin*¢')
=1—sin?@ — cos* ¥ +sin? @ cos®> ¥,
(4.97a)

cos? o’ - sin® @' cos® ¥ = cos® ¢ - (1 — cos? ') (1 — sin® ")

= cos® ¢ (1 — cos? @' — sin® ¥ + sin® ¥’ cos* ') (4.97b)
und sin® 0’ sin® ¢’ = (1 — cos® ¢') sin” ¢_. (4.97¢)
Die Anteile (4.97a), (4.97b)) und (4.97¢) addieren sich zu

sin? @' cos® ¥ + cos® ¢'_sin® ¢’ cos? ¢’

-~

=:A
+ 1+ cos” ¥ — cos® ¢’ (cos® @ +sin®0 ) + (1 — cos®§') sin® ¢’
= A+2—sin?0 — cos? 0 —cos® ¢’ cos? @' —sin® ¢’ cos? § — cos® ¢’ sin® ¥

N

TV
=—cos2 ¢/

=A+2—cos’ V¥ — (cos’@ +sin? @ — cos® ¢’ sin® ¥

~~
=1

=A+1—cos®9_ — (1 —sin® ¢’ ) sin® .
= A+1—cos? ¥ —sin®¥_ +sin? ¢_sin?

=0
= sin? ' cos® ¥ 4 cos? ' sin? ¥’ cos? §' 4 sin? ' sin? . (4.98)
Setzt man (4.95) und (4.98)) in (4.93)) ein, so erhédlt man
det J = (sin® 6’ cos® ¥ + cos® ¢’_sin® ¥’ cos® ¢’

+sin® ¢’ sin® ¥’ — 2sin @’ cos ¢ sin’_ cos ¥’ cos ¢ )

- (sin® @' cos® ¥’ + cos® 0’ sin® ¢’ cos® ¢

—2sin ' cos @' sin’_cos ¥’ cos ¢’ + sin®¥_sin® ¢’ ) !
1) (4.99)

Damit ist das Differential aus (4.75))

Pq PG = 2m - °|7-|dq . dy’_d(cos ) - Q°|Q'|dQ d(cos ') (4.100)
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und die differentielle Partialrate im Schwerpunktsystem wird

d5R _ <Oz?cm2M2|(jHQ/| 'ZTnn/
cm,Tr 27T2 . qg—QO

OW(E —qf —¢° = Q")
(¢+ +q- —nk)*(q4+ + q- — n'k)?
- d(cos 9" )dy’ d(cos «9')dq0_dQ'0>

4.101
G4=-Q'~q- ( )
4.3.3 Durchfiihrung der verbleibenden Integrale

Aufgrund der Setzung (4.72)) fiir den effektiven Impulsvektor des erzeugten
Positrons im Schwerpunktsystem ist

B = \Jm2+ (@ + a2

— \JIGP + 1P + 2@ 1q-| cos 9" +m?. (4.102)
Nun wird geméaf
f(zi)
) dr = _— 4.103
/f(l‘) (g(lﬁ)) X g(go |g’($)|x:xi ( )

zunéchst iiber den Kosinus des von ¢ und @’ eingeschlossenen Winkels in-
tegriert. Hier ist

g(cos? ) :=FE — Q" —¢° — \/|Q,/|2 +|q-|? + 2|C_2"||cj'_| cos¥_ + m?

(4.104)
mit der Ableitung
_— .
Jiomit) - ——— 19U 91y
IO 17 12+ 2017 |cosv_ +m2 B
Diese Funktion besitzt genau eine Nullstelle bei
E_ /02_ _"/2_20 E— 10
g = E= QP —IQP =2 (E-Q°) 106,

2/
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Aus der Bedingung
lcos 9| <1 (4.107)

folgen die Grenzen fiir die Integration iiber die Elektronenenergie ¢°:

lcos 9| < 1
& |(B-Q") -10F -2 (E-Q")| <20dI7 |
& ((B-@0) —1@F -2 (F-Q")) <4FP () —n?) .

(4.108)

Dies fithrt nach einigen Umformungen zu

1 2 - 1 m
L E—Q’O Q'2 - — — . 4.109
<q 2( )> §| ‘ (4 ( 30 ‘;,‘2> ( )

Den Quotienten auf der rechten Seite von (4.109) kann man mit Hilfe der
Relationen (4.71)) und (4.73]) umformen

(E-Q°)" — QP = E? —2BQ° + M? =2E(Q° —Q").  (4.110)

N ¥ N

Damit folgen aus (4.109) die Grenzen £* fiir die Elektronenenergie ¢°

B 2
Si:%<E—Q'Oi|Ql|\/I_E(QQ+_*Q/0)) : (4.111)

Aus der Forderung, dass sich die Energie des auslaufenden Elektrons inner-

halb reeller Schranken bewegen soll, wird nun die obere Schranke @ .. fiir
die Energie des gestreuten Myons festgelegt.
0 0 2 0 o 2m;
E(Q"—-Q") >2m: & Q gQ—?. (4.112)
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Die rechte Seite kann man umformen:

2m?

M2
I R 0 __ 2 *
AL (M3E>

o0 oof @ —1QP
= Q Qm* (ME (QO + 7"]{?0))

o (@ -1d1) (¢ +141)

Q° -

w2 (Qv+141)
— 0 __
=0~ i (2@ 21)) . (4.113)
Daraus folgt fiir die Ungleichung (4.112))
2 2
0 My 0 M 0
< —=1(2|0 2 — =: . 4.114

Die untere Schranke fiir die Myonenenergie ist M,.
Damit kann man die Partialrate im Schwerpunktsystem schreiben

Rcmm:/ dQ/ dq/ dcos@/ dgpf 27 (0

cos ¥ =cos9°

(4.115)

Q'—q-

Tnn )
<; (¢+ +q- —nk)*(¢+ + ¢- — n'k)* /g, =

Diese Integration wurde numerisch durchgefiihrt.

4.3.4 Riicktransformation in das Ruhesystem des ein-
laufenden Myons

Die Partialraten R, , im Schwerpunktsystem fiir die jeweilige Photonenan-
zahl r mit den Lorentzfaktoren ~, werden wieder ins Ruhesystem des einlau-

fenden Myons zuriicktransformiert und addieren sich dort auf zur Gesamtrate
R: . .
R= ZRT: Z%Rcmr Z \/72 (4.116)
r=ro r=ro r=ro cm,r

Bei der Riicktransformation differentieller Paarerzeugungsraten muss ne-
ben der Zeitdilatation auch die Transformation der Differentiale beriicksich-
tigt werden. Die sechsfach differentielle partielle Paarerzeugungsrate trans-
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formiert sich wie [EM95, Miil03]

d°R, _ 7| 1
dQ"d(cos 0")d(¢')dq® d(cos V" )dy' Jem.r ‘(qqf)cm ol QL |
dﬁRcm,r

. (4.117
X 3G, d(eos B, Y Ad rA(@ Yo d(c0s T Yo d(F Sy 1Y)

Um experimentell {iberpriifbare Ergebnisse zu erhalten, muss man noch
ins Laborsystem zuriicktransformieren. Bewegt sich das Myon dort mit einem
Lorentzfaktor 7., so lautet die totale Paarerzeugungsrate R;,, im Labor-
system

R
YLab .
Die differentielle Paarerzeugungsrate transformiert sich analog zu [£.117]

RLab =

(4.118)
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Kapitel 5

Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die Resultate der Rechnungen vorgestellt und dis-
kutiert. Der erste Abschnitt befasst sich mit dem Vergleich der totalen Paa-
rerzeugungsraten fiir Myonen und Protonen als Projektilteilchen. Im ersten
Abschnitt wird zunéchst als analytisches Ergebnis gezeigt, wie die Rechnung
fiir Myonen als Projektile im Multiphotonenregime in diejenige fiir Protonen
iibergeht. Anschlieend werden die Resultate der oben beschriebenen numeri-
schen Rechnung fiir Myonen (GL. (4.117))) mit denen fiir Teilchen unendlicher
Ruhemasse (Gl. (3.17)) verglichen. Die Ergebnisse dieses ersten Abschnitts
beziehen sich alle auf das Ruhesystem des einlaufenden Projektils.

Im zweiten Abschnitt wird die Massenabhéngigkeit des Riickstofeffektes un-
tersucht. Anschliefend werden noch weitere differentielle Paarerzeugungsra-
ten diskutiert. Die in diesen beiden Abschnitten vorgestellten Ergebnisse sind
alle nicht auf das Ruhesystem des einlaufenden Myons riicktransformiert, son-
dern gelten fiir das Schwerpunktsystem.

Fiir den vierten Abschnitt wurde noch das Verhalten der Paarerzeugungsrate
fiir Projektile mit unendlicher Ruhemasse im Above-Threshold-Regime un-
tersucht. Hierfiir wurde in der numerischen Rechnung fiir unendlich schwere
Teilchen der Intensitdtsparameter & = 1 gesetzt.

5.1 Totale Paarerzeugungsraten im Multi-
photonenregime

5.1.1 Grenzwert fiir kleinen Intensitidtsparameter

Unter der Annahme eines sehr kleinen Intensitétsparameters & lédsst sich ei-
ne Naherung fiir den myonischen Vertex finden. Wegen = <« ¢ < 1, kann
man die effektive Masse des Projektilteilchens ungefahr gleich der Ruhemas-

49
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se setzen. Auflerdem ist der effektive Impuls dann gleich dem eigentlichen
Impuls:

M2
M,=MV1+Z2~M ud Q“=P + E2ﬁkv ~P.  (51)

Nimmt man nun noch nicht-relativistische Impulsénderungen durch den Stof3
mit den Laserphotonen an, so ist die Energie des gestreuten Myons im Ru-
hesystem des einlaufenden Myons (P* = (M, 0))

= ]5’/‘2 1 1 |P"2 “3’/|2
PO — /a2 P’2:M<1 | ) M(1 - )—M ~ M.
+| | + M?2 +2 M? + 2M

<1

(5.2)
Betrachten wir nun das Argument der Besselfunktionen in der Entwicklung
(4.39). Im Ruhesystem des einlaufenden Myons ist 3

2 L (@ P2 (aaP)2 al P _ LA
B= B+ 5= \/ kP2 (kP kP T~ w( B - P
=m —

~~
~M <M
m /
~ £~ |AZ|<<1. (5.3)
<1 1 <1

Die gewohnlichen Bessel-Funktionen wachsen fiir sehr kleine Argumente ge-
méf dem Potenzgesetz aus Anhang [B| an

In(B) o pN fir < 1. (5.4)

Somit sind in alle Entwicklungskoeffizienten mit hoher Photonenord-
nung vernachléssighar, nur die Terme mit NV = 0 sind relevant. Das bedeutet,
dass die Doppelsumme > 100 verschwindet und nur Summanden mit
n=mn'=rin die Ubergangsrate elngehen Damit kann die Summe iiber das

Spurprodukt in Gleichung (4.115]) geschrieben werden als

Z T’rm’ B rr (5 5)
(g, +q- —nk) (s +q- —n'k)?2 " (¢ +q — k)" '

Das heifit, dass am Myonenvertex keine Absorption oder Emission von Pho-
tonen stattfindet.
Die einzelnen Summanden der in (4.56)) definierten Matrixelemente , A” kann
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man dann abschitzen:

e*a’k, i
(o + 2(kP_)(k=P’)>FO
—_————

“a’k, 1 e%a®

k¥ Lo 1
2(kP-) (]{,‘Pi) 2 M22 Nig/Z '
—— N — 2
~woM o ~wM
e 1 1 a
—— = — Go~—EZx1
2((/@13)7“\5{.«&/;%13’3;\%/7“) O~ S
N——" ~woo~va N~~~ ~a ~w
~wM %wM
ot S W) o~ sE <1 (56)
o\(kp) n T2 kP’ 2o 2M“ '
\V]\T ~w o ~a N~~~ ~a ~w
rw ~wM

Somit ist der einzige wichtige Term ~,Fj. Die Spur fiir den Projektilvertex
(E.2) wird zu

P+ M 'F/JFM)zS <MF+M P+ M

Av 7= ’
oM "V T oM oM YT oM

sp(-4 R (5.7)
Fiir die regulére Besselfunktion .Jy gilt Jo(0) = 1 (vgl. Anhang [B} Abb.
B.1). Weil 3 < 1 ist, kann man daher |Fy|? ~ 1 annehmen. Mit Hilfe der
Definition der Dirac’schen Gamma—Matrizen aus Anhang [C] lautet die Spur
in (5.7) ausgeschrieben

 +M P+ M
Sp(%LP2M Y Yi >:25“05,,0. (5.8)

Wegen aus Anhang @ bedeutet dies, dass die Spinquantenzahl des
Projektils beim Stofl mit dem Laser erhalten bleibt. Eine Umkehrung des
Vorzeichens ist nicht erlaubt. Daher spielt der Spin des einlaufenden Projek-
tils in dieser Ndherung keine Rolle.

Mit findet man fiir das Betragsquadrat der Spinsumme (4.55))

1 / !/ / v — /
53 M )My = )M g | = 1) M (e )

S S's4,5-

1 / / _
=52 >, Mt eI Mo, i |0)My(, 1 |0) M (eT e |r)

S S'sy,s—

Ve — Mmooy~ +m
~ o r )
Sp(r mpgl ) (5.9)
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was gerade der Spur aus Gleichung fiir Projektilteilchen mit unendli-
cher Ruhemasse entspricht.

Zwei weitere Unterschiede treten zwischen der Rechnung fiir Protonen in Ka-
pitel [3] und der Rechnung fiir Myonen in Kapitel [4] auf: zum einen wird fiir
die Protonen durch das Quadrat des Dreierimpulses, fiir Myonen dagegen
durch das Quadrat des Viererimpulses des virtuellen Photons geteilt. Zum
anderen tritt in der Rechnung fiir Myonen eine zusétzliche Integration iiber
den Dreierimpuls des auslaufenden Projektilteilchens auf. Beriicksichtigt man
bei der Integration iiber die Ortskoordinate des Myons (Gleichung ),
dass am Myonenvertex nach keine Photonen absorbiert oder emittiert
werden, so erhalt man eine vierdimensionale Deltafunktion

sQ+q-Q);

mit den Néherungen (j5.1)) und ([5.2) fiir die 0-Komponenten des einlaufenden
und gestreuten Myons bleibt fiir die 0-Komponente der Delta—Funktion nur

5(q%) -

Das bedeutet, dass die 0-Komponente des Viererimpulses des virtuellen Pho-
tons 0 sein muss und daher gilt

2 2

1

q2

7l [
— gl |q1?
Also hebt sich auch dieser Unterschied zwischen den Ergebnissen fiir Myonen

und Protonen weg.
Die verbleibende dreidimensionale Delta—Funktion

S(Q+q—Q)

erlaubt es nun noch, das Integral iiber d*Q’ auszufiihren (siche auch [PS95],

S. 125).

Nach diesem analytischen Ergebnis miissen also im hier untersuchten Mul-
tiphotonenregime (§ < 1) die Paarerzeugungsraten fiir Myonen néherungs-
weise mit den Paarerzeugungsraten fiir Projektile mit unendlicher Masse
iibereinstimmen.
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5.1.2 Vergleich mit Ergebnissen fiir Protonen als Pro-
jektilteilchen

Die im vorigen Abschnitt gefundene Aquivalenz der Ergebnisse fiir Myo-
nen und schwerere Projektilteilchen im Multiphotonenregime lasst sich nu-
merisch iiberpriifen. Zu diesem Zweck wurden ein Ein—Photonen—Prozess bei
einer Photonenenergie von w = 2MeV und einem Intensitidtsparameter von
£ =1073 sowie ein Zwei-Photonen-Prozess bei w=900keV und £=7,5-10"*
untersucht. Der letztere Zwei-Photonen—Prozess wurde in [Ml03] ausfiihr-
lich behandelt. Das erlaubt einen direkten Vergleich der Ergebnisse fiir diese
Parameterkombination.

Zunachst wird der Ein—Photonen—Prozess besprochen, anschlieBend der Zwei—
Photonen—Prozess.

Ein—Photonen—Prozess

Zunichst werden die Beziehungen (5.5) und (5.9) tiberpriift, und anschlie-
Bend das Ergebnis fiir die totale Rate mit dem fiir Projektile unendlicher
Masse verglichen.

Wie in Kapitel [f] erwihnt, sprechen wir von einem Ein—Photonen—Prozess,
wenn die Gesamtzahl der aus dem Laserfeld absorbierten Photonen r» = 1 ist,
und von einem Zwei—Photonen—Prozess, wenn r = 2 ist. Die Anzahl der an
den einzelnen Vertizes absorbierten Photonen kann sich durchaus von r un-
terscheiden, sie darf sogar an einem Vertex negativ werden. Die Gesamtzahl r
absorbierter Photonen setzt sich aus der Summe der an beiden Vertizes absor-
bierten bzw. emittierten Photonenzahlen zusammen. Daher konnen verschie-
dene Kombinationen {n, n'} zu einem r—Photonen—Prozess fithren. Gleichung
besagt, dass in unserem Fall alle Terme in der Spinsumme vernachlassigt
werden konnen, die die Absorption oder Emission von Photonen im Myonen-
vertex beinhalten. Dann miissen am Elektronenvertex n = n’ = r Photonen
absorbiert werden. Um dies zu iiberpriifen, wurde der Beitrag von verschie-
denen Photonenordnungen untersucht. Abbildung zeigt das Ergebnis fiir
den Ein—Photonen—Prozess. Es sind alle Terme mit 0 < n,n’ < 2 dargestellt,
das heifit Falle, in denen am Myonenvertex entweder keine Absorption oder
Emission stattfindet, oder hochstens ein Photon absorbiert oder emittiert
wird.

Fiir die betrachteten Parameter sind alle Kombinationen von n und n’, die
die Absorption oder Emission von Laserphotonen am Myonenvertex zulassen,
mindestens drei Grofenordnungen kleiner als der Beitrag von n = n’ = 1.



o4 KAPITEL 5. ERGEBNISSE

w=2MeV, =103
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Abbildung 5.1: Beitridge der verschiedenen Photonenordnungen fiir den
Ein-Photonen—Prozess bei w = 2 MeV, ¢ = 1073. Deutlich dominant ist
der Term mit n =n' = 1, bei dem im Myonenvertex keine Photonenwechsel-
wirkung stattfindet.

Man darf also die Ndherung annehmen, dass n = n’ = r = 1 fiir den Ein—
Photonen—Prozess ist. Unter dieser Annahme ergibt die numerische Berech-
nung der Paarerzeugungsrate fiir den Ein—Photonen—Prozess bei w = 2MeV/,
£=1073

RG=Y =3,814-10% . (5.10)

m

Desweiteren impliziert (5.9)), dass in der Spinsumme nur die Terme mit
i = v = 0 wesentliche Beitrdge zur Erzeugungsrate liefern diirfen. Auch
das wurde numerisch iiberpriift. Fiir den Ein—Photonenprozess liefert der
Term mit u =v =0
r=1(, — 1, — () — 1091

Ry (p=v=0)=3,705-10"s"", (5.11)
also etwa 97,1% der ermittelten Totalrate.
Auch die Beziehung ([5.9)) konnte also fiir den untersuchten Ein—Photonen—
Prozess numerisch bestétigt werden. Es wurden dennoch in den weiteren
Berechnungen die anderen p—r—Kombinationen auch mitgenommen.

Die Rechnung fiir unendliche Projektilmasse liefert fiir den Ein—Photonen—
Prozess im Ruhesystem des einlaufenden Projektils eine Paarerzeugungsrate
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von
R"=Y —3903-10% . (5.12)

m—00

Das Ergebnis fiir Projektile mit Myonenmasse liegt daher mit dem Wert von
3,814 - 109! (GL. (5.10)) bei ca. 94,7% der Rate fiir unendliche Projektil-

masse.

Zwei—Photonen—Prozess

Fiir den Zwei-PhotonenProzess bei w = 900keV , € = 7,5-10~% erhilt man
unter der Annahme (5.5)), also fiir n = n’ = 2 eine Paarerzeugungsrate von
R(=*) = 187,526 ". (5.13)
Der untersuchte Zwei-Photonen-Prozess ergibt im Falle der unendlichen
Masse
R"=2 — 192 89957 ! (5.14)

m—0o0

somit betrigt die Partialrate fiir Myonen als Projektilteilchen etwa 97, 2%
der Partialrate fiir Projektile mit unendlicher Ruhemasse. Auch hier kann
man den Anteil des Spinsummen—Terms mit ¢ = v = 0 untersuchen, um
die Relation zu iiberpriifen. Fiir den Zwei-Photonen—Prozess betrigt
besagter Term mit

RG=(u=v=0) =183,392s"" (5.15)
etwa 97,8% der totalen Rate.

Bei der Betrachtung der Relation stellte sich ein iiberraschender
Effekt ein: Im Falle von n = n’ = 1, also wenn eines der beiden insgesamt
absorbierten Laserphotonen am Myonenvertex, das andere am Vertex des
erzeugten Paares absorbiert wird, so treten Singularitdten auf und die In-
tegration divergiert. Eine genauere Untersuchung zeigte, dass der im freien
Photonenpropagator auftretende Faktor ¢~2, der sich in Gleichung
in quadrierter Form (g, + q_ — nk) %(qy + ¢ — n’'k)~? wiederfin-
det, an einigen Stellen singuldr wird. Also verschwindet an diesen Stellen
das Quadrat des Viererimpulses des zwischen den beiden Vertizes propagier-
ten Photons. Das bedeutet, dass dieses Photon masselos ist. Es handelt sich
also nicht um ein virtuelles, sondern um ein reales Photon. Der Paarerzeu-
gungsprozess lasst sich in diesen Fiéllen in zwei Prozesse zerlegen: zunéchst
absorbiert das Myon ein Photon aus dem Laserfeld und emittiert ein reales
Photon. Dieses wiederum zerfillt beim Stofl mit einem Photon aus dem La-
serfeld in ein Elektron—Positron—Paar. Es tritt hier also ein Breit—Wheeler
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Prozess (|1.1]) auf.

Wie man sieht, ist die Aussendung eines realen Photons nur in einem Laser-
feld moglich: nur hier wird von der Summe der Viererimpulse des erzeugten
Paars noch ein endlicher Impuls nk abgezogen, so dass das Viererquadrat des
Photonenimpulses ¢? = (¢, + ¢ — nk)? = 0 werden kann. Dieses Phéinomen
wurde in anderen Konfigurationen zur Paarerzeugung hauptséachlich fiir grofie
Intensitdtsparameter £ gefunden. Dass es hier, bei einem Intensitatsparameter
von weniger als 1073 auftritt, ist daher iiberraschend. Andererseits ist sein
Auftreten physikalisch durchaus erlaubt.

Die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrte Rechnung berticksichtigt nicht,
dass der Paarerzeugungsprozess sich unter realen Bedingungen in einem end-
lichen Laservolumen abspielt. Daher hat ein reales Photon, dessen Existenz
im Gegensatz zu einem virtuellen Photon nicht durch die Unschéarferelation
eingeschrénkt ist, quasi ein unendliches Volumen zur Verfiigung, um in ein
Elektron—Positron—Paar zu zerfallen. Die Paarerzeugungsrate wird also hier
unnatiirlich grol. Zur exakten Behandlung dieses realen Photons darf man
nicht langer den freien Photonenpropagator verwenden, sondern muss
stattdessen auf einen sogenannten Volkov—Propagator zuriickgreifen. Es gibt
auch eine Methode, um das zur Verfiigung stehende Phasenraumvolumen ab-
zuschétzen und die Singularitdten ,,auszuschalten“. Hierbei wird den Viere-
rimpulsen des erzeugten Elektron—Positron—Paars noch ein kleiner imaginérer
Anteil hinzuaddiert, der fiir eine gewisse Dampfung sorgt. Damit erhédlt man
dann einen sogenannten Dirac—Volkov-Propagator. Bei der Integration iiber
den Phasenraum treten damit aufgrund der sehr geringen Breite der Sin-
gularitdten nur sehr kleine totale Beitrage hiervon auf. Eine genauere Un-
tersuchung wiirde iiber den Rahmen dieser Diplomarbeit hinausgehen. Wir
verweisen auf [Lot08] und [NVRO7], wo diese Methode ausfiihrlich diskutiert
wird.

Um dennoch ein Gefiihl fiir die Wahrscheinlichkeit dieses Prozesses zu bekom-
men, fithren wir folgende Uberlegungen durch: die Fourier-Entwicklungen
fiir den Elektronen- und fiir den Myonenvertex sind unabhéngig
von der Wahl des Photonenpropagators. Wie wir unten sehen werden, ska-
liert die Paarerzeugungsrate fiir r am Vertex des erzeugten Paares absorbierte
Laserphotonen mit £2”. Dies liegt an dem in Abschnitt erwahnten Ver-
halten der Bessel-Funktionen (vgl. Anhang. Werden nicht alle r Photonen
am Elektronenvertex absorbiert, sondern wie in unserem Fall N = N’ =1
Photon am Myonenvertex und n = n’ = 1 Photon am Elektronenvertex, so
skaliert die Rate mit £2Z2, was wegen (4.3]) um einen Faktor m?/M? ~ 1075
kleiner ist als 2" = ¢*. Man kann daher davon ausgehen, dass der Beitrag des
Breit-Wheeler—Prozesses gegeniiber den anderen Beitrédgen vernachldssigt
werden kann. Im Weiteren wird angenommen, dass im vorliegenden Zwei—-



5.2. MASSENABHANGIGKEIT DER RUCKSTOSSVERTEILUNG 57

Photonen—Prozess der Hauptbeitrag zur Paarerzeugungsrate von dem Sum-
manden mit n = n’ = 2 herrithrt. Die Beitrage der anderen Photonenord-
nungen (auBer n = n’ = 1) erwiesen sich in der numerischen Uberpriifung
tatsdchlich als mindestens sieben Groflenordnungen kleiner als der Beitrag
vonn =n' = 2.

Sowohl im Ein-Photonen- als auch im Zwei-Photonen—Prozess ist die

Paarerzeugungsrate fiir das Projektil mit endlicher Masse etwas kleiner als fiir
unendlich schwere Projektilteilchen. Dies liegt an der hoheren Riickstoflener-
gie, die bei Myonen als Projektilteilchen zum Tragen kommt. Wie im néichsten
Abschnitt gezeigt wird, ist der Riickstof fiir Protonen um etwa zwei Grofien-
ordnungen kleiner als fiir Myonen; das macht sich in dem numerischen Er-
gebnis fiir die Paarerzeugungsrate bemerkbar.
Fiir beide Prozesse wurde aulerdem die Abhéngigkeit vom Intensitéitspara-
meter untersucht. Es zeigte sich, dass bei Verdnderung des Intensitétspara-
meters der numerische Vorfaktor der Paarerzeugungsrate in beiden Féllen
gleich blieb, wohingegen sich die Groflenordnung verédnderte. Setzt man et-
wa im Ein-Photonen—Prozess ¢ = 1074, so wird die Paarerzeugungsrate um
zwei GroBlenordnungen kleiner. Im Zwei-Photonen—Prozess liefert ein um ei-
ne Gréfenordnung verkleinertes € eine um vier Groflenordnungen verringerte
Paarerzeugungsrate. Die Paarerzeugungsrate fiir einen r—Photonen—Prozess
skaliert also im Multiphotonen—Regime mit 2. Dies wird durch das Verhal-
ten der Bessel-Funktionen (Anh. [B)) verstindlich.

5.2 Massenabhingigkeit der Riickstoflvertei-
lung

Die oben vorgestellte Rechnung ist exakt fiir elementare Spin—1/2-Teilchen,
mit der Einschrankung, dass fiir Elektronen als Projektilteilchen der un-
tersuchte Feynman—Graph nicht ausreichend ist. Durch die Ununterscheid-
barkeit von gestreutem und erzeugtem Elektron miisste hier noch ein Aus-
tauschterm berechnet werden; die vollstdndige Rate (ohne Breit—Wheeler—
Paarerzeugung) wire durch die Feynman-Diagramme in Abb. beschrie-
ben.

Fiir Protonen, die ja keine elementaren Teilchen sind, sondern aus Quarks zu-
sammengesetzt, miisste man eigentlich ein Feynman—Diagramm berechnen,
das den Paarerzeugungsprozess auf Quark—Ebene widerspiegelt. In Abschnitt
wurde gezeigt, dass im Multiphotonenregime die numerischen Resulta-
te fiir die Paarerzeugungsrate aus der Myonen- und der Protonenrechnung
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e e;

Abbildung 5.2: Feynman—Diagramm fiir den Prozess mit Elektron als Pro-
Jjektil.

ineinander iibergehen. Protonen sind wie Myonen Spin—1/2-Teilchen, so dass
die Spinsumme {iber die Spins der auslaufenden Teilchen mit der Mittelung
iiber die méglichen Anfagsspinzustéinde ebenfalls £ >~ ¢ > .5, s lautet. Man
kann die Protonen also als effektive Dirac—Teilchen behandeln.

Ein Einsetzen der Protonenmasse in den Programmecode fiir die Myonen-
rechnung diirfte also insbesondere im Multiphotonenregime zu keinen groben
Unstimmigkeiten mit dem tatséchlichen Sachverhalt fithren. Dies erlaubt es,
einen Vergleich der RiickstoBverteilungen fiir Myonen und Protonen als Pro-
jektile vorzunehmen.
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Abbildung 5.3: Vergleich der auf die Anfangsenergie skalierten

RiickstoBenergie fiir Myonen- bzw. Protonenmasse fiir einen Ein—Photonen—
Prozess bei w =2 MeV, € = 1073,
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w=900keV; £ =7,5x 1074
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Abbildung 5.4: Vergleich der auf die Anfangsenergie skalierten

RiickstoBenergie fiir Myonen- bzw. Protonenmasse fiir einen Zwei—Photonen—
Prozess bei w =900 keV, £ =7,5-107%.

Es werden wie im vorigen Abschnitt ein Ein—Photonen—Prozess bei der
Photonenenergie w = 2MeV und dem Intensititsparameter £ = 1072, sowie
ein Zwei-Photonen-Prozess bei w = 900keV und ¢ = 7,5 - 10~* untersucht.
Allerdings sind die folgenden Betrachtungen im Schwerpunktsystem aufzu-
fassen und nicht wie oben im Ruhesystem des einlaufenden Myons.
Gleichung fiir die maximale Energie des gestreuten Teilchens liefert im
betrachteten Ein-Photonen-Prozess einen minimalen Riicksto3 des Myons
von ca. 2-107°Q°. Beim Proton liegt die maximale Energie 4,6 - 10~7Q° un-
terhalb der urspriinglichen Gesamtenergie. Im Zwei-Photonen—Prozess liegt
die maximale erlaubte Energie des gestreuten Myons ca. 4,7 - 107°Q° unter
der Anfangsenergie. Das Proton muss hier mindestens 3,2 -107°Q° verlieren.

In den Abbildungen [5.3]und sind die auf die Anfangsenergie skalierten
Riickstofiverteilungen fiir ein Myon und fiir ein Proton zu sehen. Fiir den Ein—
Photonen—Prozess (Abb. wurden eine Photonenenergie von 2MeV und
ein Intensititsparameter ¢ von 1072 angenommen. Im Schwerpunktsystem
bewegt sich das einlaufende Myon dann mit einer Energie von 105,618 MeV;
das Projektil mit der Ruhemasse eines Protons (938, 272MeV) hat im Schwer-
punktsystem die Energie 938,274MeV . Die effektive Bewegungsenergie der
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Teilchen ist, wenn man die Lichtgeschwindigkeit weiterhin ¢ = 1 setzt,
Epin = Q° — M, (5.16)

also ca. 18keV fiir Myonen und ca. 2keV fiir Protonen.

Wie man sieht, liegt die wahrscheinlichste Riickstoflenergie fiir das Myon bei
etwa 105,612MeV. Nach GI. hat das gestreute Myon daher eine Be-
wegungsenergie von ca. 12keV’; es hat also ein Drittel seiner urspriinglichen
Bewegungsenergie beim Stof8 verloren. Fiir Protonen liegt die wahrschein-
lichste Energie nach der Wechselwirkung mit den Laserphotonen bei etwa
938, 2734 MeV , was einer Bewegungsenergie von 1,4keV entspricht. Das Pro-
ton verliert also ebenfalls etwa ein Drittel seiner anfinglichen Bewegungs-
energie. Gemessen an der urspriinglichen Gesamtenergie verliert das Proton
mit einer Differenz von 0, 6keV nur einen Anteil von ca. 6,4-1077Q°. Das My-
on dagegen verliert mit ungefihr 6keV einen Anteil von etwa 5,7 - 107°Q°.
Der relative Verlust fiir ein Teilchen der Protonenmasse ist also um zwei
Groflenordnungen kleiner als fiir ein Myon. Das Projektil mit der Proto-
nenmasse verliert relativ zu seiner Gesamtenergie nahezu keine Energie, im
Vergleich dazu spiirt das Myon einen deutlichen relativen RiickstoS.

Der gleiche Effekt ist fiir den Zwei-Photonen—Prozess in Abb. zu be-
obachten. Hier wurden eine Photonenenergie von 900keV und ein Inten-
sitdtsparameter von £ = 7,5-10* angenommen. Die Energie der einlaufenden
Projektilteilchen im Schwerpunktsystem belduft sich damit auf 105, 615MeV
fiir die Myonenmasse und 938, 274MeV fiir die Protonenmasse. Das ent-
spricht kinetischen Energien von 15keV fiir das Myon und 2keV fiir das
Proton. Auch in diesem Fall erfihrt das Myon beim Stoff mit den Laserpho-
tonen einen deutlich gréferen relativen Riickstofl als das Proton. Das Myon
wird auf eine Bewegungsenergie von ca. 8kel/ abgebremst, verringert diese
also um etwa 46, 7%. Das entspricht in der Gesamtenergie einem Verlust von
etwa 6,6-1075Q". Das Proton hat nach dem Stof eine kinetische Energie von
ca. 0,9keV, verliert also etwa 55% der Bewegungsenergie vor dem Stof}. Es
wird um ca. 1,1keV bzw. 1,2 - 1075Q" abgebremst. Also ist auch im Zwei-
Photonen—Prozess der relative Riickstofeffekt fiir das Proton deutlich kleiner
als fiir das Myon. Dieses Ergebnis bestétigt, dass die Ndherung unendlicher
Masse fiir Protonen tatséchlich angemessen ist.

Es fillt auf, dass der beim Stof verlorene Anteil der Bewegungsenergie fiir
Protonen und Myonen etwa gleich ist; beide verlieren im Ein—Photonen—
Prozess etwa ein Drittel ihrer Bewegungsenergie, beim Zwei-Photonen—Pro-
zess ca. 55%. Allerdings ist der relative Riickstof§ in beiden Fallen fiir das
Myon deutlich gréfler als fiir das Proton. Im Ein-Photonen—Prozess ist der
auf die urspriingliche Gesamtenergie bezogene Riickstofeffekt fiir das Myon
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um ca. zwei Groflenordnungen grofler als fiir das Proton, im Zwei—Photonen—
Prozess dagegen nur um einen Faktor 50. Dies erkldrt, dass im vorigen
Abschnitt die Ubereinstimmung der totalen Paarerzeugungsraten im Zwei-
Photonen—Fall etwas grofler war als im Ein—Photonen—Fall.
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Abbildung 5.5: Vergleich der RiickstoBverteilung fiir Myonen- bzw. Proto-
nenmasse fiir den Ein-Photonen—Prozess bei w = 2 MeV , € = 1073. Die griine
Skala am linken und unteren Bildrand bezieht sich auf die griine Kurve fiir
Myonen als Projektilteilchen, die rote Skala am rechten und oberen Bildrand
bezieht sich auf die rote Kurve fiir Protonen. Die Energie des einlaufenden
Myons im Schwerpunktsystem belduft sich auf 105,618 MeV, die des Protons
auf 938,274 MeV .

Verzichtet man auf die Skalierung der z—Achse bei der Darstellung der Riick-
stoflverteilungen, so kann man die Form der Kurven fiir die unterschiedlichen
Projektilmassen vergleichen. Dies ist fiir Myonen- und Protonenmasse in den
Abbildungen 5.5 und geschehen. Wie man sieht, dhneln sich die beiden
Riickstoflverteilungen fiir Myonen und Protonen sehr. Allerdings ist die ab-
solute Breite des Peaks im Protonen—Fall um etwas mehr als einen Faktor 10
kleiner, die Peakhthe aber knapp um einen Faktor 10 gréfler als im Myonen—
Fall. Dies fiithrt dazu, dass der numerische Wert fiir die Paarerzeugungsrate,
also das Integral iiber die RiickstofSverteilung, in beiden Féllen etwa gleich
grof} ist. Die Lage des Maximums liegt wie bereits diskutiert fiir Protonen
ca. eine Groflenordnung niher an der Anfangsenergie als fiir Myonen.

Wie oben erwéhnt, kann man die Rechnung fiir myonische Projektile nicht
einfach auf Elektronen {ibertragen. Man miisste hier der Vertauschbarkeit des
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Abbildung 5.6: Vergleich der Riickstofiverteilung fiir Myonen- bzw. Proto-
nenmasse fiir den Zwei-Photonen—Prozess bei w = 900keV, &€ = 7,5 - 1074,
Die griine Skala am linken und unteren Bildrand bezieht sich auf die griine
Kurve fiir Myonen als Projektilteilchen, die rote Skala am rechten und obe-
ren Bildrand bezieht sich auf die rote Kurve fiir Protonen. Die Energie des
einlaufenden Myons im Schwerpunktsystem belduft sich auf 105,615MeV | die
des Protons auf 938,274 MeV .

gestreuten Elektrons mit dem erzeugten Elektron Rechnung tragen. Im fol-
genden werden dennoch einige Abbildungen gezeigt, die durch Einsetzen der
Elektronenmasse als Projektil in die numerische Rechnung entstanden sind.
Es ist hierbei zu beachten, dass sie nur rein qualitativ die Eigenschaften
des Paarerzeugungsprozesses widerspiegeln. Desweiteren ist durch den viel
grofferen Riickstofleffekt der untersuchte Bethe-Heitler—Prozess gegeniiber
dem Breit—Wheeler—Prozess moglicherweise stark unterdriickt. Dies ist ein
weiterer Grund dafiir, dass durch die hier durchgefiihrte Rechnung in diesem
Fall keine direkt beobachtbaren Vorhersagen gemacht werden kénnen.

Im folgenden werden wie oben fiir Myonen und schwerere Teilchen ein Ein—
Photonen- und ein Zwei-Photonen—Prozess untersucht. Allerdings reicht hier
wegen rw > 4m, eine Photonenenergie von 2Mel' zur Paarerzeugung mittels
der Absorption eines einzelnen Photons nicht mehr aus. Es wurden daher als
Parameter fiir den Ein-Photonen-Prozess w = 2,2 MeV und & = 1072 und
fiir den Zwei-Photonen-Prozess w = 1, 1MeV und & = 107 verwendet.

Wie zu erwarten, darf man fiir leichte Teilchen wie Elektronen die Ndherung
(5.5) nicht mehr annehmen; auch Photonenordnungen, die die Absorption
oder Emission von Photonen am Projektilvertex beinhalten, kénnen sehr
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grofe Beitrige liefern. Abbildung[5.7) zeigt die wichtigsten Summen—Beitréige
fiir den Ein—Photonen-, Abbildung fiir den Zwei-Photonen—Prozess.
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Abbildung 5.7: RiickstoBverteilung der wichtigsten Beitrége zur Paarerzeu-
gung fiir Elektronen als Projektilteilchen fiir den Ein—Photonen—Prozess bei
w=22MeV, £ =1073.

Wie man im Falle der Absorption eines einzelnen Laser—Photons der Energie
2,2MeV sieht, ist hier die Paarerzeugungsrate durch Absorption des Photons
am Projektilvertex etwa halb so grofl wie durch Absorption am Vertex des
erzeugten Paars (Abb. . Die Beitrdge anderer Photonenordnungen sind
hier um mindestens 9 Groflenordnungen kleiner als die des Hauptbeitrags
mit n =n' = 1.

Im Vergleich zu dem 200-mal schwereren Myon erfihrt das gestreute Elek-
tron einen enormen Riickstofl. Das Myon wird beim Ein-Photonen—Prozess
um etwa 0,06%o0 der urspriinglichen Energie abgebremst. Fiir die betrachte-
te Photonenenergie w = 2, 2MeV belduft sich die Energie des einlaufenden
Elektrons im Schwerpunktsystem auf Q° = 874, 5keV, also Ej;, = 363, 5keV/ .
Die wahrscheinlichste Energie des gestreuten Elektrons liegt ca. 352keV un-
terhalb der Anfangsenergie. Also verliert das Projektilelektron etwa 40% der
Gesamtenergie vor dem Stofl. Es hat dann eine Bewegungsenergie von ca.
11, 5keV, verliert also 96.8% seiner anfinglichen Bewegungsenergie. Wegen
der Relation fiir die maximale Energie des gestreuten Teilchens wird
das Elektron um mindestens 329, 67 keV gebremst, das sind 37, 7% der An-
fangsenergie und entspricht einer um 90, 7% verringerten Bewegungsenergie.
Auch ist die Riickstofverteilung im Falle der Elektron—Projektile deutlich
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Abbildung 5.8: RiickstoBverteilung der wichtigsten Beitrége zur Paarerzeu-
gung fiir Elektronen als Projektilteilchen fiir den Zwei—Photonen—Prozess bei
w=1,1MeV, £ =1073.

breiter als fiir Myonen. Dort gibt es eine deutlich bevorzugte Riickstoenergie,
um die herum die Kurve ein vergleichsweise schmales Maximum bildet. Die
Halbwertsbreite ist fiir Myonen ungefihr 3keV |, fiir Elektronen etwas weniger
als 30keV, also ist sie hier fast um einen Faktor 10 grofler.

Der Zwei—Photonen—Prozess bei w = 1, 1MeV fiir Elektronen als Projek-
tile ist in Abbildung [5.8| gezeigt. Dort sind die Beitrdge der drei wichtigsten
Photonen—Ordnungen aufgetragen, wobei der Term mit n = n’ = 1 den deut-
lichen Hauptbeitrag zur Paarerzeugungsrate liefert. Der Term mit n = n’ = 2
fithrt bereits zu einer um eine Gréflenordnung kleinere Partialrate, der Term
mit n = n’ = 0 liefert einen um drei Groflenordnungen kleineren Wert als
der Hauptbeitrag. Alle anderen Terme ergeben Beitrige, die mindestens vier
Groflenordnungen unter dem des Hauptbeitrags liegen. Dass hier der Term
den Hauptbeitrag liefert, der die Absorption eines Photons am Projektilver-
tex beinhaltet, scheint bei nicht—linearen Paarerzeugungsprozessen eine ge-
wisse Regelméfligkeit zu haben; bei der Untersuchung eines Drei-Photonen—
Prozesses zeigte sich, dass dort der Beitrag der Ordnung n = n’ = 2 der
groBBte ist. In diesem Fall sind auch gemischte Terme, etwa n = 0,n' = 2,
zum Teil groBer als Terme mit n = n/. Im vorliegenden Zwei-Photonen—
Prozess sind durch die Wahl der Photonenenergie 1, 1MeV sowohl die obere
Schranke fiir die Riickstoflenergie als auch die Anfangsenergie gleich denen
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fiir den Ein—Photonen—Prozess bei 2,2MeV . Die wahrscheinlichste Energie
des gestreuten Elektrons liegt ca. 345keV unterhalb der Anfangsenergie, das
sind ca. 39, 4% der urspriinglichen Gesamtenergie. Die Bewegungsenergie ver-
ringert sich in diesem Fall um ca. 94, 9% auf 18, 6keV . In beiden Fallen wird
das Elektron beinahe auf seine Ruheenergie abgebremst. Hier ist, anders als
bei schwereren Projektilen, der relative Riickstof fiir den linearen Prozess
etwas grofler als fiir den nicht—linearen.

5.2.1 Untersuchung der Genauigkeit der Rechnung fiir
Elektronen als Projektile

Man kann den linearen Bethe-Heitler—Prozess (Absorption eines einzelnen
Laserphotons) auch ohne die Beschreibung mit Propagatoren berechnen. In
diesem Falle kann man auf die Beriicksichtigung des Laserfeldes verzich-
ten und die gewohnliche Quantenelektrodynamik (QED) anwenden. Dies
wurde auch bereits in der Literatur untersucht’. Der Vergleich mit exak-
ten Rechnungen erlaubt es, fiir den betrachteten Ein—Photonen—Prozess mit
Elektronen als Projektilteilchen den Fehler abzuschétzen, der durch die Ver-
nachlissigung des Austauschtermes entsteht. Daneben existieren frithe Stu-
dien, die ebenfalls die Vertauschung des gestreuten mit dem erzeugten Elek-
tron auBer Acht lassen [Bord7a, Ghi47]. Fiir hohe Photonenenergien ist diese
Néherung durchaus berechtigt, wie eine Untersuchung von MORK aus dem
Jahre 1967 zeigt [Mor67]. Danach ist im Bereich hw > 16m.c® die Rechnung
von BORSELLINO korrekt, und der Austauschterm ist vernachléssigbar. Es
findet sich dort eine Tabelle mit Werten fiir den Wirkungsquerschnitt fiir
verschiedene Photonenenergien sowohl mit als auch ohne Beriicksichtigung
des Austauschterms. Nahe der hier genauer betrachteten Photonenenergie
findet man in der Tabelle I. auf S. 1067 in [Mor67] beispielsweise einen Li-
teraturwert fiir eine Photonenenergie von 2,25MeV, also 4,4 - m.c?. Um zu
iiberpriifen, in wie weit die urspriinglich fiir Myonen konzipierte Rechnung
auch auf Elektronen iibertragbar ist, wurde der Wirkungsquerschnitt fiir die-
se Photonenenergie aus unserer Ein—Photonen—Rate berechnet.

Aus der Paarerzeugungsrate erhélt man einen Wirkungsquerschnitt, indem
man die Rate durch den einfallenden Photonenfluss dividiert. Der Photo-
nenfluss berechnet sich als Quotient aus der Laserintensitdt I und der Pho-
tonenenergie w. Die Intensitdt ldsst sich in unseren Einheiten mit Hilfe des
in definierten Intensititsparameters £ berechnen (s. Anhang , GL

1 Siehe z.B. [BLP91] fiir Atomkerne als Projektile, [MOKG69] fiir Elektronen als Pro-
jektile.
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(A.10)):

£2 a2w2 m2€2 wQ m2w2 )

- = = 5.17
Am A e? Ar  Admay (5.17)

Daraus folgt fiir den Photonenfluss j im Ruhesystem des Projektilteilchens
(s. Anhang[A] Gl (A.11)):

I wm? ,
- = ) 5.18
w 47Tozf£ ( )

j=

Zur Berechnung des Wirkungsquerschnitts fiir Elektronen als Projektilteil-
chen im untersuchten Ein-Photonen—Prozess wurden die Beitrége aller Pho-
tonenordnungen, die die Absorption oder Emission von maximal einem Pho-
ton am Projektilvertex beinhalten, berticksichtigt (vgl. die Diskussion in
Abschnitt auf Seite . Es zeigte sich, dass das Ergebnis sich nicht
verdndert, wenn man nur die beiden Hauptbeitrige betrachtet, also die Fille,
in denen insgesamt nur ein Laserphoton — entweder am Projektilvertex oder
am Vertex des erzeugten Paares — am Prozess beteiligt ist. Umgerechnet in
SI-Einheiten erhilt man aus der hier durchgefiihrten Rechnung einen Wir-
kungsquerschnitt o von

o(w=4,4-m.) =2,36-10"*cm?. (5.19)

Der Tabelle in [Mor67] entnimmt man fiir den Borsellino-Querschnitt einen
Wert von
op(4,4-m.) =2,3-10"%cm?. (5.20)

Es ergibt sich also eine Abweichung von ca. 3% von der analogen QED-
Rechnung. Im Rahmen der Ndherung liefert unsere Rechnung also korrekte
Ergebnisse fiir den linearen Bethe-Heitler—Prozess. Unter Beriicksichtigung
aller relevanten Teilprozesse gibt MORK fiir diese Photonenenergie einen
Wert von

op(4,4-m,) =1,1-10"%cm? (5.21)

fiir den Wirkungsquerschnitt an. Somit fithrt der Austauschterm in diesem
Fall zu einer destruktiven Interferenz, die den Wirkungsquerschnitt um ca.
einen Faktor 2 verkleinert. Man darf den Austauschterm also in diesem Pa-
rameterbereich nicht vernachléssigen.
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Abbildung 5.9: Abhingigkeit der differentiellen Paarerzeugungsrate fiir
Myonen als Projektilteilchen von der Energie des erzeugten Elektrons. Die
roten Achsen am linken und unteren Bildrand beziehen sich auf die rote Kur-
ve fiir den Ein—Photonen—Prozess. Die griinen Achsen am rechten und oberen
Bildrand beziehen sich auf die griine Kurve fiir den Zwei—Photonen—Prozess.
Fiir die Energie des gestreuten Myons wurde jeweils die wahrscheinlichste
Energie eingesetzt, also 105,612MeV im Ein—Photonen- und 105,608 MeV im
Zwei—-Photonen—Prozess. Im Ein—Photonen—Fall tritt in der Mitte des erlaub-
ten Energiebereichs ein Minimum auf, im Zwei—Photonen—Fall ein Maximum.
Beide Verteilungen sind sehr flach.

5.3 Differentielle Raten im Schwerpunktsys-
tem

Im vorigen Abschnitt wurden die Riickstoverteilungen fiir verschiedene Pro-
jektilmassen untersucht. Im Folgenden werden nun noch die Winkelabhéngig-
keiten und die Abhéngigkeit von der Energie des erzeugten Elektrons disku-
tiert.

Hierfiir wurde in den aufeinanderfolgenden Integrationen in Gleichung
jeweils der wahrscheinlichste Wert der dariiberliegenden Integrationsvaria-
blen eingesetzt. Das heifit, dass zunéchst in die Integration iiber die Elektro-
nenenergie die wahrscheinlichste Riickstoflenergie des Projektils eingesetzt
wurde. Daraus wurde die Darstellung der zweifach differentiellen Partialra-
te >R, /(dQ"dq" ) gewonnen. AnschlieBend wurden dieselbe Riickstoenergie
und die wahrscheinlichste Elektronenenergie in die Integration iiber den Co-
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sinus des Polarwinkels des gestreuten Myons eingesetzt, was zu einem Gra-
phen fiir die entsprechende dreifach differentielle Partialrate fiihrt. Setzt
man nun noch die Stelle des Maximums aus der Polarwinkelverteilung in
die Integration iiber den Azimuthwinkel ¢’ des Elektrons ein, so erhilt
man die total differentielle Paarerzeugungsrate, also das Betragsquadrat der
Ubergangsamplitude pro Zeiteinheit, in Abhéingigkeit von diesem Winkel.
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Abbildung 5.10: Polarwinkel-Abhéngigkeit der differentiellen Paarerzeu-
gungsrate fiir Myonen als Projektilteilchen. Die kleine Abbildung zeigt die
Verteilung fiir den Zwei—Photonen—Prozess bei w = 900keV, £ = 7,5-1074, die
groBe fiir den FEin-PhotonenProzess bei w = 2,2MeV, ¢ = 1073, Aufgrund
der starken Ahnlichkeit wurde auf eine getrennte Darstellung verzichtet. Fiir
die Energie des gestreuten Myons wurde im Ein—Photonen—Fall 105, 612MeV
und im Zwei—Photonen—Fall 105,608 MeV angenommen. Fiir die Energie des
gestreuten Elektrons wurde 700keV bzw. 888keV angenommen.

In Abbildung [5.9] ist die Abhéngigkeit der differentiellen Partialrate von
der Energie des erzeugten Elektrons fiir Myonen als Projektilteilchen zu se-
hen. Die rote Kurve zeigt den Ein-Photonen—Prozess bei w = 2MeV, die
griine den Zwei-Photonen—Prozsess bei 900keV . Man sieht, dass die Vertei-
lung im Ein—Photonen—Fall ein Minimum in der Mitte des erlaubten Energie-
bereichs aufweist, im Zwei—Photonen—Fall dagegen ein Maximum. In beiden
Fillen ist die Verteilung sehr flach; fiir den Ein—Photonen—Prozess betrégt die
Tiefe des Minimums nur 0, 8% des maximalen Werts fiir die zweifach differen-
tielle Rate. Im Zwei—Photonen—Prozess belauft sich die Hohe des Maximums
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Abbildung 5.11: Abhingigkeit der differentiellen Paarerzeugungsrate fiir
Elektronen als Projektilteilchen von der Energie des erzeugten Elektrons. Die
roten Achsen am linken und unteren Bildrand beziehen sich auf die rote Kur-
ve fiir den Ein—Photonen—Prozess. Die griinen Achsen am rechten und oberen
Bildrand beziehen sich auf die griine Kurve fiir den Zwei—Photonen—Prozess.
Fiir die Energie des gestreuten Elektrons wurde jeweils die wahrscheinlichste
Energie eingesetzt, also 530keV im Ein—-Photonen- und 522keV im Zwei-
Photonen—Prozess. Im Ein—Photonen—Fall tritt in der Mitte des erlaubten
Energiebereichs ein Minimum auf, im Zwei—Photonen—Fall ein Maximum.
Beide Verteilungen sind sehr flach. Es ist jeweils nur der Hauptbeitrag von
n =n' =1 dargestellt.

auf 15% des Maximalwerts.

Betrachtet man Prozesse hoherer Ordnung, so sieht man, dass das Verhalten
der differentiellen Raten in nicht-linearen Prozessen qualitativ gleich ist. Au-
Berdem steigt die relative Hohe der Verteilung mit der Photonenordnung an.
So ergeben etwa ein Drei-Photonen—Prozess bei einer Photonenenergie von
500keV und ein Vier-Photonen—Prozess bei 400keV jeweils ein Maximum in
der Mitte des erlaubten Energiebereichs. Die relative Hohe dieses Maximums
der Verteilung belduft sich im Drei-Photonen-Fall auf 35% des Maximal-
werts, beim Vier—Photonen—Prozess auf 54%. Somit unterscheidet sich hier
der lineare Paarerzeugungsprozess deutlich von nicht-linearen Prozessen.
Abbildung [5.10] zeigt die Abhéngigkeit der Partialrate vom Polarwinkel des
gestreuten Myons fiir den Ein—Photonen—Prozess bei w = 2MeV und den
Zwei-Photonen—Prozess bei 900keV. Wie man sieht, gibt es in beiden Fallen
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Abbildung 5.12: Polarwinkel-Abhéngigkeit fiir Elektronen als Projektil
beim Ein-Photonen—Prozess bei w = 2,2MeV, ¢ = 1073. Die eingesetzte
wahrscheinlichste Energie des gestreuten Elektrons belduft sich auf 530keV,
die des erzeugten wurde auf 517keV gesetzt. Es ist nur der Hauptbeitrag zur
Paarerzeugungsrate dargestellt (n =n' =1).

ein sehr scharfes Maximum bei cos@ ~ —1, was dem Polarwinkel des ein-
laufenden Projektils entspricht. Das Myon wird also durch den Streuprozess
kaum abgelenkt, es setzt seine Bewegung entgegen der Richtung der Laser-
photonen fort.

Es werden nun auch differentielle Partialraten fiir Elektronen als Projek-
tilteilchen gezeigt. Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass diese unter Ver-
nachléssigung des Austauschterms erhalten wurden. Wie wir in Abschnitt
gesehen haben, fiihrt seine Beriicksichtigung zu einer erheblichen de-
struktiven Interferenz. Wir konnen daher aus der hier durchgefiithrten Un-
tersuchung allenfalls grobe qualitative Eindriicke gewinnen. In den folgen-
den Abbildungen ist fiir den jeweils betrachteten Prozess nur der Hauptan-
teil an der Erzeugungsrate abgebildet. Dieser stammt sowohl fiir den Ein—
Photonen—Prozess bei w = 2, 2MeV als auch fiir den Zwei-Photonen—Prozess
bei w = 1,1MeV von der Kombination n =n' = 1.

Betrachtet man nur den Hauptbeitrag, so weist die differentielle Partialra-
te in Abhéngigkeit von der Energie des erzeugten Elektrons ein dhnliches
Verhalten auf wie fiir Myonen als Projektile (Abb. : auch hier findet
man im linearen Paarerzeugungsprozess ein Minimum bei der Hélfte der zur
Verfiigung stehenden Energie, wohingegen im Zwei-Photonen—Prozess dort
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Abbildung 5.13: Polarwinkel-Verteilung fiir Elektronen als Projektil beim
Zwei—Photonen—Prozess in Abhédngigkeit der Energiedifferenz A von der Ma-
ximumstelle ¢° = 531keV fiir das erzeugte Elektron. Es wurde die wahr-
scheinlichste Energie Q" = 520keV fiir das gestreute Projektilelektron ein-
gesetzt. Es ist nur der Hauptbeitrag zur Paarerzeugungsrate dargestellt
(m=n"=1).

ein Maximum auftritt. Auch hier sind, wie im Falle der Myonen—Projektile,
die beiden Verteilungen sehr flach: die relative Tiefe des Minimums im Ein—
Photonen—Fall betrdgt nur 0,3% des maximalen Werts, die relative Hohe
des Maximums beléduft sich auf etwa 8% des Maximalwerts. Abbildung [5.12
zeigt die Abhéngigkeit der differentiellen Partialrate vom Polarwinkel des
gestreuten Projektilelektrons. Wie man sieht, ist hier die wahrscheinlichs-
te Bewegungsrichtung nach dem Stof§ ungefdhr gleich der Einfallsrichtung,
also der Laserpropagationsrichtung entgegengesetzt. Fiir die leichten Pro-
jektilelektronen tritt kein scharfes Maximum auf wie fiir die Myonen. Die
Verteilung ist sehr breit, das Elektron kann mit gewisser Wahrscheinlichkeit
in jeden Winkel gestreut werden. Wie im Falle der Myonen ist die Form die-
ser Verteilung unabhingig von der Energie ¢° des erzeugten Elektrons. Fiir
die Abb. wurde die wahrscheinlichste Energie des gestreuten Projektils,
Q" = 530keV, und willkiirlich die Energie ¢° = 517keV fiir das erzeugte
Elektron eingesetzt. Die Form der Polarwinkelabhéngigkeit ist unabhéngig
von der Energie des erzeugten Elektrons.

Abb. zeigt die Polarwinkelverteilung fiir verschiedene Werte der Ener-
gie ¢° des erzeugten Elektrons im Zwei-Photonen—Prozess mit Elektronen
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Abbildung 5.14: Total differentielle Partialrate in Abhéngigkeit vom Azi-
muthwinkel ¢’ des erzeugten Elektrons im Koordinatensystem mit Q’ als z—
Achse fiir Myonen und Elektronen als Projektilteilchen beim Ein—Photonen—
Prozess. Die rote Achse am linken Rand bezieht sich auf die rote Kurve fiir
Myonen mit Q° = 105,612MeV, ¢° = 985keV und cos# = —0,987. Die
griine Achse am rechten Bildrand bezieht sich auf die griine Kurve fiir Elektro-
nen als Projektilteilchen mit Q' = 530keV, ¢° = 527keV und cos 6’ = —0, 94.

als Projektilteilchen bei der wahrscheinlichsten Energie Q" = 522keV des
gestreuten Projektils. Wie man sieht, ist diese differentielle Rate von der
Energie des erzeugten Elektrons abhiingig. Die ¢°—Verteilung (Abb.
hat ein Maximum bei ¢° = 531keV. Die Form der Polarwinkelverteilung
ist symmetrisch im Abstand von dieser Extremstelle. Da dieses Verhalten
weder im entsprechenden Ein—Photonen—Prozess noch fiir Myonenprojektile
auftritt, liegt der Schluss nahe, dass es sich hierbei um eine Eigenschaft nicht—
linearer Paarerzeugung mit leichten Projektilteilchen handelt. Wie man Abb.
.13l entnimmt, dndert sich die Kriimmung der Polarwinkelverteilung mit der
Energie des erzeugten Elektrons. Die Kurve ist konkav fiir Energien nahe am
Rand des erlaubten Energiebereichs fiir das Paarelektron und konvex fiir die
Stelle des Maximums. Die Form verédndert sich in stetiger Weise. In jedem
Falle aber liegt der wahrscheinlichste Polarwinkel im Bereich cos @’ > 0. Dies
bedeutet eine Umkehrung der Bewegungsrichtung entlang der Laserachse.
Die Winkelablenkung des Projektils ist also im nicht-linearen Erzeugungs-
prozess deutlich stérker als im linearen Fall.
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Abbildung 5.15: Total differentielle Partialrate in Abhéngigkeit vom Azi-
muthwinkel ¢’ des erzeugten Elektrons im Koordinatensystem mit Q" als z—
Achse fiir Myonen und Elektronen als Projektilteilchen beim Zwei—Photonen—
Prozess. Die rote Achse am linken Rand bezieht sich auf die rote Kurve fiir
Myonen mit Q° = 105,608MeV, ¢° = 888keV und cos§’ = —0,987. Die
griine Achse am rechten Bildrand bezieht sich auf die griine Kurve fiir Elek-
tronen als Projektilteilchen mit Q'° = 522keV, ¢° = 531keV und cos§ = 1.

In Abbildung ist die Abhéngigkeit der differentiellen Partialrate von
dem Azimuthwinkel ¢’ des erzeugten Elektrons im Koordinatensystem mit

—

Q' gezeigt (vgl. Abschnitt [4.3.2). Hier ist die Verteilung sowohl fiir Myo-
nen als auch fiir Elektronen abgebildet. Im Ein—Photonen—Prozess hiangt der
wahrscheinlichste Polarwinkel des gestreuten Projektils in beiden Féllen nicht
von der Energie des erzeugten Elektrons ab, und die Verteilung dieser Ener-
gie weist ein Minimum etwa in der Mitte des erlaubten Energiebereichs auf.
Dies erlaubt einen direkten Vergleich der beiden Projektilspezies: es wurden
jeweils die wahrscheinlichste Energie Q" und der wahrscheinlichste Polarwin-
kel 6" des gestreuten Projektils sowie die Stelle des Minimums in der Energie
des Paarelektrons in die Integration eingesetzt. Wie man sieht, weisen die
beiden Kurven eine starke Ahnlichkeit auf. Die Form der Azimuthwinkel-
verteilung im linearen Paarerzeugungsprozess ist also unabhéngig von der
Projektilmasse.

Abbildung [5.15] zeigt die Abhéngigkeit der differentiellen Partialrate fiir den
Zwei-Photonen—Prozess. Auch hier sind die Verteilungen fiir Myonen und
Elektronen als Projektilteilchen dargestellt. Es wurden als Parameter jeweils
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die wahrscheinlichsten Werte fiir die Energie des gestreuten Projektils, die
Energie des erzeugten Elektrons und den Polarwinkel des gestreuten Projek-
tils eingesetzt. Anders als im Ein—Photonen—Fall unterscheiden sich die bei-

den Verteilungen deutlich voneinander. Wahrend fiir das Myon bei ¢’ =7
ein Minimum und bei ¢" = 7/2 bzw. 37/2 lokale Maxima auftreten, tre-
ten fir das Elektron bei ¢ = 7 ein Maximum und bei ¢’ = 7/2 bzw.

37 /2 lokale Minima auf. Dieser qualitative Verlauf fiir das Elektron dndert
sich auch nicht, wenn man fiir den Polarwinkel des gestreuten Projektils statt
cos ' = +1, was der wahrscheinlichste Wert ist, cos @’ = —1 einsetzt, was laut
Abb. ebenfalls mit einer grofen Wahrscheinlichkeit auftritt. Der qualita-
tiv verschiedene Verlauf mag an der unterschiedlichen {n,n’'}-Kombination
liegen: betrachtet man fiir die Elektronen—Projektile den {2, 2}-Term, so fin-
det man ebenfalls bei ¢/ = 7 ein lokales Minimum.

5.4 Above—Threshold—Regime fiir Projektile
mit unendlicher Ruhemasse
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Abbildung 5.16: Abhéngigkeit der Partialrate von der Anzahl absorbierter
Photonen fiir die Photonenenergie w = 30keV. Die minimale Anzahl absor-
bierter Photonen ist ro = 49, der Hauptbeitrag zur totalen Paarerzeugungs-
rate kommt von rp,.. = 94 absorbierten Photonen.

Die in Kapitel 3| zusammengefasste Rechnung fiir Protonen als Projektil-
teilchen wurde bislang {iberwiegend fiir das Multiphotonen- und das Tunnel—
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Regime betrachtet. Insbesondere die Abhéngigkeit der totalen Paarerzeu-
gungsrate von der Photonenenergie im Above-Threshold-Regime war bisher
noch unbekannt. Im Rahmen dieser Diplomarbeit wurde dieses Verhalten der
Rate untersucht.

Hierfiir wurde in einen bereits existierenden [Miil03] Programmcode zur nu-
merischen Berechnung der Paarerzeugungsrate durch Projektile unendlicher
Masse der Intensitéitsparameter & = 1 gesetzt. AuBerdem wurde weiterhin
eine zirkular polarisierte Laserwelle angenommen.

Abbildungen und zeigen die Abhingigkeit der Partialrate R, von
der Photonenordung r fiir absorbierte Laserphotonen der Energieen 30keV
und 900keV im Ruhesystem des einlaufenden Projektils. Wie man sieht,

w = 900keV
Te+13 i T
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Abbildung 5.17: Abhéngigkeit der Partialrate von der Anzahl absorbierter
Photonen fiir die Photonenenergie w = 900keV . Die minimale Anzahl absor-
bierter Photonen ist ryo = 2, der Hauptbeitrag zur totalen Paarerzeugungsrate
kommt von ry,.. = 4 absorbierten Photonen.

ist — wie im Falle der Photoionisation von Atomen in starken Laserfeldern
(siehe z.B. [BGK02,SHHKO06]) — in diesem Parameterbereich die Photonen-
ordnung, von der der Hauptbeitrag zur totalen Paarerzeugungsrate herriihrt,
stets grofer als die minimale Ordnung, ab der der Prozess erlaubt ist. Al-
lerdings bewegt sie sich in der gleichen Gréflenordnung. So ist fiir 30keV -
Laserphotonen die minimale Anzahl absorbierter Photonen r¢(30keV’) = 49,
die Anzahl, die zur grofiten Partialrate fithrt ist r,,,,(30keV) = 94. Fiir
900keV—Photonen ist 79(900keV’) = 2 und 7,4, (900keV) = 4.

Abbildung zeigt, dass die Anzahl absorbierter Photonen 7,,,,, die zur
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Abbildung 5.18: Anzahl absorbierter Photonen, die den Maximalbeitrag
liefert, rmqq, gegen die minimale Anzahl absorbierter Photonen 1. Der lineare
Parameter—Fit mit gnuplot ergibt eine Steigung von ca. 1,93.

Tmaac

grofften Partialrate R, fithrt, proportional zu der minimalen Anzahl r an-
wéchst. Ein linearer Fit mit Hilfe von gnuplot fithrt zu einem Proportiona-
litatsfaktor von ca. 1,93.

Tmaz ~ 1,979 fir £=1. (5.22)

Geméf Gleichung fiir die Mindestanzahl absorbierter Photonen wichst
ro umgekehrt proportional zur Energie der Laserphotonen. Somit ist auch
die Photonenordnung der maximalen Partialrate umgekehrt proportional zur
Photonenenergie, was bedeutet, dass sie im Above-Threshold-Regime um-
so grofler ist, je geringer die Laserintensitéit ist. Die lineare Abhéngigkeit
der Photonenordnung der gréfiten Partialrate von der minimalen Anzahl ab-
sorbierter Photonen ry ist mit anderer Proportionalitdtskonstante aus dem
Tunnelregime bekannt: dort fand YAKOVLEV den Zusammenhang [Yak65]

Tmaz ~ Erg  fiir £> 1. (5.23)
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Abbildung 5.19: Ry, gegen m./w. Der lineare Fit an den Logarithmus der
totalen Rate ergibt eine Steigung von —3, 76.

Trégt man die totale Paarerzeugungsrate R;; gegen das Verhiltnis aus
der Ruhemasse des Elektrons und der Photonenenergie auf, sieht man, dass
die Totalrate exponentiell von diesem Verhéltnis abhéngt (Abb. . Es
wurde mit Hilfe von gnuplot ein Parameter—Fit erstellt, der zeigt, dass

Ryt o< exp(—3,76 - E) (5.24)
w

ist.

Diese exponentielle Abhéngigkeit wurde bereits fiir andere Paarerzeugungs-
prozesse gefunden, insbesondere fiir die Erzeugung von Elektron—Positron—
Paaren beim Stofl zweier Laserfelder [HMKO06]. Dort ist der Faktor in der
Exponentialfunktion ebenfalls ca. —3.

Auch diese Abhéngigkeit weist, wie der Zusammenhang zwischen 7,,,, und
ro, formale Ahnlichkeiten mit dem Tunnelregime auf. Dort ist der Zusam-
menhang zwischen der totalen Paarerzeugungsrate und dem Verhéltnis m/w

geméf der Schwinger—Gleichung (|1.6))
R x exp(—%%) fir &€>1, (5.25)

wobei &, = m?/e und e€ = mwé verwendet, wurden.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der vorherigen Betrachtungen zu-
sammengefasst. Darauf folgt eine Abschidtzung der experimentellen Reali-
sierbarkeit des untersuchten Prozesses und ein kurzer Ausblick auf mégliche
weiterfithrende theoretische Untersuchungen.

6.1 Zusammenfassung

Es wurde der Bethe-Heitler—Prozess p+7ry — u/+ete™ untersucht, bei dem
ein relativistisches Projektilmyon beim Stoff mit einem Laserfeld durch die
Absorption von r Laserphotonen ein Elektron—Positron—Paar erzeugt. Hier-
bei wurde stets ein zirkular polarisierter Laser bei kleinem Intensitédtspara-
meter £ betrachtet.

Ebenfalls in einem zirkular polarisierten Laserfeld wurde mit einem bereits
vorhandenen Fortran-Programm fiir Projektile unendlicher Ruhemasse das
Verhalten der Paarerzeugungsrate im Above—Threshold-Regime untersucht.

Wir haben gesehen, dass im betrachteten Multiphotonen—Regime der ana-
lytische Ausdruck fiir die Paarerzeugungsrate mit Myonen als Projektilteil-
chen strukturell in denjenigen fiir Teilchen unendlicher Ruhemasse iibergeht.
Wegen des Massenunterschieds bleibt im Riickstofleffekt dennoch ein Unter-
schied bestehen.

Unter der Néherung, dass Protonen als effektive Dirac-Teilchen behandelt
werden kénnen, wurden die Riickstofiverteilungen fiir Protonen und Myonen
als Projektilteilchen miteinander verglichen. Fiir Elektronen als Projektile
wurden unter Vernachléssigung des Austauschterms die Riickstof3verteilungen
sowie differentielle Paarerzeugungsraten fiir lineare und nicht-lineare Bethe—
Heitler—Prozesse mit denen fiir Myonen als Projektile verglichen. Bei der

79
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Untersuchung des Riickstofles fiir verhéltnisméfig schwere Projektilteilchen
wie Myonen oder Protonen fallt auf, dass der Riickstoleffekt fiir lineare Paa-
rerzeugungsprozesse etwas kleiner ist als fiir nicht-lineare. In der hier durch-
gefithrten Untersuchung fiir Elektronen als Projektile war dagegen der Effekt
im Ein-Photonen—Prozess etwas grofler als im Zwei-Photonen—Prozess. Es
ist allerdings moglich, dass sich dies bei Hinzunahme des Austauschgraphen
wieder umkehrt.

Wie zu erwarten, erfahren leichtere Projektilteilchen einen deutlich groBeren
RiickstofS. Im Schwerpunktsystem ist der Energieverlust im Vergleich zu
schwereren Projektilen fiir Elektronen enorm. Insbesondere die Winkelver-
teilung ist fiir Elektronen um einiges breiter als fiir Myonen. Letztere fliegen
nach dem Stol mit dem Laserfeld mit leicht verringerter Energie entlang
ihrer urspriinglichen Bewegungsrichtung weiter, wiahrend fiir Elektronen je-
der Streuwinkel auftreten kann. Im linearen Prozess ist die wahrscheinlichste
Bewegungsrichtung weiterhin die des einlaufenden Elektrons, wohingegen im
nicht-linearen Prozess weit groflere Ablenkungen auftreten. Hier hangt au-
Berdem die Polarwinkelverteilung von der Energie des erzeugten Elektrons
ab. Fiir die wahrscheinlichste Energie ist eine Umkehrung der Bewegungs-
richtung des Projektilelektrons zu erwarten.

Fiir lineare Paarerzeugungsprozesse sind die differentiellen Paarerzeugungs-
raten qualitativ kaum von der Projektilmasse abhéngig. Den Hauptunter-
schied stellt der deutlich gréflere Riickstofeffekt fiir die leichteren Teilchen
dar, der sich sowohl in der Energie des gestreuten Projektils, als auch in
der Breite der Streuwinkelverteilung niederschlégt. Der wahrscheinlichste Po-
larwinkel des gestreuten Projektilteilchens ist sowohl fiir Myonen als auch
fiir Protonen ungefahr gleich dem Polarwinkel vor dem Stof. Desweiteren
stimmen sowohl die Energieverteilung, als auch die Winkelverteilung fiir den
Azimuthwinkel des erzeugten Elektrons fiir beide Projektilsorten qualitativ
iiberein.

Die Abhéngigkeit der Paarerzeugungsrate von der Energie des erzeugten
Elektrons weist deutliche Unterschiede zwischen linearen und nicht-linearen
Prozessen auf. Im ersteren Fall tritt fiir Myonen als Projektilteilchen etwa bei
der Hélfte der im Schwerpunktsystem noch zur Verfiigung stehenden Energie
ein Minimum auf, bei nicht-linearen Prozessen ein Maximum. Dieses Maxi-
mum wird immer ausgeprégter, je hoher die Photonenordnung ist. Dies héngt
mit der Abhéangigkeit der Paarerzeugungsraten von den Besselfunktionen zu-
sammen. Diese bevorzugen Symmetrie zwischen den Energien der erzeugten
Teilchen, was sich bei htheren Ordnungen starker auswirkt.

Im untersuchten Zwei—Photonen—Prozess trat bei einer bestimmten Konstel-
lation ein Breit—Wheeler—Prozess auf. Dies ist zunéchst iiberraschend, da
solche Prozesse bei anderen Paarerzeugungsszenarien eher bei sehr hohen
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Laserintensitdten vorkommen, hier aber immer eine sehr kleine Intensitét
betrachtet wurde. Der Breit—Wheeler—Prozess, der unter Aussendung eines
realen Photons stattfindet, ist mit dem hier verwendeten Formalismus auf-
grund der Beschreibung durch einen freien Photonen—Propagator nicht zu be-
schreiben. Allerdings kann man abschétzen, dass die Wahrscheinlichkeit fiir
diesen Prozess geringer ist als fiir die untersuchte Bethe-Heitler—Erzeugung,
so dass der totale Beitrag zur Paarerzeugungsrate klein ist und vernachléssigt
werden kann.

Fiir die Projektile unendlicher Ruhemasse wurde mit Hilfe eines bereits
vorhandenen Programmes ein exponentieller Zusammenhang zwischen der
totalen Paarerzeugungsrate und der Photonenenergie im Above—Threshold—
Regime ermittelt, der bereits fiir andere Paarerzeugungsprozesse in diesem
Parameterbereich gefunden wurde. Er dhnelt qualitativ dem Zusammenhang
im Tunnelregime. Auch der gefundene lineare Zusammenhang zwischen der
Photonenordnung mit der grofiten Partialrate und der minimalen Photonen-
ordnung &hnelt demjenigen im Tunnelregime [Yak65].

6.2 Experimentelle Realisierbarkeit

Um die Energieschwelle der Elektron-Positron-Paarerzeugung zu iiberwin-
den, muss aus dem Laserfeld mindestens die Energie 2m, + 2mZ/M,, absor-
biert werden. Daher muss der Laser entweder sehr hohe Intensitét besitzen,
um eine moglichst groffe Anzahl an Photonen zur Verfiigung zu stellen, oder
die Photonenenergie muss sehr grof} sein. In dieser Arbeit wurde der letztere
Fall theoretisch untersucht. Eine mogliche experimentelle Untersuchung setzt
aus zweierlei Griinden eine grofle kinetische Energie der einlaufenden Myo-
nen im Laborsystem voraus: einerseits kann nur durch einen grofien Lorentz—
Faktor « der Projektilteilchen mit den heutigen Photonenenergien und La-
serintensititen die Absorption einer ausreichend grofien Energie im Ruhe-
system des Myons gewéhrleistet werden. Zum anderen sind durch ihre kurze
Lebensdauer Experimente an Myonen nur sehr eingeschréankt durchfithrbar.
Bewegen sie sich mit relativistischen Energien, so ist die Lebensdauer durch
die Zeitdilatation verldngert. Es wird angenommen, dass die Lebensdau-
er des Myons in seinem Ruhesystem lang ist im Vergleich zur Pulsdau-
er des Lasers. Einen relativistischen Myonenstrahl kénnte man aus Expe-
rimenten wie dem TRIUMF (TRI University Meson Facility) in Kanada
erhalten [TRI]. Dort werden Myonen aus dem Zerfall von m—Mesonen ge-
wonnen, die ihrerseits aus dem Stofl relativistischer Protonen mit einem
Beryllium- oder Kohlenstoff-Target entstehen. Die so erhaltenen Myonen
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werden dann abgebremst, um beispielsweise myonische Atome zu untersu-
chen. Wiirde man sie stattdessen nachbeschleunigen, so kénnte man rela-
tivistische Energien erhalten, bei denen die Untersuchung des hier behan-
delten Paarerzeugungsprozesses moglich ware. Heutige hochfrequente VUV-
und Rontgenlaser, etwa der FLASH (Freie-Elektronen LASer in Hamburg)
am Deutschen Elektronen—Synchrotron (DESY), erreichen Photonenenergien
von um die 100eV [FLA]. Um damit im Ruhesystem des Projektilmyons Pho-
tonenenergien in der GroSenordnung von 2m,.c? zu erhalten, briauchte man
einen Lorentz—Faktor des Myons von etwa v ~ 5000. Der geplante XFEL (X—
ray Free—Electron Laser, ebenfalls am DESY in Hamburg) soll etwa im Jahre
2014 in Betrieb genommen werden und Photonenenergien um die 10keV lie-
fern [XFE]. Damit brauchte man also etwa einen Lorentzfaktor von ~ ~ 50.
Es existieren bereits Machbarkeitsstudien iiber Myon—Antimyon—Collider,
die Schwerpunktsenergien im 7T'eV-Bereich erzielen sollen [BL03, CABO0S|.
Das entspricht Lorentzfaktoren der einzelnen Myonenstrahlen von v > 4500,
was fiir unsere Zwecke mehr als ausreichend wére. Eine experimentelle Rea-
lisierung des hier untersuchten Paarerzeugungsprozesses ist also durchaus
denkbar, wenn modernste Laser- und Beschleunigertechnologien miteinan-
der kombiniert wiirden.

6.3 Ausblick

In einer moglichen an diese Arbeit ankniipfenden theoretischen Untersuchung
konnte die Rechnung fiir Elektronen als Projektilteilchen verbessert werden.
Beriicksichtigt man alle relevanten Teilprozesse, die zur Paarerzeugung bei-
tragen, insbesondere den Austauschterm fiir die Vertauschung des gestreuten
mit dem erzeugten Elektron, so erweitert sich der Giiltigkeitsbereich auch auf
Photonenenergien nahe der Schwellenenergie. Man konnte damit das in der
Einleitung erwéhnte SLAC—Experiment modellieren. Es wire interessant, wie
sich der Austauschterm auf die differentiellen Paarerzeugungsraten auswirkt.

Es wurde gezeigt, dass die numerischen Werte fiir die totale Paarer-
zeugungsrate fiir Myonen und Protonen als Projektile im Multiphotonen—
Regime (¢ < 1) gleich sind. Es stellt sich nun die Frage, ab welchem La-
serintensitdtsparameter £ sie sich signifikant unterscheiden. Sehr interessant
wére auch eine Untersuchung des Bereichs & ~ 200. Dort wird der Inten-
sitdtsparameter fiir die Myonen, = = {&m /M, ungefihr 1.



Anhang A

Festlegung der Notation

Natiirliches Einheitensystem

Abgesehen von der Einleitung wurde in der ganzen Diplomarbeit folgendes
natiirliche Einheitensystem benutzt:

Planck-Konstante und Lichtgeschwindigkeit: h =c =1

Elektrizitatskonstante: =1

TE
Elementarladung: e = /oy

Durch die Festlegung der Energieskala folgen dann die Einheiten fiir Masse,
Lange und Zeit. Wir wihlen als Einheit der Energie

[E] = 1MeV = 1,602 - 107" .
Aufgrund der Setzung 1/4mey = 1 lautet in diesen Einheiten das Coulomb—

Potential einer Elementarladung e im Abstand r

Ao = = (A1)

7]
Die Fourier-Transformierte des Coulomb—Potentials ist dann

4re

Ac() = 7 (A.2)
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im Impulsraum. Der ungewohnt wirkende Faktor 47 findet sich auch in der
Definition des freien Photon—Propagators (4.13)) wieder:

d*q Amena@=y) 5
Dﬂu(x_y) :/<27T)4 qg g“ : (A3>

Summenkonvention

Es wurde stets von der Einsteinschen Summenkonvention Gebrauch gemacht,
die besagt, dass iiber doppelt auftretende Indizes zu summieren ist.

Kovariante Darstellung

Um der speziellen Relativitédtstheorie Rechnung zu tragen, wurde die Rech-
nung in kovarianter Form durchgefiihrt. Die hier verwendete Metrik lautet

1 0 0 0
0O -1 0 0

Qe M —
Metrik: ¢"* = 00 -1 o0
o 0 0 -1

Kontravariante Vektoren berechnen sich aus den kovarianten geméfl
_ v
Ty = Gt ,

also ist fiir z# = (2°, 7)
0 —

, =)

Dann gilt fiir das Skalarprodukt zweier Vierervektoren

z, = (z

— by, — 0,0 22
(zy) = al'y, = 2"y" — Ty
und insbesondere fiir das Quadrat eines Vierervektors
2w (ON2 =22
r° =atr, = (") —|7]°.

Die vierdimensionale Einheitsmatrix wird mit 1 bezeichnet.

Elektrodynamik

Die elektrische Feldstirke wird mit £ bezeichnet, um Verwechslungen mit der
Energie F vorzubeugen. Das elektrodynamische kovariante Viererpotential
ist A* = (A% A). Der Feldstirkentensor lautet F* = OrA” — 9V A*. Es
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wurde die Strahlungseichung
(0A) =0, A" =0 (A.4)
fiir die Laserwelle verwendet!. Somit erhilt man fiir die elektrische Feldstéirke
E=—0"A. (A.5)
Daraus erhélt man fiir die Intensitét I der Laserwelle in unseren Einheiten

1 = = 1 =
I=—(E2+4+B?)=—¢&2 A.6
87T( * ) 4 7 (A.6)
wobei der Querstrich die zeitliche Mittelung bedeutet. B ist die magnetische
Flussdichte. In dieser Arbeit kommen nur zirkular polarisierte Laserwellen
mit
A" = (0,a,0,0)sin(kx) + (0,0, a,0) cos(kx) (A.7)
vor. Mit k* = w(1,0,0,1) ist dann

&2 = (=39A)? = w?a® (A.8)

und mit dem Intensitdtsparameter & aus Gleichung (2.17))

ea
= A9

=2 (A.9)

lasst sich die Gleichung fiir die Intensitét fiir eine zirkular polarisierte Laser-

welle der Amplitude a umschreiben:

1 2
1w
47 €2

202, (A.10)

Die zugehorige Photonendichte ist p = I/w in unseren Einheiten. Daraus
berechnet sich der bei dem Stofl eines Projektils mit einem Laser auftre-
tende Photonenfluss gemafl j = v,¢p, wobei v, die Relativgeschwindigkeit
zwischen Projektil und Laser ist. Im Ruhesystem des Projektilteilchens ent-
spricht diese Relativgeschwindigkeit der Lichtgeschwindigkeit, die hier ¢ =1

Eine Diskussion der Eichinvarianz des A2-Terms im effektiven Impuls ¢ und der
effektiven Masse m, findet sich in [Rei79]. Man beachte, dass hier nur Eichtransfor-
mationen zugelassen sind, die mit der Transversalitit der Laserwelle, (kA) = 0, sowie
ihrer ebenen Gestalt A* = A#(n) vertréglich sind.
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gesetzt wurde. Daher ist in unseren Einheiten der Photonenfluss

. 1 242
= . A1l
J 47rafm fw ( )

Dirac—Formalismus

Fiir die Diracschen y—Matrizen +* wird die gingige Standarddarstellung nach
[BD64] verwendet. Nach FEYNMAN wird fiir Produkte aus Gamma-Matrizen
mit Vierervektoren a die Slash—Schreibweise

7= (ya) = yua" (A.12)
verwendet, wobei

Tu = g,uy'yy (Al?))

gilt.
Adjungierte Spinoren bzw. Vierervektoren lassen sich mit Hilfe der Gamma-—
Matrizen darstellen:

P = piy° (A.14)

und fiir adjungierte Matrizen gilt

[ =~°TT4°, (A.15)

Eine Beschreibung des zur Herleitung der Paarerzeugungsrate verwende-
ten S-Matrix-Formalismus findet sich beispielsweise in [BK64].



Anhang B

Gewohnliche zylindrische
Bessel-Funktionen

In der Berechnung der Paarerzeugunsraten in Kapitel[d und auch schon in Ka-
pitel [3] traten Bessel-Funktionen J, () als Fourier—Koeffizienten auf!. Hierbei
handelt es sich um gewohnliche Bessel-Funktionen ganzzahliger Ordnung?.
Diese sind Losungen y(x) der Differentialgleichung
d’y  dy

2 2 2y, _
Es wurde bereits Gebrauch von der Tatsache gemacht, dass die gewhnlichen
Bessel-Funktionen eine erzeugende Funktion besitzen [AS65]:

e lwsinn Z Jo(z)e™™mm (B.2)

n=—0oo

Mit deren Hilfe kann man die in der Ubergangsamplitude auftretenden Funk-
tionen (4.23) und (4.35)) in eine Fourier-Reihe entwickeln, deren Koeffizienten

gewoOhnliche Bessel-Funktionen enthalten. Dort treten die Funktionen

f(n) — ef%(al sinn—a cosn) ’

g(li) _ e—,%(ﬁl sin k—32 cos k) (Bg)

Die Notation in diesem Abschnitt weicht teilweise von der in der iibrigen Arbeit ab.
Hier bezeichnet x das Argument der Bessel-Funktion und n ihre Ordnung.

2 Weil die Ordnung der Bessel-Funktion der Anzahl absorbierter Photonen entspricht,
muss sie ganzzahlig sein.
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auf. Deren Argumente kann man jeweils mit Hilfe eines bekannten Additi-
onstheorems geméf

o sinn — s cosn = y/a? + a3 (sinncosny — cosnsinmng)

— asin(y — o) (B4)

umschreiben, wobei der Winkel ny durch

(8%

sinny = und cosny = (B.5)

Q|2

Q

gegeben ist. Das gleiche gilt vollig analog fiir den Exponenten in der Funktion
g(k). Es wird daher nur die Entwicklung fiir f(n) nochmals gezeigt. (B.5]) hat
die Form der erzeugenden Funktion (B.2). Somit ist

f) = Ju(@)e ). (B.6)
Wegen
1, . . 1, . .
cosn = i(e’” +e ) und sinn= 2—2,(6”7 —e ) (B.7)
gilt auflerdem
=1 , ,
COS(?])f(n) = Z §(Jn+1(@)ez(n+1)770 +Jn,1(@)e_z(n_1)n0),
: = 1 s o
sin(n) f(n) = Z 2_2'(Jn+1(a)e( mo _ g (@)e 1)770)' (B.8)

In Abschnitt wurde gezeigt, dass fiir Bethe-Heitler-Paarerzeugung
im Multiphotonenregime mit einem Myon als Projektil am Projektilvertex
sehr kleine Argumente der Bessel-Funktionen auftreten. Abbildung[B.1] zeigt
die Bessel-Funktion O-ter Ordnung. Wie man sieht, ist Jy(0) = 1. Daher
konnte in der Herleitung des Grenzwerts fiir kleine Argumente 5 < 1
der Entwicklungskoeffizient |Fp|? ~ 1 gesetzt werden.

Abbildung zeigt die Funktion J(z). Fiir sehr kleine Argumente x
steigt Jo(x) proportional zu z? an. Allgemein gilt [AS65]

1 n
Ju(@) = = (g) filr 7 < 1. (B.9)
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Abbildung B.1: Gewohnliche Besselfunktion 0-ter Ordnung. Die Funktion
ist symmetrisch um die y—Achse und Jy(0) = 1
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Abbildung B.2: Jy(z) und x — 22/8. Wie man sieht, gibt die gestrichelte
Kurve das Verhalten der Besselfunktion fiir kleine x an (vgl. (B.9)).
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Abbildung B.3: Gewohnliche Bessel-Funktion Jiggo(x). Wie man sieht, sind
die Funktionswerte fiir x < 1000 vernachléssigbar.

Das Argument der Besselfunktion ist in unserer Rechnung proportional zu
dem Intensitéitsparameter & bzw. = = £ - m/M fiir den Myonenvertex. Da
die Besselfunktionen jeweils quadratisch in die Paarerzeugungsrate eingehen,
skalieren Partialraten der Ordnung n im Elektronenvertex mit £ und der
Ordnung N am Projektilvertex mit Z2V. Unter den von den Ergebnissen in
Abschnitt nahegelegten Niherungen fiir schwere Projektilteilchen ska-
liert also die Partialrate fiir einen r—Photonen—Prozess mit 7. Dies erklirt
zum einen, warum im Multiphotonen—Regime die Absorption einer Anzahl
r > ro Photonen keinen merklichen Beitrag zur totalen Paarerzeugungsrate
liefert. Zum anderen ist es der mathematische Grund fiir die in Abschnitt
gefundene Abhéngigkeit der Rate vom Intensitéitsparameter.

Im Hinblick darauf werden fiir die Untersuchung der Paarerzeugungsrate im
Multiphotonen—Regime keine Bessel-Funktionen héherer Ordnung benotigt.
Fiir die in Abschnitt gezeigten Ergebnisse fiir das Above-Threshold—-
Regime konnen sie aber durchaus interessant werden. Wie Abb. fiir die
Bessel Bessel-Funktion Jigo(z) demonstriert, sind fiir grofie Ordnung n die
Bessel-Funktionen J,,(x) vernachléssigbar fiir x < n und liefern erst ab x 2 n
signifikante Werte.



Anhang C

Rechenregeln fiir
Gamma—Matrizen

Die fiir die in dieser Arbeit durchgefithrten Rechnungen wichtigsten Eigen-
schaften der Dirac’schen Gamma-Matrizen werden hier zusammengefasst.
Man findet sie auch in Abschnitt 7.2 bzw. Anhang A in [BD64].

{7} =29"1 (C.1)
V= 41 (C.2)

Yo =2g"1 — 4 (C.3)

VYV = =29 (C.4)
VANV = =297 (C.5)
7oy = ¥ (C.6)

Damit folgen fiir Produkte aus Gamma-Matrizen und Vierervektoren die
folgenden Beziehungen:

o= 2ab — b (C.7)
YV = —2¢ (C.8)
Vudy" = dab (C.9)
7;“/’7&7” = _2917/(}/ (ClO)

Einen Spezialfall der Gordon—Zerlegung des Dirac-Stroms stellt folgende Be-
ziehung fiir einen freien Dirac-Spinor u, s dar [BD64]:

n
Ty = (C.11)
p,S’y p,S m

X
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Fiir die Spurauswertung in Abschnitt wurden folgende, aus obigen
Beziehungen und allgemeinen Spurbildungsregeln abgeleiteten Relationen be-
nutzt:

Die Spur iiber eine ungerade Anzahl von y—Matrizen wird 0:

SP(¥1%fa - - - Yant1) = 0. (C.12)

Weil Spurbildung allgemein invariant gegen zyklische Vertauschung ist, folgt

aus (C.1):

Sp(13fa) = 4(uruz), (C.13)
SP(Yayhalatls) = 4(urug)(uzug) — 4(uruz)(ugus) + 4(urug)(uguz)  (C.14)

oder allgemein

SP(Y1a - - - Yan) = (Urua)SP(Ustly . . . Yan)
— (uyu3)Sp(Yatls - - - Yon)

+ ...
+ (UJlUQn)Sp(’I/Q’;[;; ce 1,[271_1) . (015)
Eine weitere sehr niitzliche Beziehung lautet
SP(1tla - - - Yn) = SP(Un - - - Yatta) - (C.16)

Zusétzlich wurde folgende Formel haufig benutzt:

Witla o Y = Y - Yathy (C.17)



Anhang D

Eigenschaften freier
Dirac—Spinoren

In diesem Kapitel werden einige Eigenschaften der in den Volkov—Zustdnden
(2.9) auftretenden Spinoren zusammengefasst werden (vgl. Anhang A in

[BD64)).

Es wird hier nicht weiter zwischen Spinoren fiir Elektronen und Myonen
unterschieden, da beide negativ geladene Spin—1/2-Teilchen sind. Es seien
u = u,_ s der Spinor eines negativ geladenen Elementarteilchens mit Impuls

p— und Spinquantenzahl s_ € {—1/2,1/2} und v = v,

der Spinor eines

positiv geladenen Antiteilchens mit Impuls p, und Spin sy € {—1/2,1/2}.

Die Spinoren erfiillen die Dirac-Gleichung:

(v — m)upfsf =0
W +m)vp,s, =0.
Mit den adjungierten Spinoren

= uly?

I

1]

=0,
die die entsprechenden Gleichungen

ﬂp,sf(p(_ —m) =0
’l_}p+s+ (ﬂ‘k + m) = O

erfiillen, lassen sich Normierungsbedingungen festlegen:

Up s Up s =1

x1

CRE

(D.7)
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UpysiUppsy =

Die Vollsténdigkeitsbedingung lautet

Zulﬂsﬂ_‘pf& = y-+m

2m

- P —m
UpisyUpisy =

2m
S+

(D.8)

(D.9)

(D.10)

bzw. in Komponenten, wie sie in der Berechnung des Amplitudenquadrates

(4.55) bzw. (4.61)) auftreten [BD64]:
Zu Ug = yotm
— 77\ 2m of

Z“ U = <V+ — m)
o 2m B

AuBlerdem gilt

(D.11)

(D.12)

(D.13)



Anhang E

Spinsumme iiber das
Amplitudenquadrat

In Kapitel wurde gezeigt, dass man die Spinsumme iiber das Amplitu-
denquadrat als Produkt von Spuren iiber Gamma—Matrizen schreiben kann.
Die Berechnung dieser Spuren wird im folgenden dargestellt. Die Anteile von
Myonen- und Elektronen—Vertex werden wieder getrennt betrachtet. Es wird
zundchst anhand eines Summanden exemplarisch das Vorgehen gezeigt, und
anschlieffend das Ergebnis der Spurauswertung angegeben. Da diese Ergeb-
nisse sowohl fiir den Myonen- als auch fiir den Elektronenvertex sehr lang
sind, wurden sie mit Hilfe des Mathematica—Paketes tracer [trall] iiberpriift.
Das Produkt aus den beiden Termen wurde in der numerischen Berechnung
mittels eines C4++-Programms ausgewertet.

E.1 Die Summe iiber die Myonenspins

Wie im Vorhergehenden sollen nun die Anteile des Myons und des Elektron—
Positron-Paars getrennt untersucht werden, wobei wir nun zunichst den
Myonenanteil betrachten.

Fiir die Summe {iber den Myonenspin vor und nach dem Stofl mit dem La-
serfeld gilt ((4.59))

P+ M
2M

PL—FM)

A"
v2M

7 MGl = )M (g r = m) = Sp( A
5_,8"

(E.1)

mit den in Gleichung definierten Matrixelementen A7. Die hier auftre-

tende Spur kann man mit Hilfe der Relationen aus Anhang auswerten.

Xlil
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Zunichst lautet sie ausgeschrieben:

o1 g 3 )
= sof [(u+ z(ljgﬂ)ﬂn — (g it + i) G

(kP 2
R+M)
2M

(i +

[ (v+ W%)F:_n/ — (o W+ W )G
‘ 4
B E(k%dﬂwr kP’ Z/WQ>H ] ' ( QLM)}

_ * 62 (IQ k/ﬁ P_ + M
_Rnﬂm&{v+ﬂmqmmmﬂ( Mf)

v+ 2<k§i§z§2p% <F/2LM>}

o) ) -

(E.2a)
+ 5G] [+ prond] (F )
P+ M
: [mdﬂ%’/*‘ P ’/77/%} (—QM )}
(E.2b)

2

oS [ + et

D
™
DO
=+
<
~—

Nttty + it

kP’

e i e*a’k, P+ M
N EFT”G’”—”’SP{ [/’” 2(kP)(2kP’)]%] ( 20 )

1 P+ M
-[mcflw+kp,z/wl}< - )}
(E.2d)
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- 5F T‘"H:—H’Sp{ i+ 2(k1i_(;(§ZP/ )’4 (PzLM)

1 P+ M
: [E%M/—i_ 50 ’/Iﬁ/dz] (W)}
(E.2¢)

_gar_nF:_n,Sp{[mma e %W]( 17
[+ st (P}

(
- Hr_nF:_n,Sp{ [t + 0ol (P2LM)

[+ st (P}
(E.2g)
“)

ol

(E.2h)

P +M)

E.2f)

2

+ %Gr_nH:_n/SP{ [k,%ﬂ%ﬁ kP’ P M (

1
: [ﬁdgl%z/—l— R (

2

T W( o)

e ] ()}
(E.21)

Dieser Ausdruck enthélt Spuren iiber Produkte von bis zu acht y—Matrizen.
Es werden zunéchst nur die Spuren

tij =
2

e 1 P-+M
Cov{ [t

el e ol )
(E.3)

kP’

betrachtet, also die Anteile von (E.2D)), (E.2d), (E.2h) und (E.2i). Anhand
derer wird exemplarisch gezeigt, wie die Spuren berechnet wurden. Von den
iibrigen Termen wird nur das Ergebnis angegeben.

Nach der Relation ([C.12)) verschwinden Spuren iiber Produkte aus einer unge-
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raden Anzahl von y—Matrizen. Somit fithrt das Ausmultiplizieren der runden
Klammern zu

62

T6a72 P

P ) P

k;P’

- )

(E.4a)

+ Se5] (st + b)) (o + i) b (Ea0)

{( WP+

Diesen Ausdruck kann man durch geschickte Umformung und Ausnutzung
der Rechenregeln aus Anhang ([C), insbesondere der Relationen (C.15), (C.14)

und ((C.13)) berechnen.

Zunéchst gilt fiir den zweiten Term ([E.4b)

62

1—6p{(—m i) (o kap,z/wj)}
1

= pysewstasin + praSolasiins,)

" W (Soluita/is) + So(dibiaitt) ) . (B.5)

Die ersten beiden Spuren sowie die beiden letzten Spuren sind wegen der
Invarianz der Spur unter zyklischer Vertauschung und der Relation (C.16)
fiir das Umdrehen der Reihenfolge gleich:

Sp(ubdisiy) = So(dly k) = So(dk/id;) (E.6)

und

So(dibia; Hy) = Sp(dkydibil) = Sp(ubei/Hes) (E.7)

Diese Spuren lassen sich mit Hilfe der Relationen - und ( - auswer-
ten. (E.6|) wird

Spldiil/ie;) = (a:)v Splkdle;) —(ai)uw—éija%p(/ﬁ/m/ﬁ)
—0(([@5)) =0((&5))
— 46,502 (kyky — k) = 0. (E.8)
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Fiir die Spur (E.7)) gilt:

Sp(ukdi/ig;) = Sp(Kei i)
= k. Sp(did;) =k Sp(did;H)
—_———— ———

=—46;;a2k, =+4d;5a%ky,
= —8(51']'@2]@“]{',/ . (Eg)
Somit ist ([E.4D)
(E.4D) = M (E.10)
= = kPY(kPL) '

Den ersten Term in (E.4) kann man ganz analog behandeln. Zunéchst
einmal sieht man, dass in

2

16 M?

1 ,
o] PGP+ s PP

1 1

PP+ (i -

(E.11)

in den Spuren in der ersten bzw. zweiten Zeile jeweils nur die Reihenfolge
von P_ und P’ vertauscht ist. Mit kann man sie so umformen, dass sie
gleich sind:

Fiir die Spuren in der zweiten Zeile gilt:

Sp(Ukdi P-y/id; PL) = 2(aiP-)Sp(Wly/ld; VL) — Sp(UKP-di/let; )
= 2(a; P_)Sp(Uit/ld; L) — 2(kP-)Sp(edi/ied; P
+ Sp(UP-Hei/Hd; P)

(aP )Sp(UbyHe; PL) — 2(kP-)Sp(Ueli/iel; P)
P)uSp(ei/le; P-) — 2(P-PL)Sp(uidivie;)
2(PL) . Sp(Kei/et; P-) — 2(kPL)Sp(eti/ie; -)

a; PL)Sp (/e P-) — So(Uld: Pyl P-)
(E.12)

+2(
+2(
+2(
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also wird die zweite Zeile

62

— (kP_)Sp(di/ied; L) — (kPL)Sp(ueti/e; - )

+ (P2)uSp(Hea/be; L) + (PL) S (Kei/le; )

— (P-PL)Sp(idi/itd;)) - (E.13)
Mit den Beziehungen ((C.15) und aus Anhang lassen sich diese

Spuren auswerten:

ol PO) = Spliiva; P )
=k Sp(Hay PV ) — 0+ 0 — (kPO)Sp(vii ) + kuSp(vita; PL)
= 4(kuku(a; PV) = k()W (kP — (RPO)Ey (a7), + (kP)ku(ay),
+ kukiy (a;P) = Ky (ay), (RP))
= 8(kyky(a; P =k, (a)),(kPV)) (E.14)

Sp(uei/ie; ) = Sp ket P i)
= kuSp( PO dh1/) + kuSp(e PO i) — (kPO)Sp(ts i)
=4k, (ai’y(ajP(/)) + ajyl,(aiP(’)) + 5ija2Plfl))
+ 4k, (ai,#(ajP(/)) — aw(aiP(/)) — 6ija2P/E/))
— 4(1{:P(/)) (awaj,u +a;a;, + 5ija2g“”)
- 4<5ija2(kupy<’> — ki, PO — g7 (kPO)) — (kP (a;,05, + a5 405,

+ (ajP(l))(kuai,z, + kl,ai,u) + (aiP(/)) (kuaj,l, — k,,aj,u)> , (E.15)

So(ka/t; )
= (kP)Sp(di/bd;) — b Sp(diblt; V)
= 4(—k, 0,02 (kP) = k,8,a*(kPL)))
= —86;;0%k, (kP") (E.16)
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und

Sp(Wbdild;) = Sp(di/idi)
= kuSp(di/iet;) — kS (il i)
= 4(—5@-@2@1@ — 5ija2kukl,)
= —88;;a°k,k, . (E.17)

Eingesetzt in (E.13)) ergibt sich daraus die zweite Zeile von (E.11)) zu

62

8M2(kP)(kP")

(PP it it 50

+ 8kyky ((a; P)(a; P') + (azP’)(aJ ) + 6;;0*(PP"))

— 4(kpaiy + kyai ) (kP + (kP')(a;P))

_4(k @ + Ky amu) ((kP>( P) (kP')(a P))

— 4630 ((kP) (kP + ko Fy) + (kP') (kP + i P)) }
(E.18)

Die erste Zeile von konnte man genauso behandeln. In diesem Fall ist
aber der Aufwand geringer, wenn man eine der beiden Spuren berechnet und
anschliefend im Ergebnis P und P’ gegeneinander vertauscht. Dann wird die
erste Spur

Sp(Ultd Py V") = Sp(Hai Py V')
=k Sp(di P/ P") + kuSp(d: P WP i)
— (kP)Sp(dig; ly'P' i) — (KP")Sp(di P e/ i)
=k (k,Sp(P' & Pd;) — (kP")Sp(Vdi ;) — (kP)Sp(/P' did;))
+ky (= kuSp(P' @ Pd;) + (kP)Sp(UetiPot;) — (kP)Sp(P hetict;))
— (kP)(k,Sp(P' Udit;) — (kP)Sp(vidid;) + k,Sp(/P' did;))
— (kP") (ko Sp(Ueti P ;) — (kP)Sp(/ididt;) — ki Sp(v/d: P ;)
=Sp(Ve; ;) (ku(kP") — k (’fP’)) +Sp(/P'didt;) (—ku(kP) — k(K P))
+ Sp(Uets P ;) (ki (kP') — ko (kP")) + Sp(P' heidt;) (ki (kP) — k(K P))
+ Sp(Vieti;) (kP)(KP') + (kP')(kP)) + Sp(P'd: ;) (ks — ki)
=2(kP)((kP")Sp(idid;) — kuSp(/P'dit;) — kSp(P i) . (E.19)
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Wegen ((C.16)]) ist
SP(GHUP- VK P') = Sp(Ukd P &ty P)
=2(kP")((kP)Sp(yidid;) — kuSp(/Pdidts) — k. Sp(Pudig;)) - (E.20)

Damit lautet die erste Zeile in (E.11)
1

1
Py Sp(Ukd: Py P') + (kP2 Sp(dikuP-y/ie; ')

m((k‘P )Sp(Vidic;) — kuSp(/P' didty) — ku Sp(P hetict;))

(kP)Sp(vidid;) — kuSp(/Pdid;) — k. Sp(PUdic;))

(

8 , )

:m((kp )(ai,,ua']V Q; v Qg — 5ija guy)
H(ajyl’(a’ipl) - ai,u<ajpl) — (51-]-@213;)

(aiu(a;P") = a;,u(a;P') — 5@')'@213;))
+ (k:P’) <<kP) (ai”uaj,y — aL,,aj,# — (L-jaQQW)

— ku(ajw(aiP) — CLLV(CL]‘P) — 6ija2PV)

- k?l, (CLZ‘“LL(CL]‘P) — CLjhu(CLiP) - 5ija2PH)) . (E21)



E.1. DIE SUMME UBER DIE MYONENSPINS xxi

Zusammen mit (E.18)) ergibt (E.21)) in (E.11)) eingesetzt

2

1
Ell = ¢ {— [(kpl) (&i Majy — al-y,,ajw — 5ijanW)

202\ (kP.)
( azP’ CLZ',,(CL]'P/) — 5ija2P;)
( aJP/ (aipl) - 5¢ja2PP'L)]
1
+(k.P/) [(/{P) (ai w@iy — Qi Qg — 62-]-@29“”)
“(a’ﬂ ai,u(ajp> - 5ija2Py)
— ko (ai,(a;P) = a5,0(aiP) = 650°F,) |
1
W [Q(kp)(kP’) (@i + aipa;y + 6i50° g

+ 2k, ky ((@:P)(a; P') + (a:P')(a; P) + 0;5a*(PP'))
— (Kpaiy + kyas,) (EP)(a;P') + (kP')(a; P))
= (kuaj + kvaju) (BP)(a:P) + (kP')(a:P))

— 6;50° ((kP) (ky P, + kyP.) + (kP') (k. P, + k:,,PM))] }

e? o 12k, kv (PP 1 1 .2 ,
2M2{5 [(kP)(k:P’) - ((kp) - (kp,)) Gy (KP)(KP")
+ (o~ 1) (P = P + kP = 1)
+ (G5 - (k;,p(k (@ P — aP) (E:22)
+ kpaiy(
e
+ k aw aJ )
kP (k
+ (iki)) + ((k]]j’))) (@i, — aipaj,) + 2(aia;, + aiya;,)
kuky ((aiP)(a; P') + (aiP")(a; P))
+2 6D) () } . (E.24)
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Mit diesem Ergebnis wird schliefilich die Spur Zu

o= s 0o ey~ Gy + ) o P0P)

+ (G~ 7y (sl = P+ B = )

+ (@ - (/;/)) (Kot ((@:P' = a;P)) (E.25)
+ kyaiy ((a; P )

_ ((k_lp) + (k—;,ﬂ (k. aj,,(<a1pf +a,P)) (E.26)
+ kyai,((a;P) + )

N (E’Zi )> N g}’;’j >)) (dintty — i) + 2(aspz + as0a,)

. 2kuky((aip)((zjgfgk; /()a,;P’)(ajP)) }

it w2

Um nun die Beitrége von (E.2b)), (E.2¢), (E.2h) und (E.2i)) zu bestimmen,

muss man in (E.22)) und (E.18) fiir {7, 7} die benétigten Kombinationen von
{1,2} einsetzen.

E.2 Ergebnis fiir den Myonenvertex

Man kann mit allen Spuren in (E.2)) wie oben gezeigt verfahren. Die Beitrige
der einzelnen Spuren werden nun ohne weitere Rechnung angegeben. Das
Mathematica—Paket Tracer [trall] erlaubt es, die Richtigkeit dieses Ergeb-
nisses zu iiberpriifen.

2a%k, k e, 1 1
E2 — el —_ = _ 5
‘m' {guv + (kp)(kp/) 2<(/£P) + (kp/))(alvﬂk'/ ]{,‘MCLL )

e2a?

1
— | P P’ P Pl _ PP/ e
[ wv vEu = g ) 2(kP)(kP")

— (c2a® ks — 2k, (PP')

+ by (Pu(kP') + PL(kP)) + k(P (kP') + P;(kp))>] } F_,F",
(E.28)



E.2. ERGEBNIS FUR DEN MYONENVERTEX xxiii

e*a’k,k, e? ) , , kuk,
(kP)(kP) a7 | (26 (PP) + 4@ P) (@ P ) Gr) P

_ ((k;;)2 — (k;;?/)2 )g'm,a2(k‘P)(k’P,) -+ 4a1,“a1,y
(g — o) 0Bl = R+ kP, = 1)

([E20) = {—

— 2(knar, + kyar,) ( ((‘2;) + ((625)) )] } GG, (E.29)

€2a2k’ k 62
E.2¢) = < — Hv
ED - {~Gpyirs * o
1 1
B ((kP)Q - (kp/)Q)gWa2(kP)(kP’) + 4as a2,
1 1

(G~ ) (AP = P + k(P = P)

Kk,
(kP)(kP")

|((2a%(PP") + 4(azP) (2 P'))

— 2(kyas, + kyas,,) ( ((CZQPP)) + ((0125215’/)) )} } -GG (E.30)

e, 1 1
E.2d = {—ﬁ(ﬁ + W)(&l,uk’y - k’ual,u)
e*a’k,

e 1 1
W [((kP) ) (P (kP

(P S8 (1 (01 P) = au(kP) + (PP (yar, — b))

ko 2(kP)
1 1

_ (W - W) (Py(ku(alp/) — ay,,(kP")) = P.(ku(a1P) — ay,(kP))

)(k‘l,(alP’) - (Zly,j(kpl))

e*a’k,k,
(Q(kP’)(kP)

+ gw) (a1 P) (kP') — (alP’)(kP)))] } F_,Gr
(E.31)
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1 1

E.2€ = {_§<W + W)(CLQ,MI@ - kMGQ,V)

LGy + ) (ot ) (0P — i)

+ (P, + ;fﬁg) (ky(azP) — az,(kP)) + (PP')(kuaz, — kyag,u))
~ (i ~ o)) (PelllacP’) = 0, (kP) = Py lacP) = 0, (P)
(i + ) (PP — P 6P| Rt
(E.32)
E2) — {5 (s + 1) @by — byan)
e[+ ) (P ) () = anP)
+ (P, + %) (ku(@1P) = a1,u(kP)) + (PP)(kyar, — kyar) )
_ (ﬁ _ ﬁ) (Pulbu(@1P) = an (bP)) = Pl(ku(@rP) — a1, (KP))
ramtte s+ ) (0 P)) — P b G
(E.33)
B2 — {5 (o + ) s — By
o[ + ) (B + ) (s — ()
(P 5 (02P) — a2, (kP)) + (PPl — b))

_ <@ - ﬁ) (P (ko (@:P') = a2, (kP) = P (ky(02P) = a2, (kP)

+ (2(2;,—% + ) ((@2P) (kP') = (a2P') (kP)) )| } CH, F,
(E.34)
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([E20) = 2;22{((a1P)(a2P’) + (a1 P')(azP)) ; ]f;t(%p/)
_ (2(;]3) n Q(k;lp/)) (k’“az,y((alp) + (a1 P")) + kyay,((aaP) + (a2p’))>
+ (2 (;P) _ Q(klp,)) (k,,am((alp’) — (a1 P)) + kpar, ((a2P') — (az p)))
- (2(]({:/;3 * 2((];;)/)) (a1,2, alvv%u)} GrnH, (E.35)
([E.21) = 26—]\;{ ((asP)(a1 P") + (a2 P") (a1 p))%
_ (Q(I;LP) + 2(k1P/)) (kual,y((azP) + (a2P)) + kyan, (@ P) + (alp’)))
- (2(;13) B 2(/<;1p/)) (kv%u((azp') — (a2P)) + kyaz, (a1 P') — (ar p)))

(kP)  (kP)
+ Gop) T apy

) (a’2,/.l,a1,l/ - a2,ya1,,u,)} . Hr—nG:_n/ (E36)

E.3 Ergebnis fiir den Elektronenvertex

Analog zu den obigen Betrachtungen kann man die in Abschnitt (4.2]) auf-
tretende Spinsumme (4.61))

S ME(ete ) M (ete ) _sp(rgl’2 rvﬂzjnm) (B.37)
-
sp(rae= " Bt m)
=Sp{ (- %)Bn S (ot — )
+ 5 (-t — bl D] (“*2;1”)
((v- ﬁ)% = 5 (it = it ) o

+ 5 (ot - i) 23 - (5 )}

2m
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— BnB:;Sp{ [// - %k} (;m?;m)
- smmess” <ﬂ2:%m)} o
s [ - ol (%)
[—%W— _1/17/9{1} (zf -ﬂ:m)} (E.38b)
+ S ounsof [ — o] (5

[t - o] ()} e
i - o) (B7)

Lot o] ()} (s

y SB"D:’SP{ - 2<kp+>752pﬂ] (mzm )

Lot o] () easo
+ 5] [—//Wl - ool (P

I
st (5))
(52)

- gDnB:;/sp{ [—W@ — o] (P

.[1/ o 2];;]9 ( zmm)} (E.38g)

+ %onD:;ISp{ [—Wczl i ( : mm)

2m

+ %DnCZ,Sp{ [méﬂif% - Wdz%‘] (]/JFQ;”Lm)

[ttt = (" 2;7") } C(E38)

Lot o] (e} (s
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Die einzelnen Terme kann man wie oben gezeigt berechnen. Hier wird nur
das Ergebnis angegeben:

e?a’kr kY
(E.38a) = B,Br s —g" — ————
(kp+)(kp-)

1 etatkrk” e2a*k'kY (pyip-)
+— PP + PPt — ¢ (pap-) + +

m2[ i * )+ ) T ) )
(* (phikp— + k) + b (o - +pikp+))] }

(E.39)

e?a?

 2(kpy) (kp-)

Man beachte die unterschiedlichen Vorzeichen im Vergleich zu dem entspre-
chenden Term (E.28) fiir den Myonenvertex, das von dem Antifermion am
Vertex des erzeugten Elektron—Positron—Paars herriihrt.

.| e2a?krRy
e’ gt 1 g (a1py) | (ap-)\ K'E"(aipy)(aip-) da?
g (20705 0) (G + ) — ) 2]

+;jf; [((k;) + (k;_)> (k;”(pi + ") + K (p +pi)>

. 1 1 2a2 i B m
((kp+)+(kp)> 9" (kpy)(kp-) — 2 op) o) ]} (E.40)

e2alkr kY
(E38) = DD} { ———
(kpy)(kp-)
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et hgt o gl (aspy) | (aop-)\ K"K"(aspy)(azp-) dla
+ g 20005 + K a) (5 + 5 ) ~ 4 gt~ 444

+;jf; [((k;;) * (k;;_)> (W 0t ) 0t 1))

_<( 1 n 1 >2a29uu(kp+)(kp_)_2w}} (E.41)
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Wie man sieht, sind die Spurausdriicke sowohl fiir den Elektronen- als
auch fiir den Projektil-Vertex sehr lang. Sie wurden jeweils mit Hilfe des
Mathematica—Paketes tracer iiberpriift [trall]. Zur Berechnung der Paarer-
zeugungsraten miissen beide miteinander multipliziert werden, wobei hierbei
auch noch iiber die Indizes p und v summiert wird. Dies wurde in der nume-
rischen Berechnung in einem C++-Programm durchgefiihrt.



Symbolverzeichnis

QUf oo Feinstrukturkonstante.

A Viererpotential des elektromagnetischen Fel-
des des Lasers.

G et Amplitude des Vektorpotentials des Laserfel-
des.

Dy oo Photonenpropagator des freien Photons.

Jn(T) oo Gewohnliche zylindrische Besselfunktion der
Ordnung n.

kMo Wellenzahlvektor der Laserwelle.

M oo Projektilmasse.

M =M e ieeeeiiae e, Elektronenmasse.

M, Effektive Projektilmasse.

Tk e e et e e e Effektive Elektronenmasse.

N, Anzahl absorbierter Photonen am Vertex des

erzeugten Paars.

N,N =r—n,r—n' ........ Anzahl absorbierter Photonen am Projektil-
vertex.

% Laserfrequenz.

U Volkov-Zustand fiir Myon.

Yo Volkov-Zustand fiir Elektron/Positron.

Py Kinetischer Viererimpuls fiir Myonen.
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Symbolverzeichnis
Kinetischer Viererimpuls fiir Elektron bzw.
Positron.
Effektiver Viererimpuls fiir Myonen.

Effektiver Viererimpuls fiir Elektron bzw. Po-
sitron.

Differentielle Ubergangsrate.
Differentielle Partialrate.

Totale Paarerzeugungsrate.
Gesamtzahl absorbierter Photonen.

Minimale Anzahl absorbierter Photonen zur
Uberwindung der Energieschwelle.

Partialrate fiir »—Photonenprozess.

Ubergangsamplitude fiir den Prozess
po— o +ete.

Partialamplitude zur Gesamtzahl r absorbier-
ter Photonen.

Spinsumme fiir r insgesamt absorbierte Pho-
tonen mit der Kombination {n, n’'} absorbier-
ter Photonen am Elektron—Positron—Vertex.

Dirac-Spinor fiir Myon mit 4er-Impuls P_
und Spin S_.

Dirac-Spinor fiir Elektron mit 4er-Impuls p_
und Spin s_.

Dirac-Spinor fiir Positron mit 4er-Impuls p
und Spin s .

Laserintensitédtsparameter fiir die Wechsel-
wirkung des Laserfelds mit Elektronen bzw.
Positronen.

Laserintensitédtsparameter fiir die Wechsel-

wirkung des Laserfelds mit Teilchen der Mas-
se M.
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