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Spin-Effekte bei der Multiphotonen-Paarerzeugung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit dem Einfluss des Lepton-Spins
auf die Raten fiir die e™e -Paarerzeugung durch einen Atomkern in einem
intensiven Laserfeld. Der Prozess der Paarbildung wird im Rahmen der Dirac-
Theorie als Coulomb-induzierter Ubergang von einem Volkov-Zustand nega-
tiver Energie zu einem Volkov-Zustand positiver Energie beschrieben. Ausge-
hend von der Ubergangsamplitude fiir diesen Prozess, werden die Raten fiir
die Paarproduktion bei Absorption unterschiedlich vieler Photonen aus einer
zirkular polarisierten Laser-Welle berechnet. Unsere Rechnung reproduziert
die bekannten Resultate fiir den spin-aufgelosten Ein-Photon-Prozess. Wir
stellen dariiber hinaus fest, dass von der Polarisation der erzeugten Teilchen
ausgehende Effekte nicht zwangslaufig mit steigender Zahl der absorbierten
Photonen zunehmen. Vielmehr wird der Betrag der iibertragenen Energie
auf die erzeugten Teilchen als wesentlicher Einfluss auf deren Polarisation
identifiziert. Ein effektiver Helizititstransfer wird aber im Ubergangsregime
moglich. Es werden Ergebnisse fiir totale und differentielle Raten gezeigt. Die
Ergebnisse der betrachteten Prozesse werden auch anhand der Moglichkeiten
ihrer experimentellen Umsetzung diskutiert.

Spin Effects in Multiphoton Pair Production

The thesis at hand deals with the influence of the lepton spin on the rates for
ete™ pair production by a nucleus in an intense laser field. The process of pair
production is considered to be a Coulomb-induced transition from a Volkov
state with negative energy to a Volkov state with positive energy, according
to the Dirac theory. Starting with the transition amplitude for this process
the pair production rates are calculated, taking different numbers of absorbed
photons from a circularly polarized laser wave into account. Our calculations
reproduce the well-known results for the spin-resolved single photon process.
Beyond that we discover that the effect arising from polarization of the pro-
duced particles is not necessarily increased by absorbing more photons. In
fact the energy transfer to the produced particles is identified as the main
impact on their polarization. An efficient transfer of helicity becomes possi-
ble in the transition regime. Results for total and differential rates are going
to be presented. The results for the considered processes are discussed with
respect to the possibility of their experimental implementation.
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Einleitung und Motivation

1.1 Grundlagen der Paarerzeugung

In einer Veroffentlichung aus dem Jahre 1928 sagte Dirac die Existenz ei-
nes Anti-Elektrons voraus [Dir28a, Dir28b]. Die Dirac-Gleichung, wie sie
jedem Standardwerk der relativistischen Quantenmechanik (zum Beispiel
[BD84b, Sch05]) entnommen werden kann, besitzt zu jeder Losung, die ein
Elektron beschreibt, auch eine entsprechende Losung mit negativem Energie-
eigenwert. Dirac ordnet diese Losungen entsprechend des Vorzeichens ihrer
Energie im negativen Energiekontinuum an. Die Annahme, dass alle Zusténde
innerhalb dieses Dirac-Sees besetzt sind, stellt sicher, dass die Ubergange zu
Zusténden negativer Energie nicht willkiirlich stattfinden kénnen. Damit ist
die Stabilitdt von Materie gewéhrleistet. Die Existenz eines unbesetzten Zu-
stands (Loch) im negativen Energiekontinuum interpretiert Dirac als Exis-
tenz eines Anti-Elektrons. Der Ubergang eines Elektrons aus dem Dirac-See
ins positive Energiekontinuum bildet demnach einen Paarerzeugungsprozess
ab.

Die experimentelle Bestétigung dieser Interpretation lieferte Anderson
wenig spéter. In seiner Arbeit zu kosmischer Strahlung [And32] fand er
Nebelkammerspuren des von Dirac postulierten Teilchens. Es gelang ihm
erstmals einen Paarerzeugungsprozess experimentell nachzuweisen. Er konn-
te zwei gleichartig, aber entgegengesetzt gekriimmte Spiralbahnen sichtbar
machen, von denen er eine als Spur des Elektrons identifizieren konnte. Die
andere Spiralbahn musste dementsprechend zu einem Teilchen entgegenge-
setzter Ladung, aber gleichem Quotienten aus Ladung und Masse gehoren.
Anderson gab dem entdeckten Teilchen wegen des positiven Ladungsvorzei-
chens den Namen Positron [And33], der bis heute geldufig ist.
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Wir wollen im Folgenden einige Méglichkeiten der Paarerzeugung durch
elektrische und elektromagnetische Felder vorstellen und uns auf diesem Weg
dem im weiteren Verlauf dieser Arbeit betrachteten Prozess annéhern.

Fiir spontane Paarproduktion in einem konstanten elektrischen Feld sind
Feldstéarken notwendig, welche der kritischen Feldstérke

m2e3

Ey, = =1,3 x 10"V /cm (1.1)

e

entsprechen. Diese kritische Feldstérke verrichtet an einer Elementarladung
gerade die Ruheenergie mc? entlang einer Comptonwellenléinge X. = h/mc
[Sau3dl, HE36]. In der Quantenelektrodynamik geht man davon aus, dass
im Vakuumzustand permanent virtuelle Teilchen-Antiteilchen-Paare gebil-
det werden, welche sich nach extrem kurzer Lebensdauer wieder vernichten
[BD84a. Die virtuellen Paare werden erst dann real, wenn es gelingt, die bei-
den Teilchen iiber die Distanz von einer Compton-Wellenlédnge zu separieren.
In seiner Arbeit von 1951 [Sch51] greift Schwinger daher das Konzept der
kritischen Feldstéirke wieder auf und bestimmt mit einer quantenelektrody-
namischen Rechnung die Wahrscheinlichkeit fiir die Paarproduktion in einem
konstanten Feld Eq zu

Eo\’ Ep,
— . 1.2
W (Em> exp( WEO) (1.2)

Im Einklang mit dem Ergebnis von Sauter wird auch hier festgestellt, dass
signifikante Beitrdge zur Paarerzeugungswahrscheinlichkeit nur fiir Feld-
stiarken in der Groflenordnung von Ej, existieren. Diese grundlegenden Re-
sultate wurden zwanzig Jahre spéter von Brezin und Itzykson [BI70] auf
elektrische Wechselfelder ausgedehnt. Dabei handelt es sich um Wechsel-
felder mit periodischer Zeitabhingigkeit derart, dass E(t) = Eqcos(wt).
Néherungsweise konnten sie die Formeln

2
(%) exp (—77%—’“(;) fir & >1
W (1.3)
2 4mc? /hw .
(EE—:T> (%0) fir ¢ <<l

gewinnen, wobei hier der dimensionslose Parameter &, = eEy/mwc das Ver-
haltnis aus Feldstdrke und Frequenz angibt. Wir sehen hier deutlich, dass
die Formel fiir § > 1 dem Skalierungsgesetz aus (1.2) folgt. Fiir extrem
niedrige Frequenzen w soll das Verhalten natiirlicherweise dem von zeitlich
konstanten Feldern dhneln.
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Im anderen Fall, dass &, < 1 ist, zeigt sich ein Ubergang, der anderer Na-
tur ist. Um hier einen signifikanten Wert fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit
zu finden, muss die Ostzillationsfrequenz mindestens von der GroBenordnung
w ~ mc?/h sein, was bedeutet, dass die vorhandene Energie mindenstens
in der GroBlenordnung der Ruheenergie des Elektrons liegen muss, um die
Paarproduktion zu erméglichen.

hw

A

X Z D+
Abbildung 1.1: Feynman-Diagramm fiir den Bethe-Heitler-Prozess. Dabei sind
die Impulse px FElektron und Positron zuzuordnen. Z ist die Ladungszahl des be-
teiligten Kerns

Damit ist das theoretische Grundgeriist fiir den Paarerzeugungsprozess
gegeben. Die Paarerzeugung spielt neben dem photoelektrischen Effekt und
der Compton-Streuung eine wesentliche Rolle bei der Absorption von elektro-
magnetischer Strahlung in Materie. Dabei erzeugt ein hochenergetisches Pho-
ton im Coulomb-Feld eines der Atomkerne ein Teilchen-Antiteilchen-Paar.
Ein Paarerzeugungsprozess in dieser Feldkonstellation ist daher von besonde-
rem Interesse. Bethe und Heitler waren die Ersten, die Wirkungsquerschnit-
te dieses Prozesses mit Hilfe der Bornschen Ndherung [Bor26] berechneten
[BH34]. Der Prozess

Z+hw—Z+e +et (1.4)

tragt daher den Namen Bethe-Heitler-Prozess und ist in Abbildung 1.1 darge-
stellt. Dabei muss die Photonenenergie mindestens die Ruheenergien beider
erzeugter Teilchen aufbringen (hw > 2mc?).
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1.2 Realisierung des Multiphotonenprozesses

1.2.1 Paarerzeugung im Laserfeld

Der intuitivste Weg, Paarerzeugung in einem Laser theoretisch zu beschrei-
ben, ist es nun, ein &hnliches Verhalten wie in (1.3) auch fiir Felder mit
periodischer Raumzeit-Abhéngigkeit zu finden. Eine solche ebene Welle lésst
sich prinzipiell am ehesten mit einem Laser realisieren. Die Eigenschaften der
stimulierten Emission, die allen optischen Lasern zu Grunde liegt, iibertragt
sich auf den Laserstrahl. Somit ist dieser im Wesentlichen monochroma-
tisch, kohérent und besitzt eine einheitliche Propagationsrichtung. Schwinger
[Sch51] hatte allerdings bereits gezeigt, dass im Feld einer ebenen elektroma-
gnetischen Welle die Wahrscheinlichkeit fiir Paarproduktion aus dem Vaku-
um verschwindet. Eine vereinfachte Vorstellung lasst sich aus der Tatsache
gewinnen, dass die Paarerzeugungswahrscheinlichkeit pro Zeit und Volumen
aus dem Vakuum ein eichinvarianter Lorentz-Skalar ist. Die einzigen auftre-
tenden eichinvarianten Lorentzskalare, von denen diese abhéngen kann (E-B
und E?— B?), sind im Fall einer ebenen Welle identisch null, sodass dies auch
fiir die Wahrscheinlichkeit der Paarerzeugung gilt.

Wollen wir uns also die Energie einer Laserwelle fiir die Paarerzeugung
zu Nutze machen, ist die Anwesenheit eines weiteren elektromagnetischen
Feldes notwendig. Eine Moglichkeit der Realisierung einer solchen Quelle ist
zum Beispiel die Einstrahlung eines weiteren Photons in das Feld des Lasers.
Theoretisch wurden diese Prozesse schon bald nach der Erfindung des Lasers
1960 untersucht [Rei62, NR64]. Dartiber hinaus besteht die Moglichkeit, einen
Atomkern und damit ein Coulomb-Feld in den Laserstrahl einzubringen. In
der somit gegebenen Konstellation konnen Paare iiber die Reaktion

Z+nhw—Z+e +et (1.5)

erzeugt werden, wobei n die Anzahl der aus der Laserwelle absorbierten Pho-
tonen angibt. Fiir n = 1 ist diese Reaktion identisch mit dem Bethe-Heitler-
Prozess aus (1.4). Aus diesem Grund nennen wir (1.5) den nicht-linearen
Bethe-Heitler-Prozess. Die Begrifflichkeit stiitzt sich dabei auf die Tatsache,
dass die Wahrscheinlichkeit fiir Multiphotonenprozesse nicht linear in der
Laserintensitét ist, wie es beim Ein-Photon-Prozess der Fall ist. Dies ist die
Reaktion, die unseren spéteren Uberlegungen zu Grunde liegen wird.

Der Prozess (1.5) wurde zunéchst von Yakovlev [Yak65] untersucht. Die-
ser fand in seiner Rechnung wieder bestétigt, dass Feldstdarken im Bereich der
kritischen Feldstdrke oder Frequenzen im Bereich der Ruheenergie benéttigt
werden, um Paare zu produzieren. Ansonsten blieben die Produktionsraten
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verschwindend gering. Zu dieser Zeit schienen Laser mit derart hohen Inten-
sitdten oder Frequenzen fernab jeglicher Realisierungsméglichkeit. Mittleman
[Mit87] beschrinkte seine Untersuchungen auf den Fall linearer Polarisation,
konnte aber trotz des technischen Fortschritts von iiber 20 Jahren auch nur
feststellen, dass die Ubergangswahrscheinlichkeiten im Vergleich zu anderen
Prozessen vernachlaffigbar klein sind.

Wir wollen im Folgenden zunéchst Laser-Systeme kategorisieren, in denen
wir signifikante Beitrage zur Vakuumpolarisation vermuten. Um eine geeigne-
te Abgrenzung machen zu kénnen, bedienen wir uns des Keldysh-Parameters

1
Kpaar = Ea (16)

dessen GroBenordnung Auskunft iiber den Charakter des Ubergangs gibt.
Hierbei ist £ der Intensitdtsparameter, wie er auch in (2.11) wiederzufinden
ist. Urspriinglich [Kel64] auf den Photoionisationsprozess von Atomen in La-
serfeldern angewendet, wird er in spéteren Arbeiten [Pop01] auch fiir die Be-
schreibung von Paarerzeugungsprozessen im Laser genutzt. Ist der Keldysh-
Parameter klein (Kpqqr < 1), haben wir es mit einem relativ langsam oszillie-
renden Laserpotential zu tun, welches eine verhéltnismafiig grofe Amplitude
besitzt. Der Ubergang vom negativen ins positive Energiekontinuum #hnelt
daher einem Tunnelprozess durch einen Potentialwall der Hohe 2m..c?, wo-
bei m, die effektive Elektronenmasse in Laserfeld ist (siehe (2.12)). Daher
werden wir bei einem derartig kleinen Keldysh-Parameter vom Tunnelregime
sprechen.

Der entgegengesetzte Fall, in dem der Keldysh-Parameter sehr grof§ ist
(Kpaar > 1), entspricht einem Laserfeld mit relativ geringer Intensitét, dafiir
aber mit einer hohen Photonenenergie (vgl. Abschnitt 5.2). Eine solche Kon-
stellation werden wir im Folgenden das Multiphotonenregime nennen.

1.2.2 Laser-Technik

Der im vorigen Abschnitt angesprochene nicht-lineare Paarerzeugungsprozess
ist seit der Erfindung der Chirped Pulse Amplification (CPA) erstmals in die
Reichweite technischer Realisierungsmoglichkeiten geriickt. Bei der CPA han-
delt es sich um eine Methode zur Verstédrkung von Laserpulsen. Diese werden
zunéchst zeitlich aufgeweitet (Dispersion), um dann verstérkt [DJP92] und
wieder zeitlich komprimiert zu werden [SM85]. Mit dieser Methode kénnen
heute Intensitéiten von iiber 102° W /cm? erreicht werden. Noch vor 30 Jah-
ren war man der Meinung, dies sei die obere Grenze fiir erreichbare Laser-
Intensitaten [SGWST73]. Einfache Verstirkungsmethoden wie zum Beispiel
die Fokussierung des Laserstrahls sind schon lange bekannt und werden auch
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heute noch eingesetzt. Zusammen mit der Verkiirzung der Pulsdauer ist dies
die wesentliche Methode, hohe Laser-Intensitéiten zu erzeugen. So ist es mit
Hilfe von adaptiver Optik gelungen einen Laserstrahl auf einen Durchmesser
von nur 0,8 um zu fokussieren und damit eine Intensitéit von 2 x 102 W /cm?
im optischen Frequenzbereich zu erhalten [YCK'08].

Theoretisch soll es moglich sein, solch hochintensive Laser auch als trans-
portable Gerédte zu konzipieren. Fiir derartige Konstruktionen ist allerdings
vom heutigen Stand der Technik davon auszugehen, dass eine Intensitéit von
10*? W/cm? nicht iiberschritten werden kann. Auf der anderen Seite ist man
inzwischen soweit, den Bau eines Lasers im optischen Frequenzbereich mit
einer Intensitit von mehr als 10% W /cm? in die Tat umzusetzen'.

Zwei Projekte bilden aktuell die Speerspitze der Bemiihungen um Laser
mit extrem hohen Photonenenergien. Das ist zum einen der European XFFEL,
ein Rontgen-Freie-Elektronen-Laser dessen Bau am Deutschen Elektronen-
Synchrotron in Hamburg im Januar 2009 begonnen hat und 2014 abgeschlos-
sen sein soll. Eine Vorstufe dieses Lasers ist bereits in Betrieb gegangen.
Dabei handelt es sich um FLASH? | einen Freie-Elektronen-Laser, der Pho-
tonenenergien in der Gréflenordnung von 10% eV bereitstellen kann.

Desweiteren gibt es die Linac Coherent Light Source (LCLS), welche sich
am Stanford Linear Accelerator Center (SLAC) im Bau befindet. Eine Vor-
stufe dieser Einrichtung soll 2009 in Betrieb gehen.

Ein Rontgen-Freie-Elektronen-Laser wie er in Hamburg geplant ist soll
Photonenenergien von bis zu 14 keV zur Verfiigung stellen. Er beruht wie sein
amerikanisches Pendant auf dem SASE-Prinzip (self-amplified spontaneous
emission)[AT00]. Dabei werden relativistische Elektronen paketweise durch
einen Kanal aus alternierend ausgerichteten Magneten, einen so genannten
Undulator, geschossen. Durch das wechselnde Magnetfeld sind die Elektronen
einer Lorentzkraft ausgesetzt, welche senkrecht zu deren Bewegungsrichtung
gerichtet ist. Die Elektronen bewegen sich also auf einer sinusformigen Bahn
und emittieren Synchrotronstrahlung in einen schmalen Kegel in ihre Be-
wegungsrichtung. Um dabei destruktive Interferenzen zu vermeiden, muss
darauf geachtet werden, dass beim Durchlauf einer Periode des Undulators
das Elektron um eine Wellenléinge der emittierten Strahlung gegeniiber der
Strahlung zuriickfallt. Wahrend die Elektronen also durch den Undulator os-
zillieren, wechselwirken sie mit ihrem eigenen Strahlungsfeld. Dadurch bildet
sich eine longitudinale Feinstruktur in der Elektronendichte, das sogenannte
micro-bunching [GFRT07]. Dabei ordnen sich die Elektronen in dquidistanten
Scheiben entlang der longitudinalen Richtung an. Der rdumliche Abstand

YELI (Extreme Light Infrastructur: www.extreme-light-infrastructure.eu)
2FLASH (Freie-Elektronen-LASer in Hamburg: flash.desy.de)
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zwischen diesen Scheiben entspricht einer Wellenldnge des Strahlungsfeldes.
Dadurch emittieren mehr Elektronen ihre Strahlung in Phase. Das fiihrt zu
einer kohirenten Uberlagerung der Synchrotronstrahlung. Je hoher dabei die
Intensitdat des Strahlungsfeldes wird, desto stérker ist die Ausprigung der
Micro-Bunches, was wiederum zu einer Erhohung der Intensitdt fithrt. Am
Ende des Undulators wird dann der Elektronenstrahl aus der urspriinglichen
Richtung abgelenkt und der inzwischen hochintensive Laserstrahl kann belie-
big verwendet werden. Dieser Laserstrahl hat entsprechend seiner Herkunft
die Charakteristik von Synchrotronstrahlung und ist deswegen linear polari-
siert. Zirkulare Polarisation kann mittels mechanischer Phasenverschiebung
der Magnetisierungsregionen im Undulator erreicht werden [TemO8]. Somit
eignet sich das Licht des XFEL auch fiir Polarisationsexperimente.

Fiir die von uns betrachteten Paarerzeugungsprozesse im Multiphotonen-
regime sind dabei Intensititeten von ~ 10" W/cm? notwendig [Miil09]. Es
ist damit zu rechnen, dass Rontgen-Freie-Elektronen-Laser mit Intensitéiten
dieser Groflenordnung sehr bald realisiert sein werden.

1.2.3 Nachweis der Multiphotonen-Paarerzeugung
(Experiment E-144 am SLAC)

Im Jahr 1997 sorgte ein Experiment fiir besonderes Aufsehen. Dabei gelang
es Wissenschaftlern am SLAC zum ersten Mal, Materie nur aus Strahlung zu
erzeugen [BFHS197]. Wir wollen hier kurz auf die dort beobachteten Prozesse
eingehen. Die Moglichkeit der Erzeugung von Elektron-Positron-Paaren in
einer Kollision von zwei Photonen wurde erstmalig von Breit und Wheeler
[BW34] in Erwédgung gezogen. Sie berechneten den Wirkungsquerschnitt fiir
die Reaktion

w1 +wy — ete . (1.7)

Dieser Prozess wurde allerdings bis dato nicht im Labor realisiert. Man geht
aber davon aus, dass er in astrophysikalischen Prozessen stattfindet. Wie
schon eingangs erwihnt, wurden korrespondierende Rechnungen auch fiir die
Kollision eines einzelnen Photons mit einem Laserstrahl angestellt [Rei62,
NR64].

Im Experiment E-144 wird im Wesentlichen ein zweistufiger Prozess be-
obachtet. In der ersten Stufe kollidiert ein Elektronenstrahl mit einer Energie
von 46,6 GeV mit Pulsen eines Lasers mit einer Wellenlénge von 527 nm. Das
entspricht einer Photonenenergie wy von 2,35 eV. Durch den stattfindenden
Compton-Streuprozess entstehen riickgestreute Photonen mit einer maxima-
len Energie w von 29,2 GeV. Zur Realisierung des linearen Breit-Wheeler-
Prozesses (1.7) in dem gegebenen Laserfeld wére allerdings eine Photonen-
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energie von 111 GeV notwendig. Bei einer Laserintensitit von 10 W /cm?
gibt es aber fiir die hier erreichte Photonenenergie eine nicht verschwindende
Wahrscheinlichkeit fiir den Multiphotonen-Prozess

w+nwy — ete” (1.8)

ab einer Anzahl von absorbierten Laserphotonen n > 4. Diesen Prozess nen-
nen wir nicht-linearen Breit-Wheeler-Prozess. Im Experiment E-144 werden
die detektierten Elektron-Positron-Paare diesem Prozess zugeschrieben. Der
konkurrierende Prozess

e+nwy — e +ete, (1.9)

der ein Spezialfall des nicht-linearen Bethe-Heitler-Prozesses (1.5) ist, kann
gegeniiber dem Prozess aus (1.8) vernachléssigt werden. In der hiesigen Kon-
stellation wére er ab einer Zahl absorbierter Photonen von n > 5 méglich.

Das Experiment E-144 hat fiir viel Aufsehen gesorgt und das Interesse
an der Multiphotonen-Paarerzeugung gesteigert. Mittlerweile konnte dieses
Experiment auch mit rein optischen Mitteln realisiert werden [BKO08|. Dabei
wird das initiale Elektron durch einen Laser beschleunigt.

Obwohl hier also der fiir unsere Betrachtungen wichtige Bethe-Heitler-
Prozess nicht in Erscheinung tritt, ist das Auftreten eines Multiphotonen-
prozesses doch ein starker Indikator dafiir, dass auch Paarerzeugungsprozesse
durch ein Coulomb-Feld im Laser mittelfristig experimentell realisiert werden
konnen.

Dadurch, dass wir Head-On-Kollisionen eines Kerns mit einem Laser un-
tersuchen werden, besteht eine Moglichkeit der Realisierung hoher Frequen-
zen auch darin, die Geschwindigkeit des Kerns zu erhohen. In seinem Ruhe-
system erscheint das Laserlicht blau-verschoben. Am Large Hadron Collider
stehen Protonen mit einem ~-Faktor von bis zu 7000 zur Verfiigung. Die
GSI in Darmstadt, welche mit PHELIX auch {iber einen Leistungsstarken
Laser verfiigt, kann Protonen auf einen y-Faktor in der Gréfenordnung von
~30-100 beschleunigen.
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1.3 Spinaufgel6ste Prozesse

Seit der Entdeckung longitudinal polarisierter Elektronen, die aus einem
[-Zerfall stammen [LY56], ist ein Interesse daran aufgekommen, auch die
Wirkungsquerschnitte fiir die Bremsstrahlung und die Paarerzeugung unter
Einbeziehung der Spinkonstellation der beteiligten Teilchen zu betrachten.

Schon im Jahre 1957 konnte McVoy Ergebnisse fiir derartig spin-aufgelos-
te Prozesse prisentieren. Er berechnete zunéchst den Grad der zirkularen Po-
larisation des Bremsstrahlungsphotons unter der Annahme, das initiale Elek-
tron sei polarisiert [McV57]. In einer spéteren Arbeit dehnte er diese Betrach-
tungen auch auf den sehr eng verwandten Bethe-Heitler-Prozess (1.4) aus.
Er konnte dabei erstmals feststellen, dass das schnellere der erzeugten Teil-
chen bevorzugt in dieselbe Richtung wie das einfallende Photon polarisiert
sind. Eine exaktere Darstellung dieser Arbeiten finden wir in [McV58], wobei
McVoy hier ein besonderes Augenmerk auch auf die Eigenwerte des Bahn-
drehimpulses der Teilchen legt. Seine Ergebnisse dahingehend sind zunéchst
qualitativer Natur, wihrend es ihm spéter gelingt das Matrixelement fiir die
Paarproduktion komplett aufzuspalten in Anteile, bei denen der Gesamtdreh-
impuls durch Anderung der Spinstellungen erhalten wird, und jene, fir die
sich der Eigenzustand des Bahndrehimpulsoperators dndert [FMAB9].

Die wohl umfassendste Arbeit zur Betrachtung von Spin-Effekten bei der
Paarproduktion durch ein Photon an einem Ion stammt von Olsen und Ma-
ximon [OM59]. Diese baut im Wesentlichen auf der Veroffentlichung [BM54]
von Bethe und Maximon aus dem Jahr 1954 auf. In [OM59] sind die ener-
gieabhéingigen Polarisationgrade fiir eine grofie Anzahl von moglichen Spin-
Konstellationen sowohl fiir die Bremsstrahlung als auch fiir den Paarerzeu-
gungsprozess berechnet worden. Im Folgenden gelang es Pratt [Pra61] eine
qualitative Erklarung fiir die geringe Polarisation eines langsamen, produ-
zierten Teilchens zu finden.

Die theoretische Arbeit an der spinaufgelosten Paarerzeugung wurde spé-
ter erst wieder von Tseng und Pratt aufgenommen [TP74, Tse97]. Sie berech-
nen die Korrelation der am Prozess beteiligten Spins fiir einige Spezialfille.
Im Jahre 2002 errechnen Bytev et al. [BKGP02] analoge Ergebnisse fiir den
Prozess der Triplett-Produktion (1.9); allerdings nur fiir den linearen Ein-
Photon-Fall.

Spinaufgeloste Prozesse im Laser-Feld wurden erst lange nach der Erfin-
dung des Lasers theoretisch behandelt [WK01, WUH'02]. Wesentliche Er-
gebnisse zur spinaufgelosten Elektronenstreuung stammen grofitenteils aus
der vergangenen Dekade wie zum Beispiel [STM98, MTA05] zur Mott- Streu-
ung, wobei iiber die Spins summierte Ergebnisse schon in den 1960er Jahren
berechnet worden sind [BK64, Kib65](Compton-Streuung). Inspiriert durch
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die Ergebnisse des Experiments E-144 am SLAC wurden Versuche unternom-
men, den nicht-lineraren Breit-Wheeler Prozess spinaufgelost zu betrach-
ten. Die Arbeit von Ivanov et al. [IKS05] gibt detaillierte Auskunft iiber
die Polarisationeffekte fiir verschiedene Photonenzahlen im Multiphotonen-
regime. Spin-aufgeldste Ergebnisse zum nicht-linearen Bethe-Heitler-Prozess
(1.5) sind bisher nicht gewonnen worden.

Auch aus heutiger Sicht sind spin-aufgeloste Prozesse von Bedeutung.
Sie konnen der Bereitstellung polarisierter Teilchenstrahlen fiir Beschleuni-
gerexperimente dienen. So wird aktuell am SLAC daran gearbeitet, polari-
sierte Teilchenstrahlen aus einem linearen Bethe-Heitler-Prozess zu erzeugen

[A+08].

1.4 Ziel und Aufbau der Arbeit

Das Ziel dieser Arbeit ist es, ein konsistentes Bild iiber die auftretenden
Spineffekte im nicht-linearen Bethe-Heitler-Prozess (1.5) zu vermitteln. Von
den bekannten Resultaten zum Ein-Photon-Prozess ausgehend wollen wir der
Frage nachgehen, ob es grundsétzlich moglich ist, in Multiphotonenprozessen
einen hoheren Polarisationsgrad als im dortigen Fall zu erreichen.

Die Arbeit ist im Wesentlichen in vier Teile gegliedert. Dem einleitenden
Teil folgen die Kapitel 2 und 3, in denen dem Leser das theoretische Riistzeug
an die Hand gegeben wird. Wir stellen die Volkov-Zustédnde als Losungen der
Dirac-Gleichung vor und geben eine Einfithrung in das Verhalten des Spins
in der Dirac-Theorie.

In Kapitel 4 soll einen Einblick in die Rechentechnik gegeben werden, da-
bei werden analytisch einsichtige Ergebnisse vorweggenommen. Das Kapitel
schlieft mit der Darstellung des berechneten Matrixelements in einer Form,
welche einige wesentliche Eigenschaften ersichtlich macht.

Der letzte Teil dieser Arbeit beinhaltet die Prisentation einiger quantita-
tiver Ergebnisse (Kapitel 5) sowie deren Interpretation. Dartiber hinaus stellt
Kapitel 6 alle wesentlichen Erkenntnisse dieser Arbeit zusammengefasst dar
und gibt einen Ausblick.

1.5 Resultate

Das wesentliche Resultat dieser Arbeit wird sein, dass die Polarisation im
Multiphotonen-Regime durch den dort geringen Energieiibertrag auf die er-
zeugten Teilchen begrenzt ist. Der Helizitétstranfer ist stark an diesen gekop-
pelt. Dies wird anhand der Produktionsraten fiir verschiedene Spin-Basen
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verdeutlicht. Wir zeigen, dass die Polarisationsgrade, die wir aus den Ein-
Photonen-Pozessen bei hohen Energien kennen, in Multiphotonenprozessen
bei einem niedrigen Intensitdtsparameter nicht erreicht werden kénnen, ob-
wohl es auch dort signifikante Unterschiede der Polarisation der erzeugten
Teilchen gibt. Erhéhen wir aber den Intensitdtsparameter, so tragen auch
andere als die minimale Photonenordnung bei und es kann ein gréferer Po-
larisationsgrad erreicht werden.
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Kapitel 2

Elektron und Positron im Feld
einer ebenen
elektromagnetischen Welle

In diesem Kapitel werden Losungen der Dirac-Gleichung vorgestellt, mit de-
ren Hilfe das Verhalten des Elektrons in einer ebenen elektromagnetischen
Welle charakterisiert werden kann. Dazu wird die Dirac-Gleichung unter Ein-
beziehung des entsprechenden Potentials betrachtet und gezeigt, dass sie un-
ter Verwendung eines geeigneten Ansatzes gelost werden kann [BLP91].

Das rdaumliche und zeitliche Verhalten des Feldes einer ebenen Welle l&sst
sich durch den 4-Wellenzahl-Vektor k (mit k? = 0 im Vakuum) beschreiben.
Das 4-Potential A hingt nur iiber das Skalarprodukt n = (kz) = wt — kr
von den Raumzeitkoordinaten ab.

A* =A%) (2.1)

Fiir ein Teilchen, das sich in einem solchen Potential G1.(2.1) befindet, besitzt
die Dirac-Gleichnung exakte Losungen. Diese Zusténde, reprasentiert durch
Spinorwellenfunktionen, welche die entsprechende Form der Dirac-Gleichung
l6sen, werden nach Threm Entdecker Volkov-Zustinde genannt [Vol35]. Aus-
gangspunkt fiir die Identifizierung dieser Zusténde ist die Dirac-Gleichung

(zh@ + EA - mc) U=0 (2.2)

mit den Potential A aus G1.(2.1) und dem Slash-Operator (C.1).

In unserem Fall wird es sich als einfacher herausstellen, Losungen der
Eigenwertgleichung zweiter Ordnung ausfindig zu machen. Dabei gilt es si-
cherzustellen, dass die Losungen, die wir finden werden, auch die Gleichung

13
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erster Ordnung losen. Dieses Verfahren ist der Arbeit von Beresteckij [BLP91]
entlehnt. Die Dirac-Gleichung zweiter Ordnung stellt sich uns als

h 2 h
(—h262 + 205 (AD) + 6—2A2 —m?c® + 2'—6%44,) U =0 (2.3)
c c c
dar, wobei hier und im folgenden der Strich die Ableitung nach 7 bedeuten
soll. Um die Gleichung zu l6sen, verwenden wir den Ansatz

U, = e 1P, (1) (2.4)

Hier ist p* ein konstanter 4-Vektor, der die Relation p?> = m?2c? entspre-
chend der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung erfiillt. Diesen 4-Vektor
bezeichnen wir als asymptotischen Impuls. Diese Namensgebung riihrt daher,
dass der zu diesem Zustand gehorende Impuls beim Ausschalten des Feldes in
den Impuls p* tibergeht. Setzen wir nun Gl.(2.4) in G1.(2.3) ein, so erhalten
wir die Bedingung

. 2e e? he
2ih(kp)e, + {?(pA) + gAQ + Z?%A/] op =10

fiir ,(n). Diese Gleichung ist nun direkt l6sbar und wir erhalten

e K e e
v, = Nyexp (zm/ [(pA) + iQ—CAQ] dﬁ) X exp <—WKA> W
(2.5)
mit einer Normierungskonstanten N, und einem Spinor w,, der hier zunéchst
keinen weiteren Bedingungen unterworfen wurde.

Es gibt allerdings noch weitere Forderungen. So soll die Wellenfunktion
aus Gl.(2.4) mit ¢, aus GL.(2.5) beim Ausschalten des Feldes in eine Losung
der freien Dirac-Gleichung iibergehen. Diese Forderung stellt dariiberhinaus
sicher, dass wir keine Losungen beibehalten, die nur die Dirac-Gleichung
zweiter Ordnung (2.3) erfiillen, nicht aber G1.(2.2). Mit dieser Forderung wird
wp = U, s zum freien elektronischen Dirac-Spinor mit Impuls p* und Spin-4-
Vektor s# [BD84b]. Analog zur Konvention fiir die Impulsvektoren bezeichnen
wir den Vektor s* hier als asymptotischen Spin. Die Volkov-Zustéinde, die
Gl.(2.2) 16sen, ergeben sich also zu

vi)(z) = N, <1 — %) Uy, ¢ €XP (%S(‘)> (2.6)
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Dies stellt die elektronische Volkov-Wellenfunktion dar. Der Index (—) be-
zieht sich dabei auf das Ladungsvorzeichen. Der Operator-Term in (2.6) gibt
erste Anzeichen auf das Verhalten des Spinors im Laserfeld. Dieser hat eine
Raumzeit-Abhéngigkeit entsprechend der des Potentials. Wir erwarten also,
dass der Spinor eine periodische Anderung vollzieht. Tatséchlich lisst sich
fir den Spinvektor eine Priizession feststellen [WUHT02, PMKO07]. Dabei
préizediert er um die Propagationsrichtung der ebenen Welle (2.1). erreicht
das Feld die kritische Feldstérke (1.1), so hat der Spin auch Auswirkungen
auf die Dynamik des Teilchens [WUH"02]. Bei den von uns betrachteten In-
tensitédten (siche Kapitel 5) wird dieser Effekt allerdings keine Rolle spielen.

Fiir unsere Zwecke ist es dariiberhinaus notwendig, auch die Wellenfunk-
tion fiir ein Positron zu kennen. In unserer Theorie wird das Positron durch
ein fehlendes Elektron im Kontinuum negativer Energie (ein Loch) charakte-
risiert. Um die entsprechende Zustandsfunktion zu identifizieren, geniigt es,
in den Gleichungen (2.6) und (2.7) die Ersetzung p* — —p* zu machen und
den elektronischen Spinor u, s durch den positronischen Spinor v, s [BD84b]
zu ersetzen. Somit finden wir fiir das Positron

vi(z) =N, (1 + %) Vp.s €XP (%S(”) (2.8)

ST = (px) +

c(/%p) /n [(pA) —2%,42} dii. (2.9)

Die Bewegung der Teilchen ist in diesen Zustdnden durch den effektiven
Impuls ¢* festgelegt. Dieser stellt sich als

m2c?

¢ =p'+ 522(kp) K (2.10)

dar. Dabei ist £ der dimensionslose Intensitéatsparameter, der als

f= @ (2.11)

mc?

definiert ist, wobei der Querstrich hier den zeitlichen Mittelwert kennzeichnen
soll. Die effektiven Impulse erfiillen dann die Energie-Impuls-Beziehung

2 22 2 4
E,; =q°c+mic,

welche der Beziehung (B.2) sehr #hnlich ist. Dabei ist m, allerdings nicht die
gewohnte nackte Masse des Elektrons sondern die effektiven Masse

m, = /14 Em. (2.12)
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Zwischen effektiven und asymptotischen Impulsen gilt die Beziehung

a_

g (2.13)
welche sich im Folgenden als niitzlich erweisen wird.
Den Normierungsfaktor N, legen wir durch die Forderung
T
/ (TE) 05 o = (2nh)* 6 (q - ¢') (2.14)

fest. Durch diese Normierung wird der Mittelwert der zeitlichen Komponente
des Wahrscheinlichkeitsflusses zu c. Fiir die Normierung ergibt sich dadurch

/mc
Np - F

Eine weitere Eigenschaft der Volkov-Zustéande ist, dass sie nicht wie die
freien Losungen der Dirac-Gleichung Eigenzustdnde des Impulsoperators
sind. Vielmehr sind sie Eigenzustdnde der Operatoren ihd,, ihd, und
ih (0" — 9,) mit den Eigenwerten p,, p, und (p° — p.), wenn wir ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass die ebene Welle in z-Richtung
propagiere [BLP91]. Dabei wollen wir p* := p® — p* definieren.

Mit der Zustandsfunktion aus GI1.(2.6) (GI1.(2.8)) haben wir nun also ein
Elektron (Positron) im Feld einer elektromagnetischen Welle charakterisiert.



Kapitel 3

Der Spinformalismus

Dieses Kapitel dient der grundlegenden Erlduterung der Beschreibung des
Spins in der Dirac-Theorie. Wir wollen zunéchst eine kurze Ubersicht iiber
die Polarisationszustdnde eines Photons geben.

Des Weiteren soll in diesem Kapitel ein klares Bild des Spin Y2, welchen
Fermionen tragen, vermittelt werden. Obwohl dies eine wesentliche Errungen-
schaft der Dirac-Theorie ist, stellt sich der Versuch der exakten Beschreibung
als aufwendig dar. Vor Allem ist es dabei allerdings wichtig, eine sprachli-
che Konvention zu schaffen, auf die wir uns im Folgenden beziehen kénnen.
Deshalb werden wir hier konkrete Darstellungen fiir alle in dem von uns
betrachteten Prozess relevanten Polarisationsrichtungen angeben.

3.1 Das Photon

Das masselose Photon bewegt sich in jedem Bezugssystem mit Lichtgeschwin-
digkeit. Dabei ist seine Energie durch Aw mit der Strahlungsfrequenz w gege-
ben. Als Spin betrachten wir definitionsgeméfl den Drehimpuls im Ruhesys-
tem eines Teilchens. Da das Photon aber in keinem Bezugssystem in Ruhe
ist, ist es nicht sinnvoll eine Unterscheidung zwischen Spin- und Drehimpuls-
Zustand vorzunehmen, da diese ohnehin nicht unterscheidbar sind. Da das
Photon eine dreikomponentige (vektorielle) Wellenfunktion besitzt, muss die
Spinwellenfunktion dreifach entartet sein. Das fiithrt bekanntermafien zu ei-
nem Spin von 1, wobei die Spinkomponente in jede Raumrichtung beim
Photon hochstens die Werte +1,-1 annehmen kann. Zudem gibt es in je-
dem Bezugsystem eine ausgezeichnete Raumrichtung n = ck/w, wobei k
hier der Wellenzahlvektor des Photons ist, dessen Betrag im Vakuum den
Wert |k| = w/c annimmt. Da man also dementsprechend in jedem Bezugs-
system eine axiale Symmetrie vorfindet, kénnen nur verniinftige Aussagen
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iiber die Spinprojektion auf die Bewegungsrichtung die sogenannte Helizitdt
gemacht werden. Aus Eigenschaften der Paritéit der Wellenfunktion [BLP91]
des Photons folgt daraus, dass nur die Helizitdtseigenwerte

h=+1 (3.1)

angenommen werden konnen. Da fiir ein Photon der Polarisationsvektor die
Rolle der Spin-Wellenfunktion spielt, kann dieser also immer als Linearkom-
bination der Vektoren

et = —— (e +iey) (3.2)

4

eV = % (eq —ieq) (3.3)
betrachtet werden, wobei (3.2) einem links-zirkular polarisierten Photon ent-
spricht und (3.3) einem rechts-zirkular polarisierten. In (3.2) und (3.3) wurde
dariiberhinaus ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen, das Pho-
ton bewege sich in z-Richtung. Ein reiner Photonenzustand tréagt also den
Drehimpuls A entweder entlang oder entgegen der Richtung n. Fiir ein grund-
legendes Verstéandnis des Transformationsverhaltens der Spin-Wellenfunktion
des Photons sei auf [BLP91] verwiesen.

3.2 Spin massiver Fermionen

Im folgenden Abschnitt werden wir eine Moglichkeit darlegen, den Spin auf
konsistente und intuitive Art und Weise in der Dirac-Theorie zu erfassen.
Wir werden uns dazu in erster Linie auf Projektionen beschrianken, die es
uns ermoglichen, den Dirac-Spinor fiir jeweils nur eine spezielle Spinrich-
tung zu betrachten. Damit soll zunéchst ein Uberblick iiber den Spin eines
einzelnen Teilchens in dem wohl natiirlichsten Bezugssytem namlich seinem
Ruhesystem gegeben werden. Die daraus erhaltenen Einsichten sollen dann
auf beliebige bewegte Systeme ausgeweitet werden.

3.2.1 Der Spinoperator

Der Spin eines massiven Teilchens ist gegeben durch seinen Gesamtdrehim-
puls im Ruhesystem. Ist das Teilchen in Ruhe, so gibt es dazu keinen Bei-
trag vom Bahndrehimpuls. Fiir ein Teilchen, welches durch einen 4-Spinor-
Zustand charakterisiert wird, verwenden wir hier den Spinoperator

S— %h (‘6’ _Oo_> , (3.4)
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dessen Eigenwerte den Spinkomponenten in die drei Raumrichtungen ent-
sprechen. Den Vektor o konnen wir mit den Pauli-Matrizen identifizieren
o = (01,09,03), wobei die Pauli-Matrizen durch

S R ) N (R B

gegeben sind. Sie sind ein Spezialfall eines Drehimpulsoperators mit j = 1/2.
Im Gegensatz zur Definition des Spinoperators, wie sie in [BLP91, BD84b)|
gegeben ist, ordnen wir hier dem Spin der Zustdnde mit negativem Ener-
gieeigenwert das Negative der dort definierten Eigenwerte zu. Dies bezieht
sich darauf, dass wir den Spin dieser Zusténde als Spin des Positrons selbst
verstehen wollen, anstatt vom Spin eines Lochs im Dirac-See zu sprechen.

3.2.2 Der Spinprojektor

Wir wollen an dieser Stelle einen Operator einfiihren, der aus einem Spinor die
Komponente herausprojeziert, die zu einer bestimmten Spinrichtung gehoren
soll. Der Spin-Projektionsoperator ist als

S(s) == (1+1°§) (3.6)

N

definiert. Dabei ist s der Spin-4-Vektor, der die Bedingungen

st = Nuws's” = —1,

(sp) = Nuws'p” =0 (3.7)

erfiillen soll. Der Spin-Projektor 3 unterliegt per Definition den Relationen

Y(s)+3(—s) = 1, (3.8)

und ist idempotent

Y(s)2(s) = X(s), (3.9)

welches eine inherente Eigenschaft eines Projektors ist. Tatséchlich folgt die
Beschriankung der Eigenwerte des Operators (3.6) auf 0 und 1 unmittelbar
aus seiner Idempotenz.

Im Folgenden wollen wir das Verhalten des Spin-Projektors in verschie-
denen Systemen betrachten.
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3.2.3 Spin im Ruhesystem

Im Ruhesystem eines Teilchens ist der Gesamtdrehimpuls gerade gleich dem
Spinanteil (j = s), da es keinen Beitrag vom Bahndrehimpuls des Teilchens
gibt (I = 0). Da sich das Teilchen in Ruhe befindet, gibt es keine Raumrich-
tung, die wir einer anderen vorziehen konnten. Wir werden uns hier aller-
dings der Einfachheit halber auf den Spin in z-Richtung beschrinken. Der
Spin-4-Vektor soll dann entsprechend ein rein raumartiger Einheitsvektor in
z-Richtung sein. Wir definieren

st = (0,e,),

g = (0,—e.), (3.10)

wobei der Einheitsvektor n, = (0,0, 1) sein soll. Explizit soll noch einmal auf
den hier trivial erscheinenden Zusammenhang s} = —3§| hingewiesen werden.
Der untere Index in Form eines Pfeil soll die zwei moglichen Spinstellungen
in z-Richtung bezeichen. Als Spin-Up-Zustand wollen wir den Zustand ver-
stehen, bei dem der Spinvektor in positive z-Richtung zeigt. Der entgegen-
gesetzte Fall soll entsprechend Spin-Down-Zustand heiflen.

Es wird in diesem System, in dem das Teilchen ruht, unmittelbar klar,
dass die Relationen (3.7) erfiillt sind, da fiir den Impulsvektor im Ruhesystem
p* = (mc,0) gilt.

Wir werden nun die Wirkung des Spin-Projektors auf die bekannten
Losungen der Dirac-Gleichung fiir ein ruhendes Teilchen [BD84b] untersu-
chen. Mit den Spinvektoren aus (3.10) kénnen wir die Spin-Projektoren als

.. L/1+03 0 11
Z(ST) - 5( 0 ]1_0.3)_§+7?L<S€Z>7

. 1/1-¢o3 0 1 1
E(Sl) = 5 ( 0 1 +O’3) = 5 — ﬁ (Sez) (311)

schreiben. Dabei sehen wir, dass die Eigenzusténde des Spinprojektors zum
Eigenwert 1 den Eigenzustédnden des Spinoperators in z-Richtung zum FEigen-
wert +%h beziehungsweise —%h entsprechen. Fiir Spinoren ruhender Teilchen
positiver Energie gilt somit

E(gl){U1(ﬁ) = {O ) , (3.12)
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wéhrend die Spinoren mit negativem Energieeigenwert die Relationen

SRR SR
v2(p) 02(p) = w1 (p),

55, {vl(ﬁ) _ {gmm = u.(p) (3.13)

erfiillen. In (3.12) und (3.13) soll die auf der rechten Seite verwendete Schreib-
weise fiir die Spinoren verdeutlichen, dass jeder Zustand durch Angabe des
Vorzeichens des Energieeigenwertes, des Impulses und der Richtung des Spins
eindeutig bestimmt ist.

Wir kénnen nun also verallgemeinert sagen, dass der Spin-Projektor (3.6)
auf Eigenzusténde des Spin-Operators in eine beliebige Richtung des Spinvek-
tors § projeziert. Die Betrachtung der z-Richtung stellt keine Beschrankung
der Allgemeinheit dar, ermoglicht allerdings die Darstellung der Projektions-
eigenschaften durch schon bekannte Spinoren.

3.2.4 Spin fiir bewegte Fermionen

Teilchen, die einen Impuls p* = (E/c,p) mit |p| # 0 tragen, werden durch
Spinoren beschrieben, welche aus den entsprechenden Spinoren im Ruhe-
system durch die Lorentz-Transformation hervorgehen W# = A(—@)* U,
da sich das System des Beobachters mit —3 = pc/E im Ruhesystem des
Teilchens bewegt. Das ergibt fiir die uns bekannten Spinoren w*(p,s) und
v#(p, s) aus [BD84b] Dabei héngen die 4-Vektoren fiir Spin und Impuls durch
die Lorentz-Transformation A von ihren Entsprechungen im Ruhesystem des
Teilchens ab, was wiederum

Po= A
sto= A5 (3.14)
bedeutet. Mit der Transformationseigenschaft von Skalarprodukten (B.5)
wird unmittelbar klar, dass der Spinvektor dabei wieder die Relationen (3.7)
erfiillt. Es ist allerdings zu beachten, dass der Spinvektor in dem bewegten
System grundsétzlich seine Anschaulichkeit verliert. So stellt der Spinvektor
nicht etwa dar, in welche Richtung der Spin zeigt, sondern es gilt vielmehr

U 1 .
(SS) U(p,S) = §h U(p, S)a
1

p3) = 5ho(p.s), (3.15)
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was bedeutet, dass das Teilchen, welches durch den Spinor mit Spinvektor s
dargestellt wird, in seinem Ruhesystem entlang § polarisiert ist.

Reden wir also im Folgenden von dem Spin eines Teilchens, so werden wir
uns implizit grundsétzlich auf den Spin im Ruhesystem beziehen.

Der Spin-Projektor erfiillt in diesem System die Gleichungen

2(S){ums) _ {u(ns) |
v(p, s) v(p, 5)
2(—3){58;”;) — 0, (3.16)

wobei noch einmal darauf hingewiesen werden muss, dass p ein beliebiger
Impulsvektor sein kann und s ein beliebiger Vektor, der (3.7) erfiillt. Die
zu Grunde liegenden Gleichungen bleiben aber die Eigenwertgleichungen des
Spin-Operators in Richtung von § im Ruhesystem (siche dazu auch [Sch05]).

Speziell wollen wir darauf hinweisen, dass wir die Eigenzustédnde des Spin-
projektors mit s = +s; = Fs; auch fiir bewegte Teilchen mit Spin-Up und
Spin-Down bezeichnen wollen. Dabei werden die Spinvektoren unter Zuhil-
fenahme von (3.14) aus (3.10) gewonnen.

Wir werden nun noch eine spezielle Spinbasis untersuchen, welche wir
auch fiir unsere anschlieBenden Rechnungen verwenden werden, da sie eine
der wenigen intuitiv erscheinenden Konstellationen ist. Es geht dabei um den
Spin der parallel oder antiparallel zur Bewegung des Teilchens gerichtet ist.
Dazu betrachten wir ein beliebiges Bezugssystem, in dem das Fermion nicht
in Ruhe ist (|p| # 0). In jedem solchen System gibt es genau eine ausgezeich-
nete Raumrichtung, welche sich von den anderen unterscheidet, ndmlich die
Propagationsrichtung des Teilchens. Konstruieren wir nun also die Spin-4-
Vektoren, die die Relationen (3.7) erfiillen und dariiberhinaus parallel oder
antiparallel zur Bewegungsrichtung des Teilchens zeigen. Diese ergeben sich
nach einfacher Rechnung zu

S(I)%,L = :t677 SR.L = i7%7 (317)

wobei v = E/mc? gilt. Natiirlicherweise sind die Eigenzustinde des entspre-
chenden Spin-Projektors

, (3.18)
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auch Eigenzusténde des Helizitatsoperators s - p/|s||p| mit den Eigenwer-
ten £1. Diese Zustédnde werden entsprechend der Helizitét auch als rechts-
/linkshéndig bezeichnet, weshalb wir die Zustdnde auch dementsprechend
mit den Indizes R und L bezeichnet haben. Dabei versteht sich, dass der
Spinvektor im Ruhesystem seine bisherige Bedeutung verliert, da es dort
keine ausgezeichnete Richtung gibt.



24

Der Spinformalismus




Kapitel 4

Theorie der spinaufgelosten
freien Paarerzeugung durch
einen Atomkern in einem

Laserfeld

In diesem Kapitel wird zunéchst die theoretische Herangehensweise an den
hier untersuchten Prozess dargelegt. Im Anschluss daran wird die Berech-
nung der Raten fiir die Paarproduktion im Detail erlautert. Zum Ende dieses
Kapitels widmen wir uns der Berechnung des in den Raten auftretenden
Matrixelements. Dies wird sich als rechnerisch aufwendigster Schritt haraus-
stellen.

4.1 Theoretisches Grundkonzept

Wir untersuchen hier den nicht-linearen Bethe-Heitler-Prozess (1.5), wobei
wir der Rechnung von Yakovlev [Yak65] folgen werden. Wir betrachten dabei
einen Atomkern mit der Ladung Ze, der sich in einem Laser befindet, dessen
Photonen im Laborsystem die Energie Aw haben. Der Laser habe entspre-
chend (2.11) den invarianten Intensitétsparameter &.

Die geplanten Rontgen-Laser (siehe Abschnitt 1.2.2) stellen Energien mit
hochstens einigen keV zur Verfiigung. Um allerdings ein e™e™-Paar erzeugen
zu konnen, bedarf es je nach Intensitét einer Energie im MeV-Bereich. Wir
wollen uns eines Tricks bedienen, um die Photonenenergie zu erhéhen; und
zwar wollen wir uns die Blauverschiebung zu Nutze machen. Dazu werden
wir im Folgenden eine frontale Kollision des Kerns mit dem Laser betrachten.
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Abbildung 4.1: Schematische Darstellung des betrachteten Prozesses im Labor-
system

Abbildung 4.1 veranschaulicht diesen Prozess im Laborsystem, das heifit,
wenn sich der Kern mit einem relativistischen y-Faktor genau entgegen der
Propagationsrichtung des Lasers bewegt. Die Laserfrequenz im Ruhesysytem
des Kerns ist dann gemé$ (B.7) um den Faktor (3 + 1)y erhoht, wobei 5 =
(1/ 72)1/ ?. Betrachten wir diesen Prozess ausschlieBlich im Ruhesystem des
Kerns (Abb. 4.2), so konnen je nach Beschaffenheit des Strahlungsfeldes und
der Geschwindigkeit des Kerns im Ruhesystem Photonenenergien im Bereich
der Produktionsschwelle zur Verfiigung stehen.

®c
(B4 1)hw p /
AVAVAVAVAVAV A
W @

®c

Abbildung 4.2: Schematische Darstellung des betrachteten Prozesses im Ruhe-
system des Kerns

Da wir es dementsprechend mit Lasern sehr hoher Intensitdt und damit
enorm hoher Photonendichte zu tun haben, werden wir das Strahlungsfeld
klassisch als ebene, elektromagnetische Welle betrachten. Diese Art der Be-
handlung eines Laserfeldes wurde bereits von Kibble [Kib65] benutzt. Mitt-
leman [Mit87] fand heraus, dass die Differenz von klassischem und quan-
tisiertem Viererpotential proportional zu 1/1/N} ist, wobei N, die Anzahl
der Photonen pro Frequenzmode im Koherenzvolumen ist. Diese kann bei
modernen Lasern ~ 10!7 betragen, womit gerechtfertigt ist, dass wir die La-
serwelle klassisch betrachten. Zudem ist die Anzahl der in einem Prozess
absorbierten Photonen klein gegen N, sodass wir die Intensitdt der Laser-
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welle als konstant betrachten kénnen. Der Argumentation aus [Miil03] fol-
gend, werden wir das Potential des Kerns als Stérterm behandeln, da sein
Einfluss geringer abzuschiitzen ist als der des intensiven Laserfeldes [BV80)].
Wir werden dariiberhinaus auf die aus Kapitel 2 bekannten Volkov-Zusténde
zuriickgreifen, um das Elektron im Feld einer Laserwelle zu beschreiben. Im
Wesentlichen werden wir uns also der Rechentechnik von Yakovlev [Yak65]
bedienen um dieses Coulomb-Volkov-Problem zu behandeln.

Weiter ist anzumerken, dass wir ausschliefilich den Fall der freien Paar-
produktion betrachten wollen. Andere Effekte wie zum Beispiel die gebunden-
freie Paarerzeugung oder etwaige Kernanregungen werden nicht beriicksich-
tigt.

Um Spineffekte bei der Multi-Photonen-Paarerzeugung bestimmen zu
konnen, werden wir im Folgenden nur mit zirkular polarisiertem Laserlicht
arbeiten, da Photonen aus einem solchen Laser einen Spin in Propagations-
richtung tragen. Zu jedem der beiden Helizitétseigenzustdnde der beteiligten
Photonen gibt es vier verschiedene Spin-Konstellationen des Prozesses, da
jedes produzierte Teilchen zwei verschiedene Spin-Eigenzustdnde annehmen
kann. Damit ergeben sich insgesamt acht verschiedene Spinkonstellationen,
die beiicksichtigt werden miissen.

4.2 Berechnung der Produktionsraten
im Ruhesystem des Kerns

Wir wollen hier die Theorie des Prozesses genauer untersuchen. Mit den An-
nahmen und Néherungen, die wir in den vorangegangenen Kapiteln gemacht
haben, stellt es sich als sinnvoll dar, den Prozess so zu verstehen, dass ein
Elektron aus dem negativen Kontinuum durch die Stérung des Coulombpo-
tentials in das positive Kontinuum {ibergeht. Die Energie dafiir stammt aus
dem Laserfeld. Die spin-aufgeléste Ubergangsamplitude fiir diesen Prozess
ist im Ruhesystem des Kerns durch

A
Spaar = . / U, AW dha (4.1)

gegeben. Dabei verwenden wir die Volkov-Zusténde (2.6) und (2.8) sowie
das Coulomb-Potential des Kerns Ag. Dieser Prozess ist in Abbildung 4.3
graphisch dargestellt.

Die Amplitude aus (4.1) legt den Grundstein fiir unser weiteres Vorgehen.
Von ihr ausgehend werden wir nun Ausdriicke fiir die differentiellen Raten
erschliefen.
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q-—
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Abbildung 4.3: Feynman-Graph fir den Multiphotonen-Prozess, wie wir ihn be-

trachten wollen. Die Zick-Zack-Linien reprdsentieren hier die Volkov-Zustinde mit
den effektiven Impulsen qi. Z ist die Ladungszahl des Kerns.)

In unserem Fall untersuchen wir Teilchen in einer in z-Richtung propa-
gierenden zirkular polarisierten Laserwelle. Wir wollen uns auf eine links-
zirkular polarisierte Laserwelle beschrinken!. Der Helizititseigenwert dieser
Photonen ist also +1. Diese Beschriankung auf diesen Eigenwert ist moglich,
da die Amplitude fiir einen Storungsprozess erster Ordnung wie er hier be-
trachtet wird bei der Umkehrung aller beteiligten Spins in sich selbst iibergeht
[Len57]. Somit gibt es tatséchlich hochstens vier verschiedene Raten. Der
Welle, die wir betrachten wollen, liegt ein Potential der Form

Al (x) = af cos(kx) + ab sin(kx) (4.2)

zugrunde. Der Wellenzahlvektor dieser Welle ergibt sich entsprechend zu
k* =w'/c(1,0,0,1), wobei w = v(f+ 1)w die Laserfrequenz im Ruhesystem
des Kerns ist. Des Weiteren sind af = (0, a,0,0) und a4 = (0,0, a,0) Vierer-
vektoren, welche die Richtung des Feldes angeben. Dabei ist a die konstante
Amplitude des Vektorpotentials. Die Feldstérke wird damit zu E; = aw/ec.
Die Relationen

A% = CL% = CL% = —CL2, (4?))

(kAL) = (kay) = (kag) = (a1a2) =0 (4.4)

!Per Konvention ist der Drehsinn einer zirkular polarisierten Welle mit Blickrichtung
entgegen der Propagationsrichtung definiert. Links-zirkulare Polarisation ist also gleichbe-
deutend mit Rechtshéndigkeit der Photonen
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werden von dem Vektorpotential Aj erfiillt.
Das Potential der ebenen Welle (4.2) fithrt geméf (2.6) und (2.8) zu
den Volkov-Zustdnden im Laser. Die Wirkungsintegrale aus (2.7) und (2.9)

werden zu

2

SB — L)+ Ly P pas

202(k:p)77 ) sinn — (k) cosn (4.5)
M sinn — baz cos
+(gz) + ) 1 o) (4.6)

wobei hier wieder n = (kz) gilt. Der Intensitdtsparameter aus (2.11), welcher
in die effektiven Impulse und die effektive Masse eingeht, wird in einer ebenen
Welle zirkularer Polarisation zu & = a/c?.

Das Potential des Kerns ist in dessen Ruhesystem durch
Z

“ el

AY () Al(zx)=0 mit je{1,2,3} (4.7)

beschrieben, wobei Z die Ladungszahl des Kerns angibt. In diesem Bezugs-
system verschwinden alle rdumlichen Komponenten des Kernpotentials. Es
gibt also keine magnetischen Beitrdge zum Storungsterm.

Damit erhalten wir fiir die Paarerzeugungsamplitude mit dem Potential
(4.7) folgenden Ausdruck:

7 —(
Spaar = / qf;jSﬂOA%q/;j3s+ d*z
i i 'y ) . ( KA, )
= Uy o (1 ——F"— 'yA 1+ —— v,
\rgqo/ pe ( 2c(kp_)) K 2c(kpy)) P

con{ 3w [ - o)

x eila-Far)e iy (4.8)

Setzten wir nun das Viererpotential des Lasers in der Form (4.2) ein und
setzen 4¥ = ¢ mit e = (1,0,0,0), so ergibt sich

B iz d‘l_xﬂ ¢k¢1 . ¢1%¢
Spaar - \/m |f"‘b| PS5 {¢+ |:2C(]€p+) Zc(kp—)

ﬂé% - ¢2k¢ sinny — az(ek) v
3~ 2] 1 5T

w @t sin n+icg cos 'r]ez(q,+q+)~m7 (49)

} cosn
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wobei hier und im Folgenden

_ (&jp,) . (aijr) (410)

YT elkpn) T elkpy)

gelten soll. Dabei treten die folgenden z-abhéngigen, periodischen Funktionen
auf

f(n) = eTtoasitiozcosn eog(p) f(n), sin(n) f(n), (4.11)

fiir die wir nun eine entsprechende Reihenentwicklung finden wollen, die uns
einen besseren Einblick in das Verhalten der Ubergangsamplitude geben soll.

Zunéchst finden wir, dass unter Verwendung eines Additionstheorems fiir
die trigonometrischen Funktionen die Relation

aq sing — ag cosn = a(sinncosny — cosnsinng) = asin(n —ny)  (4.12)

gilt. Hier ist @ = y/a? + o2 und der eingefiihrte Winkel 7, ist gegeben durch
cosny = /@ und sinny = ay/@. Damit konnen wir eine bekannte Reihen-
entwicklung mit Bessel-Funktionen [AS65] anwenden

fzxsmn Z J 71n17 (413>

wobei die J,(z) gewohnlichen Bessel-Funktionen n-ter Ordnung sind. Mit der
Relation (4.12) finden wir fiir die Funktionen in (4.11) eine entsprechende
Darstellung in Form von (4.13). Es gilt somit:

f) = > Bue™,
cos(n)f(n) = 3 Cue™, (4.14)
sin(n)f(n) = Y Dae™™,

wobei die hier auftretenden Fourier-Koeffizienten die gewthnlichen Bessel-
Funktionen aus (4.13) enthalten. Fiir diese Koeffizienten gilt nun

Bn - Jn( )znno’
[Jn—i-l( )ei(”ﬂ)m’ + Jn_l(d)ei("_l)”o} , (4.15)

1
2
1 . 4
5 [Jpsr (@)™ — (@)l 1] . (4.16)
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Dabei haben wir die gewohnten Darstellungen
1, . . 1, . .
— — & - 3 - o L
cosn 2(6 +e ), s n 5 (e e )
von Sinus und Cosinus verwendet. Setzen wir nun die hiermit erhaltenen
Entwicklungen (4.14) fiir die Funktionen (4.11) in die Ubergangsamplitude
aus (4.9) ein, so erhalten wir

S, i@+ +a-—nk)-x (4.17)

aar — m5+s_/
Ve = Z ]

wobei sich uns das hier angegebene Matrixelement 27+~ als

M- = ﬂ”—’s‘{ <¢ 22 (kpf)k()kp )%> B

i hy
+(2c</sp+> 2c<kp_>)0”

(a2t Do 69

darstellt. Dieses Matrixelement gibt nun die Wahrscheinlichkeiten fiir den
Ubergang vom freien positronischen Dirac-Spinor in den freien elektronischen
Dirac-Spinor an. Wir betrachten also den Spin beziiglich der asymptotischen
Zustande. Die Indizierung des Matrixelements mit den beiden Spinvektoren
soll explizit auf die Tatsache hinweisen, dass die Spin-Abhéngigkeit des Pro-
zesses hier enthalten ist. Die Bestimmung dieses Matrixelements wird sich
trotz ausgefeilter Methoden als duflerst aufwendig darstellen. Aus diesem
Grunde werden wir uns dieser Aufgabe im folgenden Abschnitt zuwenden,
wéhrend unser Augenmerk hier weiterhin auf der Errechnung der Erzeu-
gungsraten liegt.

Wir wenden uns also wieder der Paarerzeugungsamplitude aus (4.17) zu,
indem wir die Integrationen iiber die Raumzeit-Koordinaten ausfiithren. Aus
der Integration iiber die zeitliche Koordinate erhalten wir eine d-Distribution,
wihrend die Integration iiber die raumlichen Koordinaten einfach die Fourier-
Transformierte des Kernpotentials liefert. Damit wird die Ubergangsampli-
tude zu

A 4
Spaar = 2 Z mi+87 T 277'5((]3_ + qo_ — TL]CO)

Vatad 5 g, +q_ — nk|?

= ;fq Zm5+s— 27r5(Q0)
Vald

-y e S, 19
Vil
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wobei hier (), = ¢+ +q_ —nk den 4-Vektor des Energie- und Impulsiibertrags
auf den Kern angibt. Hierbei ist zu beachten, dass die d-Distribution dafiir
sorgt, dass ausschliefSlich Prozesse erlaubt sind, in denen die Riickstoenergie
auf den Kern verschwindet, woraus die ebenfalls schon in (4.19) verwendete
Relation Q2 = —Q? folgt.

Weiterhin l&sst sich aus der 6-Funktion in der Paarerzeugungsamplitude
(4.19) ablesen, dass aus dem Laserfeld nur Vielfache der Laserfrequenz w =
ck? in dem Paarerzeugungsprozess absorbiert werden kénnen. Obwohl wir
also das Laserfeld als ebene Welle approximiert haben, erhalten wir doch
eine Quantelung des Strahlungsfeldes. Im Folgenden werden wir n als die
Anzahl der am Prozess beteiligten Photonen oder als die Photonenordnung
des Prozesses bezeichnen.

E A

MC

—m*C \

Abbildung 4.4: Ubergang aus dem negativen Energie-Kontinuum in das positive
Energie- Kontinuum fiir Elektronen im Laserfeld. Dabei ist my die effektive Elek-
tronenmasse im Feld der Laserwelle. Entsprechend (2.12) ist diese grifler als die
“nackte” Masse des Elektrons.

Da in der o-Funktion in (4.19) anstelle der asymptotischen (freien) Im-
pulse die effektiven Impulse auftreten, ergibt sich auch fiir die Energieschwel-
le eine Anderung gegeniiber der nicht-laserinduzierten Paarproduktion. Fiir
jedes erzeugte Teilchen muss hier mindestens seine effektive Ruheenergie auf-
gebracht werden. Dadurch sind nur Prozesse mit nw > 2m,c? erlaubt, wie
in Abbildung 4.4 veranschaulicht. Das hat zur Folge, dass nur Prozesse ab
einer bestimmten Photonenordnung ny zum Matrixelement beitragen. Wir
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definieren

2m.,c?
nO::min{neN:nZ mc}. (4.20)
w
Die gesamte Erzeugungsrate fiir ein Elektron-Positron-Paar hingt vom
Betragsquadrat der Ubergangsamplitude (4.19) ab. Dieses Betragsquadrat
ergibt sich zu

2
n n 2
|Spaar|2 = Z SI()az)mr = Z ‘SI()aa)ur ’ (421)
n>ng n>ngo
wobel 7 L6:2
S0 |7 = < (9,2 =276 (Q0) T (4.22)
919> Q@

ist. Die Relation (4.21) ist erfiillt, da fiir die dort auftretenden §-Funktionen
offensichtlich

0(Qn)d(Qn) = Gnnd(Q5)? (4.23)
gilt. Dies unterbindet das Auftreten der Doppelsumme iiber n und n’ in
(4.21). Desweiteren haben wir in (4.22) das auftretende Quadrat durch

[2706(Q%)]* = 278(Q%)eT (4.24)

ersetzt. Dabei ist T' ein Zeitfaktor, der die Wechselwirkungsdauer angibt
[BD84b]. Die von der Photonenordnung abhéngige Partialrate fiir die Erzeu-
gung eines Paares erhalten wir indem wir aus (4.22) den Zeitfaktor heraus-
dividieren und iiber alle Freiheitsgrade der erzeugten Teilchen integrieren. In
differentieller Form erhalten wir somit

gn) |2 d*q d*q_

1
6 e —
B = 7 S| Gy e

(4.25)
Dass wir hier die differentielle Rate beziiglich der effektiven Teilchenimpulse
¢+ betrachten, liegt urséchlich in der Normierung (2.14) der Volkov-Zustédnde
begriindet. Die differentielle Rate (4.25) héngt auflerdem von den asympto-
tischen Impulsen sowie den Spins der Teilchen ab, welche die Form der freien
Dirac-Spinoren im Matrixelement (4.18) bestimmen. Damit wird klar, dass
jede Rate vier verschiedene Beitrége hat, je nachdem welche Konstellation
der Spinorientierung vorliegt. Wir werden spéter sehen, warum von diesen
vier Raten tatséchlich nur drei verschieden sein koénnen.

Im Folgenden werden wir die Raten beziiglich der Energien und Emis-
sionswinkel der Teilchen auffassen. Dazu benétigen wir den Zusammenhang
der kartesischen Differentiale mit den Energie- und Winkeldifferentialen:

d*q = |q| ¢°dE, sin 0,d0,dé, (4.26)
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Des Weiteren sagt uns die 0-Funktion in (4.22), dass bei fester Photonenord-
nung die Angabe einer Teilchenenergie unmittelbar die Energie des anderen
Teilchens bestimmt. Das bedeutet, dass wir unter Verwendung der Beziehung

‘q_‘z d |q_| 6(¢% + ¢ —nk") = |q_| *dE, §(E,, + E, —nw) (4.27)

die differentielle Rate aus (4.25) iiber die effektive Elektronenenergie inte-
grieren konnen. Daraus ergibt sich

L
2 o1 g |sin, db, do, | . (4.28)
n q—i— QY=0

Z%c

d5Rn — % ’mffs |
Hierbei ist anzumerken, dass unsere Wahl, gerade die Elektronenenergie mit
Hife der é-Funktion in (4.27) zu eliminieren, rein willkiirlich war. Ebenso-
gut hétten wir iiber die Positronenenergie integrieren konnen. Aufgrund der
Tatsache, dass wir ndmlich die Paarerzeugungsamplitude in erster Ordnung
berechnet haben und somit weitere Wechselwirkung mit dem Kernpotenti-
al ausschliefen, wird sich das Betragsquadrat der Paarerzeugungsamplitude
symmetrisch unter der Vertauschung von Elektron und Positron verhalten.
Damit wird auch klar, warum wir anstatt der vier kombinatorisch méglichen
Raten nur drei verschiedene Raten finden werden. Wir werden dieses Verhal-
ten anhand der Berechnung des Betragsquadrats des Matrixelements (4.18)
im folgenden Abschnitt genauer untersuchen.

Nehmen wir an, in einem entsprechenden Experiment werde von dem er-
zeugten Paar nur das Positron detektiert. Die entsprechenden Raten, welche
nur von den Freiheitsgraden des Positrons abhéngen erhalten wir dann durch
Integration iiber die Emissionswinkel des Elektrons, was uns die dreifach-
differentiellen Raten

d*R, _ E.lq,|sinb,, &R,
dE, df, db, 2 d3q,
= / il / o, |q+\|q ‘|9ﬁs+5*] sin @, sinf,_

(4.29)

liefert. Aufgrund der Azimutalsymmetrie des gewdhlten Systems (zirkula-
re Polarisation des Lasers), kann diese Rate nicht von ¢,, abhidngen und
wir konnen das entsprechende Winkelintegral ausfithren und erhalten ein-
fach einen konstanten Faktor

Iq+Hq\ s
dE d9 / dog / d, I |9 P sin 6, sinf, . (4.30)
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Dariiber hinaus sind wir natiirlich auch an totalen Raten interessiert und
erhalten durch Integration {iber die verbleibenden Gréflen die totalen Parti-

alraten
T FE, 2
mazx d R
= do dE, |—2—1. 4.31
Ro= [ [, a8 o (31

Durch Summation dieser Partialraten iiber n erhalten wir die Gesamtra-
ten fiir die Paarproduktion®. Dabei versteht sich, dass eine Messung dieser
Gesamtraten keinen Riickschluss auf die beitragenden Photonenordnungen
zulaft.

4.3 Berechnung des auftretenden
Matrixelements
Das Matrixelement, welches in Gl. (4.18) definiert worden ist, wollen wir nun

genauer untersuchen. Um die Impuls- und Spin-Abhéngigkeit zu verdeutli-
chen, wird das Matrixelement zunéchst zu

M =u(p—, s-)Lav(py, 54)

umgeschrieben. Damit ist die Matrix I',, geméafl der Definition des Matrixele-
ments in Gl.(4.18) durch

= (¢ R <Z;i€>k<)kp—>%> o

Wi il
+(2c<k:p+> 2c<kp_>>0"

Wby by
(2t~ 2™ 432)

gegeben. Da unser Bemiihen hauptséchlich darauf zielen soll, das Betrags-
quadrat des Matrixelements zu berechnen, ist fiir uns auch die zu (4.32)
adjungierte Matrix von Bedeutung. Mit den entsprechenden Relationen aus

2An dieser Stelle sei angemerkt, dass darin auch der Grund dafiir liegt, dass wir hier
anstatt von Wirkungsquerschnitten, welche tiblicherweise den Ein-Photon-Prozess charak-
terisieren, von Produktionsraten sprechen. Jede Partialrate miisste entsprechend der De-
finition des Wirkungsquerschnitts auf einen anderen einfallenden Photonenfluss normiert
werden.
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(C.7) ergibt diese sich zu

o= (¢~ 3 ooyt )5

dikd  fkh \
+<2c<kp+> 2c<k:p_>)0"

¢2k¢ . ﬁé?ﬁz "
* (20(/€p+) 2¢ (kp)) Dy, (4.33)

Das Betragsquadrat des Matrixelements wollen wir nun in Indexschreibweise
als Summe iiber die einzelnen Beitrige auffassen

S4S—
|

2 —
‘ = |Uaraﬁvﬁ|2
ﬂaf‘agvﬁﬁﬁfﬁla,ua/

= Fa,gvﬁﬁglf@/a/ua/ﬂa, (434)

wobei hier entsprechend der Summationskonvention iiber doppelt auftreten-
de Indizes summiert werden soll. In der Form (4.34) finden wir nun die Ten-
sorprodukte der Spinoren aus (D.1) mit den Projektoren (3.6) und (D.2)
wieder. Setzt man dann noch die entsprechenden Darstellungen mit Spin-
und Impuls-4-Vektor ein, so erhélt man

e = (7 (P5) (572 () (5579)).

(4.35)

wobei wir hier die Summation iiber den Index « als Bildung der Spur {iber
das Produkt der auftretenden Matrizen ausgedriickt haben. Die Zuhilfenah-
me dieser Spur-Technik zur Berechnung von Ubergangsraten oder Wirkungs-
querschnitten ist wohlbekannt [BD84b] und kann die analytischen Rechnun-
gen drastisch vereinfachen. Dabei nimmmt man allerdings in Kauf, dass das
Verhalten und die Struktur der Ubergangsmatrix selbst (hier: ') im We-
sentlichen verborgen bleibt. Zu dieser Problematik nehmen auch Fano und
McVoy in [FMAB9] Stellung:

...] the trace technique for the direct calculation of cross section
has diverted attention from the study of matriz elements.

Wir werden allerdings im Folgenden sehen, dass die algebraische Berech-
nung des Betragsquadrats des Matrixelements (4.18) selbst unter Verwen-
dung der Spur-Technik sehr aufwendig ist. Wir werden also — ausgehend von
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(4.35) — einen analytischen Ausdruck fiir die Produktionsraten finden. Da-
zu setzen wir nun fiir die Matrix I',, (4.32) und fiir I',, (4.33) in die obige

Gleichung (4.35) ein und finden den Ausdruck
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fiir das Betragsquadrat des Matrixelements.

Verwenden wir nun zum einen die Eigenschaft der Spurbildung aus (E.10),
welche besagt, dass die Spur unter Umkehr der Reihenfolge von y-Matrizen
invariant bleibt, und zum anderen die zyklische Vertauschbarkeit (E.4) der
Matrizen innerhalb der Spur, so ergibt sich unter Zuhilfenahme der Kommu-
tatorrelation der Projektoren (D.4) die neue Form
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Hieraus 1483t sich sehen, dass wir jeweils die Terme zusammenfassen konnen,
deren Koeffizienten durch komplexe Konjugation ineinander iibergehen. Setzt
man jeweils die konkrete Gestalt des Spinprojektors ¥ (3.6) in obigen Aus-
druck ein, so kann dieser in die Form
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gebracht werden, in der nun erstmals sehr deutlich die verschiedenen Spin-
Beitrige zum Ubergang identifiziert werden kénnen. Zum einen gibt es Bei-
triage, die rein kinetischer Natur sind. Da diese nicht von den Spin-Vektoren
abhéngen, sind sie zu gleichen Teilen auf die vier durch die Spinstellung un-
terscheidbaren Produktionsraten verteilt.
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Weiterhin erhalten wir hier auch spinabhéngige Terme, welche sowohl
von einem als auch von beiden Spin-Vektoren abhéngen kénnen. Auf Grund
der Linearitét der Spur (E.2) heben sich diese bei Summation iiber die vier
Spinkonstellationen weg und es bleiben nur jene spinunabhiingigen Terme
erhalten. Daraus ergibt sich das selbe Resultat wie in [MVGO03], was nicht
verwundert, da bereits die Spinsumme iiber das Tensorprodukt der Dirac-
Zusténde in (4.35) die Energieprojektoren (D.2) ergibt.

Es ist auch zu bemerken, dass die Spuren, welche nur vom Spin eines Teil-
chens abhingen, auch genau eine y°-Matrix enthalten. Per Definition dieser
Matrix (C.5) sind diese Spuren rein imagindr. Wir sehen dementsprechend
auch, dass diese Spuren nur mit rein imagindrem Vorfaktor auftreten. Da-
durch ist weiterhin gewéhrleistet, dass das Betragsquadrat — wie nicht anders
moglich — reell bleibt. Diese Koeffizienten wollen wir im néchsten Schritt um-
schreiben, um das angesprochene Verhalten zu verdeutlichen.

Solche Terme, welche die Spin-Spin-Kopplung ausdriicken und somit von
beiden Spins abhingen, enthalten auch zweimal die Matrix +°. Diese lassen
sich aber gemé8 (4.32) aus den Spuren eliminieren. Damit und nach weiteren
linearen Umformungen ergibt sich

+9p(#AL (P )7 $ oA (07 7F-)
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(4.38)

Anhand dieser Form wollen wir nun die Symmetrie der Ubergangsraten bei
Teilchenvertauschung untersuchen. Dazu priifen wir das Verhalten des Be-
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tragsquadrats des Matrixelements aus (4.38) bei der Transformation p, < p_
und s; < s_. Zunichst betrachten wir dazu die Fourier-Koeffizienten aus
(4.16). Wir sehen sodann, dass bei Teilchenvertauschung der Phasenwin-
kel ny in ny + m iibergeht. Dieses Verhalten ist unmittelbar einsehbar, da
die Parameter «; aus (4.10) bei der Transformation einfach ihr Vorzeichen
andern. Damit bleibt auch das Argument der Bessel-Funktionen & erhalten,
da die o dort quadratisch eingehen. Wir konnen dementsprechend festhalten,
dass die Fourier-Koeffizienten B,, C,, und D, in (—=1)"B,, (—1)"**C,, und
(—=1)""'D,, iibergehen. Damit verhalten sich deren hier auftretende Produkte
B, B}, C,Cr und D, D} symmetrisch unter der betrachteten Transformation,
wéhrend sich die Produkte B, C; und B, D}, antisymmetrisch verhalten. Auf-
grund der Eigenschaften der Spur, liasst sich das Transformationsverhalten
der einzelnen Terme leicht einsehen und wir finden, dass das Betragsquadrat
des Matrixelements (4.38) unter Teilchenvertauschung invariant ist:

bussss ’2 - |£m;+sf|2 bei pi e p_, sy s (4.39)
Damit finden wir unmittelbar, dass die Raten bei verschiedenen Spinstel-
lungen der erzeugten Teilchen unabhéngig davon sind, welches der Teilchen
welchen Spin tragt. Von den zu den vier verschiedenen Spinkonstellationen
gehorenden Raten sind also wiederum nur drei Raten tatséchlich verschieden.
Wir werden bei der Vorstellung der numerischen Ergebnisse noch einmal auf
dieses Verhalten eingehen.

Hier soll nochmals angemerkt sein, dass das Matrixelement nicht von
beiden Azimutalwinkeln abhéngt, sondern nur von deren Differenz. Diese
Eigenschaft ist unmittelbarer Ausdruck der Azimutalsymmetrie des Systems.
Wir haben sie in (4.30) schon verwendet.

Die in (4.38) auftretenden Spuren koénnen schliellich unter Zuhilfenah-
me der in E gegebenen Umformungen komplett durch Skalarprodukte der
beteiligten 4-Vektoren ausgedriickt werden. Da diese Rechnungen sehr um-
fangreich sind, werden sie nur exemplarisch fiir einige spezielle Spuren dar-
gestellt. Diese Rechnungen finden sich in Anhang F wieder, wo auch eine
skalare Darstellung des Betragsquadrats des Matrixelements gegeben ist.

4.4 Transformation der Raten

Abschliefend werden in diesem Kapitel die in Abschnitt 4.2 ermittelten Pro-
duktionsraten in andere Systeme transformiert. Die dort berechneten Raten
wurden im Kernsystem berechnet und sind differentiell im effektiven Im-
puls (2.10) eines erzeugten Teilchens. Wirklich messbar sind allerdings nur
die asymptotischen Impulse im Laborsystem. Um die Raten beziiglich dieser
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Impulse zu ermitteln, stellen wir zunédchst die Transformation der dreifach-
differentiellen Raten aus (4.29) vor. Unter Verwendung der Relation (2.13)
erhalten wir fiir die im asymptotischen Impuls dreifach-differentielle Produk-
tionsrate
&R,  |p|sinf, &R,
dE,d0,do, |q|sinb, dE,d0,dp,

(4.40)

Verwenden wir nun noch die exakte Beschaffenheit des hier betrachteten
Systems, so kénnen wir diesen Ausdruck noch weiter vereinfachen. Da sich
némlich die hier betrachtete Laserwelle in die z-Richtung ausbreitet, bleiben
die Impulskomponenten in x- und y-Richtung unverdndert. Dies l&sst sich
unmittelbar aus (2.10) ablesen. Fiir beliebige Ausbreitungsrichtungen sehen
wir, dass sich jeweils die transversalen Komponenten der verschiedenen Im-
pulse nicht dndern. Somit gilt generell p, = g, was mit unserer Wahl der
Koordinaten zu |p, |sinf, = |g|sin§, und ¢, = ¢, wird. Aus letzterer Rela-
tion folgt unmittelbar auch die Gleichheit der entsprechenden Differentiale.
Damit vereinfacht sich der obige Ausdruck drastisch und wir erhalten

&R, R,
dE,df, ~ dE,df,

(4.41)

fiir die zweifach-differentiellen Raten, wobei wir wieder die Azimutalsymme-
trie unseres Systems ausgenutzt haben.

Es ist klar, dass etwaige Messungen nur im Laborsystem gemacht wer-
den konnen. Eine Mitfiihrung der Messapparatur ist unmoglich. Obwohl wir
in dieser Arbeit keine Ergebnisse im Laborsystem vorstellen werden, sei fiir
den interessierten Experimentator im Folgenden die Transformation der Ra-
ten ins Laborsystem erldutert. Dazu werden die asymptotischen Impulse im
Kernsystem ins Laborsystem Lorentz-transformiert (B.6). Bewegt sich das
Kernsystem im Laborsystem mit dem relativistischen Faktor v, so ergibt
sich das bekannte Transformationsverhalten fiir differentielle Wirkungsquer-
schnitte [EM95]. Wir haben es hier allerdings mit Produktionsraten zu tun,
welche im Gegensatz zu Wirkungsquerschnitten nicht Lorentz-invariant sind.
Vielmehr miissen wir wegen der Abhéngigkeit von der zeitlichen Komponen-
te auch die Zeitdilatation in Betracht ziehen. Wird zum Beispiel in einem
System ein Paar in einem Zeitintervall At erzeugt, so erscheint dieses in ei-
nem sich mit vy darin bewegenden System um eben diesen Faktor gedehnt.
Dementsprechend vermindert sich auch die Produktionsrate. In unserem Fall
gilt At = vAt' und somit R = R'/7, wobei hier die gestrichenen Grofien
dem Kernsystem und die ungestrichenen Groéflien dem Laborsystem zugeord-
net werden sollen. Es ergibt sich also fiir die dreifach-differentielle Rate im
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Laborsystem
d*R,  1|p|sind d’R]

dE df dp — ~ |p/|sin@ dE' 0’ d¢”
Auch hier werden wir einsehen, dass dieser Ausdruck sich in der von uns
betrachteten Konstellation noch vereinfacht. Da wir eine Head-On-Kollision
des Kerns mit dem Laser betrachten wollen, bewegt sich das Kernsystem
nadmlich mit Faktor v im Laborsystem und zwar in negative z-Richtung.
Da bei jedem Lorentz-Boost allgemein p, = p/| gilt, so ergibt sich hier im
Speziellen |p|sinf = |p'|sin @’ mit ¢ = ¢’. Damit erhalten wir

(4.42)

&’R, 1 &R,
dE df v dE'dy

(4.43)

als vereinfachten Ausdruck fiir unsere Produktionsrate. Damit sind wir nun
in der Lage, die Raten beziiglich aller relevanten Impulse zu betrachten.

Der Grund dafiir, dass wir in dieser Arbeit ausschlieflich Raten im Ru-
hesystem des Kerns vorstellen werden, liegt darin, dass sich bei der Lorentz-
Transformation (B.6) die Helizitét der Teilchen &ndern kann, was verhindert,
dass wir ohne Weiteres von den berechneten Raten im Laborsystem auf die
Spinkonstellation im Kernsystem schliefen konnen.



Kapitel 5

Ergebnisse zur spin-aufgelGsten
Paarerzeugung

In diesem Kapitel werden die numerischen Ergebnisse der Rechnung aus Ka-
pitel 4 und dem Matrixelement aus Anhang F préisentiert. Fiir die Integration
der Raten wird ein Algorithmus verwendet, der die Stiitzstellen und Gewichte
fiir die GauB-Legendre-Quadratur mit Legendre-Polynomen beliebiger Ord-
nung bestimmt. Dieser wurde in C++ unter Zuhilfenahme der Entwicklungs-
umgebung Eclipse implementiert.

Wir wollen die Ergebnisse vor dem Hintergrund einiger wesentlicher Fra-
gen zu den Spin-Effekten in Multiphotonen-Prozessen beurteilen.

Aus den bekannten Arbeiten fiir den spin-aufgelosten Ein-Photon-Prozess
[OM59, MD57] wissen wir zum Beispiel, dass das schnellere der beiden produ-
zierten Teilchen bevorzugt die Helizitédt des absorbierten Photons annimmt,
wéahrend das langsamere Teilchen nur sehr schwach polarisiert ist. Wir stellen
uns nun die Frage, ob es moglich ist, dass bei der Absorption mehrerer Photo-
nen beide Teilchen diesen photon-artigen Charakter aufweisen. Dariiber hin-
aus sind wir generell daran interessiert, ob es moglich ist, durch Steigerung
der Photonenordnung hoéhere Polarisationsgrade zu erreichen, um eventuell
eine praktische Anwendungsmoglichkeit der Multiphotonen-Paarerzeugung
aufzeigen zu konnen. Der lineare Bethe-Heitler-Prozess hat bereits bei der Er-
zeugung polarisierter Teilchenstrahlen fiir Hochenergieexperimente Anwen-
dung gefunden [A108].

Zunéchst werden wir dazu unsere Rechnungen auf den Ein-Photon-Fall
anwenden, um zu sehen, ob sie dort zu Ergebnissen fithren, die eine Uberein-
stimmung mit den bekannten Ergbnissen fiir diesen Fall aufweisen. Darauf-
hin werden wir die Ergebnisse auf das Multiphotonenregime ausdehnen. Wir
werden dort sehen, ob die Erhohung des im Prozess absorbierten Gesamt-
drehimpulses allein eine Auswirkung auf die Polarisations-Effekte hat. Im

51
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Anschluss daran, werden wir noch ein Ergebniss aus dem Ubergangsregime
préasentieren, um festzustellen, ob das Zulassen hoher Photonenordnungen
durch Anpassung des Intensitdtsparameters eine Auswirkung auf den Pola-
risationsgrad hat.

5.1 Der Ein-Photon-Prozess

Wir wollen zunéchst nach einer geeigneten Methode suchen, die Ergebnisse
unserer Rechnung zu bestdtigen. Dazu soll uns ein Ergebnis aus [OM59]
und [MD57] dienen. Dort wird der longitudinale Polarisationsgrad fiir den
detektierten Teilchenstrahl in Abhéingigkeit von der Energie der Teilchen
angegeben. Fiir relativistische Teilchen gilt

_dogp—dop 4r — 1
dop+dop, 42?2 —4x+ 3

(5.1)

wobei der dimensionslose Parameter x = F/hw der Quotient aus Teilchen-
und Photonenenergie ist. Wir sehen also, dass im Ein-Photon-Prozess die
longitudinale Polarisation nicht von der absoluten Energie des erzeugten Teil-
chens abhéngt, sondern nur von dem relativen Energieiibertrag vom Photon.
In Abbildung 5.1 ist der Polarisationgrad fiir den Ein-Photon-Prozess dar-
gestellt. Dabei haben wir angenommen, das Photon treffe auf einen Kern in
Ruhe. Mit ¢ < 1 haben wir angenommen, dass die Intensitit der Laserwelle
so gering ist, dass wir quasi den Fall des linearen Bethe-Heitler-Prozesses
(1.4) betrachten. Die Indizes R, L deuten auf die longitudinale Polarisati-
on hin. Analog zu der Nomenklatur fiir die Spinoren aus Kapitel 3 nennen
wir das beobachtete Teilchen rechts-/linkshéindig. Uber den Spin des ande-
ren Teilchens ist summiert worden. Da die von uns berechneten Raten aber
symmetrisch unter Teilchenvertauschung sind (4.39), ergibt sich fiir beide
Teilchenstrahlen dieselbe Energieabhéngigkeit des Polarisationsgrades, wenn
das jeweils andere Teilchen nicht detektiert wird. Fiir den Polarisationsgrad
im Ein-Photon-Prozess ist es dariiber hinaus zuléssig, die Wirkungsquer-
schnitte fiir unsere Rechnung durch die Erzeugungsraten zu ersetzen. Der
konstante Fluss, auf den die Wirkungsquerschnitte normiert sind, hebt sich
im Quotienten gerade weg. Es gilt also

Rp/Ry, = op/oy. (5.2)

Wir finden in Abbildung 5.1 eine deutliche Ubereinstimmung unserer numeri-
schen Ergebnisse mit dem analytischen Ausdruck (5.1) aus [MD57]. Dies ent-
spricht dem Polarisationsgrad aus [OM59], wenn man die dort beriicksichtig-
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Abbildung 5.1: Longitudinaler Polarisationsgrad in Abhdngigkeit von der Ener-
gie fiir den Ein-Photon-Prozess bei einer Photonenenergie von 20 MeV und einem
Intensititsparameter von € < 1. Die Kreuze stellen unsere numerischen Ergebnis-
se dar, wihrend die durchgezogene Linie Gleichung (5.1) entspricht.

ten Screening-Effekte vernachléssigt. In unserem Modell ist von vornherein
von dem Potential eines Atomkerns die Rede, so dass eine etwaige Abschir-
mung durch eine Elektronenhiille nicht in Betracht gezogen wird. Wir finden
also bestétigt, dass unsere Rechnung die Ergebnisse, die seit Ende der 1950er
Jahre bekannt sind, reproduzieren kann.

Wir wollen dieses wesentliche Resultat noch einmal erldutern. Das wohl
eindriicklichste Ergebnis ist, dass das erzeugte Teilchen, welches den Grof3-
teil der Photonenenergie tragt, mit erhohter Wahrscheinlichkeit in dieselbe
Richtung polarisiert ist wie das Photon selbst. Wir wollen an dieser Stelle
auf [BLP91] verweisen, wo die kinematischen Eigenschaften der in diesem
Prozess erzeugten Teilchen erldutert werden. Ein wesentliches Resultat ist
dort, dass der Emissionswinkel mit steigender Teilchenenergie abnimmt. Wir
haben also fiir hochenergetische, rechtshéndig polarisierte Teilchen den Fall,
dass der Spinvektor quasi in z-Richtung zeigt. Fiir das Teilchen, welches sich
am unteren Ende des Energiespektrums befindet, ist die linkshéndige Pola-
risation leicht bevorzugt.
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Wir haben in der Einleitung dieses Kapitels von photon-artigen Teilchen
gesprochen. Als solche wollen wir die Teilchen verstehen, deren kinetischen
Eigenschaften denen des Photons geméfl

E ~ |p|c (5.3)

entsprechen. Dabei ist der Emissionswinkel sehr niedrig. Es ist im FEin-
Photon-Prozess hochstwahrscheinlich, dass ein derartiges Teilchen die He-
lizitdt des absorbierten Photons triagt [Pra61].

5.2 Multiphotonen-Regime

Wir wollen im Folgenden sehen, wie sich die Polarisation verhélt, wenn Pro-
zesse mit einer hoheren Photonenordnung betrachtet werden. Dazu werden
wir die theoretischen Betrachtungen im Multiphotonen-Regime fortsetzen.
Dort ist Kpger > 1 und damit gilt fiir den Intensitdtsparameter £ < 1. Wir
wollen fiir unsere Rechnungen in diesem Abschnitt grundsétzlich den Inten-
sititsparameter ¢ = 10~ annehmen. Fiir derart kleine Intensititsparameter
kommt es dazu, dass fiir beliebige Photonenenergien nur die Rate mit mini-
maler Photonenordnung ng einen signifikanten Beitrag zur Gesamtrate lie-
fert. Schon die Rate fiir den Prozess, in dem nur ein Photon mehr absorbiert
wird, ist um den Faktor £? unterdriickt [Yak65]. Fiir die maximale kineti-
sche Energie eines Teilchens im Ruhesystem des Kerns, welches in einem
n-Photonen-Prozess mit n > 1 erzeugt worden ist, gilt die Relation

BN = phw' — 2mc® = (

1
1) 2mc? < 2me’. (5.4)

n —

Dabei haben wir die nackte Masse des Elektrons angenommen, da fiir der-
art niedrige Intensitatsparameter gemafl (2.12) die Relation m ~ m, erfiillt
ist, die effektive Masse sich also von der nackten Masse nicht unterscheidet.
Dabei ist zu bemerken, dass fiir diesen Fall auch ¢ ~ p gilt (siehe (2.10)).
Wir brauchen zwischen effektiven und asymptotischen Impulsen in diesem
StoBsystem also nicht zu unterscheiden.

Geméf (5.4) befinden wir uns im Multiphotonen-Regime also energe-
tisch immer in der Néhe der Produktionsschwelle. Mit (5.4) konnen wir fiir
Multiphotonen-Prozesse in diesem Regime nicht annehmen, dass (5.3) erfiillt
ist. Somit sind die kinetischen Eigenschaften der produzierten Teilchen nicht
photon-artig. Mit dieser Argumentation wére anzunehmen, dass zumindest
mit den Mechanismen des Helizitatstransfers, die wir aus dem Ein-Photon-
Prozess kennen, die Polarisationseffekte im Multiphotonen-Regime weniger
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stark ausgeprigt sind. Auf der anderen Seite stellt sich wiederum die Frage,
ob durch eine Erhéhung der Zahl der absorbierten Photonen eine Steigerung
des Polarisationsgrades zu erreichen ist.

Wir werden im Folgenden Prozesse untersuchen, in denen fiir die Gesamt-
energie der absorbierten Photonen im Ruhesystem des Protons nhw’ & 3mc?
gilt. Dabei ist zu bemerken, dass eine gesamte Photonenenergie von 4mc?
geméf (5.4) schon nicht mehr moglich wére, ohne eine niedrigere Photonen-
ordnung zu bevorzugen.

Nehmen wir einen Lorentz-Faktor von v = 100 an, so ist dies mit einer
Photonenenergie im Laborsystem von hw =~ 7,5keV fiir den Ein-Photon-
Prozess realisiert. Fiir hohere Photonenordnungen ist jeweils nur der n-te
Bruchteil dieser Energie erforderlich. Dies entspricht bei einem Intensitéts-
parameter von £ = 1072 einer maximalen Intensitét von 102 W/cm?. Wir
liegen also hier in einem Bereich, der durch die in Abschnitt 1.2.2 erwidhnten
Rontgen-Freie-Elektronen-Laser realisiert werden konnte.

5.2.1 Polarisationsgrade

Wir wollen nun zum ersten Mal ein Ergebnis fiir Multiphotonen-Prozesse
priasentieren. Die Abbildung 5.2 zeigt die Polarisationsgrade bei verschiede-
nen Photonenordnungen n, aber einer konstanten Gesamtenergie. Als Refe-
renz ist hier wieder der energieabhéngige Polarisationsgrad aus (5.1) aufge-
tragen. Wir sehen allerdings, dass das analytische Ergebnis selbst fiir den
Prozess mit n = 1 keine gute Ubereinstimmung liefert. Da zwei Drittel der
Photonenenergie allein fiir die Aufwendung der Ruheenergien benétigt wer-
den, ist diese Abweichung auch nicht weiter verwunderlich, da das Resultat
(5.1) aus [MD57] und [OM59] mit der Annahme gewonnen wurde, dass sich
beide Teilchen mit relativistischer Geschwindigkeit bewegen. In Abbildung
5.2 sehen wir vor Allem, dass sich das Verhalten bei niedrigen Teilchenener-
gien fiir die verschiedenen Photonenordnungen signifikant unterscheidet. Der
Polarisationsgrad fiir den Ein-Photon-Prozess dhnelt qualitativ dem Verlauf
von (5.1) aus Abb. 5.1. Fiir Energien nahe der Produktionsschwelle haben
wir es zunéchst mit vorwiegend linkshéndiger Polarisation zu tun. Schon fiir
den 2-Photonen-Prozess nimmt diese Wahrscheinlichkeit deutlich ab. Ein un-
wesentlich von null verschiedener Polarisationsgrad ist dort iiberhaupt nur
bei sehr kleinen Energien moglich. Qualitativ deutlich anders verhélt es sich,
sobald ein Photon mehr absorbiert wird. Bei der Photonenordnung 3 fin-
det man bei jeder Energie mehr rechtshéndige als linkshéndige Teilchen, der
Polarisationsgrad ist also immer positiv.
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Abbildung 5.2: Longitudinaler Polarisationsgrad in Abhdngigkeit von der Ener-
gie fiir Multiphotonenprozesse mit nhw' ~ 3mc? und & = 1073

Bei hohen Energien unterscheidet sich das Polarisationsverhalten qualita-
tiv nicht. Nimmt ein Teilchen die maximal mogliche Energie auf, so betragt
der Polarisationsgrad bei allen drei Prozessen ~ 0, 7.

Auf Grund der Limitierung des Energieiibertrags auf die erzeugten Teil-
chen haben wir es hier also mit deutlich niedrigeren Polarisationsgraden zu
tun, als sie im Ein-Photon-Prozess mit hoheren Energien realisierbar sind.
Nach wie vor liegt der groflere Einfluss auf die Polarisation also beim Ener-
gieiibertrag. Auch eine Erh6hung der Photonenordnung kann der Verminde-
rung des maximalen Polarisationsgrades nicht entgegenwirken.
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5.2.2 Helizititseigenzustinde
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Abbildung 5.3: Erzeugungsraten differentiell in der Energie eines der erzeugten
Teilchen fiir die Helizititseigenzustinde bei der Photonenordnung n = 2 mit hw' ~
1,5me?, Z =1 und € =1073

Den im vorangegangenen Abschnitt ermittelten Polarisationsgraden lie-
gen die energie-differentiellen Erzeugungsraten zugrunde. Wir wollen diese
gesondert betrachten, um weitere Einsichten in die Spineffekte zu gewin-
nen. Dabei werden wir im Folgenden die Ergebnisse fiir Z = 1 — also den
Stofl mit einem Proton — angeben. Aus Abbildung 5.3 kénnen wir ablesen,
dass die Erzeugung von Teilchen, die einen Spin entlang ihrer Bewegungs-
richtung (rechtshindig) tragen, einen grofleren Beitrag zur Erzeugungsra-
te liefert als bei entgegengesetzt polarisierten Teilchen. Wir sehen auch,
dass rechtshéandige Teilchen bevorzugt mit hoheren Energien erzeugt werden,
wéahrend bei linkshéndigen Teilchen eine Energieverschiebung zu niedrigeren
Energien zu verzeichnen ist.

Zudem finden wir hier wieder, dass nach der Summation iiber die be-
teiligten Spins die Energie symmetrisch um die mittlere Energie von Aw'/2
verteilt ist. Dieses Resultat wird von [MVGO3] bestétigt. Unabhingig von
den Stofparametern ist die effektive Energie eines erzeugten Teilchens im
Ruhesystem des Kerns bei Summation iiber die Spins immer symmetrisch



58 Ergebnisse zur spin-aufgelosten Paarerzeugung

um die mittlere Energie verteilt, was unmittelbar aus (4.39) und (4.19) folgt.
Es ist auch zu bemerken, dass es bei dieser Spinkonstellation ab einer Photo-
nenordnung von n > 3 bei keiner Energie moglich ist, hauptséachlich Teilchen
im linkshéndigen Zustand zu erzeugen. Wie in Abbildung 5.2 gezeigt, sieht
der Polarisationsgrad hier also qualitativ anders aus. Die winkeldifferenti-
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Abbildung 5.4: Winkel-differentielle Erzeugungsraten im System aus Abbildung
5.3; 0 ist dabei der Winkel zwischen Propagationsrichtung des Lasers und Impuls
des erzeugten Teilchens

ellen Raten aus Abbildung 5.4 zeigen ebenfalls eine Abhéngigkeit von der
Polarisation des detektierten Teilchens. Zunéchst finden wir eine allgemei-
ne kinematische Eigenschaft der erzeugten Teilchen aus [BLP91] bestétigt,
namlich, dass ein Teilchen bestimmter Energie in einen bestimmten Winkel-
bereich um éq erzeugt werden. Fiir diesen Winkel gilt

MyC?

E

q

sin éq = (5.5)
Dabei werden Teilchen mit hoherer Energie im Kernsystem in einem schmale-
ren Kegel um die z-Achse erzeugt. Wir sehen nun recht deutlich, dass sich der
Erwartungswert des Emissionswinkels fiir Teilchen in einem rechtshéndigen
Helizitédtszustand in Richtung kleinerer Winkel verschiebt. Fiir linkshéndige
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Teilchen stellen wir eine Verschiebung in Richtung gréflerer Winkel fest. So-
mit stehen unsere Ergebnisse wieder im Einklang mit der Relation (5.5), da
der Emissionswinkel in jedem Prozess im Wesentlichen durch die Energie des
Teilchens bestimmt ist.
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Abbildung 5.5: Erzeugungsraten differentiell in der Energie fir die Heli-
zititseigenzustinde bei der Photonenordnung n = 4 mit hw' ~ 0,75mc? und
£=10"3

Wir wollen nun noch weitere differentielle Raten betrachten, und zwar in
einer Konstellation, in der die gesamte absorbierte Energie dieselbe bleiben
soll, wie im vorigen Fall; die Photonenordnung allerdings verdoppelt wer-
den soll. Abbildung 5.5 stellt dieses Ergebnis fiir die energiedifferentiellen
Raten dar. Im Wesentlichen ist zu bemerken, dass die Absorption mehrerer
Photonen bei einem niedrigen Intensitédtsparameter eher unwahrscheinlich ist
(Faktor 10~!). Dariiber hinaus sehen wir, dass der Einfluss des Spins gleicher
Art ist, wie im Fall geringerer Photonenordnungen. Es ist allerdings festzu-
stellen, dass analog zu dem Verhalten, welches wir in Abbildung 5.2 gesehen
haben, die Verschiebung der Erwartungswerte der Energie jeweils weniger
stark ausgepragt ist.
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Abbildung 5.6: Winkel-differentielle Rate fir n = 4 mit hw' =~ 0,75mc? und
£=10"°

Betrachten wir dazu auch noch die Raten differentiell im Winkel 6 (Ab-
bildung 5.6), so kommen wir zu dem Schluss, dass die Erhéhung der Potonen-
ordnung im Multiphotonen-Regime keinen grofien Einfluss auf die Verteilung
der Spins auf die erzeugten Teilchen hat. Dies hatten wir schon angenommen,
nachdem wir die Polarisationsgrade aus Abbildung 5.2 betrachtet haben.

5.2.3 Spin-Up-/Spin-Down-Eigenzustinde

In Kapitel 3 haben wir neben den eben betrachteten Helizitétseigenzustdnden
eine weitere Spin-Basis eingefiihrt, welche wir im Folgenden auch untersuchen
wollen; nédmlich die Spin-Up- und Spin-Down-Zustéinde. Auch hier wollen
wir zunéchst die differentiellen Produktionsraten bei gegebener Photonen-
ordnung untersuchen, um anschliefend nach Stoiparametern zu suchen, bei
denen wir eine Steigerung der Polarisationseffekte erwarten.

Zunéchst beginnen wir damit, die energie-differentielle Rate fiir die Pho-
tonenordnung n = 2 zu betrachten (Abbildung 5.7). Dabei nehmen wir die-
selben Bedingungen wie im vorigen Abschnitt an. Der Intensitédtsparameter
sei also wieder £ = 1072 und die gesamte Energie, die im Prozess absorbiert
wird, ist 3mc?. Wir sehen in Abbildung 5.7, dass die Raten fiir die Erzeugung
von Spin-Up- und Spin-Down-Teilchen sich im Wesentlichen nur im Bereich
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Abbildung 5.7: Erzeugungsraten differentiell in der Energie fiir Spin-Up-/Spin-
Down-Zustinde bei der Photonenordnung n = 2 mit hw' ~ 1,5mc? und € = 1073

niedriger Energien unterscheiden, wiahrend die Rate fiir Spin-Up-polarisierte
Teilchen den gréferen Anteil an der spin-summierten Gesamtrate hat. Dieses
Verhalten konnen wir dadurch verstehen, dass die langsameren Teilchen hier
auch stark in die Polarisationsrichtung der einfallenden Photonen polarisiert
sein konnen. Bei der Transformation des Spin-Vektors aus dem Ruhesystem
des Teilchens dndert sich dieser fiir langsame Teilchen kaum. Zudem steht
diesem Teilchen ein breiteres Winkelspektrum offen (vgl. 5.5), sodass ein
groflerer Anteil des Spinvektors senkrecht zu der Bewegungsrichtung steht
und bei der Transformation ins bewegte System nicht gedndert wird . Wir
sehen allerdings wieder, dass die Polarisationseffekte hier — wie im vorange-
gangenen Abschnitt — recht gering ausfallen.

Wir wollen, um festzustellen, ob hohere Polarisationsgrade iiberhaupt
moglich sind, jetzt den stark unterdriickten Prozess untersuchen, bei dem
die Photonenordnung grofler als ng ist. Wir werden dazu den Prozess mit
der Photonenordnung n = 2 betrachten, bei dem zwei Photonen der Ener-
gie 3mc? absorbiert werden. Jedes dieser Photonen hat eine Energie, die
ausreicht, die Produktionsschwelle von 2mc? zu iiberwinden. Dieser Prozess
ist also hypothetischer Natur, da in einer derartigen Konstellation auch der
Ein-Photon-Prozess moglich ist und damit bevorzugt stattfindet. Es wird
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in diesem Prozess eine Gesamtenergie von ~ 6mc? absorbiert. Der Freie-
Elektronen-Laser, der diese Rahmenbedingungen liefern kénnte, miisste im
Laborsystem wie zuvor eine Intensitit von 102 W/cm? bereitstellen.
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Abbildung 5.8: Energie-differentielle Raten fiir den stark unterdrickten 2-
Photonen-Prozess mit einer absorbierten Gesamtenergie von 6mc? bei &€ = 1073

In Abbildung 5.8 wird nun wieder deutlich, dass in einem Prozess mit
hoherem Energieiibertrag auch die Polarisationseffekte zunehmen. Wir sehen
hier einen deutlich héheren Polarisationsgrad als bei den zuvor betrachteten
Prozessen. Auch fillt die Ahnlichkeit zu dem in Abbildung 5.3 betrachteten
Prozess auf. Diese lédsst sich erkldren, wenn man sich vergegenwiértigt, dass
der Spin-Up-Zustand fiir schnelle Teilchen, deren Impuls gemaf (5.5) fast
parallel zur z-Achse gerichtet ist, dem rechtshiandigen Helizitéitseigenzustand
sehr dhnlich ist. Selbiges gilt analog auch fiir den Spin-Down-Zustand. Die
Spin-Effekte, die in Abbildung 5.8 verdeutlicht sind, fallen hier wieder recht
eindrucksvoll ins Gewicht. Wir sehen zum einen eine starke Energieverschie-
bung der Teilchen je nach Spinausrichtung und zum anderen ein Ubergewicht
an den erzeugten Teilchen von Spin-Up-Zusténden auf dem gesamten Ener-
giespektrum. In Abbildung 5.9 sind die winkel-differentiellen Raten fiir den-
selben Prozess gezeigt. Auch hier sind die Spin-Effekte signifikant. Wir sehen
wir sehr schon, dass die Teilchen im Spin-Up-Zustand bevorzugt in einen
schmaleren Kegel emittiert werden, wihrend die Winkelverteilung fiir Spin-
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Abbildung 5.9: Winkel-differentielle Raten fir den stark unterdriickten 2-
Photonen-Prozess mit einer absorbierten Gesamtenergie von ~ 6mc? bei & = 1073

Down-Teilchen deutlich breiter ist. Dariiber hinaus ist es aus Abbildung 5.9
moglich, den Unterschied in den totalen Raten abzuschéitzen. Eine genauere
Untersuchung der totalen Raten wird im folgenden Abschnitt vorgenommen.

5.2.4 Totale Raten

Nachdem wir nun die differentiellen Raten im Multiphotonen-Regime aus-
giebig dargestellt haben, werden wir uns jetzt der Betrachtung der totalen
Raten zuwenden. Wir zeigen zunéchst die totalen Raten fiir den Fall, dass
bei verschiedener Photonenordnung jeweils die gleiche Gesamtenergie von
3mc? absorbiert wird (Abbildung 5.10). Dabei wird die Gesamtrate in der
Spin-Up-/Spin-Down-Basis zerlegt. Es werden alle drei verschiedenen Bei-
trage zur Partialrate einzeln betrachtet und somit der Polarisation beider
produzierter Teilchen Rechnung getragen. Die beiden Beitrége der verschie-
denen Spin-Stellungen sind summiert aufgetragen, da sie ohnehin identisch
sind (4.39).

Da der Intensitidtsparameter hier mit ¢ = 1073 wieder sehr gering an-
genommen worden ist, liegt im Laser eine aus unserer Sicht relativ geringe
Photonendichte vor, sodass ein Prozess, der einer hoheren Anzahl von Photo-
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nen bedarf, unabhéngig von deren Energie seltener stattfindet. Dies schlégt
sich in einer Abnahme der Produktionsraten mit steigendem n nieder (vgl.
Abb. 5.3, 5.5). Daher haben wir hier die Raten fiir jedes n jeweils auf die
gesamte, spin-summierte Partialrate normiert. Prinzipiell ist zu bemerken,
dass fiir sehr hohe Energien die hier betrachteten Spin-Zustinde den Heli-
zitédtseigenzustdnden entsprechen.
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Abbildung 5.10: Beitrag der verschiedenen spinabhdngigen Partialraten zur ge-
samten Partialrate, wobei das Stofsystem hier wieder durch nhw' = 3m.c® und
€ =102 gegeben ist

Wir sehen in Abbildung 5.10 also die Raten, die wir fiir die Photonen-
ordnungen n < 3 in Abbildung 5.2 schon differentiell in der Energie be-
trachtet haben. Wie wir schon dort feststellen konnten, ist auch hier deutlich
zu erkennen, dass sich die Polarisationen des gesamten erzeugten Teilchen-
strahls jeweils nicht in besonderem Mafle voneinander unterscheiden. Gerin-
ge Spin-Effekte existieren dennoch. So ldsst sich aus Abbildung 5.2 schon
erkennen, dass bis zu n = 3 der Beitrag der Produktionsrate fiir zwei Spin-
Up-polarisierte Teilchen anwéchst. Somit steigt der Gesamtpolarisationsgrad
bis zu dieser Photonenordnung. Fiir groflere Photonenordnungen nimmt er
wieder ab. Der Fall, dass beide Teilchen Spin-Down-polarisiert sind, tragt
nur gering zur gesamten Partialrate bei, sein Anteil bleibt aber fiir alle n
relativ konstant. Den wesentlichen Anteil an der Partialrate tragen immer
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die gemischten Raten. Diese tragen allerdings nicht zum Polarisationsgrad
eines der produzierten Teilchen bei. Wir stellen also erneut fest, dass sich im
Multiphotonen-Regime keine héheren Polarisationen erreichen lassen als bei
der Absorption eines hochenergetischen Photons.

Um wieder einen Eindruck von den Spin-Effekten in Prozessen mit hche-
rer absorbierter Energie zu gewinnen, verdeutlicht Abbildung 5.11 das Ver-
halten der totalen Raten, wenn n Photonen mit einer jeweiligen Energie von
3mc? absorbiert werden. Die gesamte Partialrate skaliert dabei wieder mit
£2" was aus [Yak65] bekannt ist. Dadurch trigt wieder nur die niedrigste
Photonenordnung nq signifikant zum Prozess bei. Gerade bei der Betrach-
tung hoher Photonenordnungen n handelt es sich somit um eine vorwiegend
theoretische Anschauung, um eventuelle Multiphotonen-Effekte sichtbar zu
machen. Fiir jede der beriicksichtigten Photonenordnungen ist dementspre-
chend wieder jeweils der Quotient aus einer der drei verschiedenen Raten
und der Spinsumme der Partialrate aufgetragen. Es sei angemerkt, dass die-
se Verhéltnisse auch im Laborsystem dieselben bleiben, da die totale Rate
geméB (4.43) transformiert wird und die Klassifikation der Spin-Basis ohne-
hin im Ruhesystem der Teilchen gemacht wurde. Wir sehen zunéchst, dass der
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Abbildung 5.11: Beitrag der verschiedenen spinabhdngigen Partialraten zur
gesamten Partialrate, wobei hier die gesamte absorbierte Energie erhoht wird,
hw' = 3myc? und € = 1073
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Beitrag, bei dem sowohl Elektron als auch Positron in Spin-Down-Zustédnden
sind, wie erwartet sehr klein ist. Ab einer Photonenordnung von ~ 6 ist
dieser Anteil an der Partialrate nur noch so gering, dass er komplett zu ver-
nachlédssigen ist.

Auflerdem fillt ins Auge, dass bei niedrigen Photonenordnungen n < 2
der Anteil der gemischten Raten dominant ist. Die Polarisation der erzeugten
Teilchenstrahlen ist somit eher gering. Das Resultat, dass die Polarisation
bei niedrigen Energien im Ein-Photon-Prozess abnimmt, ist aus [FMAS59]
bekannt. Dort iibersteigt der Anteil der Spin-Up/Spin-Up-Rate den Anteil
der gemischten Raten selbst bei hohen Energien nicht. Damit gibt es im
Ein-Photon-Prozess eine obere Grenze fiir den Polarisationsrad. Da unsere
Ergebnisse (Abb. 5.11) bei einer Photonenenergie in der Gréfenordnung der
Produktionsschwelle aufgenommen worden sind, ergibt sich demnach eine
sehr geringe Polarisation.

Das erstaunlichste Resultat ergibt sich allerdings, wenn eine groflere An-
zahl von Photonen in einem Prozess absorbiert wird. Naiverweise wiirden
wir erwarten, dass die Wahrscheinlichkeit der Spin-Up-Polarisation mit stei-
gender Photonenordnung immer weiter zunimmt, da ein Gesamtdrehimpuls
in z-Richtung von nh im Prozess erhalten bleiben soll. Tatsdchlich finden
wir allerdings, dass der Anteil der Rate fiir den Spin-Up/Spin-Up-Fall zwar
zunimmt, sich aber einem konstanten Wert (hier: ~ 0,6) anndhert. Somit
finden wir im Grenzwert hoher Photonenordnungen eine konstante Differenz
zwischen diesem Anteil und dem Anteil an der Partialrate, der gemischte
Spinstellungen repréasentiert. Es scheint also eine obere Grengze fiir die Pola-
risation der gesamten Teilchenstrahlen zu geben.

An dieser Stelle sei ein Erklarungsversuch fiir dieses Verhalten gegeben.
Nehmen wir an, die beiden erzeugten Teilchen seien nicht-relativistisch und
durch einen Zwei-Teilchen-Zustand mit festem Gesamtbahndrehimpuls be-
schrieben [CTDLO0S8]. Durch die Erhaltung der z-Komponente des Gesamt-
drehimpulses konnen zu den verschiedenen Raten, die sich durch die Spin-
stellung unterscheiden, nur bestimmte Partialwellen |L, M) beitragen. Dabei
ist L die Quantenzahl fiir den Betrag des Drehimpulses und M seine Kompo-
nente in z-Richtung. Die Quantenzahl M kann dabei alle ganzzahligen Werte
von —L bis L annehmen. Die Beitrdage sind in Tabelle 5.1 aufgelistet.

Dabei ist zugrunde gelegt, dass jedes absorbierte Photon den Drehim-
puls A in 2-Richtung trdgt und damit in einem n-Photonen-Prozess der Ge-
samtdrehimpuls nh erhalten werden muss. Da die Wahrscheinlichkeit, ein
mogliches M in einem Zustand mit gegebenem L zu finden, fiir alle diese M
gleich ist, unterscheiden sich die Raten nur durch Beitrige gewisser Parti-
alwellen mit bestimmtem L. Eine der gemischten Raten unterscheidet sich
zum Beispiel nur um den Beitrag der Partialwelle |[L = n — 1) von der Rate
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Tabelle 5.1: Beitrdge der Partialwellen

Spinstellung M L
il M=n—1 L>n-1
T/l M=n L>n
1l M=n+1 L>n+1

fiir den Fall, beide Teilchen im Spin-Up-Zustand zu finden. Dem Resultat
folgend, dass es fiir jede Partialrate eine obere Grenze fiir den Beitrag zu
einer Streuamplitude gibt [CTDLO08|, kénnen wir also annehmen, dass die
Differenz AR" = R}, — R}, /it proportional zu diesem Beitrag ist. Damit
erhalten wir in unserem Fall mit einer Gesamtenergie von nfw’ das Resultat

1

ATL
Rochw,

(5.6)

im Grenzwert hoher Photonenordnungen. Dieses Verhalten wurde zumindest
qualitativ anhand der Partialraten bei anderen Photonenenergien bestétigt.
Wir finden also ein Argument dafiir, dass der Polarisationsgrad nicht belie-
big gesteigert werden kann, ohne die Laserfrequenz zu verringern. Es wird
sich zeigen, ob dieses Argument einer genaueren Untersuchung der Prozesse
standhalten kann und ob die Begrenzung des Polarisationsgrades wirklich in
der Erhaltung des Gesamtdrehimpulses begriindet liegt.

Generell bleibt also erneut festzuhalten, dass durch die Absorption ei-
ner grofien Photonenzahl bei fester Photonenenergie auch keine beliebige
Erhohung des Polarisationsgrads erreicht werden kann. Es wird allerdings
durch die vorangegangene Argumentation die prinzipielle Moglichkeit nahe-
gelegt, den Polarisationsgrad durch Verminderung der Photonenenergie bei
dhnlich hoher Intensitéit und gleichzeitiger Steigerung der Photonenordnung
erhohen zu konnen.

5.3 Ubergangsregime

Aus den vorangegangenen Ergebnissen aus dem Multiphotonen-Regime ha-
ben wir gelernt, dass eine Erhchung des Polarisationsgrades zwar prinzi-
piell durch eine Erhoéhung der Anzahl der absorbierten Photonen gleicher
Energie moglich ist, diese Prozesse aber auf Grund des niedrigen Inten-
sitdtsparameters extrem stark unterdriickt sind. Dariiber hinaus stellt sich fiir
die Polarisation eine obere Grenze ein, von der wir das Skalierungsverhalten
aus (5.6) erwarten. Wir wollen ausgehend davon ein Regime konstruieren, in
dem wir stéarker ausgepragte Polarisationseffekte erwarten. Dazu miissen wir
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den Intensitédtsparameter erhchen, um auch fiir héhere Photonenordnungen
signifikante Beitrége zu erhalten (siehe zum Beispiel [MVGO03]). Weiterhin
sollten wir die Energie der einzelnen Photonen vermindern, um den Grenz-
wert fiir die Polarisation zu erhdhen.

Deswegen werden wir im Folgenden Ergebnisse préasentieren, welche in
einem Regime aufgenommen worden sind, welches wir als Ubergangsregime
bezeichnen wollen. Damit wollen wir es von den in Abschnitt 1.2 definierten
Regimes abgrenzen. Kennzeichnend soll dabei wieder der Keldysh-Parameter
(1.6) sein. Mit einem Intensitatsparameter von £ = 0,5 wird dieser zu Kpgqr =
2 und wir befinden uns weder im Tunnel- noch im Multiphotonen-Regime.
Wir wollen im Laborsystem eine Laserfrequenz mit fw = 300 eV annehmen.
Damit wird die Intensitiit der Laserwelle dort zu I ~ 4 x 10?2 W/cm?. Auch
dieses Regime ist von der tatséchlichen Realisierung nicht weit entfernt. Der
in Abschnitt 1.2.2 erwdhnte FLASH, der eine Vorstufe des European XFEL
ist, stellt heute schin Photonenenergien dieser Gréflenordnung mit Inten-
sitdten von bis zu 10?2 W /cm?zur Verfiigung.

Im Ruhesystem des Protons finden wir bei dem hier angenommenen
Lorentz-Faktor von v = 500 also Photonen mit einer Energie von hw' ~ 0, 3
MeV. Die Gesamtenergie der absorbierten Photonen muss in einem Prozess
mindestens 2m,c? betragen, um die effektiven Ruheenergien beider Teilchen
zur Verfiigung zu stellen. Entsprechend der Grofie der effektiven Masse (2.12)
ergibt sich in dem hier betrachteten Laserfeld m, =~ 1,12m. Die minimale,
zur Erzeugungsrate beitragende Photonenordnung betrégt also ng = 4. Wir
werden im Folgenden die Partialraten mit ng < n < 13 betrachten. Dies sind
die Raten, die hier einen signifikanten Beitrag geben. Die Wahrscheinlichkeit
n > 13 Photonen zu absorbieren, ist auch hier — mit £ = 0,5 — extrem gering.

In diesem Regime ist zu bemerken, dass auf Grund des Intensitatsparame-
ters, der hier um zwei GroBlenordnungen gegeniiber dem im vorigen Abschnitt
verwendeten angehoben wurde, es nicht mehr moglich ist, den asymptoti-
schen Impuls mit dem effektiven Impuls zu identifizieren. Wir sollten also,
um anschauliche Ergebnisse zu erhalten, die ermittelten Raten geméfl (4.41)
transformieren.

Die energie-differentiellen Raten aus diesem Regime sind in Abbildung
5.12 gezeigt. Durch die Tatsache, dass nur relativ wenige Photonenordnun-
gen beitragen, kénnen wir in Abbildung 5.12 die einzelnen Beitrdge derer
identifizieren. Der gréfite Beitrag, der fiir das Maximum der Verteilung bei
~0,75 MeV verantwortlich ist, stammt aus dem 5-Photonen-Prozess. Der 4-
Photonen-Prozess ist im Gegensatz dazu zwar moglich, fillt aber kaum ins
Gewicht, da dort nur sehr wenig Uberschuss-Energie zur Verfiigung steht.
Der sukzessive Beitrag der ndchstgrofieren Photonenordnungen duflert sich
im Auftreten von Schultern in der Verteilung. Die Raten fiir die Photonen-
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Abbildung 5.12: FEnergie-differentielle Raten fir die Erzeugung rechts- bzw.
linkshdndiger Teilchen mit allen beitragenden Photonenordnungen mit hw' = 0,3

MeV und £ =0,5

ordnungen n > 11 tragen zur Gesamtrate kaum noch bei, sie lassen sich in
Abbildung 5.12 nur noch erahnen.

Die Rate fiir die Detektion eines Teilchens im rechtshéndigen Polarisati-
onszustand ist auf dem gesamten Energiespektrum grofler als die entsprechen-
de Rate fiir linkshéndig polarisierte Teilchen. Der dazugehorige longitudinale
Polarisationsgrad ist in Abbildung 5.13 dargestellt. Dort sind mehrere Effek-
te sichtbar. Da zum Beispiel die minimale Photonenordnung ny = 4 ist, tritt
selbst fiir niedrige asymptotische Energien nahe der Ruheenergie kein negati-
ver Polarisationsgrad auf. Da fiir die niedrigen Photonenordnungen allerdings
der Energieiibertrag stark begrenzt ist, tritt dort nur eine relativ geringe
Polarisation der Teilchenstrahlen auf. Je hoher allerdings die Energie wird,
desto gréfler wird der Einfluss von Prozessen hoherer Photonenordnungen,
welche auch einen hoheren Energieiibertrag und damit einen hoheren Polari-
sationsgrad ermoglichen. Jeder Teilsteigung des Polarisationsgrades kénnen
wir einen Prozess mit einer bestimmten Photonenordnung zuordnen.

Da wir von den erzeugten Teilchen nicht unbedingt wissen, welche Pho-
tonenordnung der Prozess hatte, aus dem es stammt, konnen wir nicht ohne
Weiteres auf die Energie des anderen in diesem Prozess erzeugten Teilchens
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Abbildung 5.13: Longitudinale Polarisation fiir den Prozess aus Abbildung 5.12

schlieen. Die Erzeugung zweier photon-artiger Teilchen nach (5.3) bleibt
aber auf Grund des Skalierungsverhaltens der Partialraten hochst unwahr-
scheinlich.

Auch in diesem Prozess sind hohe Polarisationsgrade nur fiir hohe Ener-
gien moglich. Die Problematik dabei ist allerdings, dass es ab einer bestimm-
ten Energie (hier ~ 2 MeV, siehe Abbildung 5.12) kaum noch einen signifi-
kanten Beitrag zur Erzeugungsrate gibt.

Der Gesamtpolarisationsgrad eines erzeugten Teilchenstrahls ist aber im
Vergleich zu dem Polarisationsgrad im Ein-Photon-Prozess grofier, da selbst
nahe der Ruheenergie der Polarisationgrad deutlich von Null verschieden ist
(hier ~ 0,1).

Wir wollen also festhalten, dass es prinzipiell moglich ist, auch in Multi-
photonen-Prozessen Teilchen mit hohen Polarisationsgraden zu erzeugen.
Wiéhrend es sich im Multiphotonen-Regime also als nicht realisierbar heraus-
stellt, Polarisationsgrade vergleichbar mit denen aus dem Ein-Photon-Prozess
zu erreichen, konnen wir hier durchaus dhnlich hohe Polarisationsgrade er-
zielen.



Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Kapitel werden die Methoden und Ergebnisse zusammengefasst,
welche fiir wesentlich gehalten werden. Auflerdem soll ein Ausblick — ausge-
hend vom Stand dieser Arbeit — auf weitere Forschungbemiihungen zu diesem
Themenbereich in theoretischer und auch experimenteller Hinsicht gegeben
werden.

6.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden die Paarerzeugungsraten im nicht-linearen Bethe-
Heitler-Prozess (1.5) berechnet und fiir bestimmte Regime graphisch darge-
stellt. Wir haben — der Dirac-Theorie entsprechend — den Ubergang vom
negativen Energiekontinuum in das positive Energiekontinuum durch ein
Coulomb-Feld eines Atomkerns im Feld eines intensiven Lasers untersucht.
Der Atomkern bewegt sich dabei derartig im Laserfeld, dass dieses aus seiner
Sicht blauverschoben ist. Dabei wurde das Hauptaugenmerk auf den Spin
der erzeugten Teilchen gelegt.

Der fiir diese Arbeit sehr wichtige Spinformalismus der relativistischen
Quantenmechanik ist in Kapitel 3 erldutert worden. Dabei wurde bei der
Beschreibung der Spin-Projektionsoperator in den Vordergrund gestellt, da
er es uns ermoglicht, den Spin in die Rechnung mit einzubeziehen.

Daraufthin haben wir an Abschnitt 4.2 verdeutlicht, warum es in unserer
Rechnung erster Ordnung nur drei verschiedene Raten gibt, obwohl es mehr
Kombinationsmoglichkeiten der betrachteten Spins gibt. Fiir dieses Resultat
ist es wesentlich, dass das berechnete Betragsquadrat des Matrixelements in
erster Ordnung invariant bei einer Teilchenvertauschung ist.

Ausgehend von diesem theoretischen Grundgeriist gelang es uns, das be-
kannte Ergebnis fiir die longitudinale Polarisation der Teilchenstrahlen im
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Ein-Photon-Prozess [MD57, OM59] zu reproduzieren.

Wir haben darauthin unsere Untersuchungen auf das Multiphotonen-
Regime ausgedehnt. Dort konnten wir aufgrund des geringen Energieiiber-
trags keine substanzielle Steigerung des Polarisationsgrades mit steigender
Photonenordnung feststellen. Die Polarisation ist wesentlich geringer als bei
der Absorption nur eines Protons mit hoher Energie. Wir haben aber gese-
hen, dass die dort stark unterdriickten Prozesse hoherer Ordnung zu grofieren
Polarisarionen fiithren kénnten. Auch bei diesen Prozessen scheint allerdings
die Gesamtpolarisation begrenzt zu sein. Eine Uberlegung, welche der nicht-
relativistischen Quantenmechanik entlehnt ist, veranlasst uns, davon auszu-
gehen, dass diese obere Grenze von der jeweiligen Energie der absorbierten
Photonen abhéngt und auf die Erhaltung des Gesamtdrehimpulses zuriickzu-
fithren ist. Die Energie- und Winkelverteilung der erzeugten Teilchen wurde
beziiglich ihrer Polarisation beschrieben.

Um Photonenordnungen hoher als ny beitragen zu lassen, erhohen wir
im néchsten Schritt den Intensitdtsparameter um zwei GroBlenordnungen.
Auch um der Begrenzung der Polarisation entgegenzuwirken aber in erster
Linie um einen realisierbaren Wert fiir die Intensitat der Laserwelle anzuneh-
men, vermindern wir dabei die Photonenenergie. In diesem Regime sehen wir
schlussendlich tatséchlich, dass durch Beitrdge hoherer Photonenordnungen
mit entsprechend groflerem Energieiibertrag auf die produzierten Teilchen
auch hohere Polarisationsgrade erreicht werden kénnen.

Es bleibt festzuhalten, dass der Helizitédtstranfer stark an den Energie-
iibertrag innerhalb der beitragenden Prozesse gekoppelt ist.

6.2 Ausblick

Die Ergebnisse dieser Arbeit geben Anlass zu der Vermutung, dass hohere
Polarisationsgrade im Tunnel-Regime auftreten konnen. Eine genaue Unter-
suchung der Prozesse bei hohem Intensitédtsparameter ¢ und damit hoher
Photonenordnungen (~ 10°) wird sich an diese Arbeit anschlieBen.

AuBlerdem wiére es sicherlich lehrreich, auch den Bahndrehimpuls explizit
in die Rechnung zu integrieren, um eine Erhaltung des Gesamtdrehimpulses
nachweisen zu konnen. Einsichten in dessen Verhalten bei den hier betrach-
teten Prozessen wurden bisher durch die Verwendung der Spurtechnik nicht
zugelassen. Die initiale Entwicklung der freien Dirac-Spinoren in Partialwel-
len koénnte sicherlich eine Mdoglichkeit sein, dies zu realisieren.

Bei der Prisentation der Ergebnisse in Kapitel 5 ist darauf geachtet wor-
den, Parameterbereiche anzunehmen, die nicht fernab jeglicher experimentel-
ler Realisierbarkeit sind. So sind Laser-Einrichtungen, welche die hier erfor-
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derten Parameter zur Verfiigung stellen, entweder im Bau (European XFEL)
oder existieren bereits (FLASH). Fiir die experimentelle Realisierung der
hier betrachteten Prozesse ist allerdings auch immer eine Beschleunigeranla-
ge notwendig, welche Atomkerne mit den entsprechenden Geschwindigkeiten
bereitstellen kann. Moderate Lorentz-Faktoren, wie wir sie in Abschnitt 5.2
in unsere Betrachtungen einbeziehen, hiatten am DESY, wo sich auch der
European XFEL befinden wird, erreicht werden kénnen. Dort war bis 2007
der Beschleuniger HERA in Betrieb, der Protonen mit Lorentz-Faktoren von
bis zu 1000 bereitstellen konnte.

Somit wird die experimentelle Uberpriifung der theoretischen Vorhersa-
gen fiir diese und dhnliche Prozesse in absehbarer Zukunft in die Reichweite
der technischen Moglichkeiten riicken.



74

Zusammenfassung und Ausblick




Anhang A

Einheitensystem

Dem Leser wird sicherlich aufgefallen sein, dass in dieser Arbeit mehrere ver-
schiedene Einheitensysteme verwendet worden sind. In Kapitel 4 haben wir
durchgehend atomare Einheiten verwendet, welche fiir die analytische Rech-
nung von Vorteil sind, da dieses Mafisystem auf Gaufischen Einheiten [Jac75]
beruht und zudem noch die Festlegung A = m. = ¢ = 1 einschliet. Das be-
deutet, dass hier zum Beispiel Wirkungen und Drehimpulse in Vielfachen des
Planckschen Wirkungsquantums gemessen werden. Entsprechend kann jede
physikalische Grofie in atomaren Einheiten (a.u.) ausgedriickt werden. Die
wohl bedeutendsten Gréflen Lange und Zeit werden in Vielfachen von

h2

ro = 5 =5,20x 107" m,
Mme€
hg —17
to=—7=242x10"" s
me€

angegeben. Daraus folgend lassen sich die atomaren Einheiten weiterer, fiir
unseren Prozess relevanter Groflen ableiten. Somit erhalten wir die folgenden
atomaren Einheiten
wo= tg' =4,13x10" 571,
EO = hu}() = 27,2]. eV,
R= & =514%x10° V/ m
(A.1)
fiir Frequenz, Energie und elektrische Feldstidrke. Weiterhin ist zu bemer-
ken, dass fiir die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1/a &~ 137 gilt, wobei « hier die
wohlbekannte Feinstrukturkonstante ist.
In den Kapiteln 2 und 3 wird das Gauflsche Einheitensystem verwen-
det, wobei dort aber die Formelzeichen h, e, m, explizit aufgefiihrt sind, um
quantenmechanische Effekte leichter identifizieren zu konnen.
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Anhang B

Relativistik

Die Minkowski-Raumzeit, in der sich die hier untersuchten Prozesse abspie-
len, ist im Wesentlichen durch die zugehorige Metrik

1 0 0 0
0 -1 0 0

10 0o -1 0 (B.1)
00 0 -1

charakterisiert. Deswegen nennt man (B.1) die Minkowski-Metrik. Eine Me-
trik wird auf jeder beliebigen Raumzeit bendtigt, um Raumzeit-Intervalle

ds® = n,,datdz”

zu definieren. Ein Element dieser Raumzeit nennen wir Ereignis und seine
Komponenten sind in kontravarianter Form durch z# = (ct, x,y, z) gegeben.

Ein weiterer wichtiger 4-Vektor, den wir in dieser Arbeit verwendet haben,
ist der Impuls-4-Vektor p* = (E/c, p), dessen nullte Komponente die Energie
gemdf der relativistischen Energie-Impulsbeziehung

E? = |p]*c + mAct (B.2)

enthélt, sowie auch das 4-Potential A* = (¢/c, A).
Ein Skalarprodukt auf einer Minkowski-Raumzeit ist als

(ab) = a'b, = n,a"b” (B.3)
definiert, wobei wir b, = 7,,,b” einen kovarianten Vektor nennen. Um Vekto-

ren von einem Bezugssystem in ein anderes zu transformieren, verwenden wir
die Lorentz-Transformation A. Bewegt sich zum Beispiel ein Bezugssystem S’
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mit der Geschwindigkeit v in dem Bezugssystem S, so hingen die Raumzeit-
Koordinaten eines Ereignisses in beiden Systemen iiber die Relation

o' = A* ¥ (B.4)

zusammen. Das Transformationsverhalten von Skalarprodukten ist umso ein-
facher, da sich Raumzeit-Intervalle bei einer Lorentztransformation geméf

(') = 1 (A*,0”) (A”,1%) = (ab) (B.5)
= UWA”pAVU = Tpo

nicht &ndern. Die explizite Form der Lorentz-Transformation lasst sich durch

7 —O . —B27 —Os7
Ao By 1+(1-7% (—1EE (y-1)h% .
~O (y-DEE 1+(1-mzE (-DEE '

2
“Byy (v-DEE (v-DEE 1+(1-95

darstellen, wobei hier 8 = |v|/¢, B = v/c der dimensionslose Geschwindig-

keitsparameter und v = (1 — ﬁ2)7% der relativistische Lorentzfaktor ist. Ein
Teilchen, dem ein Impuls-4-Vektor zugeordnet ist, erfiillt mit diesen Faktoren
die Relationen E = ymc? und |p| = Bymc?.

Gemaéf der in (B.6) definierten Lorentz-Transformationen gilt

B = 9B+ (BxB)- =503 B),

B' = 4B~ (3xE) - ~=6(5-B)

fiir elektromagnetische Felder. Haben wir allerdings den Fall einer Lorentz-
Transformation einer elektromagnetischen Welle wie aus Kapitel 2 entgegen
ihrer Ausbreitungsrichtung (vgl. Kapitel 4), so erhalten wir die vereinfachten
Relationen

E' = y(1+p)E,
B = ~(1+p)B. (B.7)



Anhang C

Dirac-Matrizen

In dieser Arbeit verwenden wir den Slash-Operator. Dieser wurde von
Feynman eingefiihrt und bildet einen 4-Vektor geméaf3

d=a7" =a’ —a-vy (C.1)
auf eine 4 x 4-Matrix ab. Dabei sind
10 0 0 0 0 0 1
o o1 0 o .o 0o 10
T 1oo -1 0> 7TT1lo0o 100
00 0 -1 1.0 00
0 0 0 —i 0 01 0
, o o0oi o s o 00 -1
T=1o io0o o] TT|=100 0 (C.2)
i 00 0 0 10 0

die Dirac-Matrizen in der Standard-Darstellung. Diese hdngen mit bekannten
2 x 2-Matrizen geméfl

1 0 ; 0 o
0 _ 2%2 J 7 .
7 - ( O _12X2> ) 7 - <_0_j O> ) ] € {17273} (C3)

zusammen, wobei die o; die Pauli-Matrizen (3.5) sind. Die Dirac-Matrizen
erfiillen die fundamentale Antikommutatorrelation

{7V = 20" L (C.4)
Dariiber hinaus gibt es die fiir die Beschreibung des Spins notwendige Matrix
0010
0001
5 0.1.2.3 _
Y= =1 0 6 ol (C.5)
0100
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welche zum Beispiel in (3.6) auftritt. Diese Matrix erfiillt die Relationen

VY = laa
{1 = 0. (C.6)
Fiir die Adjunigierte einer allgemeinen 4 x 4-Matrix legen wir die Relation
A=~AT4° (C.7)
fest. Mit Hilfe der Antikommutatorbeziehungen erhélt man
P =
M= 4 mit je{1,2,3) (C.8)

fiir die adjungierten Dirac-Matrizen.



Anhang D
Dirac-Spinoren

Fiir die freie Dirac-Gleichung finden wir je nach Vorzeichen des Energieeigen-
werts die Losungen u,_ s und v,, ,, . Das Tensorprodukt zweier identischer
Spinoren ist in Indexschreibweise durch

o = |(5) (555).,
vaTs = KVMQ; c) ‘ (1 +;5$+)Lﬁ D.1)

gegeben, wobei fiir adjungierte Spinoren generell ¥ = Wf0 gilt. In dieser
Form finden wir den aus (3.6) bekannten Spinprojektor ¥ wieder, welcher
den 4-Spin-Vektor aus (3.7) enthélt. Zudem finden wir den Energieprojektor

a0 = (155). (D.2)

2c

welcher entsprechend der Relationen

A (p)up,s = Up,s, A+(p)up,s =0
A+(p)vp,s = Up,s, A (p)vp,s =0 (DS)

auf Zustidnde eines entsprechenden Energieeigenwerts projeziert. Dabei ist zu
beachten, dass die Vorzeichenindizes aus (D.2) wie in dieser Arbeit iiblich das
Ladungsvorzeichen von Elektron beziehungsweise Positron bezeichnen. Der
Energieprojektor erfiillt mit dem Spinprojektor aus (3.6) die Vertauschungs-
relation

As(p), 5(s)] = 5 (p3)7° = 0. (D.4)
‘=7
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Anhang E

Spurbildung

Die Bildung der Spur iiber eine n x n-Matrix A ist als
Sp(A) = Ay (E.1)
i=1

definert. Die Spurbildung ist eine lineare Abbildung einer Matrix auf ein
Skalar. Sie erfiillt

Sp (SlAl + S2A2) = 51 Sp (A1> + So - Sp (AQ) (EQ)
als Bedingung fiir die Linearitdt. Eine weitere Eigenschaft der Spur ist
Sp (A1Az) = Sp (A244) (E.3)

woraus eine der wesentlichen Eigenschften der Spur unmittelbar folgt:
Die Spur ist invariant unter zyklischer Vertauschung, was soviel bedeutet
wie

wobei (i1, 1, . . . , i) durch zyklische Vertauschung in (jq, j2, . . ., jn) tiber- ge-
hen kann.

Damit kommen wir zu den Spureigenschaften der Dirac-Matrizen, welche
fiir diese Arbeit von besonderer Bedeutung sind. Zunéchst gilt

Sp(v*) =Sp (7°) =0, (E.5)

was unmittelbar aus der Standarddarstellung der Dirac-Matrizen (C.2) folgt.
Weiterhin ist es wichtig zu bemerken, dass die Spur iiber eine ungerade An-
zahl von y-Matrizen gemé&f

Sp (s - - - dan+1) = 0 (E.6)
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verschwindet. Diese Eigenschaft lésst sich leicht mit Hilfe von (C.6) nachwei-
sen. Aus (C.4) folgt die Darstellung durch Skalarprodukte

Sp (d1gt2) = 4(araz), (E.7)

welche sich weiter auf eine groflere Anzahl von Dirac-Matrizen ausdehnen
lasst. Somit gilt

Sp (dhidadada) = 4(ara2)(azas) — 4(araz)(asas) + 4(aras)(azas) (E.8)

fiir genau 4 y-Matrizen und die allgemeine Formel

Sp (dhadadts - . - ¢tn) = (a1a2) Sp (dagadts . . . dtn)
—(araz) Sp (dadadts - - - din)
+.

+(aray) Sp (dodadta - - - fhn—1) - (E.9)

Damit und mit den vorangegangenen Formeln lésst sich prinzipiell eine Spur
iiber eine beliebige Anzahl von y-Matrizen durch Skalarprodukte ausdriicken.
Des Weiteren gilt, dass die Spur bei Umkehrung der Reihenfolge in sich selbst
iibergeht

Sp (dada - - - hn—14tn) = SP (dndhn—1 - - - diagt1) - (E.10)

Fiir spezielle Spuren, die dariiberhinaus auch eine v°-Matrix enthalten, gelten
die Relationen

Sp(v’) = 0,
Sp (’y%lé) = 0, (E.11)
Sp (75¢il5dd) = 4iea575aab55’d5, (E.12)

deren Beweis aus [BD84b| zu entnehmen ist. Dabei ist €,4,6 der total anti-
symmetrische Tensor vierter Stufe.



Anhang F

Finale Darstellung des
Matrixelements

Wir wollen im Folgenden eine Darstellung des Matrixelements finden, wie
sie auch in unserer Numerik verwendet wird. Dabei gehen wir von der Form
(4.38) aus und zeigen, wie die dort auftretenden Spuren mit Hilfe der Rela-
tionen aus Anhang E berechnet werden koénnen.

Die Berechnung der Spuren, welche nicht von mindestens einem der Spin-
Vektoren anhdngen, ist in [Miil03] vorgefiihrt worden. Wir wollen uns im
Wesentlichen darauf konzentrieren, zu veranschaulichen, wie die Matrix ~°
innerhalb der spin-abhéngigen Spuren behandelt wird. Dazu werden wir ex-
emplarische Spuren aus (4.38) in eine Form bringen, von der ausgehend es
durch die iterative Anwendung der Relation (E.9) gelingt, die Spur durch
Skalarprodukte auszudriicken.

Dazu legen wir die Notation

Ti = Sp ((A+ (0 )7 #+ KA (p-)7"4-)
fest. Wie wir aus (E.6) wissen, verschwindet die Spur iiber eine ungerade
Anzahl von y-Matrizen. Damit ergibt sich
1
T, = 12 S (¢p7°#kp-n4-) — 2Sp (¢ 4 K°8-)]
wobei wir 7° gemif (C.5) als Produkt von vier Dirac-Matrizen interpretieren.

Mit Hilfe der Relationen (C.6) kénnen wir 4° mit den anderen Matrizen
vertauschen, um sie dann auf sich selbst anzuwenden. Dies ergibt

1

Ti= 5 [Sp (4 hp $) +Sp (¢4 K5 )] (F.1)

Dabei ist darauf zu achten, dass sich das Vorzeichen auf Grund der Anti-kom-
mutator-Relation bei jeder Permutation éndert. Die Spuren aus (F.1) kénnen

85



86 Finale Darstellung des Matrixelements

nun mit (E.9) und (E.8) durch Skalarprodukte ausgedriickt werden. In dieser
Arbeit wird darauf verzichtet, diese Rechenschritte explizit anzugeben.

Fiir Spuren, in denen nur eine ~°-Matrix auftritt, verhilt es sich etwas
anders. Exemplarisch fiir diesen Fall wollen wir die Spur

Tpj = Sp (fA+ (D )V fodikdA_(p-))

betrachten. Hierbei kann j die Werte {1,2} annehmen Wieder kénnen wir
zunéchst ausnutzen, dass die Spur bei ungerader Anzahl der v-Matrizen ver-
schwindet. Das gibt uns
T, . — 1 S 5 S 5 _ 1 T(l) T(z)
25 = 70 5P (¢ B i) = Sp (¢ fdibiep-)] = - | T’ — Toy
Die beiden hier eingefithrten Spuren lassen sich nun auf prinzipiell verschie-
dene Weise ausrechnen. Fiir die erste Spur kénnen wir nach zyklischer Ver-

tauschung gemif (E.4) verwenden, dass ¢¢ = 7°7% = 14,4 gilt, was uns nach
erneuter zyklischer Vertauschung

1
7,5 =50 (v # i)
liefert. Haben wir eine Spur in dieser Form, so kénnen wir sie unter Zuhilfe-
nahme der Relation (E.12) direkt berechnen. Wir erhalten also

1 .
7'2€j) = 4zea57533‘ra5k7pi,

was wir anhand der bekannten Formen der beteiligten Vektoren und der
Eigenschaften des e-Tensors einfach ausrechnen kénnen. Daraus erhalten wir

/

1 AW 3.2 2.3 2.0 0,2
72(,1') = 417[ (sip} — sipi +siph —sipl) dn

+(sip} — sipy +sipy — sipl) 0.
Die Spur ’2'2(3) lasst sich nicht auf diese Art und Weise berechnen, da
die Anzahl der beteiligten y-Matrizen vier iibersteigt. Wir miissen also eine
wesentlich weniger elegante Methode wihlen, indem die Matrix v° durch das

Produkt der vier anderen Dirac-Matrizen (C.5) ausgedriickt wird. Fiir die
entsprechende Spur ergibt sich daraus

T2 = iSp (¢ff1¢of s dikep-) .

wobei die hier eingefiihrten 4-Vektoren ¢; die Relationen ¢; = «* erfiillen. In
unserem speziellen Fall lasst sich die Spur daraufhin noch zu

T,2 = iSp (frfafspdikep-)
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vereinfachen. Die Rechnung lédsst sich wieder mit dem bekannten Verfahren
(E.9) fortsetzen. Sie ist allerdings beschwerlich, da wir es mit acht y-Matrizen
innerhalb der Spur zu tun haben. Damit kénnen sich prinzipiell 105 (= 7-5-3)
verschiedene Terme mit Skalarprodukten ergeben. In unseren Rechnungen
werden wir es mit Spuren {iber das Produkt von maximal zehn y-Matrizen
zu tun haben. In jedem dieser Félle ergeben sich dabei bis zu 945 Terme.
Das Betragsquadrat des Matrixelements ist daher in dieser Form &uflerst
unhandlich. Auf den folgenden Seiten ist diese gegeben.

4c?
+(pp-)(545-) — (p—54)(p45-)
—2p° p? (sy8-) —2508° (pyp-)
+25% (prs-)p + 2P (p—s4)s”

1
m,|” = B.B - {_[ 2p3p2 — (p4p-)

—? [283_8(1 — (545-) + 1}

52 0, % 0« _

“ | P +p2pt — (pyp-)
+(pp-)(515-) = (Ps-) (p-s+)
+p2 (=pi (s45-) + (pys_)s?)

P (—(p-s4)s" + (s4s-)p")

8% (= (p+p-)s~ + (p15-)p7)

—s? (—p’(p-s4) + (pyp-)st)

- [sg)rs* + 5088 — (sps-) + 1}}
5402

P s (p-s+) — PLpi(sys-)

—st 5" (prp )+ 55 p* (p+8—)} }
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e 1, % 1% 2
3 2pip- —2s, s’ ¢
—(php” —ppY) (255" — (s_s4))
—(p" % — sip?) (207 5" — (pyso))
—(stp — pls?)(2p7 s — (p-s4))
—(s}s? — sLs)(2pp” — (p-p4))
1

+Im{B:C,} - { 3

yoe { saph —pist =2 (00 +p2) +p2 (s +5%)
Dy

+p2 (s +8%) — 2 (2p0 —pt) —pist + sz_pi}

5 >k *
= s2pt —p2st — T (0L 4+ %) + i (S + 5%)

+p2 (55 +85) — 52 (2% —pt) —plst + sip’i}

6302 [ * *
AT sT(0% +pY) = ph(sh + %) —plst + 7
+)P- L
5302 [ 2/.0 3 2.3 0 2 2
| sZ(pl+p2)—pi(si+s_)—pis +s p*_}}
1 | ( ) ( ) — D3 1
+Re{BD*}__£_21O_1*+*1
nt/p 4ij_ PLpP_ —PipP_ T PyP_
—(phpt = plp)(2s8sY — (s45-))
—(pLst — sLpm) (2902 — (pys))
—(s'p? — plhs™)(259p° — (s2p1))
—(shst = sLs) (2052 — (pypo))
+2p% (—p2 (s5-) + 52 (p-s4))
—2s% (—p” (s_p1) + s° (p+p-))
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+Im{B;D,} - {%

*

+

{ sipt —plst —st(p2 +p2) +pl(s? +5%)
+pi (s> +8%) —sh(2p” —p*) —plst + slpi]
S ) )

+pl(sh +s5) —sL(2p5 —p}) —pist + Sip’i}
S 4 ph) — ph(sh 4 s0) — plst 4 sl_p:]

st(p? +p°) —pl(s® +°) —pls*+ sfrp*] }

— (28752 — 5753 ) (phpt +plpl)
—(2ptp” —prpt)(sh st +slsh)
+(2p5 8% — phst)(sipl +plst)
+(25%p° — st p*)(stpt +plst)

+2p% (p-sy)s% — 2p% (s )p

—25% (pp-)s2 + 257 (pys-)p2

—2p~ py s s+ plpi(sse

+2p= s ps? — ptsl(pys-
(

+25" plsip? — 5" ph(posy

*

—25* s p0p° + s* 8% (pyp-

)
)
)
)
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52

T 2plpl +p 4+ (pep-) — 0% — pip°
—c*[2sh sk 4+ 8785 + (s4s) —sTs) — s”;so —1]
—(php" +plpi) (7S + ((sps-) — s+ —%5%))
+(P1+8 + 5! p+)(p s+ ((p—s4) — S+p_ —p’s%)
+(plsy +siph) (i s™ + ((pes—) — s"p —plst))
—(shst +sts) (PP + ((prp-) — plpt —1p}))
+pip;(25tsy — (s45-))
+s" 5% (2020 — (p4p-))
—p- 51(250 p?r (s1p2))
—pis" (2085 — (p-s))

§2 * * * * * %
| 2Pt el - sl — el

— (25755 — 88" ) (pLpl + pipl)
—(2p~ p(i pipt)(stsh +sts 1_)
+(2p" % — prst)(spl +p+ )
+(2s2 p+—s pﬁ(sip +pt 5+)

+2p% (pys-)st — 207 (s- S+)p+
—2s" (p-p+)sg + 255 (p-sy)pl
—2p’plsys? +p+p (s_s
+2p5 st p? s — p-st

)

s_(p-s+)

+2s7 p” 5 p(-)‘r - S+p (pys-)
)

—2s7 57 P’ pi + 538" (p_py ] }
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* 52 * * %k
+Re{C,D:} - {4(])* E —(2s%8% — s%s%) (P> + plp?)
+
—(2p3p% — pip})(sys® +sLs7)
+(2p* 8% — pts* ) (sip® +plst)
+(2s5p% — stp* ) (sLp’ +pls®)
. 62 12+21_C2|:3182+5281]
2pj.pi p—p-‘r p—p-‘r —“+ —“+
—(pyp? +pLpi)(stsh + ((s45-) — sis™ —s2sh))
+(phs? +sp1) (st + ((p-sy) — sipt —plsy))
+(pL st +sip?) (st + ((prs-) — s2pf — pls™))
—(shs? +sLs2)(pl + ((pap-) — 2p% —p2pY))
—(phst —sip})(prs? —plst)
+(pLs? —sLp?)(pish —pls)
£ 0
AT B

2c
FIm{CDn} { 459* 2 [ st +pls) +ptst 4+ ptsd +pi(st + 53)}
+
e { 0.3 3.0 0.3 3 0
- % k% p S _p S +p_S_ _p_S_
2p+p7 +“+ +°+

1.1 2 2 1 .1 2 2
—pysL —pist —plsy — p_8+]

c %
+—*)2 [ pls® +pls® +pis® +pds? +pt(s)+ si)} }
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* 52 * * % * %
+D, Dy, - {8(]73_)2 2p(lp-i- I c? [28(184- § S+]
—(2s* 8% — s* %) (pp® + p2pd)
—(2pip° —p P ) (shs” + 57 5%)
+(2pt 82 — ph st ) (s2p® +pPst)
+(2s5pY — sipt)(s2p% + pls?)

+2p’ (p-s1)s” — 2% (s45-)p°
—25" (pp-)s + 25" (prs_)p”

—2p* p s s 4+ p i (sys)
+2p* s pls? —ptst(pys-)
+25" p'Lsip? — 5" Pl (posy)

)

—2s* s* pip? + s* 5% (pip-

62
4dpip*

2p2pY + piph + (pap-) — pipS — pip®

+(p2st + s2p2 ) (pls
2 2

(

+(phs2 +s2p) (st + (
"+

—(s3s% +s255) (pEpl + ((pep-

+ptpi (25785 — (s45-))

+5" 572020 — (p4p-))

—pt st (25005 — (s1p2))
(
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(2 - 5+3 )(p p+ +pip3)
—(2p*pl — i) (257 + 5557
+(2 —psh)(s2ph ‘1”19132_)
+(2s p+ — s ph)(sTp? +pPst)

+2p" (prs_)sS — 2p* (s_sy)p}
—25" (p_py)sS + 25% (p_s )ps
—2p’p* Siso +pipl(s-s4)
+2pisTplsy — pist(posy)
+283pZslpl — sLpt(pss-)

)

—2s7 s plpl + L8 (p-py H
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