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Zusammenfassung

Thema der Arbeit ist die Untersuchung der Zwei-Gluon-Annihilations-Wechselwirkung,
die den bislang noch nicht betrachteten Teil des effektiven Lichtkegel-Hamiltonoperators
flir Mesonen darstellt. Er generiert eine virtuelle Annihilation eines gg-Paares zu zwei
Gluonen und existiert daher nur fiir flavor-diagonale Mesonen. Letztendlich verursacht
dieser Teil der Wechselwirkung eine Mischung unterschiedlicher flavor-diagonaler Me-
sonen. Hierzu miissen 17 Graphen 4.0rdnung in hamiltonscher Stérungstheorie in der
front form berechnet werden. In einem ersten Teil werden alle diese 17 Graphen exakt
diskutiert. Wegen der enormen Komplexitit der exakten Ausdriicke wird in einem zwei-
ten Teil eine sehr ansprechende und hoffentlich niitzliche Ndherungslésung gesucht und
gefunden.
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Kapitel 1

Einleitung

Eines der Ziele der Elementarteilchentheorie ist die Aufklirung und das Verstédndnis
der Struktur von Hadronen in Abhingigkeit ihrer fundamentalen Quark- und Gluonfrei-
heitsgrade. Es wurden hierzu zwei vollig unterschiedliche Bilder entwickelt.

Zum einen gibt es das eng mit der experimentellen Beobachtung verbundene Kon-
stituentenquarkmodell [9, 10]. Zum anderen wird eine Beschreibung mit der Quanten-
chromodynamik (QCD) [1, 5, 6, 7, 12], einer als nicht-abelsche Eichtheorie formulierten
Quantenfeldtheorie, versucht.

Diese beiden Ansichten sind nur schwer miteinander in Einklang zu bringen. Ein
gangbarer Weg scheint eine Formulierung in der front form [1, 2] zu sein und ist auch
als Lichtkegel-Quantisierung bekannt. In dieser eichfixierten hamiltonschen Formulie-
rung kénnen einige der schwierigsten, in der konventionellen instant form auftretenden
Probleme umgangen werden.

Als natiirliche und physikalische Eichung wird iiblicherweise die sog. Lichtkegel-
eichung A* = 0 [12, 56], verwendet. Durch sie haben die Gluonen nur zwei transversale
Freiheitsgrade.

Man erwartet die Existenz einer Vielteilchen-Fockbasis [4], in welcher der Hamilton-
operator theoretisch diagonalisierbar ist und gebundene hadronische Zustinde als Ei-
genlosung existieren, sowie die Masse dieser Bindungszustinde bestimmt werden kann.
Es treten hierbei viele schwierige Probleme auf, u.a. Confinement [29], Vakuumstruk-
tur [32], chirale Symmetriebrechung [6], die Schwierigkeiten bei der Behandlung eines
derart komplexen Vielteilchenproblems und die nicht-pertubative Renormierung eines
Hamiltonoperators.

In der konventionellen Formulierung in der instant form wird die Beschreibung in
Vielteilchen-Fockzustidnden wegen der Komplexitit des Quantenvakuums schnell un-
durchfiihrbar. Das Boosten einer Wellenfunktion vom Ruhesystem in ein bewegtes Be-
zugssystem ist ebenso kompliziert, wie das erneute Losen des Problems in dem neuen
Bezugssystem. SchliefSlich sorgt die Wurzeloperation im Hamiltonoperator fiir weitere
Schwierigkeiten mathematischer Natur.

Einige dieser Probleme kénnen durch eine Formulierung in der front form erfolgreich
umgangen werden. Im Hamiltonoperator taucht hier keine Wurzeloperation mehr auf
und die Theorie kann unabhéngig vom Bezugssystem formuliert werden. Hinzu kommt,
dass das Vakuum eine wesentlich einfachere Struktur hat, da es keine spontane Bildung
von massiven Fermionen gibt [1, 13, 14].



In der Tat gibt es also viele Griinde, eine kovariante Feldtheorie nicht wie gew6hnlich
zu einer Instant-Zeit t, sondern stattdessen zu einer fixierten Lichtkegel-Zeit 7 = t+ z/c
zu quantisieren.

Wie gleich zu Begin der Arbeit diskutiert wird, werden in der front form die maximale
Anzahl der Poincaré-Generatoren [1, 7] und gewisse Boost-Operatoren unabhéngig von
der Wechselwirkung. Dies ist von grofler Bedeutung und hierin ist die Ursache fiir einige
der oben genannten Besonderheiten zu sehen. Die Unabhéngigkeit der Boost-Operatoren
von der Wechselwirkung bedeutet, dass die Theorie im Gegensatz zur herkémmlichen in-
stant form wirklich unabhingig von einem bestimmten Bezugssystem formuliert werden
kann. Dies ist ein grofier Vorteil der front form [1].

Ausserdem kann ein Lichtkegel-Hamiltonoperator konstruiert werden, dessen Eigen-
werte die Quadrate der invarianten Massen zusammengesetzter, physikalischer Teilchen
sind. Die zugehorigen Eigenvektoren sind die gebundenen Zustdnde mit beliebigem Vie-
rerimpuls und aus ihnen kénnen z.B. Streuamplituden und andere dynamische Groéflen
berechnet werden [1, 14]. Ferner ist in vielen Quantenfeldtheorien der Vakuumszustand
der freien Theorie auch Eigenzustand des vollen Hamiltonoperators und die auf diesem
Vakuum aufgebauten Fockzustinde bilden eine vollstindige Vielteilchenbasis, in der die
volle Theorie diagonalisiert werden kann.

Das Eigenwertproblem des Lichtkegel-Hamiltonoperator fithrt auf ein System von
unendlich vielen gekoppelten Integralgleichungen, die nur sehr schwer zu formulieren
geschweige denn zu behandeln sind. Arbeitet man jedoch mit periodischen Randbedin-
gungen, oder mit ‘Discretized Light-Cone Quantization’ (DLCQ) [15, 38, 39, 40, 41],
so werden aus den Integralgleichungen Matrixgleichungen, mit denen wesentlich leichter
umzugehen ist. Mit dieser Methode wurden die ersten vollstdndigen Losungen von nicht-
trivialen Quantenfeldtheorien in 1+ 1 Dimensionen gefunden [15, 38, 43]. Auch in 3+ 1
Dimensionen [38, 43, 44| kann prinzipiell analog vorgegangen werden, aber die Dimen-
sionen der auftretenden Matrizen iibersteigen schnell die Kapazitit jedes Computers in
absehbarer Zukunft.

Eine Moglichkeit diesen Schwierigkeiten auszuweichen ist die Einfithrung einer ef-
fektiven Wechselwirkung [49, 50, 51, 52, 53, 54, 55], die in einem kleineren Matrixraum
wirkt und fiir die es eine wohldefinierte Beziehung zur vollen Wechselwirkung, d.h. zum
vollen Problem gibt. Allgemein sind effektiven Wechselwirkungen ein niitzliches Hilfs-
mittel in der Vielkrpertheorie [49]. In diesem Fall wird der Ubergang zu einer effektiven
Wechselwirkung mit Hilfe der Methode der iterierten Resolventen [45, 46, 47, 48] vollzo-
gen. Im wesentlichen wird dabei die Methode von Tamm [17] und Dancoff [18] iterativ
angewendet, um die Gleichung auf einen effektiven Fock-Sektor herunter zu projizieren,
wobei die héheren Fockzustdnde in wohldefinierter Art und Weise iterativ aus den ef-
fektiven Zusténden gewonnen werden konnen. Ein anderer méglicher Zugang ist z.B. in
[25, 26] gegeben.

Das bedeutendste Resultat ist die Tatsache, dass es in der Eichtheorie, z.B. in der
QC D nur zwei strukturell verschiedene Beitrige zu dieser effektiven Wechselwirkung im
gg-Raum gibt [13, 29]. Es sei noch erwihnt, dass aufgrund weiterer technischer Schwierig-
keiten die Hierachie der auftretenden Propagatoren gebrochen werden muss [13, 29]. Dies
bedeutet, dass die Graphen der effektiven Wechselwirkung in Hamiltonscher Stérungs-
theorie in der front form berechnet werden kénnen.

Der erste Term beschreibt einen effektiven Ein-Gluon-Austausch und wurde bereits



ausgiebig diskutiert [1, 13].

Der zweite Term, Zwei-Gluon-Annihilationswechselwirkung genannt, bestitzt eine
deutlich kompliziertere Struktur, er beschreibt die virtuelle Annihilation eines gg-Paares
in zwei Gluonen und kann Wechselwirkungen zwischen unterschiedlichen Quarkflavors
generieren.

Dieser zweite Term des effektiven Lichtkegel-Hamiltonoperators wird in dieser Ar-
beit erstmals ndher diskutiert. Hierzu muss die umfangreiche Arbeit angegangen werden,
17 unterschiedliche Graphen zur vierten Ordnung in Hamiltonscher Stérungstheorie in
der front form [14, 33, 34, 35, 36] zu berechen. Das es sich dabei um 17 Graphen han-
delt ist eine noch zu diskutierende Besonderheit der (z*-)geordneten Hamiltonschen
Storungstheorie und rithrt zum Teil daher, dass unterschiedliche zeitliche Anordnun-
gen der einzelnen Wechselwirkungen als selbststdndige Graphen beriicksichtigt werden
miissen. Die Tatsache, dass es sich um Graphen vierter Ordnung in der QCD handelt
sorgt fiir eine sehr komplizierte und sehr langliche Struktur der auftretenden Ausdriicke.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in zwei Teile. Im ersten Teil werden alle 17 Gra-
phen exakt untersucht, es werden die exakten Energienenner, welche die Rolle der Propa-
gatoren spielen, und die Helizitdtssummen angegeben. Weiter werden alle Integrationen
in Verbindung mit den Einschrdnkungen der Impulse an den Wechselwirkungspunkten
in allen Graphen auf jeweils eine Dreier-Integration zuriickgefiihrt. Dazu werden fiir alle
Graphen die expliziten Parametrisierungen der Impulse angegeben.

Mit dieser Arbeit als Grundlage, ist es nun verhéltnisméafig einfach zu allen 17 Gra-
phen die allerdings noch zu regularisierenden Integrale anzugeben. Dies wird jedoch,
wegen der enormen Linge der Ausdriicke, hier nicht mehr in allen Fillen vorgenommen.
Es wire der néchste Schritt in Richtung einer vollstdndigen Lésung des Problems.

Im zweiten Teil wird eine Ndherungslosung diskutiert. Zun#chst werden hier die
manifest kovarianten Anteile der Helizitdtssummen untersucht. In ihnen werden die Spi-
noren mittels einer sog. Melosh-Rotation [19] analog zu [21] von der Lepage-Brodsky-
Konvention [1, 11, 14] unitér in die Bjgrken-Drell-Konvention [3] transformiert. In dieser
anschaulicheren und vertrauteren Darstellung werden dann gewisse Ndherungen unter-
sucht. Es wird dabei bewusst schrittweise vorgegangen, um die unterschiedlichen Appro-
ximationsstufen aufzuzeigen. Zuletzt wird ein gendhertes Integral angegeben, welches
Ultraviolettdivergenzen und gewisse Endpunktsingularititen aufweist und mit einem
scharfen Cut-off-Regulator gelost wird. Diese zuletzt angegeben Ndherungslésung ba-
siert auf drastischen, erst im nach hinein verifizierbaren Annahmen und ist als erster
Schritt in Richtung einer besseren Losung des Problems zu verstehen.






Kapitel 2

Theoretische Grundlagen

Obwohl die Grundlagen bekannt sind und in der Literatur [1, 3, 5, 6, 7, 2, 12, 13,
49] ausfiihrlich diskutiert werden, sollen hier noch einmal die fiir die Arbeit besonders
wesentlichen Aspekte kurz beschrieben werden.

Zunichst wird kurz auf die front form eingegangen. Im Anschluss daran wird die Ab-
leitung des Lichtkegel-Hamiltonoperators kurz skizziert und seine hier verwendeten Teile
explizit angegeben. Ausserdem wird die Hamiltonsche Stérungstheorie in der front form
entwickelt und die Herkunft der effektiven Zwei-Gluon-Annihilations-Wechselwirkung
aufgezeigt.

2.1 Die front form

Im Jahre 1949 verdffentlichte Dirac einen Artikel mit dem Titel ‘ Forms of Hamiltonian
Dynamics’ [2]. In ihm werden Wege untersucht, Hamiltonsche Dynamik in Einklang mit
Einsteins spezieller Relativitidt zu formulieren. Diese Kombination von Relativitdt und
Hamiltonscher Dynamik fiihrt fiir jedes dynamische System auf 10 fundamentale Gréfen
P, und M, , welche einer bestimmten Klammerstruktur, der Poincaré-Algebra geniigen
miissen. Das Problem ein neues dynamisches System zu finden reduziert sich darauf,
einen neuen Satz von Poincaré-Generatoren zu finden.

Dirac [2] untersucht drei unterschiedliche Formen relativistischer Dynamik, die her-
kémmliche instant form, die point form und die fiir diese Arbeit wesentliche front form
(sieche Abb.2.1). Diese Formen kénnen nicht durch Lorentztransformationen ineinander
iiberfithrt werden. Bei der Untersuchung der Generatoren aller drei Formen fillt auf,
dass einige von ihnen speziell einfach und andere kompliziert sind. Die komplizierten
werden Hamiltonians genannt, die einfachen sind mit bestimmten Untergruppen der
inhomogenen Lorentzgruppe zu assoziieren.

In der gewohnlichen und am weitesten verbreiteten instant form ist die durch einen
Zeitpunkt, z.B. t = 0, definierte Hyperfliche in der Raumzeit ein flacher dreidimensio-
naler Raum, welcher nur Richtungen enthélt, die auflerhalb des Lichtkegels liegen. Diese
Fliche ist auch der Raum auf dem die Anfangsbedingungen zur selben Anfangszeit (in-
stant time) fixiert und bei der Quantisierung die gleichzeitigen Kommutatoren definiert
werden. Es gibt hier sechs speziell einfache Generatoren, die nur Transformationen in-
nerhalb dieser Hyperfliche generieren. Diese sind der Impuls P und die Komponenten



des totalen Drehimpulses Moz, Mi3 und M;2, die eine Untergruppe bilden. Die anderen,
Py, M fiir i = 1,2, 3 sind die im Allgemeinen komplizierten Hamiltonians.
Die Parametrisierung der front form folgt geméf

zt = ct+z
1
r =
R (2.1)
r = ct—=z,

aus der instant form-Parametrisierung, der nicht diagonale metrische Tensor wird in
Gl. (A.3) angegeben. Einer der Vorteile der front form ist, dass hier die maximale An-
zahl, ndmlich sieben Generatoren, speziell einfach sind. Auch sie bilden eine Untergruppe
und ihre Hyperfldche ist eine dreidimensionale Fliche tangential an den Lichtkegel. Bei
den einfachen Generatoren handelt es sich um P_, Py = Py, My, My, M>_ und
Mjs. Die Hamiltonians sind hier Py, My; und M,s. Eine weitere Untersuchung zeigt,
dass in der front form sieben miteinander kommutierende Operatoren, M, M 1, Mo
und P* existieren — einer mehr als in der instant form. Ausserdem findet man, dass
hier gewisse Boost-Operatoren kinematisch, d.h. speziell einfach und nicht von der Wech-
selwirkung abhingig sind. Genauer gesagt handelt es sich dabei um den transversalen
Vektor B = (M1, My9), welcher das System in der xy-Ebene boostet, sowie die Ope-
ratoren My = J3 und M, _ = K3, welche das System in der xy-Ebene rotieren, bzw. in
die longitudinale Richtung boosten. Andere Rotationsoperatoren sind allerdings komli-
ziert, man hat daher mit dem Nachteil zu leben, dass eine Theorie in der front form nicht
manifest rotationsinvariant ist. Aus der Unabh#ngigkeit obiger Boost-Operatoren von
der Wechselwirkung folgt das bedeutende Resultat, dass sowohl der Hamiltonoperator
als auch alle Amplituden in der Hamiltonschen Stérungstheorie in der front form (hierzu
siehe unten) invariant sind unter folgender grofier Klasse von Lorentztransformationen:

L pt = Cp*, pL—=pL, pp” =T,
2. pt—=p", pL—=pL+pTCL, p —pL+2p. -CL+PC3, (2.2)
3. pt—p*, p?—p?.

Dies gilt fiir jeden auftretenden Einteilchenimpuls und €, €11 und C| 3 sind c-Zahlen.
Bei 1. handelt es sich um Boost-Transformationen entlang der 3-Richtung, bei 2. um
transversale Boost-Transformationen und bei 3. um Rotationen in der xy-Ebene.

Eine weitere FEigenschaft, die fiir die front form spricht, ist die besondere Einfachheit
des Vakuums. Dies liegt daran, dass fiir die Pluskomponente des Impulses P* immer
Pt > 0 gilt und P* erhalten ist. In vielen Fillen ist der Vakuumszustand der freien
Theorie sogar Eigenzustand des vollen Hamiltonoperators.

Diese speziellen Eigenschaften der front form sind von grofler Bedeutung und es
werden in den nichsten Kapitel weitere Konsequenzen diskutiert.

Die point form wird hier nicht diskutiert. Die hier erwéhnten drei Formen werden in
Abb.2.1 anschaulich dargestellt.
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The instant form The point form

>

XY= c = ct+z V=1 , ct= tcoshw

x'=x X'=x %'= o , x= tsinhw sin6 cos¢
2=y 2=y %2=0 , y= tsinhwsin0 sin¢
3=z %3 = ct-z %= ¢ , x= tsinhwcosO

g1
=
<
]

oS o o=
OO"—O
|
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|
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=
<
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= guv=| 0 0 -t’sinh’e 0
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3

Abbildung 2.1: Diracs drei Formen Hamiltonscher Dynamik. Freundlicherweise zur
Verfiigung gestellt von H.C. Pauli.

~o oo
colo
oloco
[CR=E=I"S
~_

2.2 Der QCD-Hamiltonian in der front form

Hier soll die Herleitung des Lichtkegel-Hamiltonoperators Hy ¢ kurz skizziert werden, fiir
eine ausfiihrliche Darstellung aller Zwischenschritte sei auf die angegebenen Referenzen
verwiesen. Die eichinvariante Lagrange-Dichte der QC'D (Quantenchromodynamik) oder
SU(N) [1, 5, 6, 12] ist gegeben durch:

[ = —lTT‘(F’“’FW)j— H¥(iv* Dy — m)¥ + hc] (2.3)
—3FFR, + 518 (" — m)¥ + heel, '
wobei
F' = 9rAY — 9V AF 1 ig[A*, AY],
DL = b00tigh, 24
und m = mi. .

Hierbei ist ¢ (¢') der Color-Index, der von 1 bis n. 1duft und a der Gluon-Index, welcher
von 1 bis n2 — 1 lauft. Fiir die QCD gilt n. = 3. Die T, sind im wesentlichen die Gell-
Mann-Matrizen, siche Anhang A. Unter der Matrix D", versteht man die kovariante
Ableitung. Aus der in (2.3) angegebenen Lagrange-Dichte lasst sich der Energie-Impuls-
stromdichtetensor T*” ableiten [1, 12]. Man findet

TH =2Tr(FFF, ) + L[ Wit D" W + h.c] — g"' L — 20, Tr(F**AY). (2.5)

Die Vierer-Divergenz wird weggelassen und man erhélt einen manifest eichinvarianten

Ausdruck:

T* = 2Tr(FF°F. ") + $[Wiy* DV + h.c.] — g"' L. (2.6)

11



Daraus leitet sich dann der verallgemeinerte Vierer-Impuls ab.

PY = / dwo (2Tr(FOF.") + 1[Viy" D"V + h.c] — g™ L) ,

mit /dwo = /dx1d$2d$3

Der formale Ubergang von der instant form zur front form ist nun relativ einfach, es
muss lediglich die “0” durch ein “+” und die “3” durch ein “-” ersetzt werden. Dies
bedeutet fiir den Vierer-Impuls in der nicht-abelschen Eichtheorie:

(2.7)

P’ = /dw+ (2Tr(F**F,") + 3[¥iyt D" ¥ + h.c] — g™ L) ,

mit /dw+ = /d:v dridro = /d:v+d:1;1da:2.

Der front form-Hamiltonian unterscheidet sich deutlich von dem in der instant form.
Gemaf Gl. (2.8) gilt

(2.8)

Py = /Qd% (RS Fe 4 1 FPEL A+ 5[0y T DL + heel) (2.9)

Nun werden u.a. die Bewegungsgleichungen, die durch Variation aus der Lagrange-Dichte
folgen, verwendet um Py als Funktional der freien Felder zu schreiben [1]. Ausserdem
wird in der Lichtkegeleichung A = 0 (siehe [1]) gearbeitet. Es werden dabei folgende
niitzlichen Konventionen verwendet:

Béu/ — fabcAgAZ 7 Xg — fabca,uAZAlcj ’

5 s - = ~ 2.10
Jiz) = @)+ (@), mit ju(z) = By TOF, (2.10)

wobei die % die Strukturkonstanten der SU(3) sind, siehe Anhang A.
So erhélt man fiir den Hamiltonian in der front form eine Summe von fiinf Termen,
P+_—/dgc+d2xL (qfﬁwqf + A“(ZVL)2A“> + g/dm+d2xLJ“A“

%/dmd%LBg”B};y + %/dx+d x 1 ey IO (2.11)

(i0F)
+%/d$+d2xL\I:]’YMTaAZ%—i(’YVTbAg(I/).

Besonders an diesem Hamiltonian ist die Tatsache, dass er sich additiv [37] in einer
kinetischen und einer potentiellen Energie schreibt,

H=T+U—->T, fir g—0. (2.12)

Das erinnert einen stark an einen nicht-relativistischen Hamiltonian. In diesem Aspekt
unterscheidet er sich von einem konventionellen Hamiltonian in der instant form.
Die potentielle Energie U besteht ihrerseits aus vier Summanden

U=V +W+Wy+Ws. (2.13)

12



Ihnen lassen sich, in der selben Reihenfolge in der sie in Gl. (2.11) aufgelistet sind,
folgende Wechselwirkungen zuordnen. V' ist die Vertex-Wechselwirkung, W ist die Vier-
Punkt-Gluon Wechselwirkung, Ws die instantane Gluon-Wechselwirkung und W3 die
instantane Fermion-Wechselwirkung.

In GI. (2.11) ist der Hamiltonian in Abhéngigkeit der freien Felder dargestellt. Die
freien Felder sind [1, 3, 11]

L ~ —ipz I ipT
Voer (@ 2:/% (@)ua(p, N)e~P* + di (q)va(p, N)eTP ) 7
+ 42 . P . ix
Z/% a(q)en(p, Ne™ ™" + a¥(g)ey(p, e P?)

wobei u, und v, im Anhang A gegeben sind und die (Anti-)Vertauschungsrelationen,

(b(a). B (o)} = Hdla), & () =000" 0O @ PR SES
[a(q),af(¢)] = d(p* —p*)sPD(PL—P' )6 6,

(2.14)

gelten.

Diese freien Felder sind in Gl. (2.11) einzusetzen. Die Ergebnisse dieser technischen
Rechnungen sind in [11] zusammengestellt und fiir die vorliegende Arbeit von grofler
Wichtigkeit. Es werden allerdings im Folgenden nur die hier benttigten Terme explizit
angegeben.

2.3 Energie und Impuls als Fockraum-Operatoren

Nun sollen Energie und Impuls als Fockraum-Operatoren diskutiert werden. Die drei
raumartigen Operatoren P und P sind diagonal. Die Summationen iiber die Color-,
Gluon- und Flavor-Indizes werden im folgenden unterdriickt,

Pr=Y" /alkﬁdzk;L (k;bgbq +kFdid, + k;afzaq) ,

” (2.16)
P =) /dk+d2m ((kl)qbgbq + (ko )gdid, + (kL)q“‘Tl“q> '

A

Fiir die Eigenwerte von P* und P gilt:
Pt=3 (k%);, Pr=) (ki);, (2.17)
S 1€V
wobei ¢ iiber alle Teilchen in einem Fock-Zustand v lduft. Aufgrund der Positivitat
von kT und P* kann man longitudinale Impulsbruchteile z; = k;”/P* einfiihren, und

wegen der Boost-Invarianz, siehe Gl. (2.2), kénnen intrinsische transversale Impulse k | ;
einfiihrt werden, fiir welche

d@i=1, Y (ki);=0, (2.18)

<% 1€V
gilt. Damit lasst sich ein Lichtkegel-Hamiltonian Hy ¢ als
PP = ptp-— P2 25 ptp- —9ptp = H¢ (2.19)

definieren. Die Multiplikation von P, mit P ist gleichbedeutend mit der Muliplikation
mit einer c-Zahl.
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Struktur des QCD-Hamiltonoperator in der front form

Nun sollen die fiir die Arbeit wichtigen Anteile des Hamiltonians Hyc kurz vorgestellt
werden. Alle Anteile sind in [1, 11] gegeben. Die kinetische Energie ist unabhingig von
der Kopplungskonstanten und kann als freies invariantes Massenquadrat des Systems
interpretiert werden. Sie ist die Summe dreier diagonaler Operatoren

() e () () ).
wobel ! q q (2:20)
Jldta= [z, far, Y53

A¢  fq cq/aq

Der Wechselwirkungsanteil besteht aus einer Vielzahl von unterschiedlichen Operato-
ren. Sie lassen sich an Hand der Anzahl der ein- bzw. auslaufenden Teilchen (Gluonen,
Fermionen) in drei Gruppen einteilen,

U=V +F+8S. (2.21)

Hier werden nur die Operatoren explizit angegeben, die in der Arbeit bendtigt werden.
Die Vertex-Wechselwirkung ist eine Summe von vier Operatoren, die jeweils die
Teilchenzahl um eins &ndern.

V= / [d3q1] / [d3q0] / [d3qs] ([b{b2a3VI(1;2;3)+h.c.] +> :
mit ,

QAVPJF 1

V1(1;2;3)=
V1673 \/kfk;k;f

(@1y* eusT%uz) (2.22)

wobei ,

Ay = O(kf —ky —k3)6@ (k11 —kio—ki3).

Der zugehorige Graph hat ein Fermion und ein Boson im Anfangszustand und ein Fermi-
on im Endzustand. Beim durch h.c. gekennzeichneten hermitesch konjungierten Anteil
ist es genau andersherum.

Die Fork-Wechselwirkung ist eine Summe aus sechs Operatoren,

r=[@a) [t [16e) [0

x ([b{b2d3b4F1(1;2;3;4) —|—h.c.} n ) ,

mit
2ApPt 1 1 (2.23)
F1(1;2;3;4)=g 16F3 5 (@ Tup) (037 T ua) ,
L S TR e
wobei

Ap = Sk —kf —ki —k$)0P (k) —kio—kyiz—ki4),

die die Teilchenzahl um zwei andern.
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Abbildung 2.2: Die hier abgebildeten Diagramme und ihre hermitesch konjungierten stel-
len alle im Folgenden wichtigen Diagramme dar. Die ersten beiden Graphen sind Vertex-
Wechselwirkungen (Gl. 2.22), der mittlere ist eine Fork-Wechselwirkung (Gl. 2.23) und
die letzten beiden sind die benétigten Seagull-Wechselwirkungen in der selben Reihen-
folge wie in Gl. (2.24).

Beim letzten Wechselwirkungstyp handelt es sich um die Seagull-
Wechselwirkung. Sie besteht aus einer Summe von sieben Operatoren,

s= [0l [@a) [16%0] [@a)

X ( + [bldibsdsaSs(1,2;3,4) + h.c.
o+ [bldbasasSe(1;2;3;4) + hec. +>

mit
2 +
S3,2(152;3;4)=— [0 Ty ][4y T us], (2.4
16 fethg ki (R + k22 (2.24)
und
2 +
g“AgP 1 1 o a
S6,1(1;2;3;4)= 39,3 T =k (T TV epsy T v euaT v2)
VL
wobei

As = O(kf +ky —ki —kf)6@ (kg +kio—kiz—kig).

Keine der Seagull-Wechselwirkungen &ndert die Teichenzahl. In den Ay pg sind die
Argumente der Deltafunktionen den Graphen entsprechend anzupassen.

Der Lichtkegel-Hamiltonian setzt sich also aus 23 Operatoren [11] mit unterschiedli-
cher Struktur zusammen.

2.4 Hamiltonsche Stérungstheorie in der front form

In dieser Hamiltonschen Stérungstheorie [14, 33, 34, 35, 36] wird die Entwicklung des
Systems in der Lichtkegel-Zeit durch den Hamiltonoperator P~ generiert.

P-|T) =i~ | ). (2.25)
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Wie im vorangegangenen Abschnitt diskutiert, ist der Lichtkegel-Hamiltonian additiv
in einer kinetischen und einer potentiellen Energie (2.12). Der Vertex-Anteil ist line-
ar, die Fork- und Seagull-Anteile sind quadratisch in der Kopplungskonstanten. Es kann
also eine z " —geordnete Stérungstheorie analog zur nichtrelativistischen Quantenmecha-
nik entwickelt werden, wobei der gesamte Wechselwirkungsanteil des Hamiltonians als
Storung betrachtet wird:

P~ =Py +P;. (2.26)

Py entspricht der kinetischen Energie 7" und P; entspricht dem Wechselwirkungsanteil.
Man macht folgenden Ansatz:

[@(at)) = e 2@ TR [ (at))p (227)
Fiir [¥(z™1))p folgt aus (2.25):

019 = Prol¥at)D, -
mit PI_D — e%(ac+7ac§)P0+PI—ef%(m+7w§)P0+‘ ( )

Dies bedeutet, |¥(z1))p bewegt sich wie im Schrédingerbild, allerdings gemi8 P; .

Der Operator Pf’ 1 ist im Heisenbergbild beziiglich Py. Nun fiihrt man einen unitéren
Zeitentwicklungsoperator ein:

[T (z*))p =U(x" — )T (zg))n- (2.29)
Gemif Gl. (2.28) gilt fiir U(z™ — z7)
i0-U = P pU. (2.30)

Dies wird durch eine Dyson-Reihe gel6st,

zt

1 _
Ut — o) = {1 + (5) [ dstPiplat)
Zo

1 2 aj+ mi" - -
" (27) /zg i /mg 42 P Prp () (2:31)

o
1\" r=*
+(a) [

Weiter wird davon ausgegangen, dass der Anfangszustand ein Eigenzustand des frei-
en Hamiltonoperators P, ist und die einfallenden Teilchen somit noch nicht iiber P,
miteinander wechselwirken:

+
Tn—1
da:f.../+ dePLD(J:f)...PI,D(a:;{)—|—...}.
X

0

Py®(z"))p = pg | ¥(="))p - (2.32)

Die Integrale werden im Limes :zzar — 00 berechnet und die Stérung wird adiabatisch
eingeschaltet. Ausserdem wird noch ein sehr kleines 7 eingefiihrt, damit die Integrale
wohldefiniert sind, d.h.

(2.33)



Zusétzlich wird auch die Vollstdndigkeitsrelation in der Basis des freien Hamiltonians
P, beniitzt,

{X; Ip)(p| =1. (2.34)

Hierbei miissen die Zustidnde |p) richtig symmetrisierte, bzw. antisymmetrisierte Viel-
teilchenzusténde sein [4]. Damit und unter Verwendung von (2.28) ergibt die Integration

(2.35)

P, P
{p1}p2} (pO - P +7’77)(p0 — Do +7’77)

Dies ist formal die volle Lésung des Problems. Zur Stérungstheorie gelangt man mit der
Annahme, dass die Stérung P, klein gegen F; ist. Das heisst, wenn man sich auf die
ersten Glieder der Dyson-Reihe beschrénken kann.

Der Wechselwirkungsanteil des Lichtkegel-Hamiltonoperators besteht aus den oben
genannten Vertex-, Fork- und Seagullwechselwirkungen.

Es gelten also in der Hamiltonschen Storungstheorie (auf dem Lichtkegel) andere
Regeln als in einer konventionellen Lagrangeschen Stérungstheorie.

Diese werden nun kurz zusammengefasst.

Regeln der Hamiltonschen Stérungstheorie

Diese Regeln [11, 14, 37] sind:

1. Zeichne alle Diagramme, die zur betreffenden Ordnung Stérungstheorie gehéren.
Dabei sind alle Teile des Hamiltonians P; einzuschlieflen. Es ist sinnvoll, erst einmal die
Diagramme zu zeichnen die nur Vertexwechselwirkungen enthalten und dann jede Linie
als Summe einer dynamischen und einer instantanen Linie zu betrachten. Es kénnen
keine zwei instantanen Linien unmittelbar aufeinander folgen, da ein solcher Beitrag
direkt als eigener Anteil im Hamiltonian stehen miisste.

2. Ordne jeder Linie einen Vierer-Impuls k#, eine Helizitdt A, Farben und Flavors zu.
Fermionen (Elektronen, Quarks) werden die Spinoren u,(k,\), Antifermionen werden
die Spinoren v, (k, \) zugeordnet. Zu den Vektorbosonen (Photonen, Gluonen) gehort ein
Polarisationsvektor €,(k, A). Fiir alle Teilchen gilt die Massenschalenbedingung k*k,, =
m?2.

3. Fiige fiir jede Wechselwirkung das entsprechende Matrixelement ein.

4. Jedem Zwischenzustand wird ein Energienenner zugeordnet, d.h. fiir jeden Zwi-
schenzustand ist ein Faktor

1
Pin — 22jD; T

(2.36)

einzufiigen, wobei iiber alle Teilchen des jeweiligen Zwischenzustandes summiert wird.
5. Summiere iiber alle Farben, Flavors und Helizitdten der Zwischenzustinde.
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6. Integriere tiber die Impulse aller inneren Linien unter Beachtung, dass in der front
form generell k* > 0 gilt, d.h.

/ dk™t / d*k L(?z(i)?‘ (2.37)

Man hat ausserdem zu beachten, dass an den einzelnen Wechselwirkungspunkten nur
der Dreier-Impuls erhalten ist. Dies liegt daran, dass hier nur die dreidimensionale Orts-
integrale des Hamiltonoperators vorkommen. Somit ist die Energie also nicht erhalten,
dafiir gilt fiir die Teichen aber die Massenschalenbedingung. Die Energie ist demnach
keine freie Variable, sondern kann als Abkiirzung fiir

m2 + k’i
k+

angesehen werden. In einer eher wirkungsorientierten Lagrangeschen Storungstheorie
gilt Viererimpulserhaltung, die inneren Teilchen unterliegen aber keiner Massenschalen-
bedingung. Ferner sei hier an die Boost-Eigenschaften, siehe Gl. (2.2), erinnert.

Ein anderer Zugang wire, die Resolvente des vollen Hamiltonians zu betrachten, dort
den Hamitonian wie oben aufzuspalten in einen freien Teil und in eine Wechselwirkung
und dann diese Resolvente um die freie Losung zu entwickeln. Man erh&lt dann eine
Operatorreihe in der die freie Resolvente in ihrer Spektraldarstellung einzusetzen ist.

k=

2.5 Das Problem gebundener hadronischer Zustédnde

Hadronen miissen in Termen relativistischer Quarks und Gluonen, die einem Confine-
ment unterliegen, beschrieben werden. Eine intuitive Herangehensweise an das Problem
relativistischer gebundener Zustdnde wére die Betrachtung des Eigenwertproblems des
Hamiltonoperators in der instant form,

H|T) = VM2 + P2|). (2.38)

|¥) ist hier eine Entwicklung in Vielteilchen-Fock-Zustédnde, H und P sind Heisenberg-
Operatoren in der Zweiten Quantisierung.
Leider wird diese Methode durch die nicht-kovariante Form der Gleichung und die un-
verstandene Vakuumsstruktur verkompliziert. Ausserdem sorgt die Wurzeloperation fiir
weitere Schwierigkeiten mathematischer Natur. Selbst wenn man die Losung dieser Glei-
chung im Schwerpunktssystem P = 0 hatte, wire die Angabe der Lésung in einem be-
liebigen System P # 0 ein genauso kompliziertes Problem. Der Grund hierfiir ist, dass
die entsprechenden Boost-Operatoren hier nicht kinematisch sind.

Einige dieser Probleme kénnen umgangen werden, in dem man sich dem Problem in
der front form nihert. Gleichung (2.38) schreibt sich in der front form als

M?+ P2

HIY) = —— L|w), (2.39)

wobei der Wurzeloperator nicht mehr vorkommt und P* immer positiv ist im Gegen-

satz zu P,. Ein weiterer grofier Vorteil ist, wie eingangs diskutiert, dass gewisse Boost-
Operatoren hier kinematisch sind. Hat man also die Wellenfunktion in irgend einem
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bestimmten Bezugssystem mit fixiertem Gesamtimpuls PT, P, so erlauben die ki-
nematischen Boost-Operatoren eine entsprechende kovariante Transformation in jedes
andere Bezugssystem. Letztendlich ist die Theorie unabhingig von P | und P*. Hin-
zu kommt die oben erwdhnte Tatsache, dass das Vakuum in der front form durch die
Einschrinkung von k* zu k™ > 0 eine wesentlich einfachere Struktur hat.

Weiter benotigt man, als Basis in welcher der ket |¥) dargestellt wird, ein vollsténdi-
ges System von Funktionen |u,) = |n: k7, k14, \i) [1, 13], d.h.

> [ diallim) il = 1,
mit /d[un]... = Z/[d%d%h] P, (2.40)

AiEN
wobei [daid’kis] = 6(1—)_ ;)d®(O kij)der..don,dkiy..d*kyy, .
JjEN JjEN
Hierbei ist N,, die Anzahl der Teilchen im Fock-Zustand |u,). Die z; und die k; ste-
hen fiir die longitudinalen Impulsbruchteile und die intrinsischen transversalen Impulse.
Die Deltafunktionen beriicksichtigen die durch Gl. (2.18) gegebenen Einschrinkungen.
Damit schreibt man fiir den Zustandsvektor

|\Ij> = Zn fd[:u’n] |/Ln>\11n/h(/j’) ) (2'41)

wobei n und h als Abkiirzungen fiir alle Quantenzahlen des Hadrons stehen, also z.B.
die Quantenzahlen der Lorentzgruppe, Ladung, Paritdt oder Baryonenzahl. Die Basis-
zustdnde werden in gewGhnlicher Art und Weise durch anwenden von Produkten von
Erzeugungsoperatoren auf den Vakuumszustand |0) erzeugt:

n=0: |0),
n=1: g7 : ki ki, As) = b'(q1)d'(g2)[0),
n=2: lg@g : K ki, Ni) = bT(q1)dT(g2)al(g3)|0

i 7 (2.42)
)

(=]

Die Operatoren b'(q), d'(q) und af(q) erzeugen Quarks (Elektronen), Anti-Quarks (Po-
sitronen) und Vektorbosonen (Photonen, Gluonen). Fiir alle diese Teilchen gilt die Mas-
senschalenbedingung, (k*k,); = m?. Die Eigenwerte der Fock-Zusténde sind durch

Pt=3 kf, Pi=) ki, PO—=ZM (2.43)

kt
1EN 1€EN 1EN ?

gegeben. Das freie invariante Massenquadrat eines Fock-Zustandes Mg = (p; +p2+ ...+
pn)? schreibt sich zu

M2_P,MP _P+P—_P2_P+ mz?—i_kii _P2
0 =PPou=P Py —PL=P" () 2. (2.44)
(2

€N

Dies lasst sich wegen den Boost-Eigenschaften als

m?—i—in m? + k2
M} = Pt (Z?L Pl =) (Tl) (2.45)

1EN €N
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schreiben. Mit diesen Resultaten und Konventionen schreibt sich die Eigenwertglei-
chung (2.39) als ein unendlicher Satz gekoppelter Integralgleichungen

Z /[d,u,;ﬂ] (n:zi ki, N|HPT — P20’ K 14, M) \I!n//h(ac;,k'u, L)

= M? V(i kg, Ai) fiir n=1,2,...,00.

(2.46)

Offensichtlich l4sst sich dies mit dem in Gl. (2.19) definierten Lichtkegel-Hamiltonian,
in Analogie zu Gl. (2.39), als

Hic|¥) = M?|T), (2.47)

schreiben.

Dieses System kann nun in der Tat kovariant in ein intrinsisches Bezugssystem mit
P, = 0 geboostet werden. Der Lichtkegel-Hamiltonoperator hat dort die Form Hy¢c =
Pt P~ und die Transformation in ein beliebiges Bezugssystem mit P | # 0 kann dann
trivial durchgefiihrt werden. Genauer gesagt hingen die Wellenfunktionen gar nicht vom
totalen Impuls ab, sondern nur von den longitudinalen und den intinsischen transversalen
Impulsbruchteilen, die beide unabhéngig vom Bezugssystem sind.

Auf der Suche nach einer Losung von Gleichung (2.47) st68t man auf eine Reihe von
Schwierigkeiten. Eine davon ist, dass die Gleichungen (2.47) Divergenzen fiir grofie trans-
vesrale Impulse (Ultraviolett-Divergenzen) und fiir longitudinale Impulse in der N&he
der Endpunkte z ~ 0 und = ~ 1 (Endpunkt-Singularitdten) enthalten [1]. Es miissen also
Regulatoren eingefiihrt und die Abh#ngigkeit von diesen Regulatoren muss durch Renor-
mierung entfernt werden. Aber selbst wenn ein funktionierendes Regularisierungsschema
verfiigbar ist, bleibt die grofie (unendliche) Anzahl gekoppelter Integralgleichungen. An
Gleichung (2.46) kann man die Kerne der Integralgleichungen ablesen:

(n|Hpeln') = (n 2z, ki, \i|Hpeln' = ), K5, ALY . (2.48)

Die hierdurch gegebene, sehr komplizierte Struktur ist typisch fiir ein Vielkérperproblem,
siehe Fig.2 Seite 333 in [1].

Diskretisierte Lichtkegel-Quantisierung (DLCQ)

Eine niitzliche Methode an ein solches Problem heranzugehen ist die Diskretisierte
Lichtkegel-Quantisierung [15, 38, 39, 40, 41]. Es werden periodische Randbedingungen
eingefiihrt, dadurch werden aus den gekoppelten Integralgleichungen gekoppelte Ma-
trixgleichungen, die viel einfacher zu behandeln sind. Diese Methode soll hier nur kurz
erldutert werden. Die kinetische Energie eines Vielkorper-Hamilonians ist gewohnlich
ein Ein-Teilchen-Operator, bei der potentiellen Energie hingegen handelt es sich min-
destens um einen Zwei-Teilchen-Operator. Zur Losung des Problems besorge man sich
einen vollstdndigen Satz von Losungen eines beliebigen Ein-Teilchen-Operators. Man
bilde richtig symmetrisierte, bzw. antisymmetrisierte (Slater-Determinanten) Produkte
aus diesen Ein-Teilchen-Wellenfunktionen, dann bilden z.B. im Falle antisymmetrisier-
ter Zusténde alle Slater-Determinanten mit fixierter Teilchenzahl ein vollstéindiges Set
(im Raum der Zustdnde mit dieser Teilchenzahl). Der Hilbert-Raum wird bei einer
bestimmten Teilchenzahl abgeschnitten und die mit dieser Methode gefundene endliche
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Matrix kann, z.B. mit Hilfe eines Computers, diagonalisiert werden. Am Ende muss dann
iiberpriift werden, ob alle physikalischen Resultate unempfindlich in den Cut-off(s) und
anderen Parametern sind.

In der Tat wurden mit dieser Methode die ersten kompletten Losungen von nichttri-
vialen Quantenfeldtheorien in 141 Dimensionen [15, 38, 43] gefunden. In 3+1 Dimensio-
nen [38, 43, 44] ist im Prinzip genauso vorzugehen wie in 141 Dimensionen. Periodische
Randbedingungen fiir £ kénnen durch periodische Randbedingungen fiir die Vektorpo-
tentiale A, und antiperiodische Randbedingungen fiir die Spinorfelder ¥, da £ bilinear
in den ¥, ’s ist, realisiert werden [1]. Zum Problem wird aber, dass die Dimension der ha-
miltonschen Matrix exponentiell mit dem Cut-off anwéchst. Z.B. im Sektor 13 in Fig.2
Seite 333 in [1], der aus acht Teilchen besteht, sind 10! verschiedene Fock-Zustéinde
enthalten. Das iibersteigt in absehbarer Zukunft die Kapazitéit jedes Computes.

Eine Moglichkeit dieses Problem zu umgehen, wire eine effektive Wechselwirkung
[49, 50, 51, 52, 53, 54, 55| einzufiihren, die in einem kleineren Matrixraum wirkt und fiir
die es eine wohldefinierte Beziehung zur vollen Wechselwirkung gibt. Eine solche effektive
Wechselwirkung kann auch einen tieferen Einblick in die stattfindenden physikalischen
Vorginge ermoglichen.

Methode der iterierten Resolventen

Nun soll die Methode der iterierten Resolventen [45, 46, 47, 48] kurz vorgestellt werden,
die angewendet wird, um aus dem vollen Lichtkegel-Hamiltonoperator einen effektiven
Hamiltonoperator zu gewinnen, der die effektive Wechselwirkung fiir Mesonen generiert
[13]. Diese effektive Wechselwirkung wirkt im Falle von Mesonen nur noch zwischen
einem Quark und einem Anti-Quark, also den Konstituenten-Quarks des Mesons. Das
besondere an dieser Methode ist, dass die zu losende effektive Gleichung die exakten
(Massen-) Eigenwerte liefert und die hoheren Fock-Zustidnde aus den effektiven Losungs-
zustinden iterativ gewonnen werden kénnen. Es findet also ein Ubergang von der vollen
Eigenwertgleichung zu einer effektiven Gleichung statt:

Hic|¥) M?|¥)

(2.49)

<l

Hercl%qq) M?| W) .

Dies entspricht dem Schritt von Gl.(1) nach GIL.(2) in [16].

Im Prinzip wird die Methode von Tamm [17] und Dancoff [18] iterativ angewendet,
um die Dimension der hamiltonschen Matrix von einem gewéahlten N schrittweise von
N — N —-1— N —2... zu reduzieren. Dabei bleiben, wie oben erwdhnt, die Eigenwerte
unverindert und die hoheren Fock-Zustdnde kénnen auf wohldefinierte Art und Wei-
se aus den Losungs-Fock-Zustédnden der effektiven Gleichung exakt gewonnen werden.
Ausserdem wird die Eichinvarianz nicht verletzt. Als effektiven Hamiltonian erhélt man
mit dieser Methode [13]

H =T+ VG3V+VG3VGVG3V .
N RN ¢ _

UoGE Urga

(2.50)

Dieser effektive Hamiltonian lediglich scheint zun#chst nur aus VertexWechselwir-
kungen aufgebaut zu sein. Dies ist aber nur eine formale Schreibweise,
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Abbildung 2.3: Hier sind die drei Diagrammtypen der effektiven Wechselwirkung im
qg—Raum dargestellt. Die ersten beiden sind vom Typ Upgpg, der letzte ist ein
Urga—Graph. Die vertikalen, gepunkteten Linien deuten die Enegienenner an.

denn am Ende werden alle Linien, entsprechend den Regeln der Hamiltonschen Stérungs-
theorie in der front form, als Summe aus einer dynamischen und einer instantanen Linie
angesehen. So werden auch die anderen Wechselwirkungen aus Abb.2.2 wieder eingefiigt.
Der Anteil Upgr = VG3V entspricht den ersten beiden Graphen in Abb.2.3 und wurde
schon in das Mesonen-Modell eingefiigt. Fiir Mesonen, die aus Quarks mit unterschied-
lichem Flavor bestehen ist das auch schon aussreichend, da fiir sie der zweite Wech-
selwirkungsteil Urga = VG3V GoV G3V verschwindet. Dieser zweite Anteil beschreibt
eine Annihilation der zwei Quarks in zwei Gluonen, aus denen wieder zwei Quarks mit
im Allgemeinen anderem Flavor werden, siche [23] und [24]. Hierfiir miissen natiirlich
beide Quarks im Meson, jeweils vor und nach der Wechselwirkung, von identischem Fla-
vor sein. Siehe Abb.2.3. Eine ausfiihrliche Diskussion unter Einschlufl von Effekten wie
‘Propagation im Medium’, etc. wiirde den Rahmen sprengen. Hierfiir sei erneut auf [13]
verwiesen.

Ein bedeutendes Resultat jedenfalls ist die Tatsache, dass es nur zwei strukturell
unteschiedliche Beitrage zur effektiven Wechselwirkung gibt, sieche Gl. (2.50).

Am Ende bleibt jedenfalls noch das Problem, dass zur Berechnung von beispielsweise
G3 auch die hoheren Propagatoren Gg, G5 und G4 benétigt werden und zur Berchnung
von Gg wird G1g9, Gg und G7 benotigt, usw.. Das bedeutet, um wirklich konkret wer-
den zu konnen, muss noch diese Hierachie der Propagatoren gebrochen werden. Dies
geschieht dadurch, dass alle Propagatoren durch freie Propagatoren ersetzt werden und
die wechselwirkenden Teilchen sich somit (zwischen den Wechselwirkungspunkten) wie
freie Teichen bewegen [13].

Die Wechselwirkungsgraphen kénnen nun nach den Regeln der gewdhnlichen Hamil-
tonschen Stérungstheorie auf dem Lichtkegel berechnet werden.

In der Theorie fiir Mesonen, in denen die Quarks gleichen Flavor tragen, muss also
die Wechselwirkung Urga mitberiicksichtigt werden. Dieses schwierige Problem wird in
der vorliegenden Arbeit angegangen.

Bevor nun die Urga—Wechselwirkung niher diskutiert wird, soll noch explizit an-
gegeben werden, wie die einzelnen Beitridge in die effektive Gleichung eingehen. Das
Quark mit der Helizitdt A\; und dem Vierer-Impuls p = (zP*,k, + 2P ,p~) und das
entsprechende Anti-Quark werden in einen Zustand mit Helizitit )‘:1 und Vierer-Impuls
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p = (2’ Pt k', +2'P,,p'”) und das dazugehtrende Anti-Quark gestreut.
Die effektive Gleichung H.rc|V,7) = M?|¥ ;) wird zur Integralgleichung, siehe [13],

mZ+ki  mi+k}
+
T l1—z

+ Z/ da' d*KER(2' K 1) (@, k15 A, AlUogrzla’, ' 1 N, Ng) (', K05 A Nl 3) 9 57
Ay /\’

Mi2<$7kL;)\q7)‘Q|\Ili> = <$7kL;>\qa)‘§|\I}i>

+ Z/ do' K2R (z' K1) (@, k15 Mgy AglUrgale’, K 15 N, Ny (2! K 15 M0, ALY
Ay /\’

wobei die Funktion R(z',k’ ) ein Regulator ist und die Wellenfunktion (x, k| ; Ag, A/ ¥:)
die Wahrscheinlichkeitsamplitude ist, im ¢g—Zustand ein Quark mit longitudinalem Im-
pulsbruchteil z, intrinsischem transversalen Impuls k| und Helizitdt A\; und das ent-
sprechende Anti-Quark mit 1 — 2z, —k| und )\g zu finden.

2.6 Die Zwei-Gluon-Annihilations-Wechselwirkung Urgg

In dieser Arbeit soll der zweite Teil dieser effektiven Wechselwirkung, die Zwei-Gluon-
Annihilations-Wechselwirkung Urga, untersucht werden. Durch sie werden, wie schon
erwihnt, zwei Quarks von gleichem Flavor zu zwei Gluonen annihiliert, aus denen dann
wieder zwei Quarks mit gleichem, aber i.a. vom Anfangszustand verschiedenem Flavor,
entstehen. Es ist zu beachten, dass alle Zustande farbneutral sind.

In Abb.2.4 sind alle mdglichen Graphen dargestellt. Alle Graphen sind vierten Ord-
nung in der Kopplungskonstanten! Ferner sind sie aus den in Abb.2.2 angegebenen Wech-
selwirkungen und ihrer hermitesch konjungierten aufgebaut.

In der oberen Zeile in Abb.2.4 sind die vier méglichen rein dynamischen, d.h. nur
aus Vertex-Wechselwirkungen aufgebauten Graphen eingezeichnet. Nach den Regeln der
Hamiltonschen Stérungstheorie in der front form ist aber jede Linie als eine Summe aus
einer dynamischen und einer instantanen Linie zu verstehen, wobei zu beachten ist,
dass zwei aufeinanderfolgende instantane Linien verboten sind. Somit existieren auch
Graphen mit ein oder zwei instantanen inneren Gluonen oder Fermionen, siche Abb.2.4.

In den mittleren drei Zeilen in Abb.2.4 sind die Graphen mit einer instantanen Linie
abgebildet. Unten stehen die drei Graphen mit zwei instantanen inneren Fermionen oder
Gluonen.

Um die Zwei-Gluon-Annihilations-Wechselwirkung Urga in die Gl. (2.51) einbauen
zu kénnen, muss also die sehr umfangreiche Arbeit in Angriff genommen werden, alle
17 in Abb.2.4 aufgelisteten Diagramme nach den Regeln der Hamiltonschen Stérungs-
theorie in der front form zu berechnen. Alle Graphen enthalten einen Loop. Dies fiihrt
dazu, dass am Ende eine Dreier-Integration iiber bestimmte Parametrisierungsvariable
durchgefiihrt werden muss. Die einzelnen Schritte werden in den konkreten Rechnungen
genauer erlautert.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich, wie in der Einleitung erw#hnt, in zwei Teile.
Im ersten Teil werden alle Graphen untersucht und es werden alle Helizitdtssummen
ausgearbeitet, simtliche Energienenner angegeben und fiir alle Graphen eine mdogliche
Parametrisierung der Impulse abgeleitet, durch welche die Dreier-Impulserhaltung an
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den einzelnen Wechselwirkungspunkten beriicksichtigt wird. Durch diese Parametrisie-
rungen werden die Integrationen iiber alle inneren Linien auf eine Dreier-Integration
zuriickgefithrt. Wegen ihrer Linge werden hier nicht mehr alle Integrale explizit ange-
geben, sie konnen aber verhiltnisméafig leicht aus dieser Arbeit gewonnen werden.

Im zweiten Teil wird dann die Spinstruktur in den Helizitdtssummen untersucht und
eine Niherunglosung dhnlich wie die des Singlet- Triplet models [21] vorgestellt. Dies ist
aufgrund der sehr komplizierten Struktur der Helizitdtssummen und Energienenner und
der Tatsache, dass alle diese Integrale in die effektive Integralgleichung (2.51) eingehen
notwendig.

In sehr dhnlicher Art und Weise wurde auch bei der Behandlung des ersten Teils der
effektiven Wechselwirkung, der Ein-Gluon-Austauschwechselwirkung, siehe Gl. (2.50)
vorgegangen. Hier sei auf [21] verwiesen.
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Abbildung 2.4: Diese Abbildung zeigt alle 17 Graphen die zur Zwei-Gluon-Annihilations-
Wechselwirkung Urg4 gehoren. In der obersten Zeile sind die vier Graphen dargestellt,
die nur aus Vertex-Wechselwirkungen aufgebaut sind. Sie werden als rein dynamische
Graphen bezeichnet. In der zweiten Zeile stehen alle Graphen mit einem instantanen
inneren Fermion. Die Graphen in den nichsten beiden Zeile enthalten ein instantanes
Gluon und unten befinden sich die Graphen mit zwei instantanen inneren Fermionen
bzw. Gluonen.






Kapitel 3

Berechnung der Upg4-Graphen

Im zweiten Kapitel wird die Zwei-Gluon-Annihilations-Wechselwirkung vorgestellt, es
wird dort gezeigt, dass zur Losung dieser Wechselwirkung 17 Graphen in vierter Ord-
nung in Hamiltonscher Stérungstheorie in der front form berechnet werden miissen.
Dies stellt eine schwierige Aufgabe dar und ist nicht nur eine Fleissarbeit. Hier soll kurz
erldutert werden, wie dabei vorgegangen wird. Die Graphen lassen sich, wie schon disku-
tiert, in unterschiedliche Klassen einordnen. Es gibt vier dynamische Graphen, die nur
aus Vertex-Wechselwirkungen aufgebaut sind. Weiter gibt es Graphen mit einem oder
zwei instantanen Fermionen oder Gluonen. Die oben diskutierte Regel, dass keine zwei
instantanen Linien aufeinander folgen kénnen, verhindert das Auftreten einer instanta-
nen Gluon- und einer instantanen Fermionlinie in einem Graphen. In diesem Kapitel
wird ein Représentant jeder dieser Klassen ausgew&hlt und sehr explizit untersucht. Die
iibrigen Graphen werden, ebenfalls explizit, im Anhang behandelt.

An allen Graphen kann in Verbindung mit den Matrixelementen der einzelnen Wech-
selwirkungen Gl. (2.22-2.24) die Helizitdtssummen nach den Regeln der Hamiltonschen
Storungstheorie in der front form direkt vom Graphen abgelesen werden. Dies gilt auch
fiir die Energienenner. In einem ersten Schritt werden dann die Summationen iiber die
Helizitdten der inneren Gluonen durchgefiihrt. Dabei wird die Helizitdtssumme iiber
die Polarisationsvektoren Gl. (A.13) in der Lichtkegel-Eichung verwendet. Dies alleine
sorgt schon fiir recht ldngliche Ausdriicke. Eine deutliche Vereinfachung dieser Aus-
driicke gelingt mit einem Trick. Es werden zun&chst gewisse [-Vektoren eingefiihrt die
proportional zum Null-Vektor sind und individuell fiir jeden Vertex definiert werden.
In einem néchsten Schritt kann gezeigt werden, dass alle iiber die Polarisationssumme
Gl. (A.13) eingefiihrten Gluonenimpulse durch die entsprechenden [-Vektoren ersetzt
werden konnen. Dadurch gelingt vergleichsweise anschaulich eine deutliche Vereinfa-
chung der Helizitdtsummen. Nun kénnen die Summen iiber die Helizitdten der inneren
Fermionen durchgefiihrt werden und ebenfalls dank des obigen Tricks kann in einigen
Fillen die Abhéingigkeit der Spinorfaktoren von den inneren Imulsen eleminiert werden.
Dies ist ein grofier Vorteil, da von den inneren Impulsen unabhingige Spinorfaktoren
vors Integral gezogen werden konnen.

GemiB den Regeln der Hamiltonschen Storungstheorie in der front form muss iiber
alle Impulse der inneren Linien integriert werden. Die Matrixelemente der einzelnen
Wechselwirkungen liefern aber einschréankende Bedingungen, da der Dreier-Impuls an
allen Wechselwirkungspunkten erhalten ist. Es zeigt sich, dass in allen Graphen nach

27



der Auswertung der Integrationen unter Beriicksichtigung der Impulserhaltungen eine
Dreier-Integration iibrig bleibt. Es wird fiir alle Graphen eine fiir die front form typische
Parametrisierung der Impulse angegeben, so dass am Ende nur alle inneren Impulse
durch diese Parametrisierungen ausgedriickt zu werden brauchen und die Integration
dann iiber Parametrisierungsvariablen (y, 1,) lduft.

In dieser Arbeit wird dies alles bereit gestellt, die Endintegrale werden aber wegen
ihrer Lange und Komlexitidt hier nicht mehr in allen Fillen explizit angegeben. Sie
konnen aber verhiltnisméissig leicht aus dieser Arbeit gewonnen werden.

In einem zweiten Teil der Arbeit wird eine Naherunglosung fiir den Zwei-Gluon-
Annihilations-Term angegeben. Diese Niherung ist als erster Schritt in Richtung ei-
ner Losung dieses sehr komplizierten und aufwendigen Problems zu verstehen. Dabei
wird von den manifest kovarianten Anteilen der Helizitdtssummen ausgegangen. Dieser
Schritt basiert auf der Erwartung, dass sich alle anderen Terme am Ende durch entspre-
chende Gegenterme anderer Graphen wegheben [1, 14]. Dies zeigt auch die Erfahrung
mit dhnlichen Problemen [1, 14, 31].

Es sind nur die rein dynamischen, d.h. aus Vertex-Wechselwirkungen aufgebauten
Graphen die solche manifest kovarianten Anteile enthalten. Wie schon erwéhnt wurde
und spater explizit diskutiert wird, werden diese Anteile unitéir von der Lepage-Brodsky-
Konvention in die Bjgrken-Drell-Konvention transformiert. Diese Terme werden dann
sehr explizit untersucht und es werden schrittweise Naherungen durchgefiihrt, wobei das
Vorgehen dabei eng an die Ndherungsbehandlung des Helizitdtssumme des Ein-Gluon-
Austauschterms der effektiven Wechselwirkung [21] angelehnt wird. Die Hauptannahme
der Nédherungen ist, dass alle eingehenden Impulse klein gegeniiber allen auftretenden
Massen sind. Es wird z.B. davon ausgegangen, dass die Wellenfunktionen der &usseren
Zusténde fiir hohere Impulse ziemlich schnell abfallen [30] und die héhere Impulse da-
durch unterdriickt werden. Durch die Regularisierung werden auch nur kleine innere
Impulse eingehen. Alle Schritte werden spdter noch genauer diskutiert werden.

Jedenfalls gelingt unter diesen Annahmen eine erste Losung des Integrals.

3.1 Farbneutrale Fockzustinde

Als erster Schritt werden nun die im weiteren zu verwendenden farbneutralen und nor-
mierten Fockzustdnde angegeben. Die Form dieser Zusténde ist auch fiir die Berechnung
der Colorfaktoren der Graphen von Bedeutung.

Es tauchen vier verschiedene Typen von Fockzustinden auf, die alle farbneutral
und normiert sein miissen. Alle Zustdnde miissen sich wie Singuletts unter unitiren
Transformationen im Farbraum verhalten.

Der erste wird durch die Anfangs- und Endzusténde der Graphen gegeben und enhélt
lediglich zwei Quarks. Man findet z.B. fiir den Anfangszustand

|k, ko) = beT (k1)di(k2)|0), (3.1)

wobei die Bezeichnung ko stellvertretend auch fiir alle weiteren Quantenzahlen steht.
Der Normierungsfaktor ist hier einfach abzulesen und wurde gleich mit angegeben.
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Ein weiterer Zustand mit nur zwei Teilchen ist der Zwei-Gluonenzustand. Er wird
ganz dhnlich wie der aus zwei Quarks bestehende Zustand behandelt,

8

a1, a2) = N ) al(a1)al(g2)|0) . (3.2)

a=1

Dieser Zustand ist noch korrekt zu normieren:

1= <QI7q2|QI7q2 N2 Z O|a’aaaaa |0> -2.8= 16N2 . (33)
%,_/

®0=1 " 950 (0]0)=250a

Somit lautet der auf eins normierte Zwei-Gluonenzustand

8

a02) = 3 ol (a)al(@)[0). (3.4)

a=1

Ebenfalls von Bedeutung ist der Zustand, welcher zwei Quarks und ein Gluon enthalt.
Einer dieser Zustéinde ist beispielsweise,

8 3

3
a1, p1,k2) = N D> Y~ Teal ()bl (p1)dl, (k2)[0) - (3.5)

a=1c=1c'=1

Hier werden die beiden Quarks iiber die Fundamentaldarstellung zu einem Oktett ge-
koppelt, welches wiederum mit dem Gluon zu einem Singulett koppelt. Nun wird der
Normierungsfaktor IV bestimmt:

8 3 3
1 = (q,pukela,puke) = N2 DY Y > TATE 0|d5rb5aaa};bldi,|0>
a,a=1c,c=1c,c'=1 Ty
6aa56656 c (36)

= Z(ZZT‘ZITﬁc)zNQig:zLN?.

a=1c'=1 c=1

Im vorletzten Schritt wurde Gl. (A.16) verwendet. Der Normierungsfaktor betragt somit
N = % und der korrekt normierte Fockzustand lautet

8 3 3
k) = 5 50 3" Tl (an)bl(p0)d (k2)]0) (3.7)

a=1c=1=1

Der letzte vorkommende Fockzustand beinhaltet vier Quarks. Er erscheint in Dia-
grammen, die die Fork-Wechselwirkungen enthalten. Ein moglicher Zustand ist hier

3
1 ko, Ky,po) = N Y 85822 bl (K9)bE, (p1)dl (p2)dE, (k2)]0) . (3.8)

c1,¢2,¢3,c4=1
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Fiir den Normierungsfaktor gilt:

1 = <P1,k2,k1,p2|p1,k2,k1 p2)

= N? Z Z S22 521622 (0|dg,dg,baybe, bl b, di df, 0)

€1,€2,€3,ca=1 c1,¢2,¢3,c4=1 (3'9)
3 3
= N? (2 doosmez -2 ) 55;) =2N%(9 — 3) = 12N?.
C1,C2,CS,C4:1 C1,Cz:1
Man liest in diesem Fall, N = 5 \[, ab und schreibt den korrekt normierten Fockzustand,
1 3

[pr ks pe) = o—= Y 0508 bl (K)bL, (p)dl (p2)dl, (k2)[0) . (3.10)

2V/3

Damit haben wir uns alle in der vorliegenden Arbeit benttigten Fockzustinde be-
sorgt.

€1,¢2,63,c4=1

3.2 Graph 1: Keine instantanen Linien

Die Untersuchung der Graphen wird mit einem rein dynamischen Graphen begonnen,
welcher nur aus Vertex-Wechselwirkungen aufgebaut ist und drei Energienenner enthalt.
Wie auch schon im ersten Kapitel werden die Energienenner durch vertikale gepunktete
Linien in Abb. (3.1) engedeutet. Die Anzahl der Teilchen in den einzelnen Fockzustédnden
wird jeweils mitangegeben.

Allgemein konnen geméf den Regeln der Hamiltonschen Stérungstheorie in der front
form die Energienenner angegebenen und unter Verwendung der im erstem Kapitel auf-
gelisteten Matrixelemente der einzelnen Wechselwirkungstypen die Helizitatssumme ab-
gelesen werden. Dies ist fiir alle Graphen moglich. Dann folgt eine ldngere Rechnung die
hier explizit durchgefiihrt wird.

klahl i’hll

k2, ho i kb, b

Abbildung 3.1: Graph 1. Hier ist eine mdégliche dynamische Zeitordnung eines
Urga—Diagramms dargestellt. Hier gibt es, wie durch die vertikalen gepunkteten Li-
nien angedeutet, drei Energienenner A4, Ap und Ac.
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3.2.1 Energienenner

In Abb. (3.1) ist die Existenz dreier Energienenner abzulesen, die sich gem&fl den oben
diskutierten Regeln, folgendermaflen berechnen lassen,

Ay = E+ky +ky — (g7 +p) +ky)=E+k —q —py

2 2
e o 1 L 3.11
- E—QTHM:I—p1=E+q_+(—m§—qi+q1+(k1—p1))- &1
1 1

Nun wird die Dreier-Impulserhaltung am ersten Vertex ausgeniitzt, d.h. ql+ = ka — pf
und qi; = k;; — p11- Damit erhilt man

1 -
Ay=E+ a (=mg + (k7 = p)(ky —pp) = (ks —P11)?) - (3.12)
1
In der Klammer erkennt man ein inneres Produkt, siehe Gl. (A.4). Man findet
m2 — (kv — )2 m2 + Q2
Ay=E -4 (i p1) :E—%Ql, (3.13)
q 4
mit dem Feynmanschen Vierer-Impulsiibertrag
Qf = —(k1 —p1)* = —(k{ —p{)(ky —p1) + (ki1 —pu1)*. (3.14)

Die anderem beiden Energienenner werden dhnlich behandelt,
Ap = E+ky +k — (¢ +@)=E+(k —q —p1)+(ky —g5 +p1)

_ _ _ 1 _ _
= Ag+(ky —q +p1)ZAA+q—+(—m§—(qu)2+q2+(k2 +p1)) -
2

(3.15)

Hier wird die Dreier-Impulserhaltung am zweiten Vertex verwendet, dort gilt q; =
kQL -I-p]L und qs| = kg | + p11. Dies fiihrt zu

Ap = Aa+ q% (=m? + (k3 +p{)(ky +p1) — (kor 4+ p11)?))
_ B m32+ Q3 B m? — (kg + p1)°
qf @
wobei im letzten Schritt wieder Gl. (A.4) verwendet wurde. Der letzte Energienenner
wird analog behandelt,

(3.16)

’

Ao = E+k +ky —(q1+p; +k;) ,
= E+(kf—qf—pf)—f—(k;—qgi—pf)—i—(q;—p;—k{) (3.17)
= Ap+(sy —py —ky) :AB+q_+ <m§+(qu)2 — a3 (py +k'{)> .
2

Die Dreier-Impulserhaltung am dritten Vertex liefert, q; = p; + k';r und g2 = ko +
p2. - In der obigen Klammer erkennt man erneut ein inneres Produkt und man findet

- mp+ Q7 mj — (k2 +p1)° N m2 — (p2 + ky)?

Ao =
2qu 2 q'ELQ 2 q2+ (3'18)
_ g mg+ Q7 (p2+ kg)? — (k2 +p1)
= — - — - .
q1 92

Die Energienenner wurden hiermit weitgehend durch Invarianten ausgedriickt.
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3.2.2 Helizitatssumme

Zur Berechnung der Helizitdtssumme benétigt man die Matrixelemente der einzelnen
Vertex-Wechselwirkungen.
Das (zeitlich) erste Matrixelement, siche Gl. (2.22), lautet

QAVK+[ (p1, s1) 7" € (a1, Ar)u(ka, ha)]

(2)3 N (3.19)

wobei (' fiir den zugehorigen Colorfaktor steht. Dieser Colorfaktor berechnet sich mit
den in Gl (3.1) und (3.7) angegebenen farbneutralen und normierten Fockzustdnden zu

(q1,p1, k2| Vi |k, ko) =

8
11
CI - 35 Z Z Z 61c2 c2c1 0|dc2bcla’a LblleQbIdl|0>l
a,a= 101,02 len,e2=1 a
6aa6€2660101602c (320)

114 4
= ZZTichzl _ﬁng_:lg:\/;

ccl la=1

Im vorletzten Schritt wurde Gl. (A.16) verwendet. Damit gilt fiir den ersten Vertex
2gAy K [u(p1, s1)7v" €} (q1, M )u(k, b))

3(2m)? V20 /20 /2K ' (3.21)

Fiir den zweiten Vertex liest man
(a1, |Valar. pr. ko) = gAvK+[ (K2, ha)vPey (g2, A2)u(p1, 51)]
1,492|V2|q91, P1, k2 3.22
(2m)3 V2T /208 /2w (3.22)

mit den Matrixelementen aus Gl. (2.22) ab. Hier berechnet sich der Colorfaktor C mit
den farbneutralen und normierten Zustanden aus der Gl. (3.7) und (3.4) zu

(q1,p1, k2|Vi|k1, ko) =

8 3
11 5 a
G o= 13 Z . TE,TE., (0|aa:aa/ad bclazbildlzmz
BBa=L el 260" g0’ a 5201 712 (3.23)
1 o 1< 4
= ZZE ezer Leres —ZZ§:L
C1,C2 a=1 co=1

wobei wieder Gl. (A.16) verwendet wurde. Fiir den zweiten Vertex gilt also insgesamt

(v, a2 Valar o ko) = gAy KT [0(k2, h2)vPe, (g2, A2)u(pi, s1)]
1,492|V2]q91, P1, k2 : 3.24
(2m)? 2k /208 2w (3.24)

Der dritte Vertex hat den selben Colorfaktor wie der eben behandelte Vertex, er wird
hier gleich vollsténdig angegeben:

Ay K™ [a(p2, $2)7° €0 (g2, A2)v(ky, he
(a1, p2, Ky Valar, @2) = 2 ; 3[ (P2, 22)7" €0 92, Ya) (,2 2)l. (3.25)
(2m) V20 /205 \ 2K
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Der vierte und letzte Vertex hat schliefflich den selben Colorfaktor wie der zuerst be-
handelte Vertex. Man findet

2gAv K+ [a(ky, b))y e (g1, \)u(p2, 52)]

3(2m)3 \/2 Kt \/qu \/2p2 : (3.26)

Zusammengefasst ergibt sich also ein Colorfaktor von

C = C1CoC5Cy = g . (3.27)

<k,17 ké|V4|QIap27 k12> =

Als néchster Schritt werden nun die Summen iiber die Helizitdten der inneren vier
Teilchen durchgefiihrt. Generell werden hier alle Faktoren die nicht direkt in die Rech-
nung eingehen unterdriickt.

Man erhilt fiir die gesamte Helizitdtssumme,

Ny = [a(ky, hy)y e (g1, M)u(ps, 52)][(p2, $2)77 € (g2, A2)v (K, ho)]
A1,A2i81,82 (3.28)
x[0(k2, h2) v e, (a2, A2)u(pr, s1)][a(p1, s1)v" €, (a1, Ar)u(ke, ha)],

wobei iiber die inneren vier Helizitdten summiert wird.
Zuerst wird die Summe {iber die Gluon-Helizitéten ausgefiihrt. Hierzu wird die Iden-
titat

* Nudiv + Mvq1
Z f,u(Qa )‘)eu(Q7 )‘) = <_g/u/ + %) ) (329)
A 1

siche Gl. (A.13), mit der sich die Summe zu
N = 3 {lpr sy utk, ho)lacky, by u(pz, s2)]

81,52
+
% <_guu+ Nud1v +77VQI;1,)

o (3.30)
x[0(k, ha)yPu(pr, s1)][a(p2, 52)770 (), h)]
NpQ20 + 770(]2,))
X\ =9po + — )
( g 4 }
vereinfacht. Daraus ergibt sich weiter
N o= 3 { = [ sy uth, ho)latk, by (s, 52)]
81,82
1
+q—+[ﬂ(p1,81)7“77uu(/€1,h1)][ a(ky, hy)y" qrou(ps, 52)]
1
+—[a(p1, s1) v quuu(ke, ho)l[a(ky, b))y nou(pz, s2)]
s e, blaCkL b)Y (e )] o
1 { = [90kz, ha)yPu(pr, s1)][(p2, s2)70 (o, hy)]
1

+—= [0(k2, h2)¥Y"npu(p1, s1)][a(p2, 32)PYGQZUU(k’2> hIZ)]

+ [0l ha)r aspu(ps, sol[ape, s2)y nev (ko Bl
2
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Zur weiteren Berechnung der Helizitdtssumme wird erneut die Dreier-Impulserhaltung
an den Vertizes, siche Gl. (2.22), ausgeniitzt. Mit ihr gelingt nidmlich eine kompak-
tere Schreibweise und eine erhebliche Vereinfachung der Helizitdtssumme. Dafiir wer-
den niitzliche, wegen der Dreier-Impulserhaltung an den Vertizes zum Null-Vektor n* =
(0,0,,2) proportionale Vierer-Vektoren eingefiihrt. Der untere Index an diesen I-Vektoren
gibt an zu welchem Gluon dieser [-Vektor gehort. Die [-Vektoren der ersten beiden Ver-
tizes sind ungestrichen, die der letzten beiden sind gestrichen.

2 2
ms 4+ Q
= (@+p—k)l = 927“77",
1
m? — (p1 + ka2)?
ly = (—p—k)l' =2 g ",
, 29 (3.32)
/# I 1 mg + Ql u
W= (@+p2— k)l = ——F—0",
22q1 ! 2
' ’ m_ — k +
und I = (g2 —p2— ko) =2 (2q2+ p2) I
1

Hier werden weitere Feynmansche Vierer-Impulsiibertrige,

Q% = _(pl_kl)27
und Q'12 = —(kll—pg)Q, (3.33)

eingefiihrt. Die letzen Gleichheitszeichen von jeweils l1, I und I wurden im Wesentlichen
schon bei der Berechnung der Energienenner gezeigt. Das von [} folgt analog.
Nun werden die Eigenschaften der Dirac-Spinoren,

)

’ (3.34)

)

o O O O

und )

ausgeniitzt, um zu zeigen, dass die Gluonen-Viererimpulse in Gl. (3.31) durch die ent-
sprechenden [—Vektoren aus Gl. (3.32) ersetzt werden kénnen, welche proportional zum
Null-Vektor sind.

Damit und mit y#n, = v schreibt sich die Helizitdtssumme zu

M= { —lal sy ulks, b))k, b elps, s2)]

51,52
2my + Qf + Q7
%
x [E(Pla81)7+u(k17hl)][ﬁ(k;,h;)WU(m,82)]} (3.35)

X { —[0(ka, ha)ypu(p1, s1)][@(p2, s2)7Pv(ky, hy)]
. sz — (p1 + k2)? — (kg + p2)2

2q3‘2
X [17(7?2,h2)7+u(P1,81)][71(p2,82)7+U(k’27h’2)]}-

34



Dies stellt schon eine erhebliche Vereinfachung gegeniiber Gl. (3.28) dar. Der nichste

Schritt ist, diese Gleichung auszumultiplizieren und so zu schreiben, dass dann die Sum-

me iiber die Helizitdten der inneren Quarks durchgefiihrt werden kann.
Ausmultipliziert ergibt dies

M= [k )y e, s2)l[(pe, s2)y 0k, b))

x  [0(kz, h2)you(p1, s1)][t(p1, s1)vpuu(k1, h1)]
2m§+Q%+Q'3
2¢,
X [a(ky, hy)y T u(p2, s2)t(ps, 52)7 Pv(k;,h;)]
x[v (k27h2)7pu(p1751)ﬁ(p1751)7 u(ky, h1)]
2m? — (p1 + k2)* — (ky + p2)2 (3.36)
i 2q;
X [a(kllﬂhll)'y u(p2,32)’(p2,82)’y U(k’%h’;)]
x  [0(ka, h2)yTu(p1, s1)t(p1, s1) ’mu (k1,h1)]
_2m +Q2 + QP [ 2m? — (p1 +k2) — (kg + p2)2

+2
)

X [b(kl,h )7 u(p2, s2)u(pz, s2)¥ kz,hg)]
[0(k2, ho)y u(pr, s1)a(pr, s1)7" (kl,hm}

Wie angekiindigt wird nun die Summation iiber die Helizitdten der internen Quarks
unter Verwendung von »_ u(p;,s;)u(pi,si) = p1 + m durchgefithrt. Wie anhand von
Gl. (3.36) ersichtlich ist, stoBt man dabei auf Terme der Gestalt v (y#p, + m)y*. Sie
werden unter Verwendung von y7y~ v+t = 4y" und vyt = 0, wie folgt behandelt.

1

YA pu+m)yt = yTytpyT =" (5 +
1 ~ 3.37

= §p+7+7 Y —pr Ty " (8:37)

= 2p"yT +pL vyt =20t

(™ +p 7)) —pL- n) v

Somit findet man fiir 3.36 mit vereinfachter Notation (k, h) — (k) etc.,

Ni = [a(ky)yu(pe + m)ypv(ky)o(ka)y? (P1 + m)y ulks)]
2m2 + Q% — (ky + p2)?
_ 24,
x[a(k)y (P2 + m)70(ky)B(k2)7* (P1 +m)y T u(ky)]
B 2mg — (p1 + k?2)2 + Q7 (3.38)
2q5°
x[@(ky )y (2 +m)yHo kz kz v* (P1 + m)y*u(k1)]
2m? + Q3 — kl + p2)? [ m2 — (p1 +k2) + Q7

2¢;?
X4prP2[ (kl)’Y v k2 k2)y

+u
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In diesem (Gl. 3.38), durch Anwendung des Tricks mit den [-Vektoren schon deutlich ver-
einfachten Resultat erkennt man, dass nur der erste Summand manifest lorentz-kovariant
ist. Alle anderen Summanden sind es nicht. Die physikalischen (End-)Resultate miissen
aber natiirlich auch in der front form lorentz-kovariant sein. Man erwartet, dass sich
am Ende alle problematischen Teile durch entsprechende Gegenterme anderer Graphen
wegheben.

3.2.3 Parametrisierung

Wie schon erwdhnt, muss nach den Regeln der Hamiltonschen Stérungtheorie in der
front form, iiber die Dreier-Impulse aller innerer Linien integriert werden. Diese Inte-
grationen unterliegen aber den Einschrankungen, dass der Dreier-Impuls an allen Wech-
selwirkungspunkten erhalten ist. Dies wird durch die Deltafunktionen in den einzelnen
Matrixelementen erzwungen. Ausserdem gilt fiir alle Linien kT > 0.

Alle vorliegenden Graphen enthalten einen Loop, dies bedeutet, dass nach der Eli-
minierung der Deltafunktionen noch eine Dreier-Integration iibrig bleibt.

Es gibt mehrere Moglichkeiten die inneren Linien unter Beriicksichtigung aller dieser
Einschrankungen zu parametrisieren. Eine sehr nahe liegende ist

m? + (yki + 1¢)2>

p +
q1 = | yk{ ,ykil +11,

P = ((1 )k, (1 —y)ki — 11, m’ 4+ (L~ ki = 1L)2> ;

(1—y)k (3.39)

2 2 .
m; + (ykit +11)

b Kt —ykt, —yky, —1,, -9 ,

qs Yrq YKi1 1 K*—ykf

, , m?+ (ky, —yki —11)?
und ph = |k —yki k| —yki — 11, klli— P .
1 YRy

Auch fiir die dufleren Impulse kénnen longitudinale Impulsbruchteile z und =’ gewéhlt
werden, man erhélt

2 2
woo_ + m” + ki
kl - (LEK 7kLa 2K+ 3
2 2
+k
| — 1—2)KT. —k mTX
2 ( iE) I 1 (1—$)K+ )
2 4 1!? (3.40)
- + m”+ k5
kll - 'K 7k,J_7 2K+ )
2 ]
oo ! + ’ m +kL
und k5 = [(1-2")K ’_kl’i(l—m’)KJF)'

Diese Parametrisierung der dusseren Impulse kann nun auch in die Impulsparametri-
sierung der inneren Teilchen eingesetzt werden. Auf diese Art und Weise hingen alle
vorkommenden Impulse nur von der totalen longitudinalen Impulskomponente K+, den
longitudinalen Impulsbruchteilen z und z’, den intrinsichen #usseren Transversalimpul-
sen k| und k’ |, sowie den drei Integrationsvariablen y und 1, ab. Man findet fiir die
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inneren Impulse

m?}—i—(ykj_—l—ll)?
ryK+ ’

qiL: (myK—‘—aykL_"lLa

2 2
+((1-y)ky —11)

P (z(1—)Kt 1=k, —1,, 2

Py (x( YK, (1—yk -1, (L) KT : )
m2 + (yk +11)? :

F—(1—-zy)KT,—yk, —1 g

qs ( xy) , YK 1 (1—33y)K+ )
, m?+ (k| —yk, —1,)?

Diese Form der Parametrisierung wird im Prinzip bei allen Graphen angewendet und
ist typisch fiir die Lichtkegelformulierung.

Nun sind alle Bauteile vorhanden und kénnen im Prinzip zum vollstdndigen Integral
iiber y und 1, dieses Graphen zusammengesetzt werden.

Hierfiir miissen nun lediglich noch alle Impulse in den Energienennern und in der He-
lizitdtssumme duch z.B. die oben angegebenen Parametrisierungen ausgedriickt werden.
Auf diese Art und Weise k6nnen am Ende fiir alle Graphen alle Integrale verhiltnismé&fig
leicht angegeben werden. Diese Integrale sind aber so ldnglich, dass dies hier nicht mehr
in allen Fillen durchgefithrt wird.
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3.3 Graph 2: Ein instantanes Quark

Dies ist das erste Diagramm (Abb.3.2), welches nicht nur aus Vertex-Wechselwirkungen
besteht. Die ersten beiden Vetizes sind zeitlich genauso angeordnet wie im vorherigen
Fall, aber das zweite innere Fermion ist instantan. Dies wird durch den kleinen Querstrich
in der Mitte der Linie angedeutet. Der rechte Teil des Diagramms wird durch den Seagull-
Anteil (Gl.2.24) im Hamiltonoperator erzeugt.

k1, h1 1R

k2, I 42, Ao ky, hy

Abbildung 3.2: Graph 2. In diesem Diagramm ist die zweite innere Fermionlinie instan-
tan. Es gibt hier nur zwei Energienenner A4 und Ap.

Auch hier lassen sich die Energienenner wie iiblich nach den Regeln der Hamilton-
schen Stérungstheorie direkt vom Graphen ablesen.
3.3.1 Energienenner

Die ersten beiden Energienenner sind identisch zu den ersten beiden in Graph 1. Sie
werden der Vollstindigkeit halber noch einmal angegeben.

Ay = E+ki +ky —(¢7 +p7 +k3)=E+ki —q7 —p7
m2 — (k1 — p1)2 m2 + Q2
My (i P)” o 9_+Q1, (3.42)
q; 4
Ap = E+ki +ky — (¢ +a)
= E+(ky —qr —py)+(ky —a5 +p1)
- E- 9+Q1— g (i Py (3.43)
9 5
wiederum mit der Definition des Feynmanschen Vierer-Impulsiibertrags
QT = —(p1 —k1)*. (3.44)

3.3.2 Helizitatssumme

Um zur Helizitdtssumme zu gelangen, muss neben den Matrixelementen fiir die er-
sten beiden Vertizes, die im vorherigen Abschnitt angegeben wurden, siehe Gl (3.21)
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und (3.24), das Matrixelement fiir die Seagull-Wechselwirkung nach Gl. (2.24) eingefiigt
werden. Fiir dieses Matrixelement gilt

Kt Agg? [a(ky, )7 e (a1, M) 777 €0 (g2, A2)v (K, hoy)]

3 v (3.45
32m (k’2+ — 42 )\/ (h ds k’+kl+ ( )

wobei C3 hier wieder fiir den Colorfaktor steht. Man erhélt mit Gl. (2.24), (3.1) und
(3.4) fiir C3,

C3 = \/— Z Z Z TglchcQ 0|d02b01 cldc2aaaa th L|0>J

a,a=1 c,c1,c2=1¢1,é2=1 26‘1“60161(56262 (3.46)

(k1. k5|Slq1, q2) = Cs

11 4
= SN T (19T = 4/ -
173 Z r(IT) =3

Somit ist das Matrixelement dieser Seagull-Wechselwirkung,
4 Kt Asg® [alky, hy)vev(as, A)v 0o (a2, A2)u(ky, hy))

Py 3 - (3.47)
s 5 — el

Der Colorfaktor des ganzen Graphen ist wieder C' = C1C2(C5 = %.
Man erhélt hier

No= > [a(ky, )7 en(qu, M)y Ty eo (g2, A2)v(ky, )]
A1,A2;81 (3.48)
x[0(k2, h2)¥ e, (a2, A2)ulpr, s1)] [@(p1, s1)v* ey (a1, Av)ulk, ha)l,
wobei auch hier alle fiir die folgenden Rechenschritte unwesentlichen Faktoren unter-

driickt wurden und iiber die inneren Helizitdten summiert wird.
Man verwendet wieder die Identitét (A.13) und findet

Ny = Y [a(ky, b))y v 7 vk, o))

(K1, k5|Slq1, q2) =

S1

x[v(k2, ha)y u(p1, s1)] [a(p1, s1)v u(k1, hi)] (3.49)
N1y + N q1 NpQ20 + Mo q2
X _guu + = I 'u><_gpa' + P ¥ p) 3
q P

was ausmultipliziert zu
Ny = > { [ty By o (ks )]
a2, )y, 1), s2) 7l )
E[a(kl,hl)mw’qaav(k;,h;)]
x[0(k2, ha)y ulp1, s1)] [a(p1, s1)y"u(kr, b))
[ (klvh Y quy ’Yp”(k2>h2)]
X[@(kzahz) Pu(pr, s1)] [@(p1, 51)7 T u(kr, h)]

= T+ [ (klvh )’Y Q1,u7 Y Q2pv(k2vh2)]
q; QQ

X [0(ka, ha)y ulpr, 1)) [@(or, 51)7 ulhn, h)]

(3.50)
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fithrt. Nun verwendet man noch ) u(p, s)a(p, s) = p+m und findet mit den Abkiirzun-
gen (k,h) — (k), etc. nach der Durchfithrung der Summation

Ny = [a(llc’omwv k3)0(k2)y? (b1 +m) vFu(ky)]
——[a (k) vy T q20v (ka) 5k )y (b1 + m) v u(ks)]
f

[@(k) Y quy T y,0 (k) o (ka)y? (b1 + m) v ulky)] (3.51)

Dieser Ausdruck enthilt ebenfalls nur noch &uflere Spinoren und hat eine andere
Struktur als der zuerst behandelte.

Als Parametrisierung kann in diesem Fall fiir p1,q; und g9 diesselbe wie im ersten
Graphen verwendet werden. An der Seagull-Wechselwirkung ist der Dreier-Impuls der
beiden Gluonen zusammen gleich grofl wie der der beiden Quarks im Endzustand, siehe
Gl (2.24).
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3.4 Graph 3: Ein instantanes Gluon

Nachdem nun ein Graph mit instantanem inneren Fermion behandelt wurde, handelt
dieser Abschnitt von einem Diagramm mit instantanem unterem (zweiten) Gluon. Der
Teil des Hamiltonians, der diese neue Wechselwirkung generiert, wird ebenfalls zum
Seagull-Wechselwirkungsteil gez&hlt.

klahl : q1’>\1: i7h€|.

k2, ho

kg, hy

Abbildung 3.3: Graph 3. Hier ist das untere Gluon instantan. Auch hier gibt es wieder
zwei Energienenner.

Wie immer ldsst sich auch hier die Form der Energienenner und die Zusammen-
setzung der Helizitdtssumme direkt vom Diagramm ablesen. Fiir diese neue Art von
Seagull-Wechselwirkung muss das entsprechende Matrixelement aus Gl. (2.24) einge-
setzt werden.

3.4.1 Energienenner

Der erste Energienenner ist
Aa = ki +ky —(qr +py +ky) =k
_mg = (k1 —p1)? m2 + Qi (3.52)
qf q

und ist gleich wie in den beiden zuerst behandelten Graphen. Der zweite lautet

Ap = ki +ky —(qu+p5 +ks) ,

R e S
(;nQ—EIQ% pr) + (ky +p; r 2) (3.53)

= ——F—+(ky +p1 —py —ky ).

a4

Auch hier wurde der Feynmanschen Vierer-Impulsiibertrag
Qi = —(k1 —m)?, (3.54)

verwendet.
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3.4.2 Helizitatssumme

Die Matrixelemente fiir die beiden Vertex-Wechselwirkungen entnimmt man Gl. (3.21)
und (3.26).
Das Matrixelement fiir diesen Typ der Seagull-Wechselwirkung lautet

K*Apg® [a Fo(ky, ho)[0(ka, ha)y*
(g1.09. K|S 11, p. ko) =—Cis 16;;9 [@(p2, 52)7 " v (Ky, hy)[0(K2, ha)y u(p1,81)]’(3'55)
(P +k3)%\/py ks ki p{

Unter Verwendung dieser Matrixelemente findet man nun fiir die Helizitdtssumme
ohne Vorfaktoren,

Ny = Y [u(ky, hy)v”en(qr, M)u(pe, s2)][i(pa, s2)7 v(ky, hy)]
A1;81,82 (3.56)
X [o(kz, h2)y u(pr, s1)][w(p1, s1)v"€;, (g1, A )u(kr, ha)] -

Hier ist nur fiir das erste (obere) Gluon Gl. (A.4) anzuwenden, was zu

Ny = > [@(ky, hy)7y"u(pz, 52)][@(p2, s2)7 0 (kg hy)]
81,52
X [5(ka, ha)y T u(p1, s1)][@(p1, s1) 7 u(k1, h1)]
nuqlu+nuq1u

qf

X (_guu +

fiihrt. Ausmultipliziert und mit y#n, = 4" erhélt man

Ny =3 { [k, b))y, 52)][a(pa, 52)7 0Ky, b))

T X [ by ulpn, s)la(r, srPu(k, b))
+ pri [a(ky, hy)v” quou(pe, s2)][@(p2, s2)7 v (ky, hy)] (3.57)
X [0(k2, ho)yTu(pr, s1)][a(pr, s1)v u(kr, b))

]_ i ! ! i
+ q_+ [ﬂ(kla hl)’7+u(p27 32)] [ﬂ(P% 52)7+U(k27 h2)]
1

x  [0(kg, ha)y u(pr, s1)][t(p1, s1)v quuulks, hl)]} :

Wieder verwenden wir niitzliche Vierer-Vektoren:

i = (@+p—k)l'=—17—1

2q
; o miQp (3.58)
und I = (@1 +p2— k)l = —F—n

mit dem weiteren Feynmanschen Vierer-Impulsiibertrag,

Q= —(ky — p2)*. (3.59)

Man erkennt weiter, dass mit Hilfe von (p1 — k1)*[@(p1, s1)yuu(k1, h1)] = 0 und
(ky — po)*[@(k1, hy)vuu(pe, s2)] = 0 die Gluonimpulse in Gl. (3.57) auch hier durch die
entsprechenden obigen [-Vektoren ersetzt werden kdnnen.
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Dies fiihrt erneut zu einer Vereinfachung der Helizitdtssumme.
Ny =" { —luthy, By, so)lupe, s2)7v(ky, b))
§1,52
x [0(ka, ha)y T u(pr, s1)][a(p1, s1)y*u(kr, b))
22
x [a(ky, hy)y T u(pa, s2))[@(p2, 52)7 0k, hy)]
X [5(ka, he)y u(pr, sl (e, s1)y ulk, b))}

+

Unter Verwendung von ) u(pi, si)a(pi, s;) = pi +m , Yty T =4y und vyt =0
findet man mit vereinfachter Notation (k,h) — (k), etc.

Ny = — [a(ky)vu (b2 +m) v v(ky)o(ka)y" (1 +m) Yu(ky)]

2m?2 + Q% + Q2 : : 3.61
LS g )y oty k)] Y
1

Nun soll noch der Colorfaktor berechnet werden. Man findet

8 3 3
11 & o o
Cs = 55 §: 2: 2: Tc403 ey C2 TClc2
a,a',a=1c1,c2 763764 Ll el el ch=1

><<0|dc4bcsaab dl, by  der albl df |0)

a“c1%eca

1
=72 S TRlTELTET

aa’ 1 c1,c2,c3,c4=1

= = Z Tr(T“T*)Tr(T*T*) = 7 Z e = =

aa—l aa_

(3.62)

wobei im vorletzten Schritt Gl. (A.16) verwendet wurde. Der Gesamtcolorfaktor von
Graph 3 lautet mit den anderen beiden Faktoren aus Gl. (3.21) und Gl. (3.26):

41 [4 2
_ JAL 42 3.63
¢ \/;2\/; 3 (3.63)

Dieser Faktor gilt auch fiir einen weiteren im Anhang behandelten Graphen.

3.4.3 Parametrisierung

Fiir die dufleren Impulse wird, wie in allen Graphen, die in Gl. (3.40) angegebene Pa-
rametrisierung verwendet. Die inneren Impulse kénnen folgendermassen parametrisiert
werden:

24 (yko +11)2

m
q = (wyK+,ykL+l¢7

ryK+ ’
2 2
+((1—y)k, —11)
b (1= )K" 1=k, -1, , % 3.64
D1 CE( y) 7( y) 1 1 l‘(l—y)K+ ) ( )
m?+ (k| —yk; —1,)2
und ph=|(z' —zy) K" k| —yk; —1,, (a:’J_—a:y)KJF



Somit kann auch in diesem Fall das vollstdndige Integral angegeben werden, indem die
Energienenner und die Helizitdtssumme durch die in Gl. (3.64) angegebene Parametri-
sierung ausgedriickt werden.
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3.5 Graph 4: Zwei instantane Quarks

Nun wird das erste Diagramm mit zwei instantanen Linien betrachtet. Genauer gesagt
sind die beiden inneren Fermionlinien instantan. Das Diagramm hat nur einen Energie-
nenner.

k1, b1 92 A2 1M

ks, ha k5, i
e 25027227 0
q2, )‘2

Abbildung 3.4: Graph 4. Dies ist der erste Graph mit zwei instantanen Linien (Fermion-
linien) und mit nur einem Energienenner.

Es wird wie schon zuvor bei Graph 2 auf die im ersten Kapitel beschriebenen Seagull-
Wechselwirkungen zuriickgegriffen.
3.5.1 Parametrisierung

Aufgrund der in den Matrixelementen (Gl. 2.24) gegebenen Dreier-Impulserhaltungen
wird folgende Parametrisierung eingefiihrt:

2 2
m2 +1
I + g L
oo\ T ) (3.65)
m2 + 12 '
B 1— K+ —1 g—J‘
q2 ( y) ) 1, (1_y)K+

Auch hier wurde wieder das intrinsische Bezugssystem gew&hlt.

3.5.2 Energienenner

Wie oben erwidhnt, gibt es hier nur einen Energienenner, der sich folgendermafien nach
den allgemeinen Regeln der Hamiltonschen Stérungstheorie berechnen lisst,

A = Biki k- (g +45), (3.66)
was sich mit der Parametrisierung als

mg—f—li

e (3.67)

A = E+k +k —
schreiben lasst.
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3.5.3 Helizitatssumme

Um die Helizitdtssumme anzugeben werden nur Seagull-Matrixelemente, siehe Gl. (2.24)
bendtigt. Das zweite Matrixelement wurde schon berechnet, Gl. (3.47). Das erste Ma-
trixelement hat den selben Colorfaktor und lautet

4 Kt Agg? [0(ka, h2)yPes (g2, X2) v y* e (a1, A )u(k, ha)]

2 3 - (3.68
3 327 P T (3.68)
1 1 1412

Der Colorfaktor des ganzen Graphen ist auch hier wieder

4
=—. 3.69
C= (3.69)

(q1,q2|S|k1, k2) =

Die Helizitatssumme schreibt sich ohne im Moment unwesentliche Vorfaktoren als

Ni= ) { [a(k1, hy) v e (a1, A)Y Y€ (a2, A2)u (ks ho)
A1, A2 (3.70)

X [0(k2, h2)YPes (g2, A2)y Y er (a1, Ar)u (kl,hl)]}-

Die Summation iiber die Helizitédten ergibt

Ny = [a(ky, k)7 y 70 (ky, ho)|[B(k2, ho)y*y v ulke, ha)]
Qv + M1 Q20 + Noq2 3.71
X <—9;w + W—Jrnu> <_gpa' + %—Jrnp> ) ( )
4 )
woraus sich weiter mit v#n, = y* und yty* =0
Ny =[u (klvh VY %U(k2vh2)][17(k27h2)’7p7+7“u(k17hl)]7 (3.72)

ergibt. Die Helizitdtssumme ist nun unabhingig von den inneren Impulsen und damit
auch von y und 1, . Dies bedeutet, dass sie vor das Integral gezogen werden kann.

3.5.4 Das Integral

Das Integral wird hier gleich mit voll ausintegrierten Deltafunktionen angegeben. Das
heisst die Dreier-Impulserhaltung an den Wechselwirkungspunkten wird gleich in Form
der obigen Parametrisierung, Gl. 3.65, verwirklicht. Man erh&lt

»—KH( g’ ) [k, By gy, ) [0k, ha)yPy 4 uths, o)
3 \ 1673
" Vi kg Rk

IL 1 1
< K+ / / a2 R, (3.73)
Ty(L—y) K2 (K —yK*) (K — (1—y)K™)
1

{

m2 +12 )

E+k1 +ky — il

wobei |i) bzw. |f) der Anfangs- bzw. Endzustand sind. Dieses Integral ist divergent und
muss noch geeignet regularisiert werden, hierfiir wird die Regulatorfunktion R(y,1;)
eingesetzt.

46



Ausserdem werden auch noch fiir die dufleren Impulse longitudinale Impulsbruchteile
eingefiihrt,

2 2
T + m” + k7
kl — (JIK 7kJ_7 2K+ )7
2 2
+k
Bo= (Q-z)k -k, — =L
2 ( x) ) Lv(l_x)KJr )
2, 2 (3.74)
- + m”+ k7
kll - CE/K 7k,J_7 2 K+ > )
2 12
+k
o= (12Kt K, T
2 ( m) ) Lv(l_x,)K_._

Schliefilich schreibt sich Gl. 3.73 zu
2r_/q ! ! / ' _
WA Tk, b))y v (By, ho)l[0(ke, he) vy Ty ulks, ba)]
(flUrcaali) = 3
327 K+2,/z(1 —z)z'(1 — 2)
1

3
1
R(y,1.)
/ dy/dli .
1— — —a m2+k? | m2+4k?  mi413
0 yd -y —y)ly—a) gy mHa i mil

(3.75)

Am Ende fallen in Gl. 2.51 alle K1 heraus.
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3.6 Graph 5: Zwei instantane Gluonen

Hier wird der erste Graph mit zwei instantanen Gluonen und nur einem Energienenner
behandelt. Der zweite solche Graph wird im Anhang diskutiert. Dieser ist aus zwei
Fork-Wechselwirkungen zusammengesetzt.

ARV
lahl

/ARN]
< k2ah2

k1, hy

k?a h2

Abbildung 3.5: Graph 5. Dies ist der zweite Graph mit zwei instantanen Gluonlinien.
Auch er enthélt nur einen Energienenner.

3.6.1 Parametrisierung

Die Parametrisierung ist in diesem Fall analog zum Beispiel zuvor, es muss wieder die
Dreier-Impulserhaltung an den Wechselwirkungspunkten beriicksichtigt werden. Man
erhilt hier:

pllj' = <y(kir_k/1+)all_a+—%+>a
y(k — k") 24 ey — Ky 1) (3.76)
+ (ki — k' -1
P (=) (B = k) — K 1, );
e (O e vy

auch hier werden sich y und 1, als die Integrationsvariablen erweisen.

3.6.2 Energienenner

Wieder gibt es nur einen Energienenner
A=E+k +ky —(k +py +p; +hky)=E+k —k —py —p;  (3.77)
welcher mit eingesetzter Parametrisierung folgende Gestalt animmt:

m? +1 m” 4 (ki ko —1)?
y(ki —KT) (1—y)(k —k1")
B4k —k- m? +y(m? —m?) + (1 —y)1& +y(kyy — k1 —1,)°
= 1~k — i :
y(1 - ?J)(k;r - k1+)

A = E+ki -k~ —
(3.78)




3.6.3 Helizitatssumme

Um die Helizitdtssumme angeben zu kénnen, werden hier die Matrixelemente der Fork-
Wechselwirkung, siehe Gl. (2.23), gebraucht.
Das erste Matrixelement lautet

Kt Apg? [u(ky, hy)y o(p2, s2)[u(pr, 51)y u(ki, ha)]

<k’1,p2,p1,k2|F|k1,k2>:CF 1673 + + I 4 g
(py — k1)?\/ ki Py 7 Ky

» (3.79)

Das andere Matrixelement hat den selben Colorfaktor und ergibt sich zu

K+ Apg? [0(pa, 52)7 v(ky, hy)|0(k2, ha)v u(py, 51)] (3.80)
3 . .
16m (p3 — k5" )2\ /p3 ks kg D

Nun kann die Helizitdtssumme des gesamten Graphen angegeben werden. Es wer-
den auch hier wieder alle Faktoren weggelassen, die nicht unmittelbar in die Rechnung
eingehen.

< Ila ké|F|kll,p2,p1, k2>:CF

N5 = Y [0(p2, 52)v v(ky, ho)][B(ka, ha)y u(pr, 1))
51,82 (3.81)

x[a(ky, by )y o(p2, s2)][a(py, s1)v ulke, b))

Zur Durchfithrung der Summe iiber die inneren Helizitdten werden wieder die Be-
ziehungen ) u(p,s)u(p,s) = p +m und Y v(p,s)v(p,s) = p — m verwendet. Mit
YTy~ yT = 49" und 4ty T = 0 erhélt man schlieSlich

N5 = 4p{py[a(ky, hy)y vk, hy)|[0(ks, ha)y u(ky, h1)]. (3.82)

Auch hier kann der Anteil mit den Spinoren vors Integral gezogen werden.

3.6.4 Das Integral

Auch hier ist wieder iiber alle inneren Impulse, unter Beachtung der Deltafunktionen,
die fiir die Dreier-Impulserhaltung stehen, zu integrieren. Dies wird auch hier wieder
iiber obige Parametrisierung (3.76) erreicht. Man findet

CK*3g* [u(ky, hy)yto(ky, hy)][v(k2, ha)y T u(ki, ha)]
16 3 2 ! !
Her VR R
R(yall_) 1
x/ dy/d% - ; . (3.83)
0 (k" —y(ky —1’<r1+))2 (ks = (1 =)k —Kk"))?
X

m24y(m2—m?2)+(1—y)13 +y(ky k'3 —1.)?
!
y(1—-y) (ki —k, ")

(flUrgasli)=

E+k —k -

Auch dieses Integral ist divergent und muss geeignet regularisiert werden, deswegen wird
wiederum eine Regulatorfunktion R(y,1, ) eingefiihrt.
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Ausserdem wird auch hier wieder die Parametrisierung fiir die &ufleren Impulse ver-
wendet,

k”f = ($K+,kj_,%>,

TR . 8]

K'Y = [2KT k’L,mz%kﬂ , (3.84)
K'Y = (1-5)1{*,-1&,%) :

Damit ergibt sich fiir GL. (3.83)
Cg*  [a(ky, )y o(kh, 1h)][B(ka, ha)y u(ky, hy)]

U
(flUrgasli)= (16 32 K+2/a(l - 2)o/ (1 = o)
R(y,11)
2 )
/ i [ =P (== (=) (3:85)
m2+k m'24k% m2y(m2—m?)+(1-y)1] +y(ky k' —1))?
e S y—3)(e )

Der zweite Graph dieser Struktur wird im Anhang beandelt, er liefert ein sehr dhnlichens
Resultat.

Zum Schluss wird auch hier noch der Colorfaktor berechnet. Man findet fiir die erste
Wechselwirkung,

Cp = \/_2\/_2 Z Z Z CSC4TC’201

a=1¢1,c3=1c1=1c],ch,ch,c)=1

<0|dcld b, be bT dTb ,be; bl dl, [0)

c1%c1

= _Z Z Z T4 o TS 0|bclbcsbl bTb bl |0)

a=1ci,c3= 161762’63_1
3
a ma - Al T (386)
D D TaThe(Olbabeby by bebl,10)

=1

| =
Mm

S
Il
—

c1,e1=1¢f,ch,
3

3
Yoo > 1515, (Ol bcleb ,10)

_ !
c1,c=1 ch,ch=1
3

Z clc cc1 - 37

wobei im letzten Schritt GL (A.16) verwendet wurde. Die zweite Wechselwirkung fiihrt
analog behandelt auf das gleiche Resultat, somit ergibt sich fiir den Gesamtcolorfaktor
dieses Graphens,

c
3=

Il
oo|»—l
]

Il
—

a

Il
ool»—l
Mm

a=lc

C=Ci=1%1¥. (3.87)

Nun wurde von allen Graphentypen ein Beispielgraph vorgestellt. Alle weiteren 12
Graphen werden im Anhang B diskutiert und dort werden auch die Resultate angegeben.
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3.7 N&aherungsbehandlung

Im vorangegangenen Kapitel und im Anhang werden alle Graphen soweit diskutiert,
dass im Prinzip alle Integrale angegeben werden kénnen. Alle diese Integrale werden
in Gl. (2.51) benotigt. Es zeigt sich, dass die Anzahl dieser Integrale sehr grofl ist und
die einzelnen Integrale nicht kovariant sind. Erst die physikalischen Endergebnisse sind
unabhingig vom Bezugssystem.

Der Aufwand, alle diese Integrale zu berechen und mit diesen Resultaten dann
Gl. (2.51) zu losen ist immer noch enorm.

Die Untersuchung aller Graphen und die Angabe der exakten Energienenner und
Helizitdtssummen, wie es in den vorangegangenen Abschnitten bzw. im Anhang getan
wird, ist als Hauptteil dieser Arbeit anzusehen.

Im jetzt folgenden zweiten Teil soll nun eine Ndherungslosung diskutiert werden, wo-
bei der erste Schritt ist, dass hier nur manifest kovariante Anteile aller Helizitdtssummen
betrachtet werden. Dieser Schritt wird von der Erwartung getragen, dass sich alle nicht
kovarianten Anteile am Ende wegheben werden, wie es die Erfahrung zeigt [1, 14, 31].
Es sind in Abb.2.4 die obersten vier, also die rein dynamischen und nur aus Vertizes
aufgebauten Graphen, welche manifest kovariante Anteile in der Helizitdtssumme haben.

Wir beginnen mit der Untersuchung des manifest kovarianten Anteils der Helizit&ts-
summe des ersten Graphens. Man entnimmt Gl. (3.36), dass

Nrp =) [a(k)vuu(p2)a(p2)vpv(ky)o(ka)y u(pr)@(pr) v u(kr)] (3.88)

51,52

Die Spinoren u(k,s) und v(k,s) sind hier in der Lepage-Brodsky-Konvention [11]
gegeben und die Summe iiber die Helizitdten der inneren Fermionen ist noch nicht
ausgefithrt. Um einen besseren Einblick in die Struktur zu gewinnen ist es hilfreich die
Spinoren in die Bjgrken-Drell-Darstellung zu transformieren. Dies geschieht durch eine
unitére Transformation, die Melosh-Rotation [19, 20] genannt wird, aber keine Rotation
im eigentlichen Sinne darstellt.

3.7.1 Melosh-Rotation der Spinoren

Eine solche Transformation ist mdglich, da sowohl Lepage-Brodsky-Spinoren als auch
Bjgrken-Drell-Spinoren Losungen der selben linearen Gleichung, der freien Diracglei-
chung sind. In der Impulsdarstellung bedeutet dies (p—m)u(p, s) = 0 fiir die u-Spinoren,
bzw. (p +m)v(p,s) = 0 fiir die v-Spinoren. Daraus folgt insbesondere, dass jeweils eine
Darstellung als Superposition von Losungen der anderen Darstellung ausgedriickt wer-
den kann. Die u-Spinoren in der Lepage-Brodsky-Darstellung lassen sich somit durch

ui’B(k, h) = ZuaBD(k, s)(s|w]|h) (3.89)

darstellen und die v-Spinoren durch

oEB (k) = 3 08P (k. ) (sl (3.90)

S

siche Anhang A.
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Um die Transformation nun wirklich unitdr zu machen muss noch die Normierung
der Lepage-Brodsky-Spinoren gedndert werden, d. h.

a8 (k, hyu B (k, 1) = 6, (3.91)
fiir die u-Spinoren und
0P8 (k, h)o B (k,h') = =6, (3.92)

fiir die v-Spinoren. Die Transformation fiir die u—Spinoren wird in [20] gezeigt, und
ergibt die Transformationsmatrix,

B 1 m+kt —k
(lolhns = s ( e ) . (3.93)

Fiir die v—Spinoren wird die Transformation hier explizit durchgefiihrt. Die Koeffi-
zienten der Entwicklung in Gl. (3.90) sind bestimmt durch:

(slolh)y = =" o8P (k, s)vEP (k, h). (3.94)

In der Lepage-Brodsky-Konvention lauten die auf eins normierten v—Spinoren gemaf
[11], bzw. GlL. (A.8):

h | h:l
B 1 —kl k*—m
v (kh)= —— | kT —m | kr , 3.95
o) = Vi | ¥ - (3:95)
—kt —m | k,

mit k, = k; +1tky und k; = k; —iky. In der Bjgrken-Drell-Konvention hingegen gilt nach

[3]:

s:T ’ s:l
1 k. ky
vPP(k,5) = —ex | Ky —kz . (3.96)
2m(E+m) | g Tmlo
0 E+m
Damit folgt fiir die Transformationsmatrix,
. 1 kl m + kT )
s|@|hYoe = —————— . 3.97
otz = s () (3.97)

Diese Matrix ist tatséchlich unitir, wie folgende kurze Rechnung zeigt,

: 1
~ ~1- —
Ehj (slwlh)2,2(h|@']s )22 % (E +m)

K m+ kT k, —(m+ k™)
—(m+kT) ke m+kt K

- <(1) (1)> (3.98)

Im letzten Schritt wurde kjk, + (m + k)% = 2k*(E + m) verwendet.
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3.7.2 Die transformierte Helizititssumme

Nun werden alle in Gl. (3.88) auftauchenden Spinoren mit Hilfe von GI. (3.93) und
Gl. (3.97) in die Bjgrken-Drell-Darstellung [3] transformiert. Man erhilt ohne die Trans-
formationsmatrizen

Npp = Z [a(kllv h,1)7uu(p2v 52)][71(]91? Sl)vuu(kl’ hl)]
= (3.99)

X [t(p2, s2)7pv(Ky, ho)][0(kz, ha)v u(py, s1)] -
Dies wird folgendermaflen abgekiirzt:
Ngp =Y (h],51|Sq1|s2, h1){ 52, h2|Sq2|hh, 51), (3.100)
51,52

wobei die Matrixelemente jeweils fiir die vollstindig kontrahierten Viererstréme stehen.
Die Bjgrken-Drell-Spinoren sind im Allgemeinen, Gl. (A.9),

po+m XA po+m [ SZPoxy
A) = . A) =4/ ——— [ Potm 3.101
up ) = B (op ) ol = B () (aaon)

wobei x+ = ( (1) > und x| = ( [1) > die Pauli-Spinoren sind.

Nun werden dir Vierer-Strome j* = (p, j) an den Vertizes eingefiihrt. Die Stréme an den
Enden des oberen Gluons sind

pr = [a(ky, k)7 u(ps, 52)]
0 Y (0 ) K .
_ ) (4 m) o AL - T3 . I
2m 2m (B2 +m') (py+m')
jl = [ﬂ(klla h’1)7u(p2v 52)]
(k'lo +m') Py +m') / i |o(o-p2) (o - kll)a
- 7 7 hl 0 7 + 0 7 52
2m 2m (3 +m’) (k2 +m) (3.102)
pe = [a(p1, s1)7 u(kr, h1)]

2m 2m ) +m) (k) +m
j2 = [u(p1, s1)yu(ky, h1)]
_ \/<p?+m><k?+m> <sl‘a<a-kl>+<a-p1>a‘hl>‘

2m 2m (K +m)  (p) +m)

Beide Strome miteinander kontrahiert ergeben

(ky +m') (03 +m) (B} +m) (k) +m)

! !

(hy, $1]Sq1|s2, b1 =

'
X <h/1, S1

_ 01(01 'P2)
(

Py +m')

2m 2m 2m 2m

<1+(0'1-k1 _ 01-p2’>(1+(02-p1 _ a'z-kl) (3.103)

E0+m') (0 +m) ) +m) (kY +m)
(

(Ul'k;)m) <02 o3 -ki) (02'131)02) 52,h1>.

(kP +m') (k) +m) (P} +m)

_|_

53



Nun wird die lokale Approzimation [21] angewendet, sie bedeutet die Ersetzung,
(k) = m. (3.104)

Ob diese Approximation gerechtfertigt ist, lasst sich erst a posteriori, also am Ende in
der Losung sagen. Alle Briiche unter der Wurzel in Gl. (3.103) kiirzen sich dadurch und
die Wurzel wird durch eine eins ersetzt. Insgesamt erhilt man fiir Gl. (3.103)

Sg = (hi, 51|81 )52, h1)

, .k . . .k
" <h1,31 149 ’1_0'1 I,)2> <1+0'2 P1 02 1)

2m 2m 2m 2m

_ <01(01'P2)+(01'k'1)01> <U2(02'k1)+(02-P1)02)

om’ 2m’ 2m 2m

(3.105)

52,h1> .

Die in den gleichen o¢’s bilinearen Ausdriicke konnen mit Hilfe folgender Identitéiten
umgeformt werden:

(k-o)o = k+i(o k),
ok -o0) = k —i(cAk), (3.106)
(0 -k)(o- k) = k-k +ioc-(kAk).

Unter Verwendung dieser Identitdten erhélt man fiir Gl. (3.106)

o = (o[ (s+ Bt )
q )

(2m’)?
p1-ki +ioa- (p1Aky)
x (142172 (27;)2 1Nk )
(p2 —i(o1 A p2)) (kll +i(o1 A k'l)) (3.107)
B 2m/ + 2m’

2m 2m

((kl —i(o2 A k1)) N (p1 +i(o2 A Pl)))]

52,h1> .

p1-ki +ios- (p1Aky) ki -p2+ior- (k) Ap2)
(2m)2 (2m')2
kl p2+w'1 (kl/\pg) -ky 4+ 109 - (pl/\kl)
(2m)?
P2—201/\P2 Ekllaz/\kl)

Weiter ausmultipliziert findet man

Sq1 = <h’1, S1

_|_

1+

pg — i 0_1 A p2) (3.108)

p1+1 02/\P1))

B kl—f—zal/\k (kl—za'2/\k1)>

<k1+2 0'1/\k1 ) (p1+l 0'2/\p1)>]
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Zur weiteren Umformung werden noch die bekannten Vektoridentitdten

aAb-c = a-bAc,
(aAb)Ac = (a-c)b—(b-c)a, (3.109)
(aAb)-(cAd) = (a-c)(b-d)—(b-c)(a-d)

verwendet. Dies fiihrt zu

' pi-ki+ios- (p1Aki) k- p2+ior-(k; Ap2)

= h 1

% < H * 2m)? * m)?
(p1-ki)(k; -p2) | .(pP1-ki)o1-(k; Ap2)

Tempeay T emp ey
+.(kll -p2)oz- (p1Aki)) o2 (p1Aki)or- (k; Aps)
L ampPem? (2m)? (2m')?
_p2-ki — (01 Ap2)(02Ak1) —i(01 — o) (P2 A Ka) (3.110)

_pP2-P1t (o1 A P2)(0'22/T\np21731— i(o1+02)(P2 AP1)
, , 2m'2m ,
_kl -ki + (0’1 /\kl)(0'2 /\kl) +i(0’1 —|—O’2)(k1 /\kl)
) ) 2m'2m .
k- p1— (a1 Ak (o2 A1) + (o1 — a2)(k) A pl)]

2m’'2m

82,h1> .

Nun werden die Terme noch in einen Teil ohne und einen Teil mit Bahndrehimpuls

umgeordnet. Es ergibt sich
Sy = {h 1
@ < i { Teme T emy T Emeen)?

P2 ki —(01Ap2)(o2/Aki) Pp2-p1+(01AP2)(02AP1)

p1 - ki k,1 ‘p2 . (pP1 'kl)(kll " P2)

, 2m'27r,o , 2m'2n{1
_kl -k + (0’1 /\kl)(O'Q/\kl) B kl “pP1 — (0'1 /\kl)(o'g /\p1)
2m’'2m 2m’'2m
+ z,0’2-(p1/\k1) ial -(kll/\ pg) +i(p1-k1)0'1- (k,l/\p2) (3111)
(2m)? (2m’)? (2m)?(2m')?
-l-’i( L P2)oa - (pLAK) o2 (p1Aki)oy (k) A p2)
(2m)?(2m')? (2m)?(2m’)?
(o1 —02)(P2Ak1) (o1 +02)(P2AP1)
+1 ; +1 7
2m 2m, 2m 2m,
(o1 +02)(ky Aki) (01— 0o2)(k; AP1)
—1 : —1 : so,hy ) .
2m 2m 2m 2m

Die Terme in der zweiten eckigen Klammer von Gl (3.111) lassen sich, analog zu [21],
in einzelne Wechselwirkungstypen einordnen. Der 1., 2., 6., 7., 8. und 9. Term stellen
Spin-Bahn-Wechselwirkungen dar. Der 3., 4. und 5. Term sind Darwin-Spin-Bahn Wech-
selwirkungen. Alle Terme dieser Klammer involvieren Drehimpulse und verschwinden,
da im Folgenden nur s-Zustidnde betrachtet werden.
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Im néchsten Schritt werden die Terme in der ersten eckigen Klammer der GI. (3.111)
mit Hilfe der Hyperfeinnéherung [3]

(0’1-k1)(0’2-k2) —— 1(0’1-0’2)(1{1-1{2)
(3.112)
(0’1/\1{1)(0'2/\1{2) — 5(0'1-0'2)(1{1-1{2)

umgeformt. Dadurch wird die Struktur der verbleibenden Wechselwirkungen, welche die
Spins involvieren ersichtlicher. Man findet
(p1 - k1)(k] - p2)
1
+ + 2m' )2

S — h/’ [
q1 < 1> 51 { (2m)2 (2m)2(2m )2
_p2-ki—3(01-03)(p2 k1)  p2-P1+3(01-02) (P2 P1)
, 2m'2m 2m’2m 3.113
_kl-kl—i-%((fl-o‘g)(kl-kl) ( )
32,h1> .

Als néchster Approximationsschritt werden alle Terme proportional zu # weggelassen
und die Terme werden noch etwas umgeordnet. Das erste Matrixelement in Gl. (3.100)
ergibt nach den durchgefiihrten Ndherungen

p1-ki | ki po

{ @m)? " 2m')?
p2-ki p2-p1 k; -k _ k; - p1
2m'2m  2m'2m  2m'2m  2m'2m

[Pz'kl p2-p1 ki -ki  k;-p1 }

pi-ki ki -pa

_l’_

2m’'2m

ki p1—3(01 - 02) (K 'Pl)] }

2m’'2m

1+

(h, 51|Sq1ls2, h1) = <h’1781

— %(0’1-0’2))( (3.114)

82,h1> .

Nun wird der andere Faktor in Gl. (3.100) behandelt. Hierzu benttigt man die beiden
Strome an den Enden des unteren Gluons. Sie lauten:

om'2m | 2m'2m | 2m'2m  2m/'2m

P33 = [ﬂ(p2732)700(k127h’2)]
_ @A) (kP4 [ ) ok, opy |
= 2m/ 2ml 2 kl20+ml p(2)+ml 2
js = [a(pa, s2)yv(ks, hy)]
0 " (1’0 ! . .k ,
e (e ()
2m 2m Py +m ky +m (3.115)
ps = [0(k2, h2)7 u(p1, 51)]
_ \/(k8+m)(p?+m) | ok o]
B 2m 2m 2 E9+m  pY+m !
ja = [O(k2, ha)yu(p1,s1)]
(k3 +m) (p} +m) o -ky o p1
= h .
\/ 2m 2m 2 kg—f—m 7 p1t+tm to) s
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Man findet v6llig analog zum ersten Fall

(P +m') (k) +m") (k§ +m) (p) +m)

S, = ha|Sy2|h: =
. <82, 2| q2| 2351> 2m’ 2m 2m 2m
o3 -k o3 - o4-k g4
" 5. B ,03 2 03 le ( 04 2 4 04 P1>
kX +m'  pd+m ’ ks +m  py+m (3.116)
03 P2 o3 -k,
— o3+ 7| O / /
’ (P(2)+m> ’ ky +m

()= i) ro)fem)
kS +m pL+m 2 '

Hier werden wieder die selben Aproximationen wie beim ersten Fall durchgefiihrt. Aus-
multiplizieren und Anwenden der lokalen Approzimation fiithrt zu

Sy = <82,h2 l(ds'ké)(04'k2) (03 -ky)(@a-p1) | (03 P2)(04 ko)

2m'2m 2m'2m 2m’2m
+(0'3 P2)(04-p1) 03(04-ko)ou(os-pP1) (03 -P2)os(os- k’2)0'4(3 117)
2m'2m (2m)? 2m’)?

(03 - p2)os(os-ky)(o4-ko)os(os - p1) B, >
2,51 .

(2m')?(2m)>?
Dies wird nun vollig analog zum ersten Fall schrittweise umgeformt und es werden die
gleichen Néherungen durchgefiihrt. Hier wird nur noch das Zwischenresultat

_(0-3 . 0—4) —

. k. -k . k. .
Sqg = 82, ho —(o3-04) + (o5 g%,ni 2) + G f;if,;b P
L (03:04)(p2 ko) (03 04)(P2-P1) _ (03 04)(P1 ko)
12m'm 12m'm | 12m?2
(o3-04)(k, - p2) _ (o3 - 04)(ky -k2)(P1 - P2)
12m'2 3(2m")2(2m)?
2(03 - 04) (03 - 74) (ks - ko) (P1 - p2) (3.118)

9(2m")2(2m)?

n [Z.(0'3'0'4)0'4'(P1/\k2)_Z.(0'3'0'4)0'3'(P2/\k’2)
3(2m)? 3(2m’)?
(o3 04)(k, - ke)(o oy)- /
+ ozl 23(2%)23(;;,1);) (pl/\m)]} h2751>

angegeben. Auch hier werden wieder nur s-Zustidnde betrachtet, somit fillt die zwei-

te eckige Klammer in Gl. (3.118) weg. Ausserdem werden Terme proportional zu #

weggelassen.
{(03 $04)

Somit verbleibt hier lediglich
k, - ko
+P2'k2 P2'P1_P1'k2_k’2'P2]}

12m'm

klg *P1
12m'm

<527h2|Sq2|h”2781> = <82,h2 -1+ +

12m'm = 12m'm  12m? 12m'2

(3.119)
h’2,31> .
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Zunichst werden noch Abkiirzungen eingefiihrt:
(R1,511Sq1ls2,h1) = <h'1>51 {A-1+B-(o1-02)} s, h1>
und (3.120)
(52, halSpalbs51) = (50,12 |C (o3 0) By )
mit
pi ki ki -p _p2rki p2rp1 k) -k _ ki - p1
(2m)?2 ~ (2m')2  2m'2m  2m'2m  2m'2m  2m'2m’
2 (p2-ki  pa-p1 . k- ki k’1'P1]

A= 1+

B = - _
3|12m'2m  2m'2m  2m'2m  2m/'2m

(3.121)

k’2'P1+P2'k2 P2'P1_P1'k2_kl2‘P2
12m'm  12m'm  12m'm  12m'm  12m2 12m'2
Mit diesen Abkiirzungen schreibt sich N als

Ngp = Z<h”1781|sq1|527h1><327h2|5q2|h’2731>

81,52

= AC Z <h’1781 1] s2, h1> <82,h2 (o3 - 04)| by, 51> (3.122)

51,52

+ BC Y (hy,s1l(01 - 02)ls2, ha)( s2,hal(os - o4) Ry, 1) -

51,52

C = -1+ +

Fiir einen ersten Schritt werden die Faktoren A,B und C noch weiter genahert:
Ax~1, B0 und C~-1. (3.123)
Das bedeutet AC =~ —1 und BC =~ 0. Damit erhilt man schliefflich

NBD ~ — Z <h’1, S1 |1| 592, h1> <32, h2 |0'3 . O'4| h’2, 81> . (3.124)
51,52
Im Prinzip wurde angenommen, dass alle beitragenden Impulse klein im Vergleich zu
den vorkommenden Massen sind [21, 30].
Der andere trapezférmige, nur aus Vertizes aufgebaute Graph, sieche Abb.2.4, be-
rechnet sich vollig analog. Man transformiert den manifest kovarianten Anteil der Heli-
zitdtssumme in die Bjgrken-Drell-Konvention und schreibt analog zum ersten Graphen

Npp =Y _ (hl,51|Sq1|s2, h1){ 52, h2|Sq2|hh, s1) . (3.125)
51,82
Unter den selben N#herungen findet man in diesem Fall fir Gl. (3.125)
Npp == Y _ (b, s1]o1 - 02]sa,h){ 52, hal1|hh, 51) . (3.126)
51,52

Die beiden anderen rein dynamischen Graphen sind die beiden parallelogramm-
formigen Graphen in der obersten Zeile von Abb.2.4. Sie liefern keinen Beitrag unter
diesen Niéherungen.

Die hier durchgefiihrten Ndherungen sind sicher drastisch und werden méglicherweise
zu keinem quantitativen Ergebnis fithren. Sie sind als allererster Schritt in Richtung
zu einer besseren Losung zu verstehen. Bei der Entwicklung des Singlet-Triplet model
[21, 22] wurde sehr dhnlich vorgegangen.
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3.7.3 Integration
Néiherung der Energienenner

Fiir die Energienenner findet man unter Verwendung der Parametrisierungen (3.41) und
(3.40)

mg— (k1 —p1)* _ yPmP+(1—ymg+13

AA = - = ;
4 Ktay(l —y)
An — m§ — (k1 — p1)? mf, — (k2 +p1)?
B = = + - +
B g E
~ Ay M, (3.127)
, K+(1- xy2)
An — mg — (k1 —p1) (p2 + Kkb)* — (k2 + p1)?
¢ = - + - +
q1 5
~ A N 4(m2 _ mlz)
TR U=y

Hier wird der erste Energienenner zunéchst exakt angegeben, in den anderen wird wie-
der angenommen, dass die in die Integration eingehenden Impulse klein gegeniiber den
Massen sind [30]. Die Masse m = my ist die Masse der einfallenden Quarks, m’ = mg
die der ausfallenden Quarks. Mit der Annahme, dass —(k; — p1)? < mg gilt, wird A4
zu

2 2
m m
Ag ~ —Lo__ T (3.128)
qf_ Ktzy

Diese Annahme ist dadurch gerechtfertigt, dass die Gluonmasse als die gréfite Masse
(Gluballmasse) des Systems angenommen wird [27]. Genau genommen stellt diese eine
Erweiterung der effektiven Wechselwirkung dar, denn durch diese Gluballmasse werden
in einer eher qualitativen Art und Weise Wechselwirkungen der zwei inneren Gluonen
miteinander beriicksichtigt. Wie diese Beriicksichtigung am besten geschieht muss noch
genauer aufgeklirt werden. Wichtig ist an dieser Stelle, dass durch diese Annahme den
Energienennern eine besonders einfache Form gegeben werden kann. Dadurch wird die
Integration erheblich vereinfacht. Damit gilt fiir die beiden anderen Energienenner

mf] — 4dm?2xy
Ap = C Ktay(l—azy)’
3.129
Ay — (4(m? —m'?) + m2)zy —m’ ( )
Ktzy(l - zy) '

Das Produkt aller drei Energienenner lautet somit

m2(m2 — 4m2zy) ((4(m”? — m?) — m2)zy + m?)
— g\""g g g
ApgApAc = - K32y o (1 — 22 : (3.130)

Hier werden nur die Energienenner des ersten trapezformigen Graphens behandelt.
Unter diesen Naherungen ergeben sich fiir den anderen Trapezgraphen am Ende die
gleichen Ausdriicke.
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Das Integral:

Nun sind alle Bauteile vorhanden um nach den im zweiten Kapitel diskutierten Regeln
der Hamiltonschen Storungstheorie in der front form das Integral angeben zu kénnen.
Man erhéalt

4 K+3
(flUrca,sli) = C<\/292 3) Tttt
) SRR kR (3.131)

1 NR(ya lJ_)
dy / d*l,
/ a7 43 pi 3 AaABAB’

wobei alle Impulse schon als Funktion der Parametrisierung zu verstehen sind und die
Zusténde |7) und |f) fiir den Anfangs- und den Endzustand stehen, siche Gl. (2.51).
Hierbei steht N fiir die oben ausgewertete Spinsummen und C fiir den Colorfaktor. Es
gilt C = %. Unter Verwendung von Gl. (3.130), (3.41) und (3.40) findet man

4

4 —
<f|UTGA1,3|l> = §<\/2&g271')3> \/SE ]__;13 1—$)
1 e e]

1

2
* /o dy/_oo T ¥y (1~ ay)a(l — )@ —29)
K14 (zy)3(1 — zy)?

4mixy) ((4(m? —m?) — m2) +m2)

(3.132)

/ dy/ L 1= —wy)( — ImZay)

(4(m'2 — m2) m2):vy +mZ”

Da das Integral iiber I quadratisch divergent ist und das Integral {iber 4 an den Inte-
grationsgrenzen divergent ist, muss regularisiert werden. Es wird hier ein scharfer cut-off
[29, 28] gewéhlt:

1, 0SB <B@,a<y<l-—e,

o) ={

Das limitierende /% (y) beschreibt einen Halbkreis:

B = a [(3)2 - (v- 2)2] , (3.134)

(3.133)

, sonst.

mit

a = A+ (m1p+mp)?
A2 + 2my (my + ma)
A? + (my +m2)? (3.135)

und
A2 A2 + dmime
A% + (m1 4+ my)2 A% 4+ (m1 +mg)?
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Dies liefert mit

(3.136)

(flUrga,slt) = g ( ) = m2 l_mN 1-2)
/ 2?13 (y) (3.137)
a: - my)(mg 4m2zy)
l—xw
“Am —m?) - mg)zy +mg

Weiter wird zundchst nur die Flavor SU(2), d.h. my = m = m’ = my betrachtet.
Ausserdem wird noch der Faktor 16m?m/? wiedereingefiihrt, er tréigt der in Gl (3.92)
gednderten Normierung der Spinoren Rechnung.

4
‘ 4 g 16mmA —Ngesamt
Urgasli) = = ;
<f| TGA1,3|> 3 < 2(2,”)3) mg \/x l—x 1—$)

S a[(5)"~ w-8)"

—y)(z" — zy)(m2 — 4m2zy)

(3.138)

Hier wurde die 2 —Integration ausgefiihrt und es wurde I3 (y) gleich eingesetzt. Zum
Schluss wird auch noch die y—Integration durchgefithrt. Man erhilt

4
‘ 4 g 16mmia —Ngesamt
U vy = 3 :
<f| TGA1,3|> 3 < 2(2,”)3) mg \/x l—x 1—$)

(2c=1)(b—1) mg+4m’s @c—@

16m2x 64miz?
mg(mg — 4bm2m3:1; +4(b? — 2)miz?)
© 64mSa3 (m2 — dm?z)(m2 — 4m?z’)
y mg +2(c — b)ym>2x (3.139)
m2 +2(b+ ¢ — 2)m?x
z(4b —4 —b* + %) b+c
+ 4(m2 — 4m?z)(x — ') . [c -b+ 2]

2 &b2 — c*)z? — 4bza’ + 42'?)
4z3(z — ') (m2 — 4m?2a’)

) ln[(Z—b—c)x—Zx’]},

(b—c)x — 22

mita=A2+4m2,b=1undc=ﬁZm2.

Das Ergebnis hiangt also nur noch von den Massen, dem Cut-off-Parameter A und
den dufleren Impulsbruchteilen z und z’ ab.
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3.7.4 Zusammenfassung der Ndherungsresultate

Hier sollen die Resultate der eben diskutierten Ndherung kurz zusammengefasst werden.

Die oben diskutierten Ndherungen an den durch die Melosh-Rotation transformier-
ten Helizitdtssummen, die ich nach dieser unitdren Transformation Spinsummen nenne,
ergeben

Ngesamt = — 3 {<h,1751 1] 52, h1)(s2, ha |05 - 04| hy, 51)
s1753 (3.140)

+<h’1, 81|0’1 . 0'2|82, h1>< 52, h2|1|h12, 81>} .

Diese Struktur stellt eine betrachtliche Vereinfachung im Vergleich zu den vollen He-
lizitdtsummen dar. Der grofite Vorteil ist, dass diese Summe vor das Integral gezogen
werden kann, da sie nicht mehr von den (inneren) Impulsen und damit von den Integra-
tionsvariablen abhingt.

Konsequenterweise wurden die Energienenner ebenfalls gendhert und das divergente
Integral wurde durch einen scharfen Cut-off und die Gluonmasse regularisiert. Nach all
diesen Schritten lautet das Endergebnis,

4
) 4 g 167Tm40, —N, esamt
Urga,sli) = = 5
<f| TGA1,3| > 3 < 2(2,”)3) mg \/x(l — $)x'(1 — x/)

(2c=1)(b—1) my+4m*a'(4c—4)

16m2x 64miz?
B mg(mﬁ — 4bm2m3:1; +4(b? — ?)miz?)
64mSa3(m2 — dm?z)(m2 — dm?z’)
m; +2(c — bym’z (3.141)
X
m2 +2(b+ ¢ — 2)m?x
n z(4b — 4 —b* + %) b+c
n
4(m2 —4m2z)(x — ') |c—b+2
N z'? &b2 — c?)z? — 4bza’ + 42'?)

4z3(z — ') (m2 — 4m?2a’)

) ln[(Z—b—c)x—Zx’]},

(b—c)x — 22

und héngt nur noch von den Massen, dem Cut-off-Parameter A und den longitudinalen
Impulsbruchteilen z und ' ab. Es wird hier der Ubersichtlichkeit halber darauf verzichtet
die oben angegebenen Parameter a, b und ¢ auch noch einzusetzen. Es sei noch erwahnt,
dass die Einschrénkung auf m; = my = m sehr leicht wieder aufgehoben werden kann,
da sich in der Integration lediglich die Koeffizienten des Polynoms in y &ndern. Aber als
erster Schritt ist eine Loung unter dieser Einschrankung ausreichend.
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Kapitel 4

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wird erstmals der Zwei-Gluon-Annihilations-Term eines effektiven Ha-
miltonoperators auf dem Lichtkegel untersucht. Dieser Teil des effektiven Hamilton-
operators wirkt nur im gygy-Sektor und beschreibt eine virtuelle Annihilation eines
qrqs-Paares in zwei Gluonen. Durch ihn wird eine Mischung unterschiedlicher flavor-
diagonaler Mesonen generiert.

Durch die Einfiihrung einer effektiven Wechselwirkung wird eine Vielzahl von nur
schwer iiberwindbaren Problemen umgangen. Beispielsweise sind in 3 4+ 1 Dimensionen
die mittels der DLCQ gefundenen Matrizen schnell zu grofl, um numerisch diagonalisiert
werden zu kénnen.

Eine Moglichkeit, diese effektive Wechselwirkung abzuleiten stellt die Methode der
iterierten Resolventen dar und es zeigt sich, dass nur zwei strukturell unterschiedliche
Beitrige existieren. Der erste Teil ist der Ein-Gluon-Austausch-Term und wurde bereits
ausgiebig untersucht. Zur Losung der Zwei-Gluon- Annihilations-Wechselwirkung, welche
den zweiten Teil dieser Wechselwirkung darstellt, miissen 17 Graphen (Abb.2.4) vierter
Ordnung in Hamiltonscher Stérungstheorie in der front form berechnet werden.

Diese umfangreiche Arbeit wird hier erstmals begonnen. Die Arbeit gliedert sich
in zwei Teile. Im ersten Teil, Kapitel 3.1-3.6 und Anhang B, werden alle 17 Graphen
exakt untersucht. im zweiten Teil, Kapitel 3.7, werden schrittweise gewisse Ndherungen
eingefiihrt und es wird am Ende eine Nidherungslésung angegeben.

Zunichst werden die Helizitdtssummen, Energienenner und Colorfaktoren von allen
17 Graphen berechnet. In den Helizitdtssummen werden mit Hilfe gewisser Tricks die
Summationen iiber die Helizitdten der inneren Quarks und Gluonen ausgefiihrt. Das
Ziel hierbei ist, die Abhéngigkeiten von den inneren und dusseren Freiheitsgraden dieser
Summe so weit wie moglich in zwei Faktoren zu separieren. Dies geschieht, um den
Teil, welcher die Spinoren der dusseren Fermionen enthilt, am Ende als Faktor vor die
Integration ziehen zu kénnen.

Die Integration rithrt daher, dass gem&fl den Regeln der Hamiltonschen Stérungs-
theorie in der front form iiber alle inneren Freiheitsgrade zu integrieren bzw. zu sum-
mieren ist, wobei die Integration iiber die inneren Impulse gewissen Einschrinkungen
unterliegt. Diese Einschriankungen sind auf die Dreier-Impulserhaltungen an den un-
terschiedlichen Wechselwirkungspunkten zuriickzufithren. Fiir alle Graphen wird eine
fiir die front form typische Parametrisierung der Impulse eingefiihrt, mit der sich am
Ende alle Integrationen auf eine Dreier-Integration iiber gewisse Parametrisierungsva-
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riable (y, 1) reduzieren. Es wird dabei so weit gegangen, dass in einem néchsten Schritt
nun alle vorkommenden Integrale, die in allen Féllen nur noch iiber diese drei Varia-
blen laufen, angegeben werden kénnen. Dazu miissen nun lediglich alle Impulse durch
die explizit angegebenen Parametrisierungen ausgedriickt werden. Dies wird wegen der
enormen Lénge aller Ausdriicke hier nicht mehr durchgefiihrt, kann mit dieser Arbeit
als Grundlage jedoch verhiltnismiéssig leicht getan werden.

Hier werden somit die bedeutendsten Schritte zur Angabe aller Integrale durch-
gefiihrt. Diese Integrale miissen dann noch geignet regularisiert werden. Dies kann ent-
weder durch einen scharfen Cut-off wie in der hier ausgearbeiteten Naherung oder auf
andere Art und Weise, siehe z.B. [1, 29|, geschehen und wire der néichste Schritt in
Richtung einer exakten Losung des Problems.

Die expliziten Resultate fiir die Energienenner, Helizitdtssummen und Parametrisie-
rungen sind den einzelnen Kapiteln und Anhang B direkt zu entnehmen, sie werden hier
nicht erneut aufgelistet.

Nach diesem langen Teil mit den exakten Rechnungen hat man vor allem gelernt,
dass es sich um ein komplexes, nur mit sehr grossem Aufwand vollstindig exakt zu
16sendes Problem handelt.

Dies motiviert die Ndherungslosung, welche in einem zweiten Teil dieser Arbeit
durchgefiihrt wird. Mit dieser Nédherungslosung, deren Resultate am Ende des Kapi-
tels 3.7 zusammengefasst sind (3.7.4), ist man nun in der Lage die Grofie und die Spi-
nabhéngigkeit dieser flavor-mischenden Wechselwirkung anzugeben. Dies kann z.B. iiber
(¥p|Urca|¥s) geschehen und ist u.a. im Kontext von [24, 30] von Bedeutung.

In Zukunft kénnten jetzt auch flavor-diagonale Mesonen betrachtet und in das Modell
[24] einfiigt werden.

Die wesentlichen Annahmen die zur angegebenen Naherung fiihren seien hier noch
einmal kurz skizziert.

Am Anfang steht die Annahme, dass nur die manifest kovarianten Anteile der Heli-
zitdtssummen von Bedeutung sind. Es wird davon ausgegangen, dass sich alle anderen
Summanden durch entsprechende Gegenterme anderer Graphen wegheben. Dies zeigt
auch die Erfahrung mit dhnlichen Problemen [1, 14, 31] und insbesondere dem Ein-
Gluon-Austausch-Term.

Diese manifest kovarianten Terme stammen aus den rein dynamischen Graphen
(Graph 1-4 in Abb.2.4) und werden mit einer sog. Melosh-Rotation unitdr von der
Lepage-Brodsky-Konvention in die Bjgrken-Drell-Konvention transformiert. Bei dem
Ein-Gluon-Austausch-Term wurde dieser Schritt auch durchgefiihrt und in dieser ver-
trauteren Darstellung gelingt ein besserer Einblick in die Struktur dieser Summen. Man
erkennt insbesondere, dass die jeweils tiber ein Gluon verbundenen Stréme miteinan-
der kontrahieren. In einem néchsten Schritt werden die Spinoren in der Bjgrken-Drell-
Konvention explizit eingesetzt. Die erste Vereinfachung gelingt mit der lokalen Appro-
zimation analog zu [21]. Dadurch fallen die komplizierten Wurzelausdriicke, die aus der
Definition der Spinoren kommen, weg.

Durch die am Ende vorzunehmdende Regularisierung und durch die Erkenntnis, dass
die Wellenfunktionen der dusseren Teilchen fiir grosse Impulse rasch abfallen [30] wird
die Annahme begriindet, dass die eingehenden Impulse klein gegeniiber den auftretenden
Massen sind. Ausserdem wird der Wechselwirkung der inneren Gluonen untereinander
eher qualitativ durch die Annahme Rechnung getragen, dass die Gluonmasse die grosste
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der Massen ist. Dies stellt eine Korrektur der effektiven Wechselwirkung dar und muss
noch ndher untersucht werden. Jedenfalls gelingt dadurch eine deutliche Vereinfachung
der Energienenner und die Integration am Ende wird stark erleichtert.

Dies sind natiirlich alles drastische und einschrinkende Massnahmen, sie werden hier
aber als erster Schritt zu einem besseren Verstdndnis dieser komplizierten Wechselwir-
kung durchgefiihrt. Bei der Ableitung des erfolgreichen Singlet Triplet Model wurde in
ahnlicher Art und Weise vorgegangen [21].

Die auf diesen Annahmen basierenden Approximationsschritte der Spinsummen wer-
den bewusst schrittweise eingefiithrt, um andere, eventuell bessere Ndherungsmoglich-
keiten bereit zu stellen. Es konnten z.B. hier vernachlissigte Beitrige spéter wieder
eingefiigt werden.

Interessant ist, auf welche Art und Weise aus der Atomphysik bekannte und weitere
Wechselwirkungen der Spins und Drehimpulse auftauchen, siehe auch [21].

Nach der letzten Stufe der an den Spinsummen vorgenommenen Approximationen
sind diese unabhingig von den Integrationsvariablen, sie enthalten nun lediglich eine
noch ndher zu untersuchende Spinstruktur und kénnen vor das Integral gezogen werden.

Wie schon erwéhnt, werden unter diesen Annahme auch die Energienenner genahert.

Das Integral enthélt gewisse Endpunktsingularitdten (y — 0, 1), die typisch fiir
den Lichtkegel sind und die den Infrarot-Divergenzen in der konventionellen Formulie-
rung entsprechen. Ublicherweise werden diese Divergenzen iiber eine kleine kinematische
Gluonmasse regularisiert. Ausserdem ist das Integral auch fiir grosse Transversalimpulse
divergent. Als Regulator wird hier ein scharfen Cut-off verwendet. Das Endergebnis wird
in der Zusammenfassung am Ende des letzten Kapitels (3.7.4) angegeben (Gl. 3.141)
und héngt nur noch von den Massen, dem Cut-off-Parameter A und den longitudinalen
Impulsbruchteilen der ein- bzw. auslaufenden Zustinde ab.

Die hier durchgefiihrten Annahmen und Approximationen miissen sich allerdings
noch bewé#hren. Es wurde ziemlich dhnlich zu [21] vorgegangen. Das wichtigste Anliegen
dieser Niherungslosung ist, zunéchst ein Verstdndnis fiir die physikalischen Prozesse
und die Grossenordnung dieser Zwei-Gluon-Annihilationswechselwirkung zu entwickeln.
Der Grund fiir dieses Vorgehen ist die enorme Komplexitéit einer exakten Lésung und
diese Arbeit ist ein erster Schritt in Richtung eines griindlicheren Verstindnisses dieses
zweiten Teils der effekiven Wechselwirkung.
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Anhang A

Konventionen und wichtige
Formeln

Hier sollen nur einige wichtigen Konventionen und Formeln angegeben werden, die h&ufi-
ger verwendet werden. Fiir eine ausfiihrlichere Darstellung sei auf die jeweils in der
Arbeit angegebenen Referenzen, insbesondere auf [1, 3, 5, 6, 11, 12, 14] verwiesen.

Die kontravarianten Lorentzvektoren werden folgendermaflen dargestellt:

ot = (2, 2, 2%, 7)) = (zt, x,27), (A.1)
wobei fiir die Koordinaten =+ und z~,
T =20+2% und z =223 (A.2)

gilt. Der metrische Tensor lautet

0 0 0 2 0 0 0 1/2
0 -1 0 0 0 -1 0 0

/J,l/: =

g 0 0 -1 0 und - gpu 0 0 —1 0 (A-3)
2.0 0 0 1/2 0 0 0

Somit lautet das innere Produnkt zweier Vierervektoren
xhy, = % (xty~ +27y")—x1 -yL. (A.4)

Die Diracmatrizen werden in der Dirac-Darstellung [3] verwendet. Fiir 4y und v~
gelten folgende, in der Arbeit hiufig verwendete Relationen,

Yyt =9y =0 (A.5)
sowie
Yyt =4y" und vty =47 (A.6)
Die Darstellungen fiir die Spinoren in der Lepage-Brodsky-Konvention sind
hit | Rl
1 k+ +m —kl
LB
u™7 (k,h) = kr kT +m (A.7)
VIET |t | Ky
k, —kt+m
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fiir die u-Spinoren und

h 1 ’ h:l
1 —k; Et —m
vIB(k,h) = — | Kkt —m | kr (A.8)
267 kt +m
—kt—m | k,

fiir die v-Spinoren. In der Bjgrken-Drell-Darstellung lauten die Spinoren kompakt
notiert,

o-p
_ ptm _ [potm X
u(p,A) = 5 ( p Yo und v(p,A) = 5 po + o (A.9)

po+m

wobei x4 = ( [1) und x| = ( (1) die Pauli-Spinoren sind.

In beiden Darstellungen sind die vollstdndigen und orthonomalen Spinoren jeweils
Losung der selben linearen Gleichung, der freien Diracgleichung

(V'pu — m) u(p, s) = (¥'pu +m) v(p,5) = 0. (A.10)

Sie sind aber unterschiedlich normiert. Die Bjgrken-Drell-Spinoren sind auf eins nor-
miert, die Lepage-Brodsky-Spinoren hingegen gemifl

a B (k, h)u(k, h') = =3B (k, h)v(k, h') = 2ms"*" . (A.11)

In der ganzen Arbeit wird die Lichtkegeleichung A} = 0 [1, 14, 56] verwendet.
Die Polarisationsvektoren geniigen den Beziehungen

(g, Ney (g, N') = =0

q"eu(q,A) =0. (A.12)

Fir die Auswertung der Summen iiber die Gluonhelizitéten in den Helizitdtssummen ist
die Gleichung [14]

* Nudv + Mg
D (@A) (e, Ag) = —guw + Hq%nu’ (A.13)
)\q

von groflem Nutzen, wobei
n*=(0,0,,2) mit nn,=0, (A.14)

der Nullvektor ist.
Gruppenkonstanten. Als Generatoren der SU(3) werden die Gell-Mann-Matrizen
multipliziert mit einem Faktor % verwendet. Sie stellen eine Basis der spurfrei hermite-

schen 3 x 3-Matrizen dar und erfiillen folgende Kommutationsrelation:

[T“, T”] — jfabery, (A.15)
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wobei die fo%¢ als Strukturkonstanten [5, 8, 12] der SU(3)-Gruppe bezeichnet werden.
Man findet die Gell-Mann-Matrizen, die Strukturkonstanten und weitere niitzliche Re-
lationen z.B. in [5]. Hier werden noch folgende Beziehungen angegeben:

4 1
TeTe® = 30, und Tr(TeT?) = 55‘1” (A.16)

cyp ?

sowie
Tac2Tec = L 054922 1562(564 A.17
c1 c3 5 c17c3 - g c1’c3 ’ ( ° )

wobei iiber doppelt auftretende Indizes summiert wird.
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Anhang B

Explizite Behandlung der
restlichen Graphen

In Kapitel 3 wurde ein Beispielgraph von jedem der unterschiedlichen Graphentypen
vorgestellt. Hier sollen nun die verbleibenden Graphen explizit behandelt werden. Es
werden alle wesentlichen Zwischenschritte mitangegeben, aber sie werden nicht mehr so
ausfiihrlich erldutert, da alle notwendigen Tricks schon im Hauptteil diskutiert werden.

B.1 Graph 6

Zunichst wird der zweite rein dynamische, d.h. nur aus Vertex-Wechselwirkungen be-
stehende Graph untersucht, Abb. B.1. Die Vertizes sind in diesem Fall anders in der Zeit
angeordnet als im ersten Graphen. Man spricht also von einer anderen Zeitordnung.

klahl kivhll

k2, ha g, Ao kb, by

Abbildung B.1: Graph 6. Hier ist eine weitere mdogliche dynamische Zeitordnung eines
Urga—Diagramms dargestellt. Auch hier gibt es, wie durch die vertikalen gepunkteten
Linien angedeutet, drei Energienenner.

Hier werden die Vertizes aufgrund der anderen Zeitordnung in anderer Reihenfolge
zur Helizitdtssumme zusammengesetzt. Auch die Energienenner sind zu modifizieren.
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B.1.1 Energienenner

Es gibt drei Energienenner, wobei die ersten beiden identisch zu denen von Graph 1
sind.

Ay = ki +ky —(q +p7 +ky)=ky —q —p1
o omi=(ki-p)® mp+ Qi
o a o (B.1)
Ap = ki +ky —(q7 +a3) = (ky —qy —py) + (k3 —q5 +p7)
 omi+ Q7 mi— (ka4 p1)?
B a 4

Der dritte unterscheidet sich von Graph 1, da die zeitlich letzten beiden Vertizes in
anderer Reihenfolge auftreten. Man findet
Ao = ky +ky —(k +p; +¢2) ,
= (ky —ay —p1)+(ky —ay +p7) + (65 —p3 — ki)

77l2 + (12 I 1 ’
= Ap+—2—=—p, —k =A0p+— (m§+qi—q1+(p2’+kf))
A1 N (B.2)

1 _ r_
= Ap + — (m + (por +K11)* — ¢ (py + K ))
m2 + Q2 mg — (k2 +p1)*  mp— (p2+ k)
T + ¥
Q1 a> 1

wobei im letzten Gleichheitszeichen wieder Gl. (A.4) verwendet wird.

B.1.2 Helizitdtssumme

Der Colorfaktor ist fiir diesen Graphen, véllig analog zu Graph 1, C' = —%. Es wird
hier gleich die Helizitdtssumme ohne die fiir die Ausfithrung der Summen iiber die in-

neren Helizitdten unwesentlichen Vorfaktoren angegeben. Mit den Matrixelementen aus
Gl. (2.22) findet man,

No = Y [0(p2, 52077 €0 (a2, Ao)v(ka, ho)][a(ky, 7y)7” eu(ar, A )v(pa, 2)]
A1,A2i81,52 (B'3)

x[0(k2, h2)v7€, (g2, A2)u(pr, s1)][@(p1, s1)7"€), (a1, A1 )u(ke, ha)]

Zur Ausfithrung der Summe iiber die Gluonhelizitidten verwendet man wieder (A.13)und
erhélt

Ng = Y [a(pr, s)y*u(kr, hn)][a(ky, hy)y v (ps, 52)]

81,52

v —"_ 14
" (_gw L i+ MGy

X [0(ka, h2) v u(py, s1)][0 (P2,82 77 v(ky, hay)]

(k
+
—Gpo + Npd1o 770Q1p)
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Dies ergibt ausmultipliziert und unter Verwendung von ¥, =~

No=Y { —[aes0r ulks, bk, by (pz, s2)

s %[u(pl,snmu(khm)][u(k;,h’l)wayu(m,s2>]
+ el sy ek, h)l[atk, by (e, s2)] |
< lan, hahPutpr, oo, s, k)
¥ %[@(k%fm)vﬂnpu(pl,sonwm,szw"qzav(k;,h;)]
.

Auch hier werden wieder folgende Vierer-Vektoren eingefiihrt:

myg + Qf
= (a+p—k)l = ZTU",
1
m2 — (p1 + k2)?
y = (@—-p—k)'=—2 2q; n",
1
2 2
’ ' m, — (k +p2)
W o= (—p— k)= —2— 1 g
)
’ ’ m +Q
und Iyt = (@2+p2— ko)t = 9—4_277“-
2q
Mit den Definitionen
Q% = _(pl - kll)z )
Q22 = —(pz - k2)2
und n* = (0,0,,2),

sowie mit (p1 — k1)*[@(p1, s1)vuu(k1, h1)] = 0, (k2 + p1)*[0(k2, ho)yuu(p1, s1)] = 0,

—[0(k2, h2)vY"q2pu(p1, 51)][0(p2, 52)7 100 (kg hlz)]} :
D)

(B.5)

(B.6)

(B.7)

(kll —I—pz)“[ﬁ(k’l, hll)’ypv(pg, s2)] = 0 und (p2 — k;)”[@(pg, 82)’)/”’[)(]9’2, h’2)] = 0, gelangt man

analog zu Graph 1 zum Zwischenergebnis

No=) { —[a(ky, hy)¥*v(p2, 52)] [(p1, 51)vpu(ky, b))

- 2m2 + Q% — (ky + p2)?
2qfL2
x [k, hy) v o(pe, s2)] [a(py, 517 ulks, bl
x { —[5p2, 5207 0(ky, h)] [0(ka, ho)ypulpr, 51)]
n [277“03 — (p1+k2)? + Q3
2q§'2
X [5(p2, 52)7 0 (ki, h)] [0k, ha)y ulpr, 51)]}

+

Auch hier gelingt also wieder eine deutliche Vereinfachung.
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Ausmultipliziert ergibt dies

No=" { (ki 15)v0(pa, 52)][0(pa, s2)7 v (K, hy)]

51,82
X [(kZahZ)WpU(Pl,31)][7(p1731)7uu(k1ah'1)]
2m2 + Q3 — (k1 + p2)?

- 2q1

x [k, )y u(ps, s2)0(p2, s2)7Pv(ks, hy)]
X [?(k2h2)7pu(1)17 hu)a(pr, 81)7+U(k1, h1)]
2mg — (p1 + k2)® + Q5 (B.9)
| 243
X [a(ky, b))y o(pa, s2)0(p2, s2)7 v (ky, hy)]
X [0(k2, ho)y u(p1, s1)a(py, s1)vuu(ky, ba)]
ZmZ + Q% — (ky + p2)? ng — (p1+ k2)* + QF
i 2qfr2 2q2+2
[@(ky, )y u(pa, s2)t(pa, s2)v (K, hy)]
[9(k2, ha)y (o, s)a(pr, 51y uka, )l

es verbleiben lediglich die Summen iiber die Helizitéten der inneren Fermionen, hierfiir

verwendet man ). u(p1,s1)u(p1,51) = p1 +m, ), v(p2, 52)0(p2, s2) = P2 — m. Aus-
serdem benutzt man Yt~y = 49" und y*y" = 0, und findet mit den Abkiirzungen
(k,h) — (k), etc.

Ne = [u(ky)7"(p2 — m)y"v(ky)(k2)vo(b1 + m)yuu(ks)]
2m2 + Q37 — (ky + p2)?
i 2q{*
X [a(ky)y (2 — m)vagk;)ﬁ(kz)%(ﬁl +m)y u(k)]
o [2mg— (A k2)2 +Q7 (B.10)
2q '
><[ (k)7 (2 — m)y o k?z )0(k2)y " (1 + m)yuu(kr)]
2m?2 + Q3 — k1 +p2)?| [2m2 — (p1 + k2) + Q%
L 2q
x4py py [a(ky )y v (ky)T(k2)y

Dier hier gefundene Struktur ist, wie es zu erwarten war, sehr &hnlich wie im ersten
Graphen, da nur die zeitlich Reihenfolge zweier Vertizes verdndert wurde. Diese Struktur
wird auch bei zwei weiteren Graphen auftauchen.

Nun soll auch fiir diesen Graphen eine Parametrisierung angegeben werden, die der
Dreier-Impulserhaltung an den Vertizes gerecht wird und y und 1, als Integrationsva-
riable einfiihrt.

B.1.3 Parametrisierung

Die dufleren Impulse werden wie iiblich, gem&f (3.40) parametrisiert, fiir die inneren
Impulse gilt im intrinsischen System, K| =0 :
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m2 + (yki +1.)3
Ho__ + g
q = (l‘yK 7ykl + lJ_ 3 :z:yK+ )

m? + k
pi={z(l-y)K",(1-yk 1, (( —u)k, - ,
ym (B.11)
m? + ( ykL‘i‘lL)Q '
P=|(1—ay)KT,—yk, —1,
g =|(1—-zy)K",—yk, (1_xy K+
w_ N+ ' m +(ykJ_+1L—
und ph = |(zy—2 )K" ,yk, +1, -k, vy — VK .

Auch hier sind nun alle Bauteile vorhanden, und kénnen prinzipiell zum Integral

zusammengesetzt werden.
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B.2 Graph 7

Nun wird der dritte Graph, welcher nur aus dynamischen Linien besteht und ebenfalls
nur aus Vertex-Wechselwirkungen aufgebaut ist, untersucht.

k1, hy ky, by

k27 h2 : q25 A2 kéa hl2

Abbildung B.2: Graph 7. Auch dies ist eine weitere mogliche dynamische Zeitordnung ei-
nes Urga—Diagramms. Hier gibt es erneut, wie durch die vertikalen gepunkteten Linien
angedeutet, drei Energienenner.

Die Energienenner und die Helizitdtssumme konnen wieder am Diagramm abgelesen
werden.

B.2.1 Energienenner

Auch hier gibt es, wie bei allen rein dynamischen Graphen, drei Energienenner. Es
werden hier nicht mehr alle Zwischenschritte zur Berechnung dieser Energienenner an-
gegeben. Man findet vollig analog zu Graph 1 und Graph 6

Aa = ki +ky — (b +p1 +@) =k —p1 —¢3
_ _my — (k2 —p1)° _ _my+ Q3 (B.12)
a5 a3
mit dem Feynman-Impulsiibertrag Q3 = — (k2 — p1)?,

Ap = ki +ky — (g —q3) = (ky —p; —q3)+ (k{ +p] —q1)
 mg+ Q3 mi— (ki+p1) (B.13)

0 4

und

Ac = ki +ky —(ky +py +a5)

(ky =p1 —a3) + (ki +p1 —ar) + (@ —py — ki) (B.14)
m2+QF mi—(ki+p)’  mi—(p2thky)
- - + + + + :
D) 4 a0

Hier geht ein anderer Vierer-Impulsiibertrag, als in den zuvor diskutierten Fillen ein.
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B.2.2 Helizitatssumme

Die Zusammensetzung der Helizitdtssumme ist in Verbindung mit den Matrixelementen
aus Gl. (2.22) an der Abb. B.2 abzulesen. Der Colorfaktor lautet wieder C' = %. Man
findet fiir die Helizitdtssumme

Ne= > [0(p2, 52)7 €0 (a2, Aa)v (g, ho)l[t(ky, B1)V” € (a1, An)o(pa, 52)]

A17A2751752 (B.15)
x  [0(p1, s1)7" €, (a1, A )u(ke, ha)][0(ka, ho)vP€, (g2, A2)v(p1, 51)] -

Dies ergibt ergibt mit Gl. (A.13)

Nro= Y [8(pr, s1)v ulkr, h)l[a(ky, )y v (pa, 52)]

51,52

+
% (—g,w + UMQIVq+77VQQu>
1

X [B(ka, ha)yPv(p1, $1)][B(pa, $2)77 v (K, hy)]
Npq20 + Noq2p

4

(B.16)

X (_gpa +

Ausmultipliziert und mit y#7, = 7 findet man

N = { = o1, 507 ulks, h)][u(ky, By) 7,0 (pe, 52)]
[©(p1, 1)y u(kr, )] [@(ky, 1)y quo(pe, 52)]

[0(p1, s )Y qrpu(kr, ki)l (ky, hy)y U(P2,82)]}

B (ka, h2) Y70 (p1, 51)][0(p2, 2) 7,0 (Kg, ha)]

_l’_

+
(4 (B.17)
+—[0(ka, ha)y v (p1, 51)][0(P2, 52)7° Gaov (Ko, hy)]

5k, h2) gz (o1, 51)][0(p2, 52)7 0k, )]

§+| H°Q+| - 5+| H9+| -

Nun soll auch hier wieder die Dreier-Impulserhaltung an den Vertizes ausgeniitzt werden,
hierfiir erweisen sich wieder folgende Vierer-Vektoren als hilfreich:

m2 — (k1 + p1)?

lN — _ —k [ M7
1 (g1 —p1 — k1) 2‘121+ n
m2 + Q
ly = (@+p—k)!= 92—+2?7”,
, 2y (B.18)
I = (g —p2— k)t =—2 T ",
-
! i m +Q
und If = (g2+p2— k)t = 2 T 2k,
2q,
mit den Definitionen
Q3 = —(k2—p,1)2>
QF = —(p2—ky)’, (B.19)
und 7* = (0,0,,2).
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Aufgrund der Eigenschaften

(p1 + k1)P[o(p1, s1)ypu(ki, h1)] = 0,

(k2 — p1)H[v(k2, h2)vv(p1,81)] = 0, (B.20)

(K} + p2)[u(ky, h )7#“(172,82)] = 0, '
und  (p2 — k5)H[0(p2, s2)vuv(ky, hy)] = 0

koénnen die Gluonimpulse durch die entsprechenden, zu den Nullvektoren proportionalen,
obigen [-Vektoren ersetzt werden. Damit ldsst sicht die Helizitdtssumme zu

Nr=Y" {01, s ulks, bk, )y e, )

o N 2m? — (k1 + p1)® — (k; + p2)°
qu'2
[o(ps, 507 ulhs ][, )y o(pas )] (B.21)
X {—[17(k2, h2)vyPu(p1, s1)][0(p2, 82)’va(k27 hz)]
2m2 + Q% + Q%
Qq;2
X [6(ka, h2)y o (p, 5N, 52)7 0k, By}

zusammenfassen. Dies ergibt ausmultipliziert

N = 3 {1, s ulkn, h)l[a(k, o (2, 52)]

81,82

x [0(k2, ha)vPu(p1, 51)][0(p2, 52)7,0(k3, h))]
2m? — (k1 +p1)? — (k1 + p2)?

2q2

X [(p1, s1)7 T u(k, ha)][u(kL, By o(pa, 52)]
% [0(ka, h2)y"v(p, s1)][0 (p2,82)7p v(k, hy)]
2mg + Q5 + Qy (B.22)
h 2q+2
X [o(p1, s1)v* u(kr, hi)][a(ky, b )7 v(p2, 52)]

v )Y
X [0(ka, ha)y" U(Plasl)][ﬁ(m,é’z)v v(k3, hs)]
2m?2 — (k1 +p1)? — (k; L+ p2)? 2m§+Q%+Q’22
2, 2¢5°
X [0(p1, s1)7 T ulky, ha)][a(k], Bh)y o(pa, 52)]
X [0k, h)y " v(py, s1)][0(p, 52)7 0 (K, )]}

Nun verbleibt noch die Summe iiber die Helizitaten der inneren Fermionen. Man findet
unter Verwendung von Y. v(p;, 8;)0(pi, $i) = pi—m und den Abkiirzungen (k, h) — (k),
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etc. folgendes deutlich vereinfachtes Resultat.

Nr = [a(ky)yu (B2 — m) ypv(ky)][(ka)y” (1 — m) v*u(k1)]
o 2md = (k4 p1)® — (K +p2)?
2qu2

X [1:1(7<r'1)“r+ (B2 — m) vpv(ko)][0(k2)¥? (B1 — m) v ulker)]
2m2 + Q3 + Q7
- _ 20 (B.23)

X [a(ky) v (B2 — m) v o(ka)[p(Ra)y ™ (Br — m) Y ulky)]

N [2m2 — (k1 +p1)? — (ky +p2)*] [2m2 + Q3 + Q7
I qur2 2q;r2
x dpfpd[atky)y T o(ky)][B(ke)y  ulkr)].

Dieses Resultat unterscheidet sich aufgrund der &hnlichen Struktur aller rein dynami-
scher Graphen ebenfalls wenig vom ersten und vom sechsten Graphen.

Zum Schluss wird auch hier eine Parametrisierung der inneren Impulse angegeben,
die duleren Impulse sind gemaf Gl. (3.40) parametrisiert.

B.2.3 Parametrisierung

Eine mogliche Parametisierung dieses Graphens lautet

m2 + (yk, —1,)2
F=11-yl-2)K",yk -1,
m? + (1 —y)k, +1,)>
p= () - Kt~ -y, —1,, T Uk FL)T)
(1-y)(l-z)K*t
qg: y(l _m)K+7_ykL+lL7 g

y(1—=z)K+ ’
m'2—|—(ykl—lj_—k’J_)2
Ty

und ph = ((1 —z' —y+ay)Kt,yk, -1, — K|,

Auch hier wurde wieder die Parametrisierung Gl. (3.40) fiir die dusseren Impulse einge-
setzt.
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B.3 Graph 8

Nun wird der letzte rein dynamische, d.h. nur aus Vertex-Wechselwirkungen aufgebaute
Graph untersucht.

k1, b1 ki, hy

k2, ho go, Agt kb, bl

Abbildung B.3: Graph 8. Auch hier ist eine dynamische Zeitordnung, die nur aus Vertex-
Wechselwirkungen besteht, dargestellt. Hier gibt es wieder drei Energienenner.

Alle hier durchzufiihrenden Rechenschritte sind denen der anderen rein dynamischen
Graphen sehr dhnlich. Sie werden hier der Vollsténdigkeit halber nochmals durchgefiihrt.
B.3.1 Energienenner

Es gibt wieder drei Energienenner, die ersten beiden sind identisch zu denen im vorhe-
rigen Graphen.

Ay = k‘f+k5—(k{+pf+q§)Zk%’—pf—qE
2

_ my—(ke—p)? _ mg+Q (B.25)
a a5
mit dem Feynman-Impulsiibertrag Q% = —(ko — p1)2.
Ap = ki +ky — (¢ —a3) = (ky —p7 —qy) + (k1 +py —a7)
_ _m?] +Q3 B mg — (k1 +p1)? (B.26)
0 4 7
und fiir den dritten findet man
Ao = by +ky — (@ +py +hy) ,
= (kg =pr @)+ (ki +py —ar)+ (@ —py —ky) (B.27)
my+Q5  my— (ki +p1)?  mg— (p2+ k)’
- - + + + + :
ds q1 4o
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B.3.2 Helizitatssumme

Der Colorfaktor lautet wieder C = —% und mit den Matrixelementen aus Gl. (2.22)
entnimmt man Abbildung B.3

Ns= > [a(ky, hy)v (g1, M)u(pa, 52)][@(p2, 52)7° €5 (a2, A2 )v (K, )]
A1,2351,82 (B.28)

x [o(p1, s1)ve,, (a1, M)u(kr, h)][0(k2, ha)y e, (g2, A2)v(p1, s1)] -

Die Summation iiber die Gluonhelizitidten ergibt mit der Relation (A.13)

Ns = ) [6(p1, s)v" u(ks, ha)][@(ky, b))y u(ps, 52)]
81,82
Nuqly + 771/Q1u)
X | —guw +——7F—-—
( : g o (B.29)
x[0(kz2, h2)y v(p1, s1)][U(p2, 82)77 v (kg, hy)]
NpQ20 + N q
X _gpo_ + M
a2
Mit y#n,, =~" findet man
Ny = 3 { = [, sy uks, h)lack;, b)) yuu(pe, 52)]
81,82
+q—+ [6(p1, s1)7*muu(ky, ha)][a(ky, By )y qru(ps, s2)]
+—[0(p1, s1)v"quu(kr, ha)|[a(ky, b)Y nou(pa, 52)]
a9 g b } (B.30)

x{ — [9(k2, ha)yPv(p1, 51)][@(pa, 82)’va(k’27 hy)]

1 ! !
+q_+ [T)(k?v h2)7pnﬂv(p17 81)] [ﬁ(p% 32)70(]20'?)(]{;27 h’2)]

+qi+[17(k27 h2) v @2pv(p1, 1)][@(p2, 52)7 N Ky, h;)]} :
2

Nun werden, zur Auswertung der Vierer-Impulserhaltung an den Vertizes, wieder fol-
gende Vierer-Vektoren niitzlich:

m? — (k1 + p1)°

W= (q—p— k) = 2
1 (g1 —p1 — k1) 2(]; n
2
ms + Q
ly = (@+p—k) == —n,
;e (B.31)
m "\ mg+Q1 u
W= (@+p2— k)l =———n",
22q1 N2
! 1 m, — (p2 +k )
und I = (@ —p2— k)t =—2 —— 2k,
2q,
mit den Definitionen
QF = _(pll—kl)2>
QF = —(k —p2)’ (B.32)
und 7* = (0,0,,2).
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Wie bei den anderen nur aus Vertex-Wechselwirkungen aufgebauten Graphen, kénnen
wir mit
)H[o(pr, s1)yuulky, )] =
)H[o(k2, 2)7uv(p1, s1)]
( '1—p2)“[u(k1a D 7uu(p2, 52)]
( 2)![u(p2, 52) 2)]

b

0

0,

0 (B.33)
0

=
.—.-—|
A

b

’

die inneren Gluonimpulse durch obige [-Vektoren ersetzen und erhalten dann, unter
Verwendung von ¥, =~

Ns = Y { = 01, 507 ulks, ha)l[a(k, By )yu(ps, s2)

81,82
2m3 — (k1 +p1)?+ QP
+ 2g 2
91
% [5(p1, 51)7 ks, o)k, hy)y u(pz,szn} (B.34)

(
T(ka, ha)7Pv(p1, 51)][@(p2, 52)7p0(Ka, hy)]
2m? +Q2 k2 —p1)2]

x[0(ka, ha)yto pl,sm[a(pz,sz>v+v(k;,h;)]}-

Ausmultipliziert ergibt dies

Ns = S {[olon, s uths, h)l[atk], (e, )]

51,52

X [?(k% h2)’7pv(p17 51)] [ﬂ(pg, SQ)'YPU(kév hIQ)]

2m2 — (k1 +p1)? + QF
2q1"2

(p1, s1)v " u(kr, ha)][a(ky, 7)Yy u(pa, 52)]

(K2, ha)yPv(p1, s1)][@(p2, 52) 7,0 (K3, ha)]

C[2mi+ Q3 — (k2 —p1)’° (B.35)

2q§L2

(p1, s1 )7 u(kr, ba)][a@(ky, ) yu(ps, s2)]

(K2, ha)y v (p1, 51)][@ (p2,82)7+v(/€2,h2)]

2m2 — (k1 +p1)? + Q2| [ 2m2 + Q3 — (k2 — p1)?
2qfr2 2q;r2

x[0(p1, 1)y uke, ha)][a(ky, b))y u(pz, s2)]

X [0(kz, ha)y 0(p, 30)][@(pa, 32)y (k) Bh)] |

X
1 2 'E‘|

X

+

Nun soll noch die Summation iiber die Helizitdten der inneren Fermionen durchgefiihrt
werden.

Hierzu verwendet man erneut ) _ v(pi, si)0(pi, 8i) = pi —m, ', = A A A |
und Yty 4T =4yt
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Mit den Abkiirzungen (k, h) — (k), etc. findet man schlielich

Ng = [@(ky)yu (B2 +m) ypv(ky)][B(k2)y” (1 — m) v*u(k1)]
2m2 — (k1 + p1)* + Q7
_ e

!

X [?L(k’12)7+ (132 +m) %v(’?)][@(kzhp (b1 —m) v u(kr)]
2mg + Q3 — (k2 — p1)
- . J (B.36)
x (k) v (b2 +m) v o (ky)][o(k2)y " (1 —m) Yu(ky)]
2m2 — (k1 +p1)? + Q2 | | 2m2 + Q3 — (k2 — p1)?
2qf‘2 2q3‘2

4py p3 [k )y v (ky)][0(k2)y u(kr)] -
Man stellt somit fest, dass sich die Helizitdtssummen aller vier rein dynamischen Gra-

phen nur wenig unterscheiden.
Zum Schluss wird auch fiir diesen Graphen noch eine Parametrisierung angegeben.

X

B.3.3 Parametrisierung

Die dusseren Impulse sind wie iiblich durch GIl. (3.40) parametrisiert, von den inneren
Impulsen weicht nur po von der Parametrisierung des zuletzt behandelten Graphen ab.
Eine Moglichkeit ist somit

m2+ (yk, —1;)>
P11 (1-y(l—2z)K",yk, —1 g
ql (( y( CE)) YK | 1 (1 — y(l — x))K+ )

m?+ (1 —yk, + IJ_)2>

- ((1 oKt (- gk 1,

p
(1-y)(l—x)K+
m2 + (—yky +1.)? (B-37)
b=|y(l—2)K",—yk, +1;,—2
¢ =|y(l—2)K", —yk, +1., oy~ o) KT :

und ph = | (y—zy —1+2 K+, —yky +1, +k|,

m? + (—yky +1. + k)
(y—zy—1+a")K*

Nun sind auch in diesem Fall alle Bausteine zur Angabe des Integrals vorhanden.
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B.4 Graph 9

Nun wird ein Diagramm betrachtet, in dem die erste innere Fermionlinie instantan
ist. Die erste Wechselwirkung ist wieder eine Seagull-Wechselwirkung und es gibt zwei
Energienenner. Die Matrixelemente sind wieder Gl1.(2.24) und Gl.(2.22) zu entnehmen,

ki, b 42) BB) K. )

k2, ha @2, N\ kb, hl,

Abbildung B.4: Graph 9. In diesem Graphen ist die erste innere Fermionlinie instantan
und er enthélt zwei Energienner.

alles weitere ist direkt am Graphen abzulesen.

B.4.1 Energienenner

Fiir die beiden Energienenner, liest man
Ag = ki+ky — (o +42), (B.38)
und

Ap = ky +ky —(q+py +ky) ,
= ki +ky — (@ +a) (g —py k)
mz—(p2+k2)2
+
ds

(B.39)

= Agq+

Y
am Diagramm ab.

B.4.2 Helizitatssumme

Die Helizitdtssumme ist das hermitesch konjungierte des Resultats Gl. (3.51), wenn
man die Impulse und dusseren Quantenzahlen entsprechend abéndert. Die Rechnung
wird hier aber nochmals kurz skizziert. Man findet C = % fiir den Colorfaktor und mit
den entsprechenden Matrixelementen aus Gl. (2.22) und Gl. (2.24)

No= Y [u(ki, h1)7 (a1, A)u(pa, 52)][(p2, 52)7 €0 (g2, A2)v(K), )]
A1,A2;82 (B.40)
x [0(k2, h2)YPes (g2, A2)y T y* e (qu, A )u(k, ha)] .
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Auch hier werden im Moment unwesentliche Vorfaktoren unterdriickt. Man verwendet
wieder die Identitat Gl. (A.13) und erhélt

Ny = ) [a(ky, h})v u(p2, s2)][@(p2, s2)7 v (kh, hb)]

52

X [o(ka, ha)yy y*u(kr, b)) (B.41)
q1v + Mg q20 + Mo q
% (_gw}_{_ Npd1 q+77 1p>(_gp0+ Np 20q+770 2p) .
1 2

Ausmultipliziert findet man

No=>)_ { [@(k1, hy)yuu(p2, s2)][@(p2, s2)7p0 (K, hy)]

T [t‘i(k2,h2)7”7+7“U(k1 »h1)]
- ?[( L RO u(pa, s2)l[a(pe, s2)ypv(ks, hy)]

q
X [Q_i(k ,ha)YPy Ty quuu(ka, ha)) (B.42)
- ? [@(ky, hy)vuu(pe, s2)][t(pz, s2)7 v (K, by)]

e

x  [v(ka, h2) ¥’ q2,y  u(k1, b))

1 _
+ ﬁ[u(kiah11)7+U(P2,52)][U(p2,32)’Y+U(k§7h'z)]
192

X [17(7‘327h2)’Y”Q2p7+’Y”(J1MU(7€1,hl)]}-

Nun verwendet man noch ) u(p,s)u(p,s) = p+ m, yn, = v, vy 7T = 447
yty*t = 0 und die Abkiirzungen (k,h) — (k) und findet nach der Durchfithrung der
Summation iiber die Helizitdten des zweiten inneren Fermions

No = [a(ky)vu (b2 +m) ypv(kg)T(ka)y*y "y u(ks)]
[@(k1)Y™ (b2 + m) Yov (k)0 (k2)v*y Ty  qruu(ky)]

(k1) (B2 + m) ¥ o (k)5 (ka) v q207 Ty uley)] (B.43)

N
JF
2
2

+orerla(k)y o (k) o(k2) v 207 Y quu (k)] -
9 QQ

Wie erwartet, ist dieses Ergebnis sehr dhnlich zum Ergebnis des dritten Graphens,
siehe Gl. (3.51).

B.4.3 Parametrisierung

Die Parametrisierung der &dusseren Helizitdten erfolgt wie in Gl. (3.40). Es miissen nur
noch die drei dynamischen inneren Linien parametrisiert werden:

m2 + 13_
qf = yK+7 lJ_a ;K‘*‘ )
¢ = (Q1-yKT, -1, M (B.44)
2 O (l-yKT )
m12 4 kIJ_ _IJ_ 2
und pg = <(l‘l - y)K+7 klj_ - 1J_7 (x, (_ y)K+ ) )
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B.5 Graph 10

Dieser Graph unterscheidet sich von seinem Vorgéinger nur dadurch, dass die beiden
Vertex-Wechselwirkungen zeitlich vertauscht auftreten.

kl,hl Ilah’,l

k2, ho ‘o, Ao kY, b,

Abbildung B.5: Graph 10. Dies ist die andere mogliche Zeitordnung mit instantaner
erster Fermionlinie, auch hier sind zwei Energienenner vorhanden.

Auch hier sind die Matrixelemente wieder Gl. (2.24) und (2.22) zu entnehmen und
die Energienenner und die Helizitdtssumme kénnen am Graphen abgelesen werden.

B.5.1 Energienenner

Es gibt hier wieder zwei Energienenner, fiir die gilt:

Ax = ki +ky —(r +43), (B.45)
und Ap = ki +ky — (k7 +p; +3)
= ky +ky — (g +a3)+ (@ —ky —p2) (B.46)
m2 — (k, + 2
a1

B.5.2 Helizitidtssumme

Mit den entsprechenden Matrixelementen erhilt man

Nio= > [0(p2, 52)7° €0 (2, A2)v (ki B[y, b )7 €n (g1, A1) v(p2, 52)]
A1,A2;82 (B.47)
x[0(kz, ha)yPey (g2, A2)y "y en(qu, A )u(ka, ha)] -

Die Summation iiber die Gluonhelizititen fithrt wie tiblich, mit der Relation (A.13) zu

Nig = Z[’D(p% 82)701}(1{7’27 h’2)] [ﬂ'(k’h hll)'yyv(p27 52)]

S2

x[0(k2, ha) "y u(k, )] (B.48)
N1y + M q1 Npq20 + Noq2
X (_guu + %)(—gm =+ %) .
a; )
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Ausmultipliziert und mit y#7, = 4" und v+ = 0 ergibt dies

Nyo=)_ { [@(K1, hy)vuv (P2, 52)][0 (P2, 52) 70 (Ko, ho)]
T (ot Ry (ks )

- ?[ﬁ(k;,hlh (P2, 52)][T(p2, 52)7pv (K3, hy)]

X [Il_](k2v h2)7p7+7#QIpu(k17 hl)]

1 . (B.49)
—[@(ky, hy)vuv (P2, 52)][(p2, 52)740(Ky, b))

Q

+
P

X [77(1k  ha)vPqopy Ty u(ka, b))

+ q+q+[ a(ky, hy)y o(pa, 52)][0(p2, s2)7 v Ky, hy)]
192

x  [0(ka, ha)Yq2py TV qupu(kr, hl)]} -

Nun verwendet man noch Y, v(p, s)v(p,s) = p —m, v 7y 7" = 49" und erneut auch
Yn, =1, vTyT = 0. Mit den Abkiirzungen (k, h) — (k), etc. findet man schlielich

Ny = [(1 D (B2 — m) 0 (k) B (k) vy v u(ker)]
~ )Y = m) e (k)2 A e
‘qiﬂm B (B2 — m) 7400555 (k2) Y qapy v (k)] (B.50)
2

2p o o
+—2 (k)7 o(ky)B(k2)v qopy Ty qupu(ky)] -
q1 92
Dieses Ergebnis ist dem vorherigen strukturell wieder sehr dhnlich. Es tauchen ledig-
lich die Massen in den Vollstdndigkeitsrelationen mit einem anderen Vorzeichen auf und
in der letzten Zeile sind die Gluonimpulse ausgetauscht. Der Colorfaktor lautet vollig
4

analog zu den anderen Fillen C = —3.

B.5.3 Parametrisierung

Auch hier soll noch die Parametrisierung der inneren Impulse angegeben werden:

2 2

my + 15

qlf = (yKJra lLangijL )
m2 +12
- 1—y)Kt. -1, —9 L (B.51)
45 (( y) ) 1 (1—y)K+ )
m12+ IJ__k,J_ 2
und pg = <(y_xl)K+> lJ__kIJ_a (xl(_y)K+ )>

Der einzige Unterschied zur Parametrisierung des vorherigen Graphens ist, dass die
ersten drei Komponenten von p4 ein anderes Vorzeichen haben.
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B.6 Graph 11

Dies ist der zweite Graph, in dem die zweite innere Fermionlinie instantan ist. Auch hier
werden wieder die Matrixelemente aus Gl. (2.22) und (2.24) benétigt.

kil 13 BE) B

ka, ha v K, I,

Abbildung B.6: Graph 11. Hier ist die zweite Zeitordnung abgebildet, bei der die zweite
innere Fermionlinie instantan ist. Es gibt zwei Energienenner.

Die Energienenner und die Helizitdtssumme berechnen sich analog zu den anderen
Graphen dieses Aufbaus.

B.6.1 Energienenner

Es gibt zwei Energienenner:

Ax = ki +ky —(by +p7 +@) =ky —p1 — @
o omp—(ke—p)®  mg+ Q3 (B.52)
a5 o
mit dem Feynman-Impulsiibertrag Q3 = — (k2 — p1)? und

Ap = ki +ky —(q1 —q3) =(ky —py —aqz) + (ki +p1 —a1)
Cmp+ Q3 my— (ki+p1)? (B.53)

a5 qf

B.6.2 Helizitidtssumme

Die Helizitdtssumme ist hier wieder, von den Bezeichnungen der Impulse und Quanten-
zahlen abgesehen, das hermitesch konjungierte von Gl. (B.50). Der Colorfaktor lautet

erneut C' = —% und anhand von Abb.B.6 ist folgende Zusammensetzung abzulesen:
Ny o= Y [alky, kv e(q, M)v 7 €0 (g2, A2)v(ky, hy)l
A1,A2381 (B.54)

x[0(p1, s1)7v" €, (g1, A)u(ke, h)][0(k2, h2)v €, (g2, A2)v(pr, s1)] -
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Nun wird die Summe iiber die Gluonhelizitdten mit Hilfe von Gl. (A.13) durchgefiihrt
und man erhélt

Ny = Z[ (kp B Y70k, hy)]

S1

x[0(p1, s1)v u(k1, ha)][0(k2, h2)vv(p1, 51)] (B.55)
o + (on 12 + 1%
" (_gpa L Mo+ qu> (_gw | et 0 qm) .
Q2 q

Dies ergibt ausmultipliziert und unter Verwendung von 7, =4+ und 7y =0

Nu =Y { ki By (s 1)

Yo [v(k2, h2)¥Pv(p1, s1)][v(p1, s1) v u(ky, h1)]

q—+[ u(ky, hl)’Yu’Y+’YPQ2pU(k2: hs)]
2

x [0(ka, h2)yv(p1, s1)][0(p1, s1)7*u(k1, b))

- (k1> b)Y quy T ypv(Ka, o)l
1

—_ <

(B.56)

—_

X [17(1k , ho)vPu(p1, s1)][6(p1, s1)7y ki, h1)]
+ qfq;[ a(ky, )Y gy a2pv (Ko, hy)]

X [0(ka, ha)y ooy, s0))[E(p1, 517wk, )]

Nun verwendet man noch Y v(p, s)v(p,s) =p —m, vy vT =49" und auch wieder
Yn, = 4T und vyt = 0. Ausserdem werden erneut die Abkiirzungen (k,h) — (k),
etc. eingefiihrt, man findet

Ny = [a (llf D7y v (k)5 (k) y? (P1 — m) v u(key)]
—q—+[‘(k1)7m Va2 (k)0 (ka)y T (Pr — m) v u(ky)]

— (@)Y quuy 0 (k) B(ka)y? (B —m) (k)] (B.57)
1

+

2P0 0050k ).

_|_

Die drei inneren dynamischen Linien werden gem#fl Gl. (B.24) parametrisiert.
Somit sind wieder alle Bauteile aufgelistet und das Integral kann im Prinzip ange-
geben werden.
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B.7 Graph 12

Dieser Graph enthélt einen anderen Seagull-Wechselwirkungtyp. Im Gegensatz zu Graph
3 ist das obere Gluon instantan.

1?(3) ]?(3) k., b,

klv hl

k?ahQ §q27)\25 kéahé

Abbildung B.7: Graph 12. Hier ist eine mogliche Zeitordnung mit instantaner oberer
Gluonlinie dargestellt. Es gibt wieder zwei Energienenner.

Die bendtigten Matrixelemente sind auch in diesem Fall den Gleichungen (2.22)
und (2.24) zu entnehmen.

B.7.1 Energienenner

Wie an Abb.B.7 ersichtlich, gibt es zwei Energienenner. Der erste ist

Ax = ki +ky —(by +p7 +@) =ky —p1 —¢5
_ _my — (k2 —p1)° _ _my + Q3 (B.58)
a5 o
mit dem Feynmanschen Vierer-Impulsiibertrag, Q3 = — (k2 — p1)?. Der zweite lautet
Ap = ki +ky — (k49 +a5)
= —(qu +p; —ky)+(ky —k +p; — Dy
57%22 N glg 5) (’1 1 TP —Dy) (B.59)
= ——L——+(kf =k +p] —p3)-

92

B.7.2 Helizitatssumme

Mit den entsprechenden Matrixelementen liest man an Abb.B.7,

Nz = > [6(p2,52)77 €o (a2, A2)v(ky, ho)][ii(ky, hy)y v (pa, 52)]
A2;81,82 (B.60)
x[o(p1, s1)7 u(kr, b)) [0(kz, ha)¥ € (g2, A2)o(p1, 51)]

ohne zunichst unwesentliche Faktoren, ab.
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Die Summation iiber die Helizitdt des dynamischen Gluons ergibt mit Gl. (A.13)

Niz = ) [0(p2, 52)7 v(ky, b)) [@(ky, h1) v o(pa, 52)]

x[0(p1, 51)7 u(ky, h1)][B(k2, h2)vPv(p1, s1)] (B.61)
NpQ20 + Noq2p

4

Ausmultipliziert und mit y#n, =47 erhélt man

Nip=Y" { [k, Byt o(pe, s)la(p2, s2)rv(ky, b))

X (_gpa +

51,52
X [ﬁ(kzahz) vu(p1, s1)][0(p1, 51)7 " u(kr, b))
+ = [aky, by )y o(pa, 52)][0(p2, 52)77 a20v (K, hy)]
g 2 (B.62)
X [?71(7~C ,ha)y Fo(pr, s1)][0(p1, s1)y (ke ha)
+ q—+[ﬂ(k1,h1)7 v(p2, $2)][0(P2, 52)7 v (K, hy)]
2
X [0(k2, h2) ¥ q2pv(p1, 51)][0(p1, 51)7 Tk, hl)]} :
Nun werden wieder folgende Vierer-Vektoren niitzlich:
ly = (q2+P1—k2)”=g2—+2 “,
;e (B.63)
"n ' my + Q3
und ly' = (g2 +p2—ky)H = ——F—1n,
2q,
mit der Definition
Q7 = —(p2—ky)’
’ B.64
und n* = (0,0,,2). (B.64)

Mit (k2 — p1)H[0(k2, h2)yuv(p1,s1)] = 0 und (p2 — k;)“[ﬁ(pg,SQ)'va(k;,h;)] = 0, sieht
man ferner, dass der Gluonimpuls durch obige I-Vektoren an den entsprechenden Stellen
ersetzt werden kann. Man erhilt dann

Nio= 3 { —lalky, Ky (e, s)][0(2, s2)vs0(k), )

81,82
X [0(ka, h2)yPv(p1, s1)][0(p1, s1)7 u(kr, hi)]
2m? + Q3 + Q5

+ (B.65)
2q 12
X [a(ky, 1)y o(pa, 52)][0(p2, 52)7 0(ka, ho)]
X [v(kg, ha)y v(p1, 51)][v(p1, 51)7" (kl,hl)]} :
was schon eine merkliche Vereinfachung bedeutet.
Dies ergibt ausmultipliziert und unter der Verwendung der Relationen
> s V(Pi, 8:)0(pi, 8i) = pi —m und (k, k) — (k) etc.,
Nip= — [a(k)y" (B2 — m) o0 (k)] [0(k2)Y? (b1 — m) v (k)]
2m? + Q% + Q7 (B.66)

+ 4p; py [a(ky )y v (ky))[B(k2)y T ulky)] -

2qg'2
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Der Colorfaktor berechnet sich vollig analog zu Graph 3. Es ergibt sich C = %
Auch hier soll zum Schluss noch eine Parametrisierung angegeben werden.
B.7.3 Parametrisierung

Die Parametrisierung der dusseren Impulse erfolgt gemifl Gl. (3.40), fiir die inneren
findet man,

m?+ ((1 —y)ky +1,)2
R T Tl

mg 4+ (—yky +11)°
iRy : (B.67)

12 ! 2
’ +(ykL_lL_k)
dpt— (1o K*yk, —1, -k, = :
und p, (1-2 —y+azy) K", yky — 1, L (1—a' —y+ay)K*

& =|y(l-=)K", —yk, +1.,

Jetzt kann im Prinzip auch hier das Integral angegeben werden.
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B.8 Graph 13

In diesem Graphen ist das untere Gluon instantan. Auch hier liegt neben den Vertex-
Wechselwirkungen eine Fork-Wechselwirkung vor.

kla h]_ qla:/\l : k,17 hll

- kY, b

ka, ha

Abbildung B.8: Graph 13. Diese Abbildung zeigt ein weiteres Diagramm mit instantanem
unterem Gluon, das auch zwei Energienenner enthilt.

B.8.1 Energienenner

Die Summen in den beiden Energienennern laufen hier iiber drei, bzw. vier innere Teil-
chen, wie man anhand der Abb.B.8 einfach erkennen kann. Der erste ist

Ag = ki +hy —(qy +p +hy) =k —qy —p;
o ompg—(ki—p)®  mi+QF (B.68)
ar o
wobei Q% =—(k1 — pl)2 der Feynmansche Vierer-Impulsiibertrag ist. Der zweite ist
Ap = ki +ky —(ky +py +p; +hy)
= b —aq Pt (@ —p k) (B.69)
. mp+ Qi LM (P2 + K1) QT+ (p2+K)?
o + + - + :
q; q; q;

B.8.2 Helizitdtssumme

Um die Helizitdtssumme angeben zu kénnen, bendtigt man erneut die passenden Ma-
trixelemente der Vertex- und der Fork-Wechselwirkungen, man erhélt,

Nu= Y [0(p2, 52)7 v (ky, ho)][0 (s, h2) v ulpi, 51)]
A1;81,82 (B70)
x [@(ky, )y en(qu A )v(pe, s2)l[a(py, s1)7" € (a1, A)u(ky, ha)] -

Nun miissen die Summen iiber die Helizitdten der inneren Teilchen durchgefiihrt werden.
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Die Summe iiber das dynamische Gluon wird auch hier wieder mit der Relati-
on (A.13) ausgefiihrt, man findet

N = Y [0(p2, 52)7 v(ka, Bo)][0(k2, h2)y P ulpr, 1))

A1;81,82

x [@(ky, 7)Y v (s, 52)][@(p1, s1)7*u(k1, b)) (B.71)
Nudiv + M1y

X | —g9uw +
(W af

Ausmultipliziert und mit y#n, = 4" findet man,
Nia= 3 { —[ulkh h)ruo(pe, s2)|[o(ps, 5207 0 (K, b))

X [Ti(k% ha)y u(py, s1)][t(p1, s1) v u(ks, hi)]
+ —rla(ky, )y o(ps, s2)][0(p2, 52)7 0 (Ky, hy)]

g (B.72)
X [Ti(’% ha)y T u(p1, s1)][@(p1, s1) v qruu(ks, k)]
+ q—+[ a(ky, hy)¥*quuv (pa, 52)][0(p2, s2)7 v (ky, hy)]
1
X [k, o)y ulpr, solEpr, sy ulks bl
Wir fithren wieder die Vierer-Vektoren
m2 + Q?
= (@+p—k)l = %W”,
, , > % K, 4 p)? (B.73)
und I = (g —p2—k)H =2 21+ .
41

Mit (p1 — k1)*[u(p1, s1)vuu(k1, b1)] = 0, und (ky +pa)*[a(ky, hy)v.0(p2, 52)] = O erkennt
man auch hier, dass der Gluonimpuls an den entsprechenden Stellen durch die passenden
l[-Vektoren ersetzt werden kann. Man erhilt damit

Niu=3" { [tk ) ve(pe, s2)][o(p2, s2)7 ok, )]

T [olkay by o, 0 faen, sy ulkn, b))

2mg + Q1 — (k1 +p2)* (B.74)
2q2

[@(ky, hy)y (P2, 52)][B(p2, s2)7 v Ky, ho)]

5k, b}y u(pr, 1)) @pr, s1)y ulhs, b))}

Dies stellt schon eine deutliche Vereinfachung dar.
Nun muss noch die Summe iiber die Helizitéten der inneren Fermionen durchgefithrt
werden.

Man erhilt mit der Hilfe von ) u(p, s)u(p,s) =p+m, > v(p,s)v(p,s) =p—m,
und y"yt =0 und vy 4T =447

Nu= - [ﬂ(k'12)7u (1522 -m) 7*?1(7;'2)77(7@)7+ (B1 +m) Y u(ky)]
ng + Q12q—2£k1 +p2) ] 4p1 i@ [ (k1)7+v(k’2)ﬁ(k2)7+u(k1)] ‘ (B.75)
1

+
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Im néchsten Schritt soll auch hier noch der Colorfaktor berechnet werden. Der Faktor
der zweiten Wechselwirkung, der Fork-Wechselwirkung, wird bei Graph 5 berechnet und

ergibt Cp = —%. Der erste Vertexfaktor ist auch bekannt, er lautet Cy, = \/Z , und fiir

den der zweiten Vertex-Wechselwirkung findet man,

3 3

- Y Y Y mm,

é1,cz3=lci,c2=1¢f,ch=1

><<0|d51d3b~ bT dl,  aqalbl,dl |0>

avc1%ea

. Z Z @ To e + Z Z tyes Teses (B.76)

a 101,03 1 a 102,03 1

\/_Z Z 0201 0102_ \/—Z Z T c1c1

a= 101 co= 1 a= lcl,cl—l
1

= o+o+—4+o=—,
44/3 V3

wobei im vorletzten Schritt Gl. (A.16) und Gl. (A.17) verwendet werden. Der Gesamt-
colorfaktor lautet somit,

2 1, 4 8
Z%ﬁ(__)z_—. (B.77)

9
Auch hier wird zum Schluss noch eine Parametrisierung der inneren Impulse unter
Beriicksichtigung der Parametrisierung der dusseren Impulse, siche Gl. (3.40) angegeben.

B.8.3 Parametrisierung

Eine mogliche Parametrisierung der inneren drei dynamischen Impulse ist durch

m2 + (yk +1,)?
qlf = <3§'yK+, ?JkJ_ + lJ_a g xyK+ )
2 2
+ (1 -yki —1)
o= (a1 —y)KT, (1—yky -1, & (B.78)
P <£E( y) ) ( y) €L ) $(1 — y)K+ )
2 I \2
0o / + / m +(ykL+lL_kL)

gegeben.
Damit sind alle Bestandteile vorhanden, um das Integral anzugeben.
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B.9 Graph 14

Auch bei diesem Graph ist das obere Gluon instantan, die zugehorige Wechselwirkung
ist hier auch eine Fork-Wechselwirkung.

k1, by

klv hl >

k27 hao ql,i)\l kéa hl2

Abbildung B.9: Graph 14. Diese Abbildung stellt einen Graphen mit instantaner oberer
Gluonlinie dar. Es handelt sich um einen Graphen mit einer Fork-Wechselwirkung.

B.9.1 Energienenner

Ab Abb.B.9 ist die Existenz von zwei Energienennern abzulesen. Der Energienenner A 4
enthilt vier Fermionen. Man findet

A = ki +ky — (k7 +p3 +p7 +Ek3)

. T L - (B.79)
ky =k —py —p1
fiir ihn und
Ap = ky +ky - (ky +py +4y)
ki —ky —py —py — (a5 —p1 —ky)
B.80
mg — (pl + k2)2 ( )
D)

fiir den zweiten.

B.9.2 Helizitidtssumme

Zur Berechnung der Helizitdtssumme bené6tigt man in diesem Fall das Matrixelement
der Fork-Wechselwirkung, siehe Gl. (2.23). Man liest auch hier am Diagramm ab und
erhélt

Nig = Y [5(p2, 52)77 €0 (a2, A2)v (K, )T (K, ho)yPe (a2, A2)ulpi, 51)]
A1;81,82 (B.Sl)

x[@(ky, hy)y T v(pa, s2)][@(p1, s1)y  ulkr, ha)].

98



Zur Ausfithrung der Summe iiber die Helizitdt des dynamischen Gluons wird wieder

Gl (A.13) verwendet. Dies liefert

Niz = ) [0(p2, s2)77v(ka, ho)][D(k2, h2)y"u(p1, 51)]
51,82
x [a(ky, hy)y T o(pe, s2)][@(pr, s1)7 u(ks, ha)]
< (—gpo + Np%20 + Mo 92p

4

Ausmultipliziert erh&lt man hier mit y#n, = vt

Nig = { ~[0(p2, 52)70(ky, ha)][0(k2, h2)yPu(p1, 51)]

81,82

X [{{(k‘l: h1)y T u(pa, s2)[a(p1, s1)y ke, b))l

002, 32077 00 (K, ) [0, o)y ulp, 1)
2

x [fi(k’l, Ry o(pa, s2)][@(pr, 1)y ulkr, ha)]

+ _+[77(p27 52)’)’+’U(1€’2, h;)][ﬁ(k% h2)7pq2pu(p17 31)]
do

x [k, By o(pe, so)lfa(pr, s1)y k)l

Es ist wieder sinnvoll folgende Vierer-Vektoren einzufiihren:

m2 — (p1 + k2)?

ly = (@—p1—k)t = nt,
2 .2
! i m + Q
und I = (@+p2— k)t =—L—= T :
2q,

mit der Definition

!

Q22 =—(p2— k’2)2-

(B.82)

(B.83)

(B.84)

(B.85)

Mit (ka2 + p1)#[6(k2, h2)yuu(pr, 51)] = 0 und (p — ky)*[0(p2, 52)7,0(ky, hy)] = 0, kann
auch hier der Impuls des dynamischen Gluons an den passenden Stellen durch die I-

Vektoren ersetzt werden. Dies liefert
Nig =3 { —[alky, h)v+o(pa, so)l[(p2, s2)7,0 (ki )]
$1,82
x [0(k2, ho)yPu(p1, s1)][@(p1, s1)v " u(k1, h1)]
2m? — (p1 + k2)? + Q%
2q§L
x[@(ky, hy)v v (pa, 2)][0(p2, 52)7 v (ky, hy)]
X [0z, ha)y ey, sOl(p1, s1)7 ulky, b))}

_|_

(B.86)

was wieder eine deutliche Vereinfachung mit sich bringt. Nun soll noch die Summe iiber

die Helizitdten der inneren Fermionen durchgefiihrt werden.
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Man verwendet Y u(p, s)a(p, s) = p+m, > v(p,s)o(p,s) = p—m , vty 4t =4y*
und y*ty" = 0 und findet schlieflich mit den Abkiirzungen (k, h) — (k), etc.

Niz = —[alk)y" (b2 — m) ypo(ky)o(k2)7” (B1 +m) v u(kr)]
2m2 — (p1 + k2)? + QF

20 : ] dpt ot [k (k) 5(ka)y ulky) . B
2

©loo

Der Colorfaktor berechnet sich véllig analog zu dem von Graph 13, man erhilt C =
Zum Schluss wird noch eine Parametrisierung der inneren Impulse angegeben, welc
die Impulserhaltung auch an der Fork-Wechselwirkung beriicksichtigt.

(S

=

B.9.3 Parametrisierung

Die inneren Impulse kénnen unter Beachtung der Parametrisierung der dusseren Impulse,
siche Gl. (3.40), folgendermaflen parametrisiert werden:

2 2
+((1—yk, —11)
b= 1—)K*, (1—yk, —1,, %
o= (s- K, @k, -1, TS S L
12 I \2
Py, = ((@y—2)K" yki+1 -k, (g — ) KT » (B.88)
m?2 + (yk, +1)32

Damit kann nun auch hier das Integral angegeben werden.
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B.10 Graph 15

Abbildung (B.10) zeigt einen weiteren Graphen mit oberem instantanem Gluon, welcher
neben den beiden Vertizes eine Fork-Wechselwirkung enthalt.

A(3)B(4)

kla h’l

/AN
> lvh’l

kahe gl ko, hy

Abbildung B.10: Graph 15. Dies stellt ein weiteres Diagramm dar, in dem die obere
Gluonlinie instantan ist und es zwei Energienenner gibt.

B.10.1 Energienenner

Es gibt wieder zwei Energienenner, in denen iiber drei bzw. vier innere Teilchen summiert
wird. Der erste ist

Ax = ki +ky —(ky +p7 +a3) =k —pi —¢3
o omp—(k2—p1)®  mi+Q3 (B.89)
e @
mit dem Feynman-Impulsiibertrag Q2 = — (ks — p1)?, und fiir den zweiten erhilt man
Ap = ky +ky — (ki +py +py +hy)
= (kggpf ;q{);—(q{ _p27,_2k27) (Bgo)
o omg+ Q3 my—(p2+k)® Q3+ (p2 k)
= 2 =4 — =— - :
D) q> 92

B.10.2 Helizitdtssumme

Mit den passenden Matrixelementen der Vertex- und der Fork-Wechselwirkung, siehe
Gln. (2.22) und (2.23), liest man hier

Nis = Y [a(ky, hy)y u(pe, s2)[@(p1, s1)y ulky, b))
A2;81,82 (B.Ql)

X [@(p2, $2)77 €5 (g2, Aa)v (Ko, ho)][0(Ka, h2)v7 €5 (g2, A2)v (p1, 51)]

an Abb.B.10 ab. Nun miissen wieder die Summen iiber die inneren Helizitaten durch-
gefiihrt werden.
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Die Summe iiber das dynamische Gluon ergibt hier mit der Relation (A.13)
Nis = Y [a(ky, hy)y T u(pa, s2)|[0(p1, 1)y ulky, b))

51,52

x [@(p2, 32)7 v (ky, ho)][0(K2, B2 )y v (p1, 51)] (B.92)
NpQ20 + Noq2p

g
Ausmultipliziert und mit y#n, = 47 findet man
Nis = { [k, k)" ulpz, so)][a(p2, s2)v0(ky, b))
X [T_i( ha)yPv(p1, s1)][0(p1, 51)y w(ky, h1)]
+ ?[a(kl,h D7 s, s2)][a(pa, 52)7 v (ky, )]
X [Ti(k s h2)Y 420 (D1, 51)[0(p1, 51)7 Tk, ha)]
+ & [ (ky, )y u(pa, 52)][u(p2, 52)7 4200 (Ko, hy)]
X [o(ka, ha)y v(p1, s1)][6(p1, 51)y ks, ha)] .-

Nun werden wieder folgende Vierer-Vektoren niitzlich:

_gpa_ _|_

)

(B.93)

I = (@p+p1— ko)t =

2 '\2
' ' m, — (p2 + k )
iy = (@—p2—k)'= ? :
mit n* = (0,01,2).
Mit (kg — p1)*[(k, ha)y.v(p1,51)] = 0 und (p2 + ky) [@(pa, 52)7,v(kg, hy)] = 0 erkennt
man auch hier, dass der Gluonimpuls an den jeweiligen Stellen durch den passenden
[-Vektor ersetzt werden kann. Dies fiihrt in diesem Fall zu

Nis =3 { —lalky, Ky ulps, so))fup, so)ypv(ky, ho)l

T X ks, he)veeen, sl 51wk, )
2m? + Q3 — (p2 + ky)? (B.95)
2q+2
X [a(ky, hy)yu(ps, s2))[a(pz, s2)y o (ky, hy)]
X [0k, h2)y 0(p1, 1) (1, 51)7 ulkr, ha)] }

Jetzt wird noch iiber die Helizitdten der inneren Fermionen summiert. Dazu verwendet

man Y, v(p1,$1)0(p1,81) = p1 —m, >, u(p2, s2)U(pe, s2) = p2 +m und (k, h) — (k),
etc. und findet

Nis= — [u(k)y" (B2 +m) ypv(ky)v(k2)y” (1 — m) v u(ks)]
2m2 + Q3 — (p2 + ky)? / N
g 20 4pT py [a(ky)y o (ke)o(ke)y T u(ky)] .
2
Damit wurde die Helizitadtssumme deutlich vereinfacht. Der Colorfaktor berechnet sich
analog zu Graph 13 zu C' = §

Auch hier wird wieder eine Parametrisierung der Impulse der inneren Teilchen an-
gegeben, wobei die dusseren gemifl Gl. (3.40) parametrisiert sind.

(B.94)

(B.96)
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B.10.3 Parametrisierung

Eine Moglichkeit die inneren Impulse zu parametrisieren ist durch

m2 _ 2
e (T R T T e
mj + (—yky +1,)?
¢ = [y - )K", —yk +11, QZ((1 _ym)LKtL) ) (B.97)

/ m’2—|— —yk, +1 —|—k’ 2
und ph = ((y—2y—1+2)K*, —yk, +1, +k, (—yki +1, 1)

(y—zy—1+a)K+

gegeben.
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B.11 Graph 16

Hier ist ein Graph mit unterem instantenem Gluon abgebildet. Neben den zwei Vertex-
Wechselwirkungen gibt es wieder eine Fork-Wechselwirkung.

k1, h1 ! K}, b}

kz, h2 -

kg, hy

1;(4)153(3)

Abbildung B.11: Graph 16. Hier wird ein Graph mit unterem instantanen Gluon darge-
stellt. Er enthélt zwei Energienenner.

B.11.1 Energienenner

Es gibt wieder zwei Energienner, der erste propagiert vier Teilchen und lautet

Ay = ki +ky — (k] +p] +py +ky)

_ nl _ 1 (B.98)

= ky —pr —py —Fky .

Der zweite propagiert nur drei Teilchen und schreibt sich als
Ap = ki +hy —(q +py +hy)
= ky —py —p; —ky — (a7 —k1—p1)

B.99
mf] — (k1 +p1)? ( )

= Ay — = .

4

B.11.2 Helizitdtssumme

Zur Berechnung der Helizitdtssumme werden wieder die entsprechenden Matrixelemente
aus Gl. (2.22) und GI. (2.23) benétigt. Die Zusammensetzung der Helizit4dtssumme kann
dann Abb.B.11 entnommen werden:

Nig= Y [a(ky, hy)v"eu(qr, M)u(pz, s2)][0(p1, s1)v"€l (a1, Ar)u(ky, ha)]
A1;81,82 (BlOO)

x[@(pa, 52)7 v (ky, ho)][T(ka, ha )y To(p1, 51)]

Nun miissen wieder die Summen iiber die Helizitdten der inneren Teilchen ausgefiihrt
werden.
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Zuerst wird wieder die Summe iiber die Helizitdt des dynamischen Gluons mit Hilfe
von Gl. (A.13) durchgefiihrt. Man findet

Nig = Y [alky, b))y u(pz, s2)[0(p1, s1)v*u(ky, b))
51,82
X [U(p2, s2)7 v(ky, hy)][0(ka, ha)y T v(p1, s1)] (B.101)
v —"_ 1%
— G + Nuq1 +77 qip
aq;

Ausmultipliziert und mit y#n, = v7 ergibt dies

Nig = 32 { = [k By yau(pe, so)l[a(pa, s2)v*olhy, b))

81,82

X [Ti(kz, h2)y o (p1, s1)][0(p1, s1)7"w(ky, ha)]
toF —[a(k1, )Y qw(pz, 52)][@(p2, s2)7 0 (ke ho)] B.102)
X [5(kz, ha)y T v(p1, s1)][0(p1, s1)7 u(k1, hi)]

+?[ a(ky, by )y T u(ps, s2)][@(p2, s2)7 v(kg, hy)]

x[o(ka ha)y oo, s)][B(p1, 517 gk )]

—_

Wiederum ist es niitzlich folgende Vierer-Vektoren einzufiihren:

mg — (k1 + p1)°

= (a-—k-m)= s g
1
; , 2 4+ QP (B.103)
und 1" = (@1 +p2— k)= ———1",
a4,
mit der Definition
QF = —(ky —p2)*. (B.104)

Mit (k1 + p1)*[0(p1, 51)7vpw(k1, h1)] = 0 und (kll — pg)“[ﬂ(k);,h;)’y’uu(pg,SQ)] = 0 sieht
man, dass auch hier die Gluonimpulse an den passenden Stellen durch die [-Vektoren
ersetzt werden kénnen. Dadurch vereinfacht sich die Helizitdtssumme zu

Nig = { —[alkl, By)yupe, s2)l[alpa, s2)7* (k) hy)

x [0(ka, h2)y v(p1, s1)][0(p1, s1)v"u(k1, h1)]

2m2 — (k1 +p1)* +qf B.105
- 2q; ( )
X[ (klah )7 u(p2732)” (p2732) (k27h2)]
X [0(ka, ha)y " v(p, 1) [0(p1, 517 ulk, b))}

Schliesslich muss auch noch iiber die Helizitdten der inneren Fermionen summiert wer-
den.
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Dies geschieht wie iiblich unter Verwendung von ) __ u(p, s)@(p, s) = p + m und
Sov(p,s)u(p,s) = p—m, yTy yT = 49T und y"yT = 0. Mit den Abkiirzungen
(k,h) — (k), etc. findet man schlieBlich

Nig = —[a@(ky)ye (b2 +m) v o(k)][0(ka)yt (B1 — m) v u(kr)]

2 2 2
1

(B.106)

Der Colorfaktor berechnet sich wieder analog zu dem von Graph 13. Man findet
C=-

Um die Interation iiber y und 1, wirklich konkret hinschreiben zu kénnen, muss auch
hier noch eine Parametrisierung angegeben werden.

©|oo

B.11.3 Parametrisierung

Unter Einbeziehung der Parametrisierung der dusseren Impulse, siehe Gl. (3.40), stellt

mg+(ykL—lL)2
(1-y(l—a)K* )’
m2+((1—y)kL+1L)2
1-y)(1—z)K+ ) (B.107)
m’2+(—ykL+1J_+k’J_)2
(y—zy—1+2)K+

g1 = ((1 —y(I—2)K",yky — 11,

i (l-y)(1—2)K",-(1-yk, —1,,

p

und ph = [ (y — 2y — 1+ 2)K+, —yk, +1, +k|,

eine mogliche Parametrisierung dar.
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B.12 Graph 17

Nun wird noch der zweite der beiden auftretenden Graphen mit zwei instantanen Gluon-
linien untersucht. Hier gibt es nur einen Energienenner und das Diagramm ist aus zwei
Fork-Wechselwirkungen aufgebaut.

4

klahl
——

k?a h2

! !
- 1P

kg, hy

Abbildung B.12: Graph 17. Dies ist ein Graph mit zwei instantanen Gluonlinien. Er
enthélt zwei Fork-Wechselwirkungen und nur einen Energienenner.

B.12.1 Parametrisierung

Hier muss die Dreier-Impulserhaltung an den (Zeit-)Punkten der Forkwechselwirkungen
beriicksichtigt werden. Fiir die internen Quarks ergibt sich somit folgende Parametrisie-
rung:

! m2 + ].2
plf = y(kr - k1+)7 lla ﬁ )
P (1—y)(ki — k1), k K/ 1 m” + (ki — k' —1,)° '
= - - yBR1L — kK11 — 11, 7 )
2 C (L= y)0s — ki)

wobei sich y und 1, als die Integrationsvariablen erweisen werden.

B.12.2 Energienenner

Fiir den einzigen vorkommenden Energienenner ergibt sich nach den allgemeinen Regeln
A=E+kl +ky —(ky +p] +py +ky )=E+ky —ky —p; —py, (B.109)

und dies lédsst sich mit obiger Parametrisierung als

— r— m2‘|‘12 m’2+(ku_—klu_—lj_)2
y(ky — k") (L—y)(ky — k")
- m?y(m” —m®) + (1 -yl +y(k -k — 1)
y(1—y)(k — k")

(B.110)
= E+ky —ky

schreiben.
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B.12.3 Helizitatssumme
Fiir die Helizitdtssumme findet man mit den Fork-Wechselwirkungen
Niz = > [a(ky, hi)y ulp2, s2)[0(p1, 1)7  ulky, b))

51,52

x[@(pa, s2)y v (K, hy)|[5(ka, ha)y T v(p1, s1)] .-

Nun werden wieder die iiblichen Beziehungen ) u(p, s)a(p, s) = p +m und
> v(p, 8)v(p,s) = p — m verwendet. Mit vy 4+ = 49" und 44" = 0 erhélt man
schliellich

Nip = 4pfpflakl, By oKy W) [o(k, ho)ytulks, )] (B.A11)

Hier ist die Helizitdtssumme nur iiber den Faktor pfpj von den inneren Impulsen
abhingig. Der nur von den &ufleren Spinoren abéngige Teil kann also vor das Integral
gezogen werden. Der Colorfaktor ergibt vollig analog zu Graph 5 C = %.

B.12.4 Das Integral

Auch hier muss wieder iiber alle inneren Impulse, unter Beachtung der Deltafunktionen,
die fiir die Dreier-Impulserhaltung stehen, integriert werden. Dies wird auch hier wieder
iiber obige Parametrisierung (B.108) erreicht. Man findet

|16 K 3¢ [a(ky, )yt u(ky, hy)][0(ks, he)yFu(k, b))
(flUrcazli)== (89)2 —=
. etk ke

1 1 1
x/ azy/d%L , , ——(B.112)
0 (k; - ?J(kfr _1k1+))2 (lir - (1 - y)(k;r - k1+))2
X

m?+y(m'2—m?)+(1—y)13 +y(kys —k'11-1,)% "’

Etky =k — y(1—y)(kF k")

wobei alle Impulse schon als Funktion der entsprechenden Parametrisierung zu verstehen
sind. Auch dieses Integral ist divergent und muss geeignet regularisiert werden, deswegen
wird wiederum eine Regulatorfunktion R(y,1;) eingefiihrt.

Ausserdem wird auch hier wieder die Parametrisierung fiir die &ufleren Impulse ver-
wendet:

2 2
noo_ + m” + k7
K = (a:K Jki, K ),
2 2
+k
) — 1—2)KT. -k moTX
2 (( x) Y J_,(l—x)K+ )
2 12 (B.113)
b + m”+ k3
kll - 'K 7k,J_7 2K+ )
2 12
+k
R A G P e
2 ( m) I L’(l—xl)K+
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Damit ergibt sich fiir Gl. (B.112)

gt [a(ky, Py)y ok, ho)|[5(ks, ha)y " u(ky, b))
(3m3)? K+2/z(1 - 2)z'(1 — /)

2 R(yalL)
/ dy/d Iy 1—-’17—(9E—w)1?4)2(x—2x’—(x—x’)y)2 (B.114)

E n m +k2 B ’2_|_k/2 _ m2+y( ’2—mz)—{-(l—y)li—{-y(kJ_—k’J_—lJ_)z
(1- w) (1—2') y(1-y)(z—2')

(flUrgazli)y=

Auch hier findet man also ein Integral mit ziemlich komplizierter Struktur.
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