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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Begriffe, Definitionen, Eigenschaften

Die wesentlichen Begriffe, Eigenschaften, Parameter und Vorkommen des Plasmas sollen im folgenden
stichwortartig zusammengefasst werden.

Was ist ein Plasma ? Ein vollst¨andig oder teilweise ionisiertes Gas

Wie entsteht ein Plasma ? Durch Stoßionisation
Durch thermische Ionisation
Durch Strahlungsionisation

Wo gibt es Plasmen ? Im Urknall
Im Weltall
In der Umgebung der Erde
Auf der Erde

Typen von Plasmen, Vorkommen und Anwendung

Extraterrestrische Plasmen Quark-Gluonenplasma
Galaktische Nebel
Planetarische Nebel
Sternatmosph¨aren
Sterninneres
Sternenwind
Magnetosph¨are
Strahlungsg¨urtel der Planeten
Ionosphäre der Erde
Atmosphäre (Blitze)

Terrestrische Plasmen Festk¨orperplasmen
Fusionsexperimente
MHD-Generatoren
Plasmatechnologie
Plasmachemie
Plasmatriebwerke
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Zusammensetzung von h¨aufigen Plasmen:

Reines Wasserstoffplasma Protonen, Elektronen
Fusionsplasma Deuteronen, Tritonen, Alphateilchen, Elektronen
Sonne Wasserstoff( 73.5%), Helium (24.8%)

Sauerstoff (0.77%), Kohlenstoff (0.3%)
sonstige Elemente (Eisen,Neon,Stickstoff,
Silizium, Magnesium)

Sonnenatmosph¨are Wasserstoffplasma mit Beimengungen
von Natrium, Magnesium, Kalzium,
Aluminium, Chrom, Titan, Eisen
(Fraunhoferlinien, Eisenlinien in der Korona)

Ionosphäre Sauerstoffionen, NO-Ionen,Elektronen
Allgemein Elektronen, N verschiedenen Ionentypen

Wichtige Plasmaparameter

Teilchendichte jeder Komponenteni(x, t)
Temperatur Ti(x, t)
Thermische Energie 3/2nkT
Druck pi(x, t)
mittlere Geschwindigkeit Vi(x, t)
Magnetfeld Bi(x, t)
Elektrisches Feld Ei(x, t)
Plasmastromdichte j i(x, t)

Wichtige Plasmaeigenschaften

Kleine Debyelänge (λD � Plasmadurchmesser)
Quasineutralit¨at (ne = Summe(ni ∗Zi))
Große elektrische Leitf¨ahigkeit
Flusserhaltung⇒ “ Eingefrorenes” Magnetfeld “
Ausbreitung von Wellen m¨oglich
(Schallwellen, elektromagnetische Wellen, Alfv´enwellen)
Plasmaeinschluss durch Magnetfelder m¨oglich

Charakteristische L¨angen im Plasma

DebyelängeλD: Abschirmung einer einzelnen Ladung
Gyroradiusρ Teilchenbewegung quer zum Magnetfeld
Freie Weglängeλ Bewegung parallel zum Magnetfeld→ Stöße
Landaulänge Coulombstoßprozess
deBroglie-Länge Quantemechanische Effekte

Charakteristische Frequenzen

Plasmafrequenzωp Plasmaschwingungen
GyrofrequenzΩ Zyklotronresonanz

Zyklotronstrahlung
Plasmaheizung

Stoßfrequenzν Diffusionsprozesse
Elektrischer Widerstand
Wärmeleitung

Dimensionslose Gr¨oßen im Plasma
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- Anzahl der Teilchen im DebyevolumenND = n4
3πλ3

D
- Plasmadruck/Magnetfelddruck β = 2µ0p/B2

- Gyroradius/Plasmadurchmesser ρ/L
- Freie Weglänge/Plasmadurchmesser λ/L
- Lundquistzahl RM = µ0uL/h

Typen von Plasmen

- Schwachionisiertes und vollionisiertes Plasma
- Ideales Plasma ND � 1
- Nichtideales Plasma ND ≤ 1
- Stoßdominiertes Plasma λ ≤ L
- Stoßfreies Plasma λ > L
- Entartetes und nichtentartes Plasma kT > EF

- Relativistische und nichtrelativistische kT > mc2

Plasmen

Beschreibung des Plasmas

- Teilchenbild 1020 Teilchenbahnen
- Kinetische Beschreibung Verteilungsfunktion f(v,x,t)

kinetische Gleichung
- Mehrflüssigkeitsmodell Jede Teilchensorte (Ionen, Elektronen)

wird wie eine Flüssigkeit betrachtet
- Einflüssigkeitsmodell Ideale MHD (isotroper Druck,

keine Dissipation) Resistive MHD
(elektrischer Widerstand,
Wärmeleitung, Viskosit¨at)

Zusammenfassung der wichtigsten Plasmaparameter

Debye-Länge
In einem vollionisierten Plasma gibt es nahezu gleich viel positive wie negative Ladungstr¨ager. Das Cou-
lombfeld einer Testladung wird in einer gewissen Entfernung durch andere Ladungstr¨ager abgeschirmt.
Die charakteristische Distanz daf¨ur ist die Debye-L¨ange.
Plasmafrequenz
Eine Ladungstrennung in einem Plasma f¨uhrt wegen des resultierenden elektrischen Feldes zu einer r¨uck-
treibenden Kraft. Das Plasma wird dadurch zu einem schwingungsf¨ahigen Gebilde, die charakteristische
Frequenz f¨ur diesen Vorgang ist die Plasmafrequenz.
Gyroradius
Geladene Teilchen werden in einem Magnetfeld senkrecht zur Geschwindigkeit abgelenkt. In einem
homogenen Magnetfeld ist die resultierende Bahn eine Kreisbahn. Der Radius dieses Kreises heisst Gy-
roradius.
Gyrofrequenz
Die Gyrofrequenz ist die Kreisfrequenz der Gyrationsbewegung im homogenen Magnetfeld.
Landau-Länge
Die Landau-Länge ist der Stoßparameter, bei dem geladene Teilchen bei einem Coulombstoß um 900

abgelenkt werden.
Mittlere freie Wegl änge
Die mittlere freie Wegl¨ange ist die Distanz, die ein thermisches Teilchen zur¨ucklegt, bis es durch Cou-
lombstöße um 900 abgelenkt wird.
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1.1.1 Nützliche Vektorformeln

Im folgenden werden einige Vektorformeln beschrieben, die in den Gleichungen der Magnetohydrody-
namik häufig benutzt werden. Es seiena,b Vektoren undf ein Skalar, dann gelten die Formeln (Siehe
Rottman, BI-Taschenb¨ucher 13)

∇ · (a f ) = f ∇ ·a (1.1)

∇ × (a f ) = f ∇ ×a−a× ∇ f (1.2)

∇ × ∇ f = 0 (1.3)

∇ · (∇ ×a) = 0 (1.4)

∇ · (a×b) = b ·×∇ a−a ·×∇ b (1.5)

∇ × (a×b) = (b · ∇ )a− (a · ∇ )b+a∇ ·b−b∇ ·a (1.6)

∇ (a ·b) = (b · ∇ )a+(a · ∇ )b+a× (∇ ×b)+b× (∇ ×a) (1.7)

∇ × (∇ ×a) = ∇ (∇ ·a)−∆a (1.8)

(a · ∇ )a = ∇
a2

2
−a× (∇ ×a) (1.9)

Häufig werden in der MHD-Theorie noch der Gauss’sche und der Stokes’sche Satz benutzt. Der Gauss’sche
satz verwandelt ein Volumenintegral in ein Oberfl¨achenintegral:

∫∫∫

V

∇ ·ad3x =
∫∫

F

a ·df (1.10)

Das GebietV ist einfach zusammenh¨angend unddf ist ein gerichtetes Oberfl¨achenelement. Der Satz von
Stokes transformiert ein Fl¨achenintegral in ein Linienintegral

∫∫

F

(∇ ×a) ·df =
∮

S
a ·ds (1.11)

ds ist ein Linienelement l¨angs der Berandung vonF.

1.1.2 Formeln zum Geschwindigkeitsfeld

In der Flüssigkeitsbeschreibung spielen orts-und zeitabh¨angige Vektorfelder eine zentrale Rolle. Ein
Plasma hat im Fl¨ussigkeitsmodell an jedem Ort eine Geschwindigkeit, ein Magnetfeld, ein elektrisches
Feld sowie je nach Komplexit¨at des Modells noch andere Vektoren wie W¨armestr¨ome etc. Wir betrachten
im folgenden ein zeitabh¨angiges GeschwindigkeitsfeldV(x, t). Jeder Punktx0 des Raumes wird durch
die Geschwindigkeit in dem Zeitintervallt in einen anderen Punktx transformiert. Ein Beobachter, der
sich mit der Str¨omung mitbewegt, erf¨ahrt eine VerschiebungX, die sich aus

dX
dt

= V(X, t) ⇒ X = X(x0, t) (1.12)

berechnet. Diese Differentialgleichung definiert den VerschiebungsvektorX(x0, t). x0 ist der Anfangsort.
Diese Verschiebung kann als eine zeitabh¨angige Abbildung

T (t) : x0 −→ x (1.13)

des Raumes auf sich selbst betrachtet werden. Damit l¨asst sich die Deformation von Volumenelementen
und Flächenelementen durch die Str¨omung als Koordinatentransformation interpretieren. Ein Bogenele-
mentds wird zu einem Elementds′, ein Flächenelementdf zu df′ und ein Volumenelementd3x zu d3x′.
Nach der Zeitspannedt wird das Bogenelement

ds′ = (ds· ∇ )V dt ⇒ d
dt

ds= (ds· ∇ )V (1.14)
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V(x,t)

df

df '

Stromlinien

Abbildung 1.3: Deformation eines Fl¨achenelementes in einer Str¨omung

Ein Flächenelement wird auf ¨ahnliche Weise deformiert

d
dt

df = df(∇ ·V)− (∇ : V)df (1.15)

Für ein dreidimensionales Volumenelement erh¨alt man die einfache Formel

d
dt

d3x = d3x(∇ ·V) (1.16)

In einer inkompressiblen Fl¨ussigkeit bleibt das Volumen eines Fl¨ussigkeitselements erhalten. Aus

d
dt

d3x = 0 (1.17)

folgt dann∇ ·V = 0. Diese Formeln werden bei den Erhaltungss¨atzen der Magnetohydrodynamik und
in der Stabilitätsanalyse des Plasmas h¨aufig angewendet.

V(x,t)

dV

dV '

Abbildung 1.4: Deformation eines Volumenelementes in einer Str¨omung
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1.2 Plasmaparameter

1.2.1 Debyelänge

Die Debye-Länge ist eine wichtige Gr¨oße in einem vollionisierten Plasma; sie ist im allgemeinen klein
gegen¨uber den Ausdehnungen des Plasmas. Diese Relation kann als Charakteristikum f¨ur ein vollständig
ionisiertes Plasma angesehen werden. Ist die Debye-L¨ange groß , dann ist das Plasma lediglich ein
Ensemble unterschiedlich geladener Teilchen.

Um die Debye-Länge verst¨andlich zu machen, betrachten wir zwei unterschiedliche Situationen,
in denen die Debye-L¨ange ein Rolle spielt. Die eine ist die klassische Elektronenr¨ohre, in der eine
Elektronenwolke von der Kathode emittiert wird. Die Ausdehnung dieser Raumladung h¨angt von der
Zahl der Elektronen, der Temperatur und der angelegten Spannung ab. Das elektrische Feld l¨asst sich
im stationären Zustand aus einem Potential ableiten:E = −∇φ . Dieses elektrische Potentialφberechnet
sich aus der Poisson-Gleichung

∇ ·E =
1
ε0

σ(x) ⇒ −∆φ=
1
ε0

σ(x) (1.18)

Die Ladungsdichte erh¨alt man aus der Verteilungsfunktion der Elektronen, wobei man thermisches
Gleichgewicht der Elektronen voraussetzt. Diese Voraussetzung ist zwar nicht ¨uberall erfüllt, reicht
aber für die vorliegenden Betrachtungen aus. Die Verteilungsfunktion ist im thermischen Gleichgewicht
eine Maxwellverteilung

f (v) ∝ exp

(
− E

kT

)
∝ exp

(
−mv2

2kT
− qφ

kT

)
(1.19)

Dabei istq die Ladung der Teilchensorte, bei Elektronen haben wir alsoq = −e und bei den positiven
Wasserstoffionenq = e (e ist die Elementarladung). Die Dichte der geladenen Teilchen ist damit

n(x) =
∫∫∫

f (v,x)d3v = n0 exp

(
− qφ

kT

)
(1.20)

und die Poissongleichung lautet

−∆φ=
qn0

ε0
exp

(
− qφ

kT

)
(1.21)

Diese Gleichung macht man durch Normierung des Potentials dimensionslos. MitU = −qφ/kT wird
die Gleichung

∆U =
q2n0

ε0kT
exp(U) (1.22)

In dieser Gleichung tritt eine charakteristische L¨ange auf - die “Debyel¨ange”- sie ist ein L¨angenmaß f¨ur
die Potential¨anderungen:

λ2
D =

ε0kT
q2n0

(1.23)

In eindimensionaler N¨aherung lassen sich analytische N¨aherungen angeben1 , die zeigen, dass sich die
wesentlichen Potential¨anderungen in der Gr¨oßenordnung Debye-L¨ange abspielen. Ist die Dichte groß
genug und die Temperatur klein genug, dann ist die Debye-L¨ange klein und die Raumladung in der
Elektronenr¨ohre sitzt dicht vor der Kathode.

Das obige Beispiel zeigt, dass der Begriff “Debyel¨ange” bereits in einem reinen Elektronengas rele-
vant ist, in eine Plasma dagegen spielt die Debye-L¨ange vor allem in der Abschirmung der Ladungstr¨ager
und damit bei der sogenannten “Quasi-Neutralit¨at” eine wichtige Rolle. Diese Abschirmung soll im fol-
genden kurz skizziert werden. Dazu betrachten wir ein Plasma mit mindestens einer Ionensorte und
greifen ein bestimmtes Teilchen - ein Testteilchen - mit der Ladungq heraus. Dieses Testteilchen hat
eine deltaf¨ormige Ladungsverteilungσ = q/ε0δ(x). Die Ladung des Hintergrundplasmas ist

σ = ∑
ν

qν

ε0
Nν exp

(
−qνφ

kT

)
(1.24)

1Siehe Bergmann-Schaefer, Bd II, Kap. Gasentladungen
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wobei wir noch voraussetzen, das in jedem Volumenelement gleich viel positive wie negative Ladungen
vorhanden sind, d.h.∑ν qνNν = 0. Nν ist die Teilchendichte jeder Teilchenart. Mit der N¨aherung|qφ| �
kT lautet die Poisson-Gleichung

−∆φ− 1

λ2
D

φ= − q
ε0

δ(x) (1.25)

dabei ist die Debye-L¨ange definiert durch

1

λ2
D

= ∑
ν

q2
νNν

ε0kTν
(1.26)

In Kugelkoordinaten lautet diese Gleichung

∂2φ
∂r2 +

2
r

∂φ
∂r

− 1

λ2
D

φ= − q
ε0

δ(x) (1.27)

Die dreidimensionale kugelsymmetrische L¨osung dieser Gleichung ist2

φ =
q

4πε0r
exp

(
− r

λD

)
(1.28)

Die Formel für die Debye-Länge eines Zweikomponentenplasmas lautet:

λD = 7.43∗103

√
kT
n

[m] ; kT [eV ],n[m−3] (1.29)

Beispiel:kT = 1 keV,n = 1020 m−3 ⇒ λD = 2.35∗10−5 m. Die Lösung (1.28) besagt, dass das Potential
der Testladung in einer Distanz, die gr¨oßer als die Debye-L¨ange ist, exponentiell abf¨allt. In einer Distanz,
die größer als die Debye-L¨ange ist, sp¨urt man von der Testladung praktisch nichts mehr, die Testladung
wird durch das umgebende Plasma abgeschirmt. Da die Testladung durch nichts ausgezeichnet ist, gilt
diese Abschirmung f¨ur alle Plasmateilchen. Die Debye-L¨ange ist in der Regel klein gegen¨uber typischen
Plasmadimensionen. Dies gilt insbesondere f¨ur dichte Plasmen aber auch f¨ur kosmische Plasmen.

1.2.2 Quasineutralität

Wegen der kleinen Debye-L¨ange ist ein Plasma elektrisch nahezu neutral (“Quasi-Neutralit¨at”), d.h. die
Summe der negativen Ladungen ist nahezu gleich der Summe der positiven Ladungen, d.h.∑ν nνqν = 0.
Eine Abweichung von der Neutralit¨at führt zum Aufbau eines elektrischen Feldes. Die dazu notwendige
Energie kann aber nur aus der thermischen Energie des Plasmas kommen und ist damit beschr¨ankt. Die
konkrete Fragestellung im folgenden soll daher sein: Wie groß ist die Abweichung von der Neutralit¨at,
um eine Potentialdifferenz von der Ordnung 1 (d. h.eφ/kT = o(1)) aufrecht zu erhalten? Aus der
Poissongleichung eines 2-Komponentenplasmas folgt:

−λ2
D∆φ=

ne −ni

ne
(1.30)

Schwankt das (dimensionslose) PotentialU über die LängeL um den Wert 1, dann ist die Differenz der
Ladungen

ne −ni

ne
=

λ2
D

L2 (1.31)

Solange sich die Potentialschwankung auf L¨angenskalen abspielt, die groß gegen¨uber der Debye-L¨ange
sind und die Amplitude von der Ordnung 1 ist, ist die relative Ladungsschwankung sehr klein. Da-
her der Begriff “Quasi-Neutralit¨at”. Schwankt das elektrische Potential bereits ¨uber eine Debye-L¨ange
erheblich, dann ist die N¨aherung der Quasineutralit¨at nicht mehr gerechtfertigt.

2Siehe auch Helmholtzgleichung der Elektrodynamik, Smirnow: Lehrgang der H¨oheren Mathematik, Bd IV, 585
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1.2.3 Plasmafrequenz

Eine Abweichung von der Neutralit¨at kann zu Plasmaschwingungen f¨uhren. Die Elektronen erfahren
im elektrischen Feld eine Kraft, die die Abweichung von der Quasi-Neutralit¨at rückgängig zu machen
versucht. Die Ionen werden in einem einfachen Bild als ruhend angesehen und die Elektronen durch das
E-Feld beschleunigt.

me
dv
dt

= eE (1.32)

Für den elektrischen Stromj = enev gilt dann

dj
dt

=
d enev

dt
=

e2ne

me

dE
dt

(1.33)

Setzt man dies in die beiden Gleichungen

∇ ·E =
1
ε0

σ(x) ; ∇ · j + dσ
dt

= 0 (1.34)

ein, dann erh¨alt man für die Ladungsdichteσ die Schwingungsgleichung

ω2
peσ+

d2σ
dt2 = 0 (1.35)

wobei die Plasmafrequenzωpe durch

ω2
pe =

e2ne

meε0
(1.36)

definiert ist. Der Zahlenwert ist
ωpe = 56.4

√
ne [s−1] (1.37)

In dichten Fusionsplasmen ist diese Frequenz wesentlich gr¨oßer als alle anderen relevanten Frequenzen.

1.2.4 Gyroradius

Eine weitere wichtige L¨ange eines Plasmas im Magnetfeld ist der Gyroradius. Die Bewegung eines
geladenen Teilchens im homogenen Magnetfeld wird beschrieben durch die Bewegungsgleichung

dv
dt

=
q
m

(v×B) (1.38)

oder in Komponentenschreibweise

dvx

dt
=

q
m

vyB ;
dvy

dt
= − q

m
vxB (1.39)

Diese beiden Gleichungen beschreiben eine Bewegung in derx,y-Ebene. Diez-Bewegung ist von dieser
entkoppelt. Die Geschwindigkeit inz-Richtung ist konstant und soll hier nicht weiter ber¨ucksichtigt
werden. Die Lösung der Gleichung ist

vx = v⊥ sin(Ωt) ; vy = v⊥ cos(Ωt) ; v⊥ = const. (1.40)

mit der “Gyrofrequenz”

Ω =
qB
m

(1.41)

Die Lösung im Ortsraum ist

x = −v⊥
Ω

cos(Ωt) ; x =
v⊥
Ω

sin(Ωt) (1.42)

Das ist eine Kreisbewegung mit dem “Gyroradius”ρ = v⊥/Ω. Mit der thermischen Geschwindigkeit
v⊥ = vth wird dies auch

ρ =

√
2mkT
qB

(1.43)
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Beispiel: Dies wird für Elektronen

ρe = 3.38∗10−6

√
kT
B

[m] (eV,T) (1.44)

und für einfach geladene Ionen

ρe = 1.45∗10−4

√
AkT
B

[m] (eV,T) (1.45)

A ist das Atomgewicht. Beispiel: der Gyroradius ist beiB=3T, kT=1 keV: ρe = 3.5∗ 10−5 [m] ρH =
1.52∗10−3 [m]. Das Verhältnis zwischen Debye-L¨ange und Elektronengyroradius ist

λD

ρe
= 2.2∗109 B√

n
(1.46)

In einem heissen Fusionsplasma ist das Verh¨altnis nahezu gleich eins.

1.2.5 Landaulänge

Beim Coulombstoß von zwei Teilchen mit gleicher Ladung ist die “Landaul¨ange” ein charakteristischer
Parameter. Sie beschreibt den Stoßparameter, bei dem eine Ablenkung um 90 Grad stattfindet. Dazu
betrachten wir den Stoß zwischen Teilchen mit gleicher Ladung und bestimmen den Minimalabstand
beim zentralen Stoß . Die Teilchen n¨ahern sich dabei bis auf den Abstandd0, bei dem die potentielle
Energie der Coulombwechselwirkung gleich der kinetischen Energie der Stoßpartner ist.

1
2

mv2 =
q1q2

4πε0d0
(1.47)

Setzt man f¨ur die Geschwindigkeit die mittlere thermische Geschwindigkeit ein, dann ergibt sich f¨ur den
Minimalabstand

d0 =
q1q2

4πε0kT
(1.48)

Die Rutherfordsche Streuformel verkn¨upft den Stoßparameterd mit dem Ablenkwinkelθ

θ

dod

Abbildung 1.5: Ablenkung beim Coulombstoß , d=Stoßparameter,θ = Ablenkwinkel

tan
θ
2

=
d0

2d
(1.49)
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Für Ablenkung um 90o ist der Stoßparameter

d =: λL =
d0

2
=

q1q2

12πε0kT
(1.50)

Dies definiert die Landau-L¨angeλL. Der Zahlenwert errechnet sich aus

λL = 4.8∗10−10T−1 [m]; (eV) (1.51)

Die Landaulänge ist in der Regel kleiner als die Debye-L¨ange (λL � λD. Zwischen der Landaul¨ange
und der Debye-L¨ange besteht folgende Beziehung:λL = λD/ND, dabei istND die Zahl der Teilchen im
Debyevolumen:

ND =
4π
3

λ3
Dn (1.52)

Die Landau-Länge wird vergleichbar mit der deBroglie-L¨ange der Elektronen. Diese ist definiert durch
λdB = h/mv. was mit der mittleren thermischen Geschwindigkeit ergibt

λdB =
h√

m1.5kT
(1.53)

Bei Elektronen mitkT=1 keV ist die deBroglie-L¨angeλdB = 5.5*10−11 [m]. In diesem Beispiel ist die
deBroglie-Länge wesentlich gr¨oßer als die Landau- L¨ange. Daraus folgt, dass die starke Ablenkung
der Teilchen quantenmechanisch gerechnet werden muss. In einem Plasma ¨uberwiegt aber der Effekt
der Keinwinkelst¨oße. Die Aufsummation vieler Kleinwinkelst¨oße führt ebenfalls zu einer 90-Grad-
Ablenkung, und da der Stoßparameter f¨ur Kleinwinkelstöße wesentlich gr¨oßer als die Landau-L¨ange
ist, kann dieser Vorgang nach der klassischen Mechanik berechnet werden. Die Korrekturen durch die
Quantenmechanik sind vernachl¨assigbar.

1.2.6 Freie Weglänge

Die “freie Weglänge” der geladenen Teilchen ist die Wegstrecke, die die Teilchen zur¨ucklegen, bevor sie
durch Stöße untereinander um 90 Grad abgelenkt werden. Um diese Distanz abzusch¨atzen, betrachten
wir die Teilchen als Kugeln mit dem Querschnittσ = πλ2L. Die freie Weglängeλ ist dann

λ =
1

nσ
=

122πε20(kT )2

nq2
1q2

2

(1.54)

Dieser Wert ist zu groß, da die Kleinwinkelst¨oße nicht ber¨ucksichtigt wurden. Die Aufsummation der
Kleinwinkelstöße ergibt einen kleineren Wert:

λ =
1

nσ
=

25πε20(kT )2

nq2
1q2

2 lnΛ
(1.55)

lnΛ ist der sogenannte Coulomb-Logarithmus, der durch die Aufsummation der Kleinwinkelst¨oße in
die Formel kommt. Man muss die Integration ¨uber die Stßparameter bei der Debye-L¨ange abschneiden,
da für größere Stoßparameter die N¨aherung der Zweierst¨oße nicht mehr gilt. Im Falle von Elektronen-
Elektronen-St¨oßen und Stoße von Elektronen an Ionen lautet die Formel

λ = 1.44∗1017 T 2
e

n lnΛ
[m] (eV,m−3) (1.56)

Beispiel:kT =1 keV,ne=1020 m−3, lnΛ = 15: λ = 96 m. Die freie Wegl¨ange ist in der Regel wesentlich
größer als alle anderen L¨angen im Plasma. Ist sie sogar gr¨oßer als die Ausdehnung des Plasmas, dann
spricht man von einem “stoßfreien” Plasma.
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1.2.7 Kurven von Plasmaparametern
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Abbildung 1.6: Debye-L¨ange als Funktion der Temperatur. Die Dichte variiert vonn = 1020 [m−3] bis
n = 4∗1020 [m−3]
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Abbildung 1.7: Gyroradius von Protonen als Funktion der Temperatur. Magnetfeld:B=1,2,3,4 T
.
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Abbildung 1.8: Gyrofrequenz als Funktion des Magnetfeldes
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Abbildung 1.9: Mittlere freie Wegl¨ange der Elektronen. St¨oße mit Protonen
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Kapitel 2

Flüssigkeitsmodell

In einem Flüssigkeitsmodell wird das Plasma mit Hilfe von makroskopischen Gleichungen f¨ur die Plas-
maparameter wie Dichte, Geschwindigkeit, Temperatur usw. beschrieben. Jede Teilchensorte (Elek-
tronen, Ionen) wird als eine Fl¨ussigkeit betrachtet und f¨ur jede Teilchensorte wird ein Satz von Glei-
chungen aufgestellt. Je nach N¨aherung unterscheidet man zwischen Einfl¨ussigkeit-, Zweiflüssigkeit-
und Mehrflüssigkeitsmodellen. In der kinetischen Theorie des Plasmas spielt die kinetische Gleichung
für die Verteilungsfunktionfν(x,v, t) die zentrale Rolle und die makroskopischen Gleichungen werden
als Momentengleichungen aus dieser Gleichung gewonnen. Im folgenden sollen zuerst die relevanten
Plasmaparameter diskutiert und ihre gegenseitigen Beziehungen beschrieben werden. Die Bewegungs-
gleichungen werden dann in Analogie zur Hydrodynamik aufgestellt. In diesem Einfl¨ussigkeitsmodell
lassen sich bereits die wichtigsten Vorg¨ange eines vollionisierten Plasmas beschreiben.

2.1 Definition der Plasmaparameter

In einem 6-dimensionalen Phasenraum mit den Koordinatenx,v beschreibt die Verteilungsfunktion
fν(x,v, t) der Teilchensorteν das Plasma vollst¨andig. dNν = fν(x,v, t)d3xd3v ist die Zahl der Teilchen
im Volumenelement . Die makroskopischen Gr¨oßen des Plasmas wie Dichte, mittlere Geschwindigkeit
usw. sind Momente der Verteilungsfunktion, sie sind definiert als Integrale ¨uber die mikroskopische
Geschwindigkeitv.

2.1.1 Definition der Momente

Es seig(v) = vl
xvm

y vn
z ; l,m,n ∈ N eine beliebige Potenz in den Komponenten der Geschwindigkeit.N ist

hier die Menge der nat¨urlichen Zahlen. Das Integral

Mν
lmn =

∫ +∞

−∞
fν(x,v, t)g(v)d3xd3v (2.1)

heißt Moment der Verteilungsfunktion. In abgek¨urzter Schreibweise

Mν
lmn = ( fν,g) (2.2)

Eigenschaften der Verteilungsfunktion

Die Verteilungsfunktion ist ihrer Definition nach eine positive Gr¨oße, d.hfν(x,v, t) > 0. Weiterhin wird
vorausgesetzt, dass sie f¨ur große Geschwindigkeiten hinreichend schnell verschwindet, so dass Integrale
über den Geschwindigkeitsraum existieren.

fν(x,v, t)g(v) ≤Cexp(−av2) ; C < ∞;a > 0 (2.3)

Diese Eigenschaft folgt nicht unmittelbar aus der kinetischen Gleichung, z.B der Fokker-Planck-Gleichung.
Da die Wirkung der Coulombwechselwirkung mit wachsender Geschwindigkeit abnimmt, k¨onnen Teil-
chen in einem konstanten elektrischen Feld beliebig schnell werden (runaway Effekt). Relativistische
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und quantenmechanische Effekte sind aber in der Fokker-Planck-Gleichung nicht enthalten. Diese w¨urden
verhindern, dass beliebig hohe Geschwindigkeiten in der Verteilungsfunktion auftreten. Eigenschaft
(2.3) ist an dieser Stelle als ein Postulat zu betrachten. Aus dieser Eigenschaft folgt dann, dass alle
Momente der Verteilungsfunktion existieren.

2.1.2 Beispiele dynamischer Funktionen

1. Definition der Teilchendichtenν

g(v) = 1 −→ nν = ( fν,1) (2.4)

2. Definition der kinetischen Energiedichteeν

g(v) =
1
2

mνv2 −→ nνeν = ( fν,
1
2

mνv2) (2.5)

3. Definition der mittleren GeschwindigkeitVν. nνVν ist die Teilchenstromdichte

g(v) = v −→ nνVν = ( fν,v) (2.6)

4. Definition der EnergiestromdichteQν

g(v) = v −→ Qν = ( fν,
1
2

mνv2v) (2.7)

5. Definition des SpannungstensorsSν

g(v) = mνv : v −→ Sν = ( fν,mνv : v) (2.8)

6. Mit der Relativgeschwindigkeitw = v−V definiert man die TemperaturkTν (k ist die Boltzmann-
konstante)

nνkTν = ( fν,
1
3

mνw2) (2.9)

7. Definition des DrucktensorsPν

g(v) = mνw : w −→ Pν = ( fν,mνw : w) (2.10)

Der DrucktensorPν kann in einen spurfreien und einen spurbehafteten Anteil aufgespalten werden.

Pν = mν( fν,w : w− 1
3

w2I)+ mν( fν,
1
3

w2I) (2.11)

= πν + pνI (2.12)

Für den ersten Term gilt Spurπν = 0, pν ist der skalare Druck und es gilt das ideale Gasgesetz
pν = nνkTν, πν beschreibt die Anisotropie des Druckes.

8. Definition des W¨armestromesqν

g(v) =
1
2

mνw2w −→ qν = ( fν,
1
2

mνw2w) (2.13)

Weiterhin sind von Interesse die mit der kinetischen Energie gewichteten

9. Druck-und Spannungstensoren

g(v) =
1
2

mνw2w : w −→ PE
ν = ( fν,

1
2

mνw2w : w) (2.14)

und

g(v) =
1
2

mνv2v : v −→ SE
ν = ( fν,

1
2

mνv2v : v) (2.15)

Damit sind die wesentlichen in der Praxis auftretenden makroskopischen Gr¨oßen definiert. Aufgabe
der magnetohydrodynamischen Theorie ist es, diese Parameter miteinander durch Gleichungen zu ver-
knüpfen.
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2.2 Relationen zwischen Plasmaparametern

Die oben definierten Plasmaparameter sind nicht voneinander unabh¨angig. Die Relationen zwischen den
verschiedenen Parametern soll im folgenden dargestellt werden.

Energiedichte und Temperatur

Mit w = v−Vν ergibt sich die Summe aus kinetischer Energie und thermischer Energie

g(v) =
1
2

mνv2 −→ nνeν = ( fν,
1
2

mνv2) =
1
2

mνV2
ν +

3
2

nνkTν (2.16)

Die Energiedichte unterscheidet sich damit von der thermischen Energie durch die kinetische Energie
der makroskopischen Massenbewegung.

Spannungstensor und Drucktensor

Spannungstensor und Drucktensor unterscheiden sich durch einen additiven Term

Sν = mνV : V +Pν (2.17)

Der additive Term ist der Tensor der Tr¨agheitskräfte.

Energiestrom und Wärmestrom

Qν = qν +
1
2

mνnνV 2
ν Vν +

5
2

pνVν +πν ·Vν (2.18)

oder

Qν = qν + nνeνVν +Pν ·Vν (2.19)

Druck und Temperatur

Für den Zusammenhang zwischen Temperatur und Druck gilt das ideale Gasgesetz

pν = nνkTν (2.20)

Energiegewichteter Spannungstensor und Drucktensor

SE
ν = nνeνVν : Vν +(VνPν) : Vν +Vν : (VνPν)+qν : Vν +Vν : qν +PE

ν (2.21)

Vernachlässigung quadratischer und h¨oherer Terme inVν liefert

eν =
3
2

nνkTν ; Pν = Sν (2.22)

Qν = qν +
5
2

pνVν +πν ·Vν (2.23)

PE
ν = SE

ν (2.24)

Diese Näherungen sind anwendbar, wenn die mittlere Massengeschwindigkeit klein gegen¨uber der ther-
mischen Geschwindigkeit ist.
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2.3 Elektromagnetische Größen

Neben den Parametern des Fl¨ussigkeitsbildes sind im Plasma die elektromagnetischen Gr¨oßen von Be-
deutung. Diese sind

• Ladungqν jeder Teilchensorte

• Ladungsdichteqνnν

• Elektrische Stromdichte∑ν qνnνVν

• Elektrisches FeldE

• MagnetfeldB

• Elektrische Energiedichteε0E2/2

• Magnetische EnergiedichteB2/2µ0

Dazu kommen die Maxwellgleichungen

∇ ·E =
1
ε0

∑
ν

qνnν ; ∇ ·B = 0 (2.25)

und

∇ ×B = µ0j + µ0ε0
∂E
∂t

; ∇ ×E = −∂B
∂t

(2.26)

Der Verschiebungsstrom wird bei langsamen Vorg¨angen (d.h. V� Lichtgeschwindigkeit ) vernachl¨assigt.
Die verbleibenden Gleichungen ohne Verschiebungsstrom bezeichnet man auch als Pr¨a-Maxwellgleichungen.

2.3.1 Magnetische und elektrische Kr¨afte im Plasma

Ein Teilchen mit der Ladungqν erfährt in einem elektromagnetischen Feld die Kraft

K ν = qν(E+v×B) (2.27)

Summiert man ¨uber alle Teilchen in einem Volumenelement auf, dann ist die gesamte Kraft

(K ν, f ) = qνnν(E+Vν ×B) (2.28)

Die Summation ¨uber alle Teilchensorten liefert

∑
ν

(K ν, f ) = ∑
ν

qνnν(E+Vν ×B) = j ×B (2.29)

Wegen der Quasineutralit¨at übt das elektrische Feld keine Kraft auf das gesamte Plasma aus und die
resultierende Kraft ist dannK = j ×B. Diese Kraft läßt sich auch als Divergenz des Maxwellschen
Spannungstensors schreiben

K = −∇ · 1
µ0

(
B2

2
−B : B

)
(2.30)

wobei der Spannungstensor durch

SM = − 1
µ0

(
B2

2
−B : B

)
(2.31)

gegeben ist. Er lautet in expliziter Form

µ0SM =




B2

2 −B2
x −BxBy −BxBz

−BxBy
B2

2 −B2
y −ByBz

−BxBz −ByBz
B2

2 −B2
z


 (2.32)
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In einem homogenen Magnetfeld lautet der Spannungstensor

µ0SM =




B2

2 0 0

0 B2

2 0

0 0 −B2

2


 (2.33)

Es gibt eine Druckspannung quer zu den Feldlinien und eine Zugspannung parallel zu den Feldlinien.

2.4 Impulsbilanz im Plasma

Um die Impulsbilanz oder die Bewegungsgleichung eines Plasmas aufzustellen betrachten wir das Kr¨afte-
gleichgewicht für jede Teilchensorte separat und addieren ¨uber alle Teilchenarten. Auf ein Volumenele-
ment wirken mechanische, elektromagnetische und Reibungskr¨afte. Für die Summe aller Kr¨afte gilt
das Newtonsche Gesetz:Kraft = Masse x Beschleunigung. Der oben eingef¨uhrte Spannungstensor
ist physikalisch eine Impulsstromdichte. Integriert man den Spannungstensor (multipliziert mit dem
Normalenvektor) ¨uber eine geschlossene Fl¨ache, dann ergibt sich die auf das eingeschlossene Volumen
ausge¨ubte Kraft. Die Divergenz des Spannungstensors ist demnach eine Kraftdichte.

K ν = −∇ ·Sν (2.34)

mit
Sν = mνnνVν : Vν + pνI +πν (2.35)

Weiterhin seiRνµ die Reibungskraft auf Grund der Stoßprozesse zwischen den Teilchen mit dem Index
ν undµ. Berücksichtigt man noch die oben beschriebenen elektrischen und magnetischen Kr¨afte, dann
lautet die Impulsbilanz einer Teilchensorte

∂
∂t

mνnνVν = −∇ ·Sν + qνnν(E+Vν ×B)+∑
µ

Rνµ (2.36)

Bei elastischen St¨oßen gilt wegen der Erhaltung des des ImpulsesRνµ +Rµν = 0 und damit ist die Sum-
me aller Reibungskr¨afte gleich null:∑νµ Rνµ = 0. Die genaue Form der Reibungskr¨afte läßt sich in
Strenge nur aus der kinetischen Theorie herleiten. Wir benutzen hier die einfachste N¨aherung, die den
Impulserhaltungssatz befriedigt. In dieser N¨aherung ist die Reibungskraft proportional zu der Relativge-
schwindigkeit:

Rµν = mνnν fµν(Vν −Vµ) (2.37)

mit mνnν fµν = mµnµ fνµ. fµν ist die Stoßfrequenz der Coulombwechselwirkung. In schwach ionisierten
Plasmen oder in der Randschicht eines Plasmas ist noch eine Neutralgaswechselwirkung zu ber¨ucksichti-
gen, die durch den ReibungstermRν,0 = mνnν fν,0(V0−Vν) beschrieben werden kann.V0 ist die mittlere
Geschwindigkeit des Neutralgases. Durch die Neutralgasreibung geht Impuls aus dem Plasma verloren.
Um zu einer Impulsgleichung f¨ur das gesamte Plasma zu kommen, definieren wir die Massendichte und
die mittlere Massengeschwindigkeit

ρ = ∑
ν

mνnν ; ρV = ∑
ν

mνnνVν (2.38)

sowie den GesamtspannungstensorS=∑ν Sν. Aufsummation aller Impulsgleichungen ergibt

∂
∂t

ρV = −∇ ·Sν + j ×B (2.39)

Wegen der Quasineutralit¨at verschwindet das elektrische Feld in der Gesamtimpulsbilanz. Ber¨ucksichtigt
man noch die Neutralgaswechselwirkung, dann ist die Impulsgleichung (oder Bewegungsgleichung)

∂
∂t

ρV = −∇ ·Sν + j ×B+∑
ν

Rν,0 (2.40)
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Das elektrische Feld wird zwar bei dieser Form der Summation eliminiert, es tritt aber im Ohm’schen
Gesetz wieder auf. Dieses erh¨alt man aus den Bewegungsgleichungen durch Multiplikation mitmν/qν
und Summation ¨uber alle Teilchenarten.

1
ρ

∂
∂t ∑ν

mν

qν
mνnνVν +

1
ρ ∑

ν

mν

qν
∇ ·Sν = E+V ×B+

1
ρ ∑

ν

mν

qν
Rµν (2.41)

Im stationären Plasma f¨allt der erste Term weg und das Ohm’sche Gesetz lautet

1
ρ ∑

ν

mν

qν
∇ ·Sν = E+V ×B+

1
ρ ∑

ν

mν

qν
Rµν (2.42)

In dieser allgemeinen Form ist das Ohm’sche Gesetz nicht sehr n¨utzlich; im folgenden soll daher disku-
tiert werden, unter welchen Umst¨anden einfachere Approximationen m¨oglich sind. Dazu sch¨atzen wir
die einzelnen Summanden ab.

Der Beschleunigungsterm

Der Beschleunigungsterm ist bei hinreichend langsamen Vorg¨angen vernachl¨assigbar. Es gilt die Absch¨atzung

| ∂
∂t mνnνVν|

|qνnνVν ×B| = o

(
ω
Ων

)
(2.43)

Der Reibungsterm

Der Reibungsterm ist klein falls die Stoßfrequenz klein gegen¨uber der Gyrofrequenz ist

|Rµν|
|qνnνVν ×B| = o

(
ω
Ων

)
(2.44)

Der Tr ägheitsterm

Die Trägheitskräfte sind klein, falls die Plasmageschwindigkeit hinreichend klein ist. L ist ein Maß f¨ur
die Ausdehnung des Plasmas.

|∇ ·mνnνVν : Vν|
|qνnνVν ×B| = o

( |Vν|
LΩν

)
(2.45)

Ist die Geschwindigkeit kleiner als die thermische, dann gilt

o

( |vth,ν|
LΩν

)
≤ o

( |ρν|
Lν

)
<< 1 (2.46)

ρν ist der Gyroradius.

Der Druckterm

Für den Druckterm gilt die Absch¨atzung

|∇ pν|
|qνnνVν ×B| = o

(
|v2

th,ν|
LΩν|Vν|

)
≤ o

( |ρνvth,ν|
L|Vν|

)
(2.47)

Falls diese Terme sehr klein und daher vernachl¨assigbar sind, erh¨alt man das Ohmsche Gesetz der idealen
Magnetohydrodynamik:

E+V ×B = 0 (2.48)

Diese Näherung ist g¨ultig, wenn die Geschwindigkeiten hinreichend klein, die Bewegung hinreichend
langsam und die Gyroradien klein gegen¨uber Plasmadimensionen sind. Außerdem wird der Druck als
isotrop angenommen. In den obigen Absch¨atzungen tritt nur die Bewegung senkrecht zum Magnetfeld
auf. In paralleler Richtung muß die N¨aherung von Fall zu Fall gepr¨uft werden.
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2.5 Das Zweikomponentenplasma

Das einfachste und in der Natur am h¨aufigsten vorkommende Plasma besteht aus Protonen und Elektro-
nen. Wegen der Quasineutralit¨at sind die Dichten beider Teilchensorten gleich. Die Massen der Teilchen
unterscheiden sich aber um mehr als den Faktor 1000, was verschiedene N¨aherungen des Zweikompo-
nentenplasmas erlaubt. Wegenme � mi undne = ni ist die Plasmadichte praktisch gleich der Dichte der
Protonenρ = nimi und die Plasmageschwindigkeit ist nahezu gleich der Ionengeschwindigkeit.

V = V i +
me

mi
Ve ≈ Vi (2.49)

Die Geschwindigkeit des Plasmas ist nahezu gleich der mittleren Geschwindigkeit der schweren Was-
serstoffkerne. Der Spannungstensor vereinfacht sich dadurch zu

S= ρV : V +Pi +Pe (2.50)

Die Gesamtimpulsbilanz ist

∂
∂t

ρV + ∇ ·ρV : V = −∇ · (Pi +Pe)+ j ×B (2.51)

Die Wechselwirkung mit Neutralgases w¨urde noch zu einem zus¨atzlichen Reibungsterm f¨uhren:

Ri0 = mini(V0−V) (2.52)

Ein Plasma im Gravitationsfeld mit dem Potential−∇ U hat die folgende Impulsgleichung

∂
∂t

ρV + ∇ ·ρV : V = −∇ · (Pi +Pe)+ j ×B−ρ∇ U (2.53)

Um das Ohm’sche Gesetz der Zweikomponentenplasmas abzuleiten benutzen wir die N¨aherungen

Vi ≈ V − me

mi

j
en

; Ve ≈ V +
j

en
(2.54)

und die Reibungskraft in der Form

Rei = −mene fei(Ve −Vi) = −me fei

e
j (2.55)

wird das Ohm’sche Gesetz

1
en

(j ×B− ∇ ·Pe) − 1
ω2

p

∂j
∂t

= E+V ×B− fei

ω2
p
j (2.56)

Dabei wurde die Impulsbilanz benutzt, um den Ionendruck zu eliminieren. Die Plasmafrequenz ist defi-
niert durch

ω2
p =

ne2

me
(2.57)

und der Plasmawiderstand durch

η =
me fei

ne2 (2.58)

fei ist die Stoßfrequenz f¨ur den Impulsaustausch zwischen Elektronen und Ionen. Der zeitabh¨angige
Term ist nur bei schnellen Vorg¨angen wichtig. Das Ohm’sche Gesetz ist damit

1
en

(j ×B− ∇ ·Pe) = E+V ×B−ηj (2.59)
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Der Drucktensor der Elektronen ist hier nicht weiter spezifiziert, er ist im allgemeinen anisotrop. Dies
hängt von den Teilchenbahnen und den Stoßfrequenzen ab. Parallel zum Magnetfeld entsteht durch die
Anisotropie des Druckes eine Kraft, die einen Strom zur Folge hat. Es gilt die Gleichung

1
ne

B · ∇ Pe = B ·E−ηj ·B (2.60)

d.h. Sowohl das elektrische Feld als auch der anisotrope Druck treiben einen zum Magnetfeld parallelen
Strom. Der Anteil des Stromes, der durch die Anisotropie des Elektronendruckes verursacht wird heißt
auch “Bootstrapstrom”. Er ist in einem stoßdominierten Plasma mit isotropen Druck vernachl¨assigbar
klein. Der Zahlenwert des elektrischen Widerstandes ist

η = 2.55·10−5 lnΛ

kT
3
2

e

[Ωm] kTe in eV (2.61)

Der Hallterm und Druckdiffusionsterm (A. Schl¨uter) kann vernachl¨assigt werden, falls giltω/Ων � 1,
d.h. zeitliche Vorg¨ange verlaufen langsam im Vergleich zur Gyrationsbewegung und es gilt weiterhin

rg

L
vth � |V| � vth (2.62)

d.h. Die mittlere Bewegung des Plasmas ist langsam gegen¨uber der thermischen Bewegung aber schnell
gegen¨uber der “diamagnetischen” Bewegung. Das Ohm’sche Gesetz hat dann die Form

E+V ×B = ηj (2.63)

Eine weitere Vereinfachung ensteht durch die N¨aherung isotropen Druckespe = pi = p. Die Bewegungs-
gleichung ist in dieser N¨aherung

∂
∂t

ρV + ∇ ·ρV : V = −∇ p+ j ×B (2.64)

Ohne Ionisations - und Rekombinationsprozesse bleibt die Masse in dem mit der mittleren Geschwin-
digkeit bewegten Volumenelement erhalten. Dies bedeutet:

d
dt

∫∫∫

V

ρd3x = 0 (2.65)

dabei istV ein beliebiges Volumen. Die differentielle Form dieser Gleichung ist die Kontinuit¨atsglei-
chung

∂ρ
∂t

+ ∇ ·ρV = 0 (2.66)

Mit den Gleichungen wird das Plasma wie eine Fl¨ussigkeit mit der mittleren GeschwindigkeitV betrach-
tet, daher kommt auch der Name “Einfl¨ussigkeitsmodell”. Vernachl¨assigt man den Plasmawiderstandη,
dann erh¨alt man die Gleichungen der idealen Magnetohydrodynamik.
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2.6 Ideale Magnetohydrodynamik

Die Kontinuitätsgleichung
∂ρ
∂t

+ ∇ ·ρV = 0 (2.67)

Die Bewegungsgleichung
∂
∂t

ρV + ∇ ·ρV : V = −∇ p+ j ×B (2.68)

Das Ohm‘sche Gesetz
E+V ×B = 0 (2.69)

Dazu kommen noch die Pr¨a-Maxwellgleichungen (Amp`ere’sches Gesetz)

∇ ·B = 0 ; ∇ ×B = µ0j (2.70)

und das Faraday’sche Gesetz
∂B
∂t

= −∇ ×B (2.71)

Zur Vervollständigung ist noch eine Beziehung zwischen Druck und Dichte notwendig. Bei langsamen
Vorgängen (Gleichgewicht) ist die isotherme N¨aherung m¨oglich, d.h. p ∝ ρ . während bei schnellen
Vorgängen wie Wellen oder Instabilit¨aten die adiabatische N¨aherung gemacht wird. Die Erhaltung der
Entropie führt zu :

d
dt

ln

(
p

ρ5
2

)
= 0 (2.72)

(Diese Beziehung wird sp¨ater noch strenger begr¨undet). Eine alternative Formulierung ist

3
2

∂p
∂t

+
5
2

∇ · pV = V · ∇ p (2.73)

Diese Gleichungen der Magnetohydrodynamik (mit endlichem Widerstand) reichen aus um die wesentli-
chen Vorgänge im Plasma wie Gleichgewicht, station¨are Strömungen, resistive Diffusion, Plasmawellen
und Instabilitäten zu beschreiben.
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Kapitel 3

Erhaltungssätze der
Magnetohydrodynamik

Die MHD-Gleichungen beschreiben die zeitliche Entwicklung der Plasmaparameter und der elektro-
magnetischen Gr¨oßen. Aus diesen Gleichungen der MHD lassen sich nun einige Erhaltungss¨atze und
weitere generelle Beziehungen ableiten. Als erstes betrachten wir einen station¨aren Zustand und leiten
den Virialsatz ab.

3.1 Der Virialsatz

Wie oben gezeigt, wird das Plasmagleichgewicht durch Gleichung beschrieben. Mit Hilfe des mechani-
schen Spannungstensors und des Maxwellschen Spannungstensors lautet die Gleichgewichtsbeziehung

∇ · (S+SM) = 0 (3.1)

Es seiVp ein Plasmavolumen undV ein größeres Volumen alsVp. Weiterhin seiVI das von externen
Strömen durchflossene Volumen, in dem die magnetischen Kr¨afte durch mechanische Kr¨afte im Gleich-
gewicht gehalten werden.

∇ ·SM = −K ext (3.2)

Multiplikation mit dem Ortsvektorx und Integration ¨uber das VolumenV ergibt
∫∫∫

V

x · ∇ · (S+SM) d3x = −
∫∫∫

V

x ·K ext d3x (3.3)

Mit Hilfe des Gauss’schen Satzes ergibt sich
∫∫∫

V

Spur (S+SM) d3x−
∫∫

F

x ·SM ·df = −
∫∫∫

V

x ·K ext d3x (3.4)

Dies führt zum Widerspruch, wenn das Oberfl¨achenintegral verschwindet. Ist das Volumen hinreichend
groß, verhalten sich die Magnetfelder wie Dipolfelder und skalieren folgendermaßen

|B| = o

(
1
r3

)
; |SM| =

(
1
r6

)
; r −→ ∞ (3.5)

Mit

Spur (S+SM) = ρV2 +3p+
B2

2µ0

erhält man ∫∫∫

V

(
ρV2 +3p+

B2

2µ0

)
d3x = −

∫∫∫

V

x ·K ext d3x (3.6)
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Die linke Seite ist immer positiv, daher k¨onnen die externen Kr¨afte nicht verschwinden. Die Schlussfol-
gerung ist damit: Ein Plasmagleichgewicht erfordert externe Str¨ome, es kann nicht durch interne Str¨ome
aufrecht erhalten werden. Dieser Satz gilt auch bei anisotropen Plasmadruck, es ist nicht auf die ideale
Magnetohydrodynamik beschr¨ankt. Als Beispiel betrachten wir ein homogenes MagnetfeldB0 und ein
endliches Plasmavolumen. F¨ur große Entfernungen gilt:B ≈ B0 SM −→ SMo. Der Virialsatz lautet
dann ∫∫∫

V

(
ρV2 +3p+

B2

2µ0

)
d3x = −

∫∫∫

V

B2
0

2µ0
d3x (3.7)

Aus dieser Beziehung folgt, dass das Magnetfeld im Plasma kleiner als das homogene Aussenfeld ist,
dieser Tatbestand heisst der diamagnetische Effekt.

3.2 Flusserhaltung

Die Erhaltung des magnetischen Flusses unter der Bewegung des Plasmas ist eine der pr¨agnantesten
Eigenschaften des idealen MHD-Modells. Man sagt auch, die Magnetfeldlinien sind in dem Plasma
eingefroren, denn sie bewegen sich mit dem Plasma mit, als seien sie eingefroren. Es seiF(t) eine Fläche,
die von Magnetfeldlinien geschnitten wird und die sich mit der Str¨omung des Plasmas mitbewegt.df sei
ein gerichtetes Fl¨achenelement auf dieser Fl¨ache. F¨ur den magnetischen Fluss durch diese Fl¨ache gilt im
idealen MHD-Bild:

d
dt

∫∫

F(t)

B ·df = 0 (3.8)

V(x,t)

F

B

F1

Abbildung 3.1: Deformation des Magnetfeldes durch die PlasmabewegungV

Der Beweis geht folgendermaßen: Es ist

d
dt

∫∫

F(t)

B ·df =
∫∫

F(t)

(
∂B
∂t

+(V · ∇ )B
)
·df +B · d

dt
df (3.9)

Aus dem Ohmschen Gesetz und dem Induktionsgesetz folgt die Relation

∂B
∂t

= ∇ × (V ×B = (B · ∇ )V − (V · ∇ )B−B ∇ ·V (3.10)

oder
∂B
∂t

+(V · ∇ )B = (B · ∇ )V −B ∇ ·V (3.11)
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Damit wird das erste Integral auf der rechten Seite
∫∫

F

(B · ∇ )V −B ∇ ·V) ·df (3.12)

Durch die Str¨omung wird das Fl¨achenelement deformiert. Diese zeitlicheÄnderung des Fl¨achenelemen-
tes ist

df
dt

= ∇ ·V df − (∇ : V)df (3.13)

was auf folgende Beziehung f¨uhrt

B · df
dt

= (∇ ·V)B ·df −B · (∇ : V) ·df (3.14)

Setzt man diese Beziehung und Gl. (3.11) in die rechte Seite von Gl. (3.9) ein, ergibt sich die Be-
hauptung. Die Erhaltung des Flusses bei der Bewegung des Plasmas beruht ganz wesentlich auf dem
idealen Ohmschen Gesetz, d.h auf der Vernachl¨assigung des Plasmawiderstandes. Unter Mitnahme des
endlichen Plasmawiderstandes ist der Fluss nicht mehr erhalten und die obige Formel (Gl. 3.8) wird

d
dt

∫∫

F(t)

B ·df =
∮

C
ηj ·ds (3.15)

Dabei istC die Berandung der Fl¨acheF.

3.3 Impulserhaltung

Die Bewegungsgleichung oder auch die lokale Form der Impulserhaltung lautet in der idealen MHD

∂
∂t

ρV + ∇ ·ρV : V = −∇ p+ j ×B (3.16)

Die linke Seite kann auch folgendermaßen geschrieben werden

∂
∂t

ρV + ∇ ·ρV : V =
dρV
dt

+ρV ∇ ·V (3.17)

Es sei nunV(t) ein endliches Volumen, dass von der Str¨omung mitgenommen wird. Die Integration des
lokalen Impulssatzes ¨uber dieses Volumen ergibt mit Hilfe des Gausschen Satzes

d
dt

∫∫∫

V(t)

ρV d3x = −
∫∫

∂V

(P+SM) ·df (3.18)

∂V ist der Rand des Inegrationsvolumens.P ist des gesamte Drucktensor. In einem festen Volumen geht
die totale Ableitung in die partielle Zeitableitung ¨uber und der Satz lautet:

∂
∂t

∫∫∫

V

ρV d3x = −
∫∫

∂V

(S+SM) ·df (3.19)

Im stationären Fall verschwindet die linke Seite der Gleichung und man hat die Beziehung

0 = −
∫∫

∂V

(S+SM) ·df (3.20)

Die Summe aller Spannungen auf der Plasmaoberfl¨ache ist null. Wendet man diese Beziehung auf eine
geschlossene magnetische Fl¨ache an (B ·df = 0), dann erh¨alt man

∫∫∫

V

(
ρV : V +

(
p+

B2

2µ0

)
I
)
·df = 0 (3.21)
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In einem rotierenden Plasma str¨omt das Plasma tangential zur Oberfl¨ache und wegenV · df = 0 erhält
man ∫∫∫

V

(
p+

B2

2µ0

)
I ·df = 0 (3.22)

In dieser integralen Impulsbilanz eines rotierenden Plasmas erscheinen die Tr¨agheitskräfte nicht mehr
explizit, sie bestimmen aber ¨uber die lokale Impulsbilanz die Magnetfelder.

3.4 Energieerhaltung

Um die Erhaltung der Energie zu beweisen gehen wir von der Bewegungsgleichung aus. Die Multipli-
kation mit der GeschwindigkeitV liefert

V ·
(

∂
∂t

ρV + ∇ ·ρV : V
)

=
∂
∂t

(
ρ

V2

2

)
+ ∇ ·

(
ρ

V2

2
V
)

(3.23)

Weiterhin benutzen wir die Druckgleichung in der Form

3
2

∂p
∂t

+
5
2

∇ · pV = V · ∇ p (3.24)

das ergibt die Energiebilanz in der Form

∂
∂t

(
ρ

V2

2
+

3
2

p

)
+ ∇ ·

(
ρ

V2

2
V

5
2

pV
)

= V · ∇ ·SM (3.25)

Aus dem idealen Ohm’schen Gesetz und den Pr¨a-Maxwell-Gleichungen folgt:

∂
∂t

(
B2

2µ0

)
+

1
µ0

∇ · (E×B) = V · ∇ ·SM (3.26)

Zusammen ergibt dies

∂
∂t

(
ρ

V2

2
+

3
2

p+
B2

2µ0

)
+ ∇ ·

(
ρ

V2

2
V +

5
2

pV +
1
µ0

(E×B
)

= 0 (3.27)

Die Energiedichte des Plasmas setzt sich zusammen aus der Energie der Str¨omung, der inneren Energie
und der Energie des Magnetfeldes. Der Energiestrom besteht aus einem konvektiven Anteil

ρ
V2

2
V +

5
2

pV (3.28)

und dem Poyntingvektor. Integriert man ¨uber ein festes Volumen mit materiellen W¨anden d.h.V ·n = 0,
dann bleibt als Energieverlustterm durch die Wand nur der Poynting Vektor ¨ubrig

∂
∂t

∫∫∫

V

(
ρ

V2

2
+

3
2

p+
B2

2µ0

)
d3x+

∫∫

F

1
µ0

(E×B) ·df = 0 (3.29)

Auf einer ideal leitenden Wand steht das elektrische Feld senkrecht (E× df = 0), die Energie ist dann
konstant.

∂
∂t

∫∫∫

V

(
ρ

V2

2
+

3
2

p+
B2

2µ0

)
d3x = 0 (3.30)

Integriert man die Energiegleichung ¨uber ein mitbewegtes Volumen dann ergibt sich

∂
∂t

∫∫∫

V(t)

ρ
V2

2
d3x = −

∫∫∫

V(t)

V · ∇ (P+SM)d3x (3.31)
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Kapitel 4

Plasmagleichgewicht

4.1 Grundgleichungen

Ein Zustand in dem sich die Plasmaparameter zeitlich nicht mehr ¨andern heisstPlasmagleichgewicht.
Im Gleichgewicht kompensieren sich alle Kr¨afte auf das Plasma und es kommt zu keiner beschleunigten
Bewegung. In der Natur und im Experiment existieren nur stabile Gleichgewichte, instabile Gleich-
gewichte existieren nur als L¨osungen der Gleichgewichtsgleichungen und sind vor allem als Basis f¨ur
Stabilitätsanalysen von Interesse. Im Rahmen der Magnetohydrodynamik ist zu unterscheiden zwischen
Statischem Gleichgewicht(V = 0) undStationärem Gleichgewicht(V �= 0). Das statische Gleichgewicht
ist das am h¨aufigsten untersuchte. Im statischen Gleichgewicht gelten die Gleichungen:

∇ p = j ×B ; ∇ ·B = 0 ; µ0j = ∇ ×B (4.1)

während im station¨aren Modell geschwindigkeitsabh¨angige Terme auftreten:

∇ ·ρV : V = ∇ p+ j ×B (4.2)

E+V ×B = ηj ; ∇ ·ρV = S (4.3)

Im statischen Gleichgewicht gibt es keine Bewegung und keine Plasmaverluste. Dagegen m¨ussen im
stationären Gleichgewicht mit endlichem Plasmawiderstand die Plasmaverluste durch einen Quellterm S
kompensiert werden. Wegen des endlichen Widerstandes ist die Entropie keine Erhaltungsgr¨oße mehr
und die Gleichung

3
2

∇ ·V + p∇ ·V = ηj2 (4.4)

ersetzt die Gleichung der adiabatischen Zustands¨anderung. Bei hinreichend kleiner Geschwindigkeit
wird der Trägheitsterm vernachl¨assigt, die Gleichgewichtsgleichung hat die gleiche Form wie im stati-
schen Fall. In einem heißen Fusionsplasma ist der Plasmadruck anisotrop und der skalare Druck muss
durch den Drucktensor ersetzt werden.

∇ ·ρV : V = ∇ ·P+ j ×B (4.5)

Die Fragestellungen, die im Zusammenhang mit einem Plasmagleichgewicht zu kl¨aren sind, sind die
folgenden

• Randbedingungen f¨ur das Gleichgewicht

• Eigenschaften des Gleichgewichts

• Existenz des Gleichgewichts

• Lösungsverfahren

• Zusammenhang zwischen Drucktensor und Geschwindigkeit (Viskosit¨at)
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4.2 Einfache Gleichgewichte

Die Bedingung f¨ur ein statisches Gleichgewicht (Gl. 4.1) kann auch in folgender Form geschrieben
werden

∇
(

p+
B2

2µ0

)
=

1
µ0

(B · ∇ )B (4.6)

Mit κ als Krümmung der Feldlinien undn als Normalenvektor der Feldlinie wird die rechte Seite

(B · ∇ )B = B2κn+
B
B

B · ∇ B (4.7)

und damit die Gleichgewichtsbedingung

∇
(

p+
B2

2µ0

)
=

1
µ0

(
B2κn+

B
B

B · ∇ B

)
(4.8)

An Hand dieser Formulierung lassen sich einige Spezialf¨alle diskutieren. In einem Feld mit geraden
Feldlinien und Invarianz vonB längs der Feldlinien gilt

∇
(

p+
B2

2µ0

)
= 0−→ p+

B2

2µ0
= const. (4.9)

Ausserhalb des Plasmas ist das Magnetfeld homogen und es gilt dann

p+
B2

2µ0
=

B2
0

2µ0
(4.10)

Daraus folgt, dass das Magnetfeld im Plasma kleiner als im Aussenraum ist. Diese Eigenschaft bezeich-
net man auch als den “Diamagnetismus” des Plasmas.

Ein anderer Fall ist das von Kreisspulen erzeugte Magnetfeld. Wegen der Axialsymmetrie ist die
Feldstärke auf den kreisf¨ormigen Feldlinien konstant und die Gleichgewichtsbedingung reduziert sich
zu

∇
(

p+
B2

2µ0

)
=

1
µ0

B2κn (4.11)

Der Normalenvektorn zeigt in die r-Richtung des zylindrischen Koordinatensystems. F¨ur die z-Richtung
folgt

ez · ∇
(

p+
B2

2µ0

)
= 0 (4.12)

Da die Feldst¨arke in z-Richtuung konstant ist, folgt dies auch f¨ur den Plasmadruckez · ∇ p = 0. Die
Schlussfolgerung daraus ist: Ein einfaches rotationssymmetrisches Feld eines Solenoids ist zum Plas-
maeinschluss nicht geeignet, es kann darin keine toroidal geschlossenen Druckfl¨achen geben.

Aus der Gleichgewichtsbedingung folgt als notwendinge Bedingung f¨ur die Existenz eines Gleich-
gewichtsB · ∇ p = 0, d.h. der Druck ist l¨angs der Feldlinien konstant. In einem toroidal eingeschlossenen
Plasma sind die Druckfl¨achen ineinander geschachtelte Fl¨achen (nested surfaces). Diese Fl¨achen sind
dann gleichzeitig magnetische Fl¨achen, d.h. sie werden von Magnetfeldlinien aufgespannt. Solange die
Magnetfeldst¨arke auf diesen Fl¨achen endlich bleibt, k¨onnen sich die Feldlinien auf den geschachtelten
Druckflächen nicht ¨uberschneiden, an jedem Punkt gibt es nur eine Richtung des Magnetfeldes. Es sei
N der Normalenvektor der Druck-oder magnetischen Fl¨ache. Da dieser senkrecht auf der Feldrichtung
steht, folgt aus der Gleichgewichtsbedingung Gl. (4.8)

N · ∇
(

p+
B2

2µ0

)
=

1
µ0

B2κn (4.13)

κn ist die Normalkrümmung, d.h. die Komponente des Kr¨ummungsvektors der Feldlinie in Richtung
der FlächennormaleN. In toroidaler Geometrie wechselt die Normalkr¨ummung auf der magnetischen
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Fläche das Vorzeichen. Da der Druckgradient auf der Fl¨ache nicht das Vorzeichen wechselt, muss dies
für den Gradient vonB2 geschehen. Dies bedeutet, dass die Feldst¨arkeB auf magnetischen Fl¨achen des
Gleichgewichts nicht konstant sein kann.

Im folgenden betrachten wir einfache zylindrische Plasmen. DerZ-Pinch besteht aus einer Plas-
masäule, die von einem L¨angsstrom durchflossen wird. Das von dem Strom erzeugte kreisf¨ormige Ma-
gnetfeld hält den Plasmadruck im Gleichgewicht.

B

Druckflächen

Vakuumfeld

Plasma

j

Abbildung 4.1: Axialer Strom und poloidales Magnetfeld im Z-Pinch

In zylindrischen Koordinaten(r,θ,z) ist das Magnetfeld

Bo

B

Druckflächen

Vakuumfeld

Plasma

j

Abbildung 4.2: Schema des Theta-Pinches

B = {0,Bθ(r),Bz(r)} (4.14)

und der Strom
j = {0, jθ(r), jz(r)} (4.15)

Die Gleichgewichtsbedingung liefert

d
dr

(
p+

B2

2µ0

)
=

Bθ
2

rµ0
(4.16)

Strom und Magnetfeld sind verkoppelt ¨uber

jθ(r) = − 1
µ0

dBz

dr
; jz(r) =

1
µ0r

d(rBθ)
dr

(4.17)
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Die beiden FunktionenBz,Bθ sind frei wählbar. Der Z-Pinch ist der Spezialfall, in dem nur ein axialer
Strom und ein poloidales Feld existiert. ImTheta-Pinch(Fig. 4.2) sind die Rollen vertauscht, es gibt nur
ein axsiales Magnetfeld und einen poloidaleln Strom. Der allgemeine Fall ist dann dieÜberlagerung die-
ser beiden Spezialf¨alle. Obgleich ein zylindrisches Gleichgewicht sich nicht realisieren l¨asst - es m¨usste
ja unendlich lang sein - wird ein solches Gleichwicht gerna als modell f¨ur ein toroidales Gleichgewicht
benutzt. Insbesondere dient es als Ausgangspunkt f¨ur Stabilitätsuntersuchungen.

4.2.1 Die Bennettrelation

Die Bennettrelation (1934) verkn¨upft den mittleren Plasmadruck mit dem axialen Plasmastrom. Der
mittlere Druck< p > ist definiertüber

a2 < p >=
∫ a

0
p2r dr = −

∫ a

0

d p
dr

r2 dr (4.18)

oder unter Benutzung von Gl. (4.16)

a2 < p > =
∫ a

0

d
dr

(
B2

2µ0

)
r2 dr +

∫ a

0

B2
θ

2µ0
2r dr

= a2 B2
θ(a)
2µ0

+ a2
(

B2
z (a)
2µ0

− <
B2

z

2µ0
>

)
(4.19)

Wegen

Bθ(a) =
µ0

2π
Iz

a
(4.20)

folgt

< p >=
µ0

8π2a2 I2
z +

B2
z (a)
2µ0

− <
B2

z

2µ0
> (4.21)

Im isothermen Plasma ist mit< p >=< n > kT und der TeilchenzahlN = πa2 < n > ist diese Relation

8π
µ0

NkT = I2
z +

4π2a2

2µ2
0

(
B2

z(a)− < B2
z >
)

(4.22)

Im einfachen Z-Pinch (Bz = 0) erh¨alt man die Bennettrelation (Bennett 1934)

8π
µ0

NkT = I2
z (4.23)

Beispiel : Ein Fusionsreaktor mit den ParameternkT = 20 keV,< n >= 2 ·1020m−3, a = 2m erfordert
einen Strom vonI = 12.6 MA. Der Plasmadruck ist< p >= 6.4 ·106 Pa.

4.2.2 Feldlinien

Die Feldlinien im zylindrischen Pinch sind helikale Linien, deren Differentialgleichung lautet

rdθ
dz

=
Bθ

Bz
(4.24)

mit der Lösung

θ =
Bθ(r)
rBz(r)

z (4.25)

Die Feldlinie ist eine Helix mit konstanter Steigung. Es seiL = 2πR die Periodizitätslänge des Pinches,
dann ist der Drehwinkel der Feldlinie

ι =:
θL

2π
=

RBθ(r)
rBz(r)

(4.26)
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θL heisst auch “Rotationstransformation” der Feldlinie, h¨aufig wird dafür auchι benutzt. Der inverse
Wert

q(r) =
rBz

RBθ
=

1
ι

(4.27)

ist als “Sicherheitsfaktor” bekannt. Die radiale Ableitung der Rotationstranformation heisst “ Versche-
rung”. Der zylindrische Pinch der L¨angeL wird oft als Näherung f¨ur einen Torus mit großem RadiusR0

benutzt. Die Bedingung daf¨ur ist ein großes “Aspektverh¨altnis”, d.h.

R0

r
>

R0

a
� 1 (4.28)

4.3 Magnetische Flächen

Eine Fläche, die von Magnetfeldlinien aufgespannt wird, heisst Flussr¨ohre oder “magnetische Fl¨ache”.

ψ = const. B · ∇ψ = 0 (4.29)

Eine offene Flussr¨ohre ist nicht eindeutig definiert, sie wird durch eine Anfangskurve festgelegt. Toroidal
geschlossene magnetische Fl¨achen sind f¨ur den Plasmaeinschluss von besonderem Interesse. Eine toro-
idal geschlossene magnetische Fl¨ache entsteht, wenn die Anfangskurve nach einem toroidalen Umlauf
durch die feldlinien in sich abgebildet wird. Da sich geladene Teilchen l¨angs Magnetfeldlinien nahezu
frei bewegen k¨onnen, muss f¨ur einen guten Plasmaeinschluss verhindert werden, dass Feldlinien mate-
rielle Wände schneiden. Das l¨asst sich am besten in toroidaler Geometrie erreichen, da hier Feldlinien
geschlossene Gebiete ergodisch ausf¨ullen oder auch Fl¨achen aufspannen k¨onnen. Ergodisch bedeutet,
dass die Feldlinie auf der Fl¨ache jedem Punkt beliebig nahe kommt. Das folgende Bild zeigt eine rotati-
onssymmetrische magnetische Fl¨ache. Eine Feldlinie spannt die magnetische Fl¨ache auf. Existiert eine
magnetische Fl¨ache, dann gilt f¨ur das Innere der Fixpunktsatz: Im Innenraume gibt es mindestens eine
geschlossene Feldlinie, diese heisst die “magnetische Achse”.

4.3.1 Definitionen auf magnetischen Fl¨achen

Gegeben sei ein System ineinandergeschachtelter magnetischer Fl¨achen (nested surfaces). Dies sind
insbesondere toroidale Fl¨achen d.h. 2-fach zusammenh¨angende Fl¨achen. Es gibt auch Fl¨achen mit
höheren Zusammenhangsverh¨altnissen, diese sind f¨ur Fusionsplasmen aber nicht von Interesse. Die
Flächen seien beschrieben durchc(x,y,z) = const.. c = 0 sei die magnetische Achse undc = C die letzte
geschlossene magnetiche Fl¨ache.ϕ(x,y,z) = const. seien die poloidal geschlossenen Koordinatenlinien
undθ(x,y,z) = const. die toroidal geschlossenen Koordinatenlinien. Die Winkelvariablen seien auf Eins
normiert d.h. 0≤ ϕ ≤ 1 ; 0≤ θ≤ 1. Es sei nunc = s eine bestimmte magnetische Fl¨ache, dann gibt es
zu dieser Fl¨ache einige integrale Gr¨oßen, die im folgenden beschrieben werden:
Volumen

V(s) =
∫∫∫

c≤s

d3x (4.30)

Magnetische Energie

U(s) =
∫∫∫

c≤s

B2d3x (4.31)

Helizität

H(s) =
∫∫∫

c≤s

B ·A d3x (4.32)

Toroidaler Fluss

ψ(s) =
∫∫∫

c≤s

B · ∇ϕ d3x (4.33)
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Abbildung 4.3: Teil einer toroidalen manetischen Fläche

Poloidaler Fluss
χ(s) =

∫∫∫

c≤s

B · ∇θ d3x (4.34)

Neben diesen Grössen sind auch noch die Ableitungen nach dem Parameter s von Interesse.

V ′(s) =
∫∫

c=s

df
|∇ c| ; U ′(s) =

∫∫

c=s

B2 df
|∇ c| (4.35)

H ′(s) =
∫∫

c=s

B ·A df
|∇ c| ; ψ′(s) =

∫∫

c=s

B · ∇ϕ df
|∇ c| ; χ′(s) =

∫∫

c=s

B · ∇θ df
|∇ c| (4.36)

Ein divergenzfreies Magnetfeld, dessen Flächen mit c(x,y,z) = const. zusammenfallen, hat folgende
Darstellung in sogenannten Clebsch Variablen

B = ∇ c× ∇ν (4.37)

Wegen der Beziehungen B · ∇ c = 0 ; B · ∇ν = 0 beschreibt ν = const die Feldlinie auf der magnetischen
Fläche. Die Differentialgleichung für die Feldlinie lautet

dx
dt

= B (4.38)

oder in Komponentenschreibweise

dϕ
dt

= B · ∇ϕ ;
dθ
dt

= B · ∇θ (4.39)

oder
(B · ∇ϕ )dθ− (B · ∇θ )dϕ = 0 (4.40)

Setzt man hier die Clebsch-Darstellung des Magnetfeldes ein, dann geht diese Beziehung über in

((∇ c× ∇ν ) · ∇ϕ )
(

∂ν
∂θ

dθ+
∂ν
∂ϕ

dϕ
)

= 0 (4.41)
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Daraus folgt dν = 0 q.e.d. Die allgemeine Form von ν(s,θ,ϕ) auf der Fläche c = s ist

ν = λ(s,θ,ϕ)+C1(s)θ+C2(s)ϕ (4.42)

λ ist eine einwertige Funktion der Winkelvariablen. Für den Zuwachs von ν bei einem poloidalen Umlauf
gilt

C1(s) =
∮

Cp

B× ∇ c
|∇ c|2 ·dl (4.43)

was mit Hilfe des Stokesschen Satzes übergeht in

C1(s) =
∫∫

c=s

B · ∇ϕ df
|∇ c| = ψ′(s) (4.44)

Cp ist eine poloidal geschlossene Kurve. Analog gilt für die zweite Konstante

C2(s) =
∫∫

c=s

B · ∇θ df
|∇ c| = χ′(s) (4.45)

Im Spezialfall λ = 0 sind die Feldlinien im θ,ϕ Koordinatensystem gerade Linien ν = C1(s)θ+C2(s)ϕ =
const. Die Steigung ist durch das Verhältnis der Koeffizienten C1 und C2 definiert. Dieses Verhältnis
C2/C1 heisst “Rotationstransformation” und der inverse Wert der “Sicherheitsfaktor” . Ist dieses Verhält-
nis gleich 1, dann schließen sich die Feldlinien nach einem toroidalen und einem poloidalen Umlauf.
Ganz allgemein gilt: Die Feldlinien auf einer Fläche schließen sich, wenn die Rotationstransformation

ι(s) =
χ′(s)
ψ′(s)

=
m
n

(4.46)

eine rationale Zahl ist. Der Beweis geht folgendermaßen:

ν(θ−m,ϕ + n) = λ +ψ′s(θ−m)+χ′(s)(ϕ + n)
= λ +ψ′sθ+χ′(s)ϕ−ψ′sm+χ′(s)n
= λ +ψ′sθ+χ′(s)ϕ
= ν(θ,ϕ) (4.47)

d.h. die Feldlinie schließt sich nach n toroidalen und nach m poloidalen Umläufen.

4.4 Axialsymmetrische Gleichgewichte

Axialsymmetrische Plasmagleichgewichte sind von besonderem Interesse, da sich die Berechnung auf
die Lösung einer zweidimensionalen partiellen Gleichung reduzieren lässt. Weiterhin sind geschlossene
magnetische Flächen zum Plasmaeinschluss besonders gut geeignet, da keine Endverluste auftreten wie
in den oben beschriebenen linearen Gleichgewichten. Die Aufgabenstellung lautet wie folgt: In einem
zylindrischen Koordinatensystem (r,ϕ,z) werden Gleichgewichte gesucht, die nicht von der toroidalen
Koordinate ϕ abhängen. Das allgemeine axialsymmetrische divergenzfreie Magnetfeld hat die Form

B = µ0J(χ) ∇ϕ + ∇χ × ∇ϕ ; χ = χ(r,z) (4.48)

Der erste Term beschreibt das Toroidalfeld und der zweite das Poloidalfeld. Aus ∇χ · ∇ϕ = 0 und B · ∇χ =
0 folgt dass χ = const. die magnetische Fläche darstellt, d.h. die Feldlinie bleibt auf dieser Fläche.
J(χ) ist eine freie Funktion, deren physikalische Bedeutung später erklärt wird. Bt = µ0J(χ) ∇ϕ ist das
Toroidalfeld und Bp = ∇χ × ∇ϕ das Poloidalfeld. Die Stromdichte ist

µ0j = µ2
0J ′(χ)Bp + ∇ ×Bp (4.49)
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V = const

θ

B

Magnetische Achse 

Toroidale magnetische Flächen

r

z

ϕ

Abbildung 4.4: Axialsymmetrische magnetische Flächen im Zylinderkoordinatensystem. ϕ ist die toroi-
dale Koordinate und θ die poloidale Koordinate.

woraus sich die toroidale Komponente des Stromes errechnet:

µ0j · ∇ϕ = ∇ϕ · ∇ ×Bp = −∇ · ((∇ϕ )2 ∇χ
)

(4.50)

Die Ströme fließen tangential zu den magnetischen Flächen, denn es gilt j · ∇χ = 0. Die poloidale
Stromdichte ist

µ0jp = ∇ J× ∇ϕ = ∇ × (J∇ϕ ) (4.51)

und damit ist der poloidale Gesamtstrom zwischen magnetischer Achse und magnetischer Fläche

Jp(χ) =
∫∫

µ0jp ·df

=
1
µ0

∮
Bt ·dl

=
∮

J(χ)∇ϕ ·dl

= J(χ)− J(0) (4.52)

Der toroidale Strom innerhalb einer magnetischen Fläche ist

µ0I(χ) =
∫∫∫

µ0j · ∇ϕ d3x

= −
∫∫∫

∇ · ((∇ϕ )2∇χ
)

d3x

= −
∫∫

(∇ϕ )2∇χ ·df

= −χ′(s) < (∇ϕ )2(∇ s)2 > (4.53)
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Der Mittelwert ist definiert durch

< g >=
∫∫

g
d f
|∇ s| ; < 1 >= 1 (4.54)

Der poloidale magnetische Fluß ist
∫∫

B ·df =
∮

χ∇ϕ ·dl = χ(s) (4.55)

Die Integration erfolgt entlang der magnetischen Achse und auf der magnetischen Fläche entlang einer
toroidal geschlossenen Kurve. Dabei ist s = s(χ) oder χ = χ(s) das Volumen innerhalb der magnetischen
Fläche. Für den toroidalen Fluß gilt

ψ(s) =
∫∫∫

c≤s

B · ∇ϕ d f ds
|∇ s| =

∫∫∫

c≤s

µ0J(∇ϕ )2 d f ds
|∇ s| (4.56)

und damit

ψ′(s) = µ0J(s)
∫∫

c=s

(∇ϕ )2 d f
|∇ s|

= µ0J(s) < (∇ϕ )2 > (4.57)

Die Rotationstransformation ι(s) und der Sicherheitsfaktor q(s) sind definiert durch

1
q(s)

= ι(s) =
χ′(s)
ψ′(s)

=
I(s)

J(s) < (∇ϕ )2 >< (∇ϕ )2(∇ s)2 >
(4.58)

Diese Beziehung zeigt, dass es in axialsymmetrischen Konfigurationen keine endliche Rotationstrans-
formation ohne Toroidalstrom geben kann.

4.4.1 Die Lüst-Schlüter-Grad-Shafranov-Gleichung

In den obigen Betrachtungen wurden die Zusammenhänge zwischen den verschiedenen Größen des
Gleichgewichts dargestellt. Es bleibt noch zu zeigen, wie das Tokamakgleichgewicht konkret berech-
net wird, d.h. wie die Flussfunktion χ(r,z) ermittelt wird. Die Gleichgewichtsbedingung j×B = ∇ p
verlangt

jt ×Bp + jp ×Bt = p′∇χ (4.59)

oder wenn man die obigen Ausdrücke für den Strom und das Magnetfeld einsetzt

jt ×Bp + jp ×Bt = (j · ∇ϕ )∇χ −µ0JJ′(∇ϕ )2∇χ (4.60)

Zusammnen mit der Darstellung des Toroidalstromes Gl. (4.50) ergibt dies

−∇ · ((∇ϕ )2 ∇χ
)

= µ0 p′(χ)+ µ2
0JJ′(χ)(∇ϕ )2 (4.61)

Dies ist die gesuchte Differentialgliechung für die Flussfunktion χ. Sie ist unter dem Namen “Lüst-
Schlüter-Grad-Shafranov-Gleichung” bekannt 1. Diese Gleichung ist eine nichtlineare Gleichung vom
elliptischen Typ. Mit

(∇ϕ )2 =
1
r2 (4.62)

1R. Lüst and A Schlüter, Axialsymmetrische magnetohydrodynamische Gleichgewichtskonfigurationen, Z. Naturforsch.
12a, 850-4 (1957)
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wird die Gleichung

−
(

∂2

∂z2 +
∂2

∂r2 −
1
r

∂
∂r

)
χ = µ0r2 p′(χ)+ µ2

0JJ′(χ) (4.63)

Der Operator auf der linken Seite dieser Gleichung wird häufig mit ∆∗ abgekürzt. Zur Lösung der
Gleichung benötigt man noch Randbedingungen, die im einfachsten Fall Dirichletsche Randbedingungen
sind. Dies bedeutet, dass auf einer geschlossenen Kurve in der r,z-Ebene gilt: χ = const.

Die LSGS-Gleichung wird im allgemeinen iterativ gelöst

∆∗χn+1 = µ0r2 p′(χn)+ µ2
0JJ′(χn) (4.64)

mit n = 1,2,3 . . .. Dabei sind die Funktionen p(χ) und J(χ) frei wählbar. Eine einfache analytische
Lösung der Gleichung erhält man durch den Ansatz 2

p(χ) =
8

R4

(
1+ a2)χ + const ; J(χ) = 0 (4.65)

Die Lösung ist

χ =
r2

R4

(
2R2 − r2 −4a2z2) (4.66)

Dabei sind R und a vorgegebene Konstante.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

Abbildung 4.5: Konturlinien der Funktion χ(r,z) in Gl. (4.66), R = 2, a = 0.8.

Bei großem Aspektverhältnis ist der 1/r-Term auf der linken Seite vernachlässigbar. Die Näherung
ist dann mit z −→ y, r −→ R+ x, x � R

−
(

∂2

∂z2 +
∂2

∂r2

)
χ = µ0R2 p′(χ)+ µ2

0JJ′(χ) (4.67)

Man erhält die Gleichung für den allgemeinen 2-dimensionalen Pinch. In der ebenen Approximation ist
die rechte Seite dieser Gleichung nur eine Funktion von χ. Analytische Lösungen lassen sich auch in
einigen nichtlinearen Fällen angeben. Die Gleichung

−
(

∂2

∂z2 +
∂2

∂r2

)
χ = exp(χ) (4.68)

2V.D. Shafranov, Rev. of Plasma Physics, Vol. 2, p. 116,

40



hat die allgemeine Lösung

−χ = ln

(
(1+ |g(z)|2)2

|g′(z)|2
)

(4.69)

wobei g(z) eine beliebige Funktion der komplexen Variablen z ist. Als Beispiel betrachten wir

g(z) =
z√
8

−→ χ = 2ln

(
1+

r2

8

)
(4.70)

Die Stromdichte ist

jz(r) =
1(

1+ r2

8

)2 (4.71)

Dies ist der zylindrische Bennettpinch.

4.5 Tokamakgleichgewicht

Im allgemeinen axialsymmetrischen Gleichgewicht kann es mehrere Staupunkte des Poloidalfeldes ge-
ben. Staupunkte sind Punkte, an denen das Poloidalfeld null wird, d.h. ∇χ = 0. Dabei sind zwei
Typen von Staupunkten zu unterscheiden: der elliptische Typ (O-Punkt) und der hyperbolische Typ (X-
Punkt). Die Entwicklung der Flussfunktion χ liefert in der Nähe des Staupunktes eine quadratische Form
χ = ar2 + brz + cz2. Haben die Eigenwerte dieser quadratischen Form dasselbe Vorzeichen, dann han-
delt es sich um einen O-Punkt, im Falle des Vorzeichenwechsels liegt ein X-Punkt vor. Der Tokamak

z

r

χ(r,z) = const

R

Abbildung 4.6: Tokamakgleichgewicht mit einem Staupunkt

hat im Plasmavolumen nur einen O-Punkt, d.h. es gibt nur eine magnetische Achse. Am Rande des
Einschlussvolumens können noch ein oder zwei X-Punkte auftreten, die dann zur Divertorwirkung be-
nutzt werden. In dem Staupunkt-freien Bereich gilt |∇χ | �= 0. Eine der wesentlichen Eigenschaften des
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Tokamaks ist es, dass Gleichgewichte ohne toroidalem Gesamtstrom nicht möglich sind. Um dies zu
zeigen berechnen wir den Toroidalstrom innerhalb einer magnetischen Fläche

µ0I(χ) =
∮

Cp
Bp ·dl =

∮
Cp

(∇χ × ∇ϕ ) ·dl

=
∮

Cp
|∇ϕ ||∇χ |dl �= 0 (4.72)

Die Integration verläuft auf der magnetischen Fläche und auf einer poloidal geschlossenen Kurve Cp. In
einem Gebiet mit ineinandergeschachtelten Flussflächen ohne Staupunkt ist |∇χ | �= 0 und daher ist die
rechte Seite in Gl. (4.72) positiv, d.h. I(χ) �= 0.

4.5.1 Integrale Gleichgewichtsbeziehung

Die LSGS-Gleichung beschreibt das lokale Tokamakgleichgewicht. Durch Integration über eine magne-
tische Fläche kann man daraus gemittellte Gleichgewichtsbedingungen gewinnen. Gegeben sei ein To-
kamakgleichgewicht, d.h. eine Lösung der LSGS-Gleichung. Zwischen den Integralgrößen der magneti-
schen Flächen wie Toroidalstrom, Poloidalstrom und den magnetischen Flüssen gibt es Zusammenhänge,
die im folgenden aufgezeigt werden sollen. Die Grad-Shafranov-gleichung wird dazu über die magneti-
sche Fläche gemittelt. Man benutzt dazu das Koordinatensystem (s,θ,ϕ), wobei die s-Flächen mit den
magnetischen Flächen zusammenfallen. s ist das Volumen der magnetischen Fläche und θ der Poloidal-
winkel. D.h χ = χ(s). Dabei sei und s = 0 auf der magnetischen Achse. Die LSGS-Gleichung lautet mit
s an Stelle von χ als gesuchter Funktion

χ′(s)j · ∇ϕ = p′(s)+ µ0JJ′(s)(∇ϕ )2 (4.73)

Die Mittelung dieser Gleichung über die magnetische Fläche liefert:

χ′(s)I′(s) = p′(s)+ µ0JJ′(s) < (∇ϕ )2 > (4.74)

was mit Gl. (4.57) die Form erhält

χ′(s)I′(s) = p′(s)+ J′(s)ψ′(s) (4.75)

Diese Beziehung gilt auch in einem nicht-axialsymmetrischen toroidalen Gleichgewicht, sie ist die
Gleichgewichtsbedingung in integraler Form3. Im Tokamakgleichgewicht lautet diese Beziehung auch

− µ0

b(s)
I(s)I′(s) = p′(s)+ J(s)J′(s)a(s) (4.76)

mit den Abkürzungen
a(s) =< (∇ϕ )2 > ; b(s) =< (∇ϕ )2(∇ s)2 > (4.77)

Die Geometrie der Gleichgewichtsflächen wird durch die Faktoren a und b berücksichtigt.

4.5.2 Die Bennettrelation im Tokamak

Wie oben am Beispiel des zylindrischen Pinches gezeigt, korreliert die Bennett-Relation den mittleren
Druck mit dem axialen Strom. Im folgenden soll diese Relation auf Tokamakgleichgewichte ausgedehnt
werden. Es sei s0 die letzte geschlossene magnetische Fläche und es sei p = 0 auf s = s0. Wir schreiben
Gl. (4.76) in der Form

s
s0

p′(s) = −g(s)II′(s)−h(s)
s
s0

JJ′(s) (4.78)

mit den Funktionen
g(s) =

µ0s
s0b(s)

; h(s) = µ0a(s) (4.79)

3M. Kruskal, R. Kulsrud, Phys. Fluids 1 (1958) p
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Beide Funktionen sind positiv und nur schwach von s abhängig. Der über das Volumen gemittelte Plas-
madruck ist

p =
1
s0

∫
s0

pds = −
∫ s0

0

s
s0

p′(s)ds (4.80)

und mit Hilfe der integralen Beziehungen Gl. (4.78)

p =
∫ s0

0

[
g(s)II′(s)+ h(s)

s
s0

JJ′(s)
]

ds (4.81)

und mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Integralrechnung

p = g
1
2

I2 + h
1
2

(
J2(s0)− 1

s0

∫ s0

0
J2 ds

)
(4.82)

g und h sind Mittelwerte über das Volumen s0. Diese Relation ist das Equivalent zur Bennettrelation,
dabei ist I der gesamte Toroidalstrom. Näherung: In nahezu kreisförmiger magnetischen Flächen lassen
sich Näherungen angeben. Dazu definieren wir den mittleren Radius der magnetischen Fläche durch

s =
1
2

Rρ2 −→ ρ = ρ(s) −→< |∇ρ | >≈ 1 (4.83)

was zu der Näherung führt

b(s) =< (∇ϕ )2(∇ s)2 >≈ 1
R2 < (∇ s)2 >≈ ρ2 (4.84)

und

g(s) =
µ0s

s0b(s)
≈ µ0

ρ2
0

; |∇ϕ | = 1
r
≈ 1

R
−→ h(s) ≈ µ0

R2 (4.85)

Die Näherung für die Bennettrelation ist in kreisförmigen Tokamaks

p = g
µ0

2ρ2
0

I2 +
µ0

R2

(
J2(s0)− 1

s0

∫ s0

0
J2 ds

)
(4.86)

Folgerung Bei niedrigem Druck oder druckfreiem Plasma (d.h kraftfreiem Plasma ) ist das Toroidalfeld
im Plasma größer als am Rande (paramagnetischer Effekt). Dies folgt aus

µ0

s0R2

∫ s0

0
J2 ds =

µ0

R2 J2(s0)+
µ0

2ρ2
0

I2 (4.87)

4.5.3 Tokamakgleichgewicht mit elektrischem Widerstand

Im idealen Gleichgewicht gibt es keine Verluste im Plasma. Der endliche Plasmawiderstand führt jedoch
zu einer Dissipation und zu einem Plasmaverlust. Um diesen Verlust zu berechnen gehen wir von dem
Ohmschen Gesetz mit endlichem Widerstand aus. Das Ohmsche Gesetz mit elektrischem Widerstand
d.h.∇φ + V×B = η(s)j hat keinen Einfluss auf das Gleichgewicht, da die Geschwindigkeit V in der
Kraftbilanz nicht auftritt. B und j im Ohmschen Gesetz sind damit die Felder des idealen Gleichge-
wichts. Der Widerstand ist eine Funktion der Temperatur und damit auf Flussflächen konstant, falls die
Temperatur auf Flussflächen konstant ist. Das elektrische Potential hat die Form

φ= ULϕ +λ(s,θ,ϕ) (4.88)

UL ist die toroidale Ringspannung und λ(s,θ,ϕ) periodisch in den Winkeln. Wegen B · ∇φ = η(s)j ·B �= 0
ist das elektrische Potential auf Flussflächen nicht konstant und es ergibt sich aus dem Ohmschen Gesetz
eine Geschwindigkeit

V =
∇φ ×B

B2 −η(s)
∇ p
B2 (4.89)
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die zu einem integralen Teilchenverlust durch die magnetische Fläche führt. Der erste Term in Gl. (4.89)
beschreibt eine konvektive Bewegung und der zweite Term eine Diffusion angetrieben durch den Druck-
gradienten. Das elektrische Potential errechnet sich als Spanunngsabfall längs der Magnetfeldlinie und
hängt von der Geometrie der Feldlinien (d.h. Aspektverhältnis und Rotationstransformation) ab. Der
integrale Effekt dieser Konvektion wird als “Pfirsch-Schlüter-Diffusion” bezeichnet. Streng genommen
ist dies keine Diffusion sondern der Nettoverlust einer E×B-Konvektion. Der zweite Term beschreibt
die “klassische Diffusion” . Der integrale Teilchenfluss durch eine magnetische Fläche berechnet sich aus

Γ = n(s)
∫∫

V ·df (4.90)

n(s) ist die Teilchendichte auf den magnetischen Flächen. Aus dem Ohmschen Gesetz ergibt sich ein Zu-
sammenhang zwischen dem integralen Teilchenfluss und der dissipierten Leistung. Durch Multiplikation
mit der Dichte und dem Strom folgt aus dem Ohm’schen Gesetz

n(s)j · ∇φ + n(s)j · (V×B) = n(s)ηj · j (4.91)

Die Integration über die magnetische Fläche ergibt unter Benutzung der Gleichgewichtsbedingung

n(s)ULI ′(s)− p′(s)Γ = ηn(s) < j · j > (4.92)

Diese Beziehung hat die Form des Entropiesatzes wie er in der Theorie irreversibler thermodynamischer
Prozesse formuliert wird: Die Summe aus dem Produkt von thermodynamischen Flüssen und thermo-
dynamischen Kräften ist gleich der dissipierten Leistung. Die Bezeichnung Kräfte hat hier nichts mit
mechanischen Kräften zu tun, man kann daher den Druckgradienten p′(s) und den Gradienten des To-
roidalstromes I′(s) als thermodynamische Kräfte bezeichnen und Γ und UL als die thermodynamischen
Flüsse. Im folgenden wird gezeigt, dass diese Bezeichnung auch sinnvoll ist.

4.5.4 Hamada Koordinatensystem

Das Axialsymmetrische Gleichgewicht wird im allgemeinen in einem zylindrischen Koordinatensystem
beschrieben; die LSGS-Gleichung ist eine Gleichung in r,z-Koordinaten. Um den Zusammenhang zwi-
schen den Gradienten und den Flüssen im Einzelnen zu analysieren ist es bequem, ein Koordinatensy-
stem einzuführen, dass die geometrischen Eigenschaften des Gleichgewichts weitgehend beinhaltet, so
dass sich die Relationen zwischen den Plasmaparametern auf einfache Weise beschreiben lassen. Hierzu
eignet sich insbesondere das Hamada-Koordinatensystem, welches dadurch ausgezeichnet ist, dass in
ihm sowohl Feldlinien als auch Stromlinien gerade Linien sind. Dazu werden die magnetischen Flächen
als Koordinatenflächen eingeführt und auf ihnen zwei Winkelkoordinaten θ,ϕ. Die Koordinate ϕ ist
die übliche azimutale Koordinate eines Zylinderkoordinatensystems. Auf der magnetischen Fläche führt
man zwei divergenzfreie Basisvektoren ep und et ein mit den Eigenschaften

et ×Bp = χ′(s)∇ s −→ et · ∇ϕ = 1 ; et =
∇ϕ

(∇ϕ )2 ; B · et = µ0J (4.93)

Der Basisvektor et zeigt in die toroidale Richtung, wegen der Axialsymmetrie ist er auch divergenzfrei.
Der poloidale Basisvektor ep ist definiert durch

ep = ∇ s× ∇ϕ − 1
χ′(s)

(
ψ′(s)−B · ∇ϕ )

et (4.94)

ψ′(s) ist die Ableitung des toroidalen magnetischen Flusses. Dieser Basisvektor ist ebenfalls divergenz-
frei.

ψ′(s) =< B · ∇ϕ >= µ0J < (∇ϕ )2 > (4.95)

Damit kann man diesen Basisvektor auch schreiben

ep = ∇ s× ∇ϕ − µ0J(s)
χ′(s)

(
< (∇ϕ )2 > −(∇ϕ )2)et (4.96)
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Daraus folgen die Eigenschaften der Basisvektoren

et ×B = χ′(s)∇ s

ep ×B = −ψ′(s)∇ s

et × ep = ∇ s (4.97)

Das Magnetfeld lautet mit Hilfe dieser Basisvektoren

B = χ′(s)ep +ψ′(s)et (4.98)

D.h. in dem durch die Basisvektoren ep und et definierten Koordinatensystem sind die Feldlinien gerade
Linien. Die Basisvektoren ep und et stehen nicht senkrecht aufeinander, des weiteren gilt B ·ep �= 0. Der
Mittelwert dieses Skalarproduktes ist gleich dem Toroidalstrom I:

< B · ep > = < B · (∇ s× ∇ϕ ) >

= < Bp · (∇ s× ∇ϕ ) >

= −µ0I(s) (4.99)

Da der Plasmastrom in den magnetischen Flächen fließt, muss er sich auch mit Hilfe dieser Basisvektoren
darstellen lassen. Die Plasmastromdichte ist

j = J′(s)∇ s× ∇ϕ +(j · ∇ϕ )et (4.100)

Mit Hilfe von < j · ∇ϕ >= I′(s) wird dies

j = J′(s)∇ s× ∇ϕ +(j · ∇ϕ − < j · ∇ϕ >)et + I ′(s)et (4.101)

und unter Benutzung von Gl. (4.73) wird der zweite Ausdruck auf der rechten Seite

(j · ∇ϕ )− < (j · ∇ϕ ) >=
µ0J(s)J′(s)

χ′(s)
(
< (∇ϕ )2 > −(∇ϕ )2) (4.102)

was mit der Definition des poloidalen Basisvektors ep zu der Darstellung

j = J′(s)ep + I ′(s)et (4.103)

führt. Mit Hilfe der integralen Gleichgewichtsbedingung lässt sich dies auch etwas umformen. Die
Darstellung des Magnetfeldes Gl. (4.98) liefert für die Stromdichte

j =
(
J ′(s)− I′(s)χ′(s)

)
ep +

I ′(s)
ψ′(s)

B (4.104)

und unter Benutzung der integralen Gleichgewichtsbeziehung

j = −p′(ψ)ep + I ′(ψ)B (4.105)

Anstelle des Volumens s wird hier der toroidale Fluss als die radiale Koordinate benutzt.
Mit dieser Aufspaltung wird die Stromdichte in 2 divergenzfreie Anteile zerlegt. Häufig wird in

der Literatur eine andere Zerlegung benutzt, die diese Eigenschaft nicht hat, aber physikalisch etwas
durchsichtiger ist. Aus der Gleigewichtsbeziehung j×B = ∇ p erhält man

j =
B× ∇ p

B2 +λB (4.106)

Der erste Tem auf der rechten Seite ist der “diamagnetische Strom” während der zweite Term, der durch
die Bedingung ∇ · j = 0 bestimmt wird, “Ausgleichsstrom” oder “Pfirsch-Schlüter-Strom” heisst. Die-
ser umfasst im Tokamak den Parallelanteil von p′(ψ)ep und den toroidalen Gesamtstrom I′(ψ)B. Diese
Aufspaltung ist aber weder nützlich noch notwendig. Die obige Basisvektoren lassen sich auch für allge-
meine 3-dimensionale Gleichgewichte definieren, die Darstellung des Magnetfeldes und der Stromdichte
hat dann dieselbe Form wie Gl. (4.98) und Gl. (4.104).
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4.5.5 Berechnung der integralen Flüsse

Unter Benutzung des Hamada-Koordinatensystems lassen sich die Teilchenflüsse sehr schnell berechnen.
Das Ohmsche Gesetz liefert nach Multiplikation mit dem poloidalen Basisvektor ep und Mittelung über
die magnetische Fläche

< (V×B) · ep = η < j · ep > (4.107)

Der poloidale Mittelwert < ep · ∇φ > des elektrischen Potentials ist gleich null, da das Potential peri-
odisch vom Poloidalwinkel abhängt, d.h. es gibt keine poloidale Ringspannung. Mit

− < V · (ep ×B) >= ψ′(s) < V · ∇ s > (4.108)

erhalten wir für den Teilchenfluss durch die magnetische Fläche

ψ′(s)Γ = ψ′(s)n(s)
∫∫

V ·df = n(s)η < j · ep > (4.109)

Unter Benutzung der Darstellung des Stromes in der Form Gl. (4.105) wird der Teilchenverlustfluss Γ

(ψ′(s))2Γ = −n(s)η(s)
{

p′(s) < ep · ep > +µ0I ′(s) < B · ep >
}

(4.110)

Dieser Teilchenfluss besteht aus einem zum Druckgradienten proportionalen und einem zweiten zum
Stromgradienten proportionalen Anteil. Beide Gradienten wirken als thermodynamische Kräfte, die den
Diffusionsfluss treiben. Mit Hilfe von Gl. (4.99) ist der Diffusionsfluss auch

(ψ′(s))2Γ = −n(s)η(s)
{

p′(s) < ep · ep > +µ0I ′(s)I(s)
}

(4.111)

Der erste Term ist ein nach aussen gerichteter Diffusionsterm, da der Druck nach aussen - d.h. weg von
der magnetischen Achse - abnimmt. Der zweite Term ist nach innen gerichtet, da der Plasmastrom I(s)
nach aussen zunimmt. Dieser Term beschreibt den klassischen “Pincheffekt” . Dieser Effekt existiert auch
in einem Gleichgewicht ohne Druckgradient, er entsteht durch das toroidale elektrische Feld, welches
notwendig ist, um den Toroidalstrom aufrecht zu erhalten. Dieses elektrische Feld bildet zusammen mit
dem poloidalen Magnetfeld eine nach innen gerichtete Driftbewegung (siehe Gl. (4.89)).

Aus der Parallelkomponente des Ohmschen Gesetzes erhält man durch Multiplikation mit dem Vek-
tor B

< B · ∇φ >= η < j ·B > (4.112)

Die linke Seite dieser Gleichung ist zur toroidalen Ringspannung proportional. Die rechte Seite lässt sich
mit Hilfe der Darstellung des Stromes Gl. (4.105) umformen und das integrale Ohmsche Gesetz ergibt
sich dann zu

(ψ′(s))2UL = η
{

µ0I(s)p′(s)+ < B2 > I ′(s)
}

(4.113)

Diese Gleichung beschreibt den Zusammenhang zwischen dem toroidalen Strom I(s) und der toroidalen
Ringspannung. Der erste Term auf der rechten Seite ist proportional zum Druckgradienten, dies ist der
klassische “Bootstrap-Effekt” . Der Druckgradient verstärkt einen vorhandenen Strom I(s), er wird nur
wirksam, wenn bereits ein endlicher Toroidalstrom vorhanden ist. Dieser Effekt ist aber im allgemeinen
klein gegenüber dem zweiten Term. Das Verhältnis ist

µ0I(s)p′(s)
< B2 > I ′(s)

≈ I(s)β′(s)
2I′(s)

� 1 (4.114)

Das Verhältnis zwischen Plasmadruck und Magnetfelddruck

β =
2µ0 p

< B2 >
(4.115)

ist im allgemeinen klein gegen die Eins, so dass das Ohmsche Gesetz im Tokamak die einfache Form hat

σ(s)UL = I ′(s) ; σ(s) =
(ψ′(s))2

η < B2 >
. (4.116)
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σ(s) ist die flächengemittelte Leitfähigkeit der magnetischen Fläche. In integrierter Form lautet das
Ohmsche Gesetz ∫ s0

0
σ(s)dsUL = I(s0) (4.117)

I(s0) ist der gesamte Toroidalstrom.

4.5.6 Transportgleichungen

Die beiden Gleichungen (4.111) und (4.113) verknüpfen die Gradienten p′(s), I′(s) mit den integralen
Größen Teilchenfluss Γ und Ringspannung UL. Beide Gleichungen lassen in eine kompaktere Matrix-
form bringen, die die Symmetrie zwischen den Effekten klarer zum Ausdruck bringt.

(
Γ

n(s)UL

)
=

nη
(ψ′(s))2

(
< ep · ep > −µ0I(s)
−µ0I(s) < B2 >

) ( −p′(s)
I ′(s)

)
(4.118)

In diesem System stehen links die “ thermodynamischen Flüsse” und rechts die “ thermodynamischen
Kräfte” , die Verküpfung wird durch die Transportmatrix vermittelt. Diese ist

L =
nη

(ψ′(s))2

(
< ep · ep > −µ0I(s)
−µ0I(s) < B2 >

)
(4.119)

Die Transportmatrix hat die Struktur

(
Di f f usion Pinch
Bootstrap Widerstand

)
(4.120)

4.5.7 Die Onsager-Symmetrie

Diese Darstellung zeigt, dass Pincheffekt und Bootstrapeffekt zueinander symmetrisch sind. Diese Sym-
metrie nennt man auch die “Onsager-Symmetrie” . Der durch den Druckgradienten getriebene Teilchen-
fluss wird durch den Diffusionskoeffizienten D vermittelt, dieser ist

D =
n(s)η

(ψ′(s))2 < ep · ep > (4.121)

Alle geometrischen Effekte, d.h. die Form der magnetischen Flächen und der Einfluss der Rotations-
transformation werden durch den Faktor < ep · ep > beschrieben. Mit Hilfe der Darstellung von ep (Gl.
4.96) lässt sich dieser Faktor auch schreiben

< ep · ep >=< (∇ϕ )2(∇ s)2 > +
(

µ0J
χ′

)2

<
(
< (∇ϕ )2 > −(∇ϕ )2)2 1

(∇ϕ )2 > (4.122)

Mit Hilfe von

ψ′(s) = µ0J < (∇ϕ )2 > ; q(s) =
ψ′(s)
χ′(s)

(4.123)

wird diese Gleichung

< ep · ep >=< (∇ϕ )2(∇ s)2 > +q2(s)
(

<
1

(∇ϕ )2 > − 1
< (∇ϕ )2 >

)
(4.124)

In dieser Form gilt die Formel noch in allgemeiner Tokamakgeometrie. Für nahezu kreisförmige magne-
tische Flächen und großem Aspektverhältnis R/r gilt die Näherung

< ep · ep >≈ r2(1+ 2q2) (4.125)
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Der Diffusionskoeffizient (4.121) beschreibt die Summe aus klassischer Diffusion und Pfirsch-Schlüter-
Diffusion. Diese wurde hier abgeleitet, ohne die übliche Aufspaltung der Plasmaströme in “diamagneti-
sche Ströme” und parallele “Ausgleichsströme”4.

In der Formulierung Gl. (4.118) sind Γ und n(s)UL thermodynamische Flüsse und die Größen
p′(s), I′(s) thermodynamische Kräfte. Die Transportmatrix L ist Onsager-symmetrisch. Diese Form
ist aber nicht zwingend, da die Definition von thermodynamischen Flüssen und Kräften nicht eindeu-
tig ist. Man kann auch die toroidale Ringspannung als eine thermodynamische Kraft bezeichnen und
den Strom als einen Fluss. Durch Umformen von Gl. (4.118) erhält man eine alternative Version der
Transportgleichungen

(
Γ

I ′(s)

)
=




D2 − µ0I(s)
< B2 >

µ0I(s)
< B2 >

σ(s)
n(s)



( −p′(s)

n(s)UL

)
(4.126)

mit dem Diffusionskoeffizienten

D2 =
n(s)η

(ψ′(s))2

(
< ep · ep > −(µ0I(s))2

< B2 >

)
(4.127)

Bei dieser Wahl der Flüsse und Kräfte ist die Transportmatrix antisymmetrisch. Dies ist kein Wider-
spruch zu dem obigen Ergebnis, in dem die Transportmatrix symmetrisch ist, es zeigt lediglich, dass
die Onsager-Symmetrie keine invariante Eigenschaft ist, sondern von der Wahl der Flüsse und Kräfte
abhängt. Bei einem Vorzeichenwechsel des Magnetfelddes wechselt auch das Vorzeichen des Toroidal-
stromes I(s). Daher gilt auch in der Formulierung Gl. (4.126) die Onsager-Symmetrie, wenn mit der
Vertauschung von Pinch-und Bootstrapeffekt auch das Vorzeichen des Magnetfeldes vertauscht wird,
d.h. B −→−B.

4.5.8 Die Shafranov-Verschiebung

In einem zylindrischen Gleichgewicht bilden die Querschnitte der magnetischen Flächen konzentrische
Kreise. Bildet man nun aus einem solchen zylindrischen Plasma ein toroidales Gleichgewicht, dann ve-
lagert sich die magnetische Achse nach aussen, d.h. die inneren magnetischen Flächen verschieben sich
stärker nach aussen als die äusseren. Dieses Verhalten wird bereits in dem einfachen Beispiel in Fig. (4.5)
deutlich. Die Verschiebung lässt durch ein Vertikalfeld erklären, dass von den toroidalen Plasmaströmen
erzeugt wird. Dazu zerlegen wir die Stromdichte j in divergenzfreie Teilströme, und betrachten die von
diesen Strömen erzeugten Magnetfelder. Mit Hilfe der integralen Gleichgewichtsbeziehung erhält man

(j · ∇ϕ )− < (j · ∇ϕ ) >=
(

I ′(s)− p′(s)
χ′(s)

)(
(∇ϕ )2

< (∇ϕ )2 >
−1

)
(4.128)

und damit die folgende Darstellung des Plasmastromes

j = J′(s)∇ s× ∇ϕ +
p′(s)
χ′(s)

(
1− (∇ϕ )2

< (∇ϕ )2 >

)
et + I ′(s)

(∇ϕ )2

< (∇ϕ )2 >
et (4.129)

Alle 3 Komponenten sind divergenzfrei, daher ist es erlaubt, für jeden Summanden das Magnetfeld zu
berechnen und diese Felder linear zu überlagern. Der erste Term erzeugt das toroidale Feld, der zweite
Term ein poloidales Feld und der dritte Term das Feld des toroidalen Gesamtstromes. Der zweite Term
ist von besonderem Interesse, dieser Strom fließt in toroidaler Richtung, hat aber den Mittelwert null. Er
kann als Dipolstrom interpretiert werden und erzeugt im wesentlichen ein vertikales Feld. Dieses Verti-
kalfeld verstärkt das gesamte Poloidalfeld auf der Torusaussenseite und schwächt es auf der Innenseite.

4D. Pfirsch, A. Schlüter, MPI-Bericht PA/7 1962
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Das Plasmazentrum wird dadurch radial nach aussen verschoben. Diese Verschiebung heit “Shafra-
novshift” . Da diese Verschiebung mit steigendem Druck das heisse Plasmazentrum stark nach aussen
verschiebt, ist man bestrebt, sie durch geeignete Form der magnetischen Flächen zu minimieren. Wie
die Darstellung des Stromes zeigt, ist es dazu notwendig, die Variation von (∇ϕ )2 auf den magnetischen
Flächen möglichst klein zu machen. Das wird am besten durch eine vertikale Elongation der Flächen
erreicht. Dadurch wird die horizontale Ausdehnung der Flächen gering und der toroidale Dipolstrom
möglichtst klein.

Abbildung 4.7: Plasmagleichgewicht in Asdex-Upgrade. Diese numerische Lösung der LSGS-
Gleichung wurde von H.P. Zehrfeld durchgeführt
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4.6 Dreidimensionale Gleichgewichte

Die zweidimensionalen oder axialsymmetrischen Gleichgewichte sind streng genommen Idealisierungen
der Wirklichkeit. Reale Magnetfelder werden durch stromführende Spulen erzeugt, die je nach Anzahl
der Spulen eine Abweichung von der Axsialsymmetrie zur Folge haben. Der Vorteil der axialsymmetri-
schen Näherung bei der Berechnung der Gleichgewichte liegt darin, das eine partielle Differentialglei-
chung für eine Flussfunktion zu lösen ist. Die Grad-Shafranov-Gleichung ist vom elliptischen Typ und
ergibt mit den entsprechenden Randbedingungen ein wohlgestelltes Problem. In 3 Dimensionen lässt
sich die Berechnung des Gleichgewichts nicht mehr auf eine elliptische Gleichung reduzieren. In der
Literatur wurden bisher 2 Methoden vorgeschlagen, die iterative Lösung der Gleichgewichtsgleichungen
und das Variationsverfahren. In dem iterativen Verfahren (L. Spitzer) beginnt man mit einem Vakuum-
magnetfeld und berechnet iterativ die Zusatzfelder der Plasmaströme. Im Variationsverfahren sucht man
nach einem stationären Zustand der Energie, die zugehörigen Eulerschen Gleichungen sind dabei die
Gleichgewichtsgleichungen. Dieses Verfahren soll im folgenden Kapitel beschrieben werden; es folgt
im wesentlichen der Arbeit von Kruskal und Kulsrud 5.

4.6.1 Das Variationsprinzip

Zur Bestimmung von 3-dimensionalen Gleichgewichten benutzt man das Variationsprinzip (Kruskal,
Kulsrud 1958) 6. Es wird ein stationärer Zustand der Energie gesucht, d.h.:

δ
∫∫∫ {

B2

2µ0
+

p
γ−1

d3x
}

= 0 (4.130)

Mit den Nebenbedingungen:

1. Die Flächen c(x,y,z) = s ; 0 < s < C sind toroidal geschlossene Flächen.

2. Für das Magnetfeld gilt B · ∇ c = 0 ; ∇ ·B = 0

3. Die Flüsse in den magnetischen Flächen sind vorgegeben. d.h. Die Flüsse
∫∫∫

c≤s
B · ∇ϕ d3x = ψ(s)

und ∫∫∫
c≤s

B · ∇θ d3x = χ(s)

sind vorgegeben.

4. Der Druck ist vorgegeben, d.h. ∫∫∫
c≤s

p
1
γ d3x = M(s)

Die Vorgabe des toroidalen und poloidalen magnetischen Flusses für jede magnetische Fläche bedeutet,
dass die Rotationstransformation für jede Fläche festgelegt ist. Die Eulerschen Gleichungen sind dann

j×B = ∇ p (4.131)

Ohne diese Nebenbedingungen hätte man nur die triviale Lösung B = 0 und p = 0.
Beweis: Der Ansatz B = ∇ c× ∇ν mit ν = λ(s,θ,ϕ)+ ψ′(s)θ−χ′(s)ϕ befriedigt Bedingung 2) und 3).
Mit dem Ansatz p = p(s) folgt aus 4)

M′(s) = p
1
γ (s)V ′(s) (4.132)

5M. Kruskal, R. Kulsrud, Phys. of Fluids 1 (1958) 265
6M.D. Kruskal, R.M. Kulsrud, Phys. Fluids 1, (1958)
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mit

V ′(s) =
∫∫∫

c≤s

d3x
|∇ c| (4.133)

Die zu variierenden Funktionen sind c(x,y,z) und λ(x,y,z). Die Variation von Druck, Plasmavolumen
und Magnetfeld folgt dann aus den Nebenbedingungen. Die Variation des Druckes und des Volumens ist

δp = −γ
pδV ′(s)
V ′(s)

; δV ′(s) = − d
ds

∫∫∫

c=s

δc
d3x
|∇ c| (4.134)

Dies ergibt ∫∫∫

c≤s

δpd3x = −γ
∫∫∫

c≤s

p′(c)δcd3x (4.135)

Die Variation der Energie ist

δW =
∫∫∫

c≤s

[
1
µ0

B ·δB+
1

γ−1
(δp+ p′(c)δc)

]
d3x (4.136)

oder mit Hilfe von Gl. (4.135)

δW =
∫∫∫

c≤s

[
1
µ0

B ·δB− p′δc

]
d3x (4.137)

Die Variation des Magnetfeldes ist

δB = ∇δ c× ∇ν + ∇ c× ∇δλ (4.138)

damit wird das erste Integral in δW
∫∫∫

c≤s

δB · ∇δ c× ∇ν d3x = −
∫∫∫

c≤s

∇δ c ·B× ∇ν d3x

= +
∫∫∫

c≤s

δc∇ · (B× ∇ν )d3x

= +
∫∫∫

c≤s

δc(µ0j · ∇ν )d3x (4.139)

Das zweite Integral ist
∫∫∫

c≤s

δB · ∇δ c× ∇λ = −
∫∫∫

c≤s

∇δλ · (B× ∇ν )d3x

= +
∫∫∫

c≤s

δλ∇ · (B× ∇ c)d3x

= +
∫∫∫

c≤s

δλ(µ0j · ∇ c)d3x (4.140)

Die Variation der gesamten Energie wird damit

δW =
∫∫∫

c≤s

[
(j · ∇ν − p′(c))δc− (j · ∇ c)δλ

]
d3x (4.141)

Da die Variationen δc und δλ unabhängig voneinander sind folgt

j · ∇ν − p′(c) = 0 ; j · ∇ c = 0 (4.142)
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Dies ist äquivalent mit

j×B = j× (∇ c× ∇ν ) = (j · ∇ν )∇ c

= p′(c) ∇ c = ∇ p (4.143)

Resultat: Das allgemeine 3-dimensionale toroidale MHD-Gleichgewicht macht die Gesamtenergie zu
einem Extremum. Das bedeutet aber nicht, dass eine solche Lösung auch immer existiert.

Als Modifikation betrachten wir den Fall, wenn der Poloidalfluss frei variieren kann, d.h. die Ro-
tationstransformation wird nicht festgelegt. Dann ist durch δλ durch δλ+ δχ′ϕ zu ersetzen. Es ergibt
sich

δW =
∫∫∫

c≤s

[
(j · ∇ν − p′(c))δc− (j · ∇ c)δλ

]
d3x−

∫∫∫

c≤s

[
I(c)δχ′

]
d3x (4.144)

und daraus
j · ∇ν − p′(c) = 0 ; j · ∇ c = 0 ; I(c) = 0 (4.145)

I(c) ist der toroidale Gesamtstrom innerhalb der magnetischen Fläche. Bei frei variabler Rotationstrans-
formation ergibt sich als Extremum ein mit Toroidalstrom null. Dies ist das sogenannte Stellaratorgleich-
gewicht!

Dieser Spezialfall demonstriert auf deutliche Weise die Tatsache, dass das Variationsverfahren den
Existenzsatz nicht ersetzt. Wie im Kapitel über axialsymmetrische Gleichgewichte gezeigt wurde, exi-
stieren axialsymmetrische Gleichgewichte ohne Toroidalstrom nicht. Die obigen Resultate sind daher
folgendermaßen zu interpretieren: Falls es einen Zustand gibt, der die Energie stationär macht, dann hat
er die obigen Eigenschaften.

4.6.2 Kraftfreie Magnetfelder

Die Näherung kraftfreier Magnetfelder wird in der Astrophysik häufig verwendet um kosmische Plasmen
zu beschreiben. In Sternatmosphären ist der Plasmadruck klein gegenüber dem Magnetfelddruck. Die
Ströme fließen dann im wesentlichen parallel zum Magnetfeld und üben damit keine Kraft auf das Plasma
aus. Ein Vakuummagnetfeld erhält man als Minimum des Funktionals

∫∫∫

c≤s

B2

2µ0
d3x (4.146)

Die Variation ergibt

δ
∫∫∫

c≤s

B2

2
d3x =

∫∫∫

c≤s

B · (∇ ×A)d3x

=
∫

c≤s
∇ · (δA×B)d3x+

∫∫∫

c≤s

j ·δAd3x (4.147)

Das Oberflächenintegral (erster Term) ist null, da n×A = 0 auf magnetischen Flächen (Fluss = 0 in
Normalenrichtung). Damit folgt j = 0 (Vakuumfeld!). Unter der Nebenbedingung

∫∫∫

V

B ·Ad3x = C (4.148)

folgt aus

δ
∫∫∫

V

(
B2

2
−λB ·A

)
d3x = 0 (4.149)

(λ ist ein Lagrangemultiplikator) die Beziehung
∫∫∫

∇ ·
(

δA×B+
λ
2

A×δA
)

d3x =
∫∫∫

(j−λB) ·δAd3x = 0 (4.150)
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und damit
j = λB ⇒ j×B = 0 (4.151)

Der Strom fließt parallel zu den Feldlinien. Das kraftfreie Magnetfeld macht die Magnetfeldenergie unter
den Nebenbedingung konstanter globaler Helizität zum Extremum.

4.6.3 Berechnung toroidaler Gleichgewichte

Zur numerischen Berechnung toroidaler Gleichgewichte gibt es mehrere Methoden, diese sind

• Mit Hilfe des Variationsprinzips. Dieses Verfahren ist bekannt unter dem Namen NEMEC-Code7.
Dabei werden toroidale Flächen c(x,y,z) = const slange variiert, bis das Energieintegral stationär
ist.

• Das Iterationsverfahren (Spitzer8). Man konstruiert dazu eine Folge von Magnetfeldern mit

jn+1 ×Bn = ∇ pn ∇ ×Bn+1 = µ0jn+1 (4.152)

Es ist bisher noch nicht bewiesen, ob dieses Verfahren konvergiert. Ein solcher Beweis verlangt die
Definition eines geeigneten Funktionenraumes und die Festlegung von Randbedingungen. Das Problem
ist es, dass sich die magnetischen Flächen unter dem Einfluss eines Zusatzfeldes - und dieÜberlagerung
zweier Felder im Iterationsverfahren ist ein solcher Prozess - nichtstetig verändern. Eine Folge von
Magnetfeldern mit stetigen Flächen kann unter Umständen gegen ein unstetige Fläche konvergieren.

4.6.4 Das Stellaratorgleichgewicht

Ein Stellaratorgleichgewicht ist durch den Toroidalstrom I = 0 charakterisiert. Diese Definition geht vom
Standpunkt der idealen MHD aus. In der praktischen Realisierung ist die Erzeugung oder auch Verhin-
derung des Toroidalstromes von größerer Bedeutung. Wegen des endlichen Plasmawiderstandes muss
in axialsymmetrischen Gleichgewichten der Toroidalstrom durch eine induzierte toroidale Spannung,
die Ringspannung, aufrecht erhalten werden. Dies impliziert den zusätzlichen technischen Aufwand
eines Transformators. Ein Stellarator kann aber auch durch Ringspannung null definiert werden, Toro-
idalströme, die von internen Kräften aufrecht erhalten werden, die sogenannten Bootstrapströme, sind
dann noch möglich. Im folgenden wird daher noch ein endlicher Strom zugelassen und ein allgemeines
dreidimensionales Gleichgewicht behandelt.

Dazu setzen wir im folgenden die Existenz eines 3-D Gleichgewichts voraus, wir nehmen an, dass
ein System von toroidal geschlossenen Flächen c(x,y,z) = const. existiert und dass das Magnetfeld der
Gleichgewichtsbedingung genügt. Weiterhin wird ein Koordinatensystem s,θ,ϕ ; 0 ≤ θ,ϕ ≤ 1 definiert
mit den Eigenschaften

s = s(c) , ∇ s · (∇ϕ × ∇θ ) = 1 (4.153)

d.h. die Jacobideterminante ist gleich 1. s = s(c) sei das Volumen der magnetischen Fläche. Ein solches
Koordinatensystem lässt sich leicht konstruieren, indem man auf der Fläche s die toroidale Koordinate ϕ
definiert. Die Koordinatenlinien ϕ = const. sind dann poloidal geschlossene Kurven Cp und die poloidale
Koordinate erhält man dann aus der Differentialgleichung (∇ s× ∇ϕ ) · ∇θ ) = 1. Die kontravarianten
Basivektoren des Koordinatesystems sind

ep = ∇ s× ∇ϕ ; et = −∇ s× ∇θ (4.154)

Beide Vektoren sind divergenzfrei und sie haben die Eigenschaften

ep · ∇θ = 1 ; et · ∇ϕ = 1 ; et × ep = ∇ s (4.155)

7S.P. Hirshman. W.I. van Rij, P. Merkel, Computer Physics Communications 43, (1986) 143-155
8L. Spitzer, Phys. Fluids 1, (1958), 253-264
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Abbildung 4.8: Ausschnitt aus einer toroidalen magnetischen Fläche

Das Volumenelement ist

d3x = dsdθdϕ =
dsd f
|∇ s| (4.156)

Die Mittelung über die magnetische Fläche ist definiert durch

< g >=
∫∫

g
d f
|∇ s| =

∫∫
gdθdϕ (4.157)

daraus folgt < 1 >= 1. Für jede periodische Funktion g(θ,ϕ) gilt

< ∇ g · (∇ s× ∇ϕ ) >=< ∇ g · (∇ s× ∇θ ) >= 0 (4.158)

Zum Beweis betrachten wir unter Berücksichtigung von (4.157)

< ∇ g · (∇ s× ∇ϕ ) > = <
∂g
∂θ

∇θ · (∇ s× ∇ϕ ) >

= − <
∂g
∂θ

>

= 0 (4.159)

Desgleichen gilt für jedes doppelt-periodische g(θ,ϕ)

< B · ∇ g >=< j · ∇ g >= 0 (4.160)

4.6.5 Darstellung des Magnetfeldes

Das Magnetfeld verläuft tangential zu den Flächen s = const. d.h. der Gradient von s steht senkrecht auf
dem Feldvektor B. Aus B · ∇ s = 0 und der Darstellung B = ∇ s× ∇ν folgt für die Funktion ν

ν = λ(s,θ,ϕ)+C1θ+C2ϕ (4.161)

Dabei ist λ periodisch in den Winkeln und die beiden Konstanten C1 und C2 sind zu den Radialableitun-
gen der Flüsse proportional. Es gilt nämlich

< B · ∇ϕ > = < (∇ s× ∇ν ) · ∇ϕ >

= −C1 < (∇ s× ∇θ ) · ∇ϕ >

= −C1 = ψ′(s) (4.162)
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und

< B · ∇θ > = < (∇ s× ∇ν ) · ∇θ >

= C2 < (∇ s× ∇ϕ ) · ∇θ >

= C2 = χ′(s) (4.163)

Es sei hier betont, dass die oben geforderte Eigenschaft des Koordinatensystems ∇ s · (∇ϕ × ∇θ ) = 1
nicht zur ableitung dieser Formel notwendig ist. Zum Beweis von (4.162) benötigt man die Umrechnung

< B · ∇ϕ > =
∫∫

B · ∇ϕ d f
|∇ s|

=
d
ds

∫∫
∇ · (Bϕ)d3x

= ψ′(s) (4.164)

Dieses Volumenintegral wird mit Hilfe des Gaussschen Satzes in ein Oberflächenintegral verwandelt,
wobei das toroidale Volumen durch einen toroidalen und poloidalen Schnitt einfach zusammenhängend
gemacht wird. Die magnetische Fläche trägt wegen B · ∇ s = 0 nichts zum Integral bei. Übrig bleibt nur
das Integral über die beiden Seiten der Schnittflächen und wegen δϕ = 1−0 = 1 erhalten wir

d
ds

∫∫∫
∇ · (Bϕ)d3x =

d
ds

∫∫
B ·df = ψ′(s) (4.165)

ψ(s) ist der toroidale magnetische Fluss innerhalb einer magnetischen Fläche. Auf die gleiche Weise
erhält man auch < B · ∇ϕ >= χ′(s). Die Steigung der Feldlinie auf der magnetischen Fläche ist

dθ
dϕ

=
B · ∇θ
B · ∇ϕ (4.166)

oder mit Hilfe von B = ∇ s× ∇ν und ∇ s · (∇ϕ × ∇θ ) = 1 folgt

dθ
dϕ

=
−∂λ

∂ϕ
+χ′(s)

∂λ
∂θ

+ψ′(s)
(4.167)

Im allgemeinen ist die Steigung der Feldlinien nicht konstant. Dies ist nur der Fall, wenn die Funktion
λ = 0 ist. Wie im Falle des axialsymmetrischen Gleichgewichts ist die Rotationstransformation durch
ι = χ′(s)/ψ′(s) definiert und die Feldlinien schließen sich, wenn dies ein rationale Zahl ist. Da ι nur eine
Funktion von s ist, haben alle Feldlinien auf einer magnetischen Fläche die gleiche Topologie.

Setzt man die Ergebnisse in die Flussfunktion ν ein dann lautet diese ν = λ −ψ′(s)θ+ χ′(s)ϕ und
das Magnetfeld wird

B =
(

ψ′(s)− ∂λ
∂θ

)
et +

(
χ′(s)+

∂λ
∂ϕ

)
ep (4.168)

Die kontravarianten Komponenten des Magnefeldes sind damit

Bθ =
(

χ′(s)+
∂λ
∂ϕ

)
; Bϕ =

(
ψ′(s)− ∂λ

∂θ

)
(4.169)

4.6.6 Darstellung des Plasmastromes

Der Plasmastrom fließt ebenfalls tangential zu den magnetischen Flächen, dies resultiert aus der Gleich-
gewichtsbedingung durch skalare Multiplikation mit j. Aus j · ∇ s = 0 und ∇ · j = 0 folgt die Darstellung

j = −(∇ s× ∇σ ) (4.170)
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Setzt man diesen Ansatz in die Gleichgewichtsbedingung j×B = ∇ p ein, dann ergibt sich wegen B · ∇ s =
0 und B · ∇ν = 0 für die Funktion σ

B · ∇σ = p′(s) ⇒ σ = p′(s)
∫

dl
B

+Cν (4.171)

C ist eine Konstante. Die Integration in (4.171) erfolgt entlang den Magnetfeldlinien. Die Stromlinien
auf der magnetischen Fläche sind durch σ = const. definiert, die allgemeine Form von σ ist

σ = µ(s,θ,ϕ)+ D1(s)θ+ D2(s)ϕ (4.172)

Die Beziehung (4.171) hat zur Folge, dass im Grenzfall p′(s) −→ 0 Magnetfeldlinien und Stromlinien
zusammenfallen, d.h. σ ∝ ν . Der Grenzfall ist somit ein kraftfreies Feld und nicht ein Vakuumfeld. Um
die physikalische Bedeutung der beiden Funktionen D1(s) und D2(s) klar zu machen, berechnen wir den
differentiellen toroidalen Strom

< j · ∇ϕ > =
∫∫

j · ∇ϕ d f
|∇ s|

=
d
ds

∫∫∫
∇ · (jϕ)d3x

=
d
ds

∫∫
j ·df

=
dI
ds

(4.173)

Andererseits folgt aus der Darstellung (4.172) und (4.170)

< j · ∇ϕ > = − < (∇ s× ∇σ ) · ∇ϕ >

= <
∂σ
∂θ

>

= D1 (4.174)

Desgleichen gilt

< j · ∇θ > = − < (∇ s× ∇σ ) · ∇θ >

= − <
∂σ
∂ϕ

>

= −D2 (4.175)

Die Stromfunktion σ schreibt sich damit in der Form

σ = µ(s,θ,ϕ)+ I′(s)θ− J′(s)ϕ (4.176)

Die Stromlinien werden durch σ = const. dargestellt.

4.6.7 Rektifizierung der Feldlinien und Stromlinien

Das oben definierte Koordinatensystem ist nur durch die Eigenschaft ∇ s · (∇ϕ × ∇θ ) = 1 ausgezeichnet.
Weder die Feldlinien noch die Stromlinien sind in diesem System gerade Linien. In dem Kapitel über
Tokamakgleichgewichte war bereits das Hamada-Koordinatensystem als ein System eingeführt worden,
in dem Feldlinien und Stromlinien gerade Linien sind. Dies soll im folgenden auf das allgemeine 3-D-
Gleichgewicht ausgedehnt werden. An Stelle der Winkel θ,ϕ werden zwei neue Winkel θ1,ϕ1 eingeführt,
so dass die beiden Funtionen λ und µ identisch verschwinden. In den neuen Winkelkoordinaten werden
dann Fluss-und Stromfunktion

ν = −ψ′(s)θ1 +χ′(s)ϕ1 ; σ = I′(s)θ1 − J ′(s)ϕ1 (4.177)
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Die neuen Winkelkoordinaten werden folgendermaßen definiert

ψ′(s)θ1 = ψ′(s)θ−a ; J′(s)ϕ1 = J ′(s)ϕ−b (4.178)

a und b sind dabei periodische Funktionen der beiden Winkel und sie bestimmen sich wegen (4.177) aus
der Bedingung

J ′(s)a−χ′(s)b = J′(s)λ
−I ′(s)a+ψ′(s)b = ψ′(s)µ (4.179)

Dieses inhomogene System für die Funktionen a und b hat eine Lösung wenn die Determinante ungleich
null ist:

J ′(s)ψ′(s)− I′(s)χ′(s) = Det(s) �= 0 (4.180)

Falls das toroidale Gleichgewicht existiert, ist diese Bedingung erfüllt, denn aus der Gleichgewichtsbe-
dingung in der Form B · ∇σ = p′(s) (4.171) folgt durch Mittelung über die magnetische Fläche

< B · ∇σ > = I ′(s) < B · ∇θ > −J ′(s) < B · ∇ϕ >

= I ′(s)χ′(s)− J′(s)ψ′(s)
= p′(s) (4.181)

Man hat damit das Ergebnis: Wenn es ein toroidales Gleichgewicht mit einem endlichen Druckgradien-
ten gibt, dann lassen sich auf den magnetischen Flächen Winkelkoordinaten einführen, so dass sowohl
Magnetfeldlinien als auch Stromlinien gerade Linien werden. Die kontravariante Darstellung von Ma-
gnetfeld und Stromdichte ist dann in den neuen Koordinaten

B = ψ′(s)et +χ′(s)ep ; j = I′(s)et + J ′(s)ep (4.182)

Der Einfachheit halber sei im folgenden der Index 1 weggelassen. Sowohl die Feldlinien als auch die
Stromlinien haben im Hamada-System eine konstante Steigung. Diese ist gegeben durch

ιB =
B · ∇θ
B · ∇ϕ =

χ′(s)
ψ′(s)

ι I =
j · ∇θ
j · ∇ϕ =

J ′(s)
I ′(s)

(4.183)

In einem Stellarator ohne Toroidalstrom (I = 0) ist die Steigung der Stromlinien unendlich groß die
Stromlinien sind poloidal geschlossene Linien. Im Grenzfall p′(s) −→ 0 ist die Steigung der Feldlinien
und die der Stromlinien gleich.

Mit Hilfe der integralen Gleichgewichtsbedingung (4.181) kann man die Stromdichte auch in folgen-
de Form bringen

j = I′(s)et + I ′(s)ιBep − p′(s)
ψ′(s)

ep

=
I ′(s)
ψ′(s)

(
ψ′(s)et +χ′(s)ep

)− p′(s)
ψ′(s)

ep

=
I ′(s)
ψ′(s)

B− p′(s)
ψ′(s)

ep

= I ′(ψ)B − p′(ψ)ep (4.184)

Die radiale Koordinate ist hier der toroidale Fluss ψ an Stelle von s. Diese Darstellung erlaubt es, die
Rolle des Toroidalstromes zu untersuchen und denÜbergang zu I = 0 zu machen.

Strom-und Feldlinien stehen im allgemeinen nicht senkrecht aufeinander d.h. j ·B �= 0. Der Mittel-
wert auf der magnetischen Fläche lässt sich mit der Darstellung in Hamada-Koordinaten leicht berech-
nen. Es gilt

< j ·B >= I ′(ψ) < B2 > − p′(ψ) < ep ·B > (4.185)
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Zur Berechnung des letzten Terms berücksichtigen wir noch, dass das Bogenelement entlang der ep-
Linien dl = |ep|dθ ist. Dies folgt aus

ep · ∇θ = 1 ⇒ |ep|dθ =
dθ

|∇θ |cos α
= dl (4.186)

α ist der Winkel zwischen ep und ∇θ . Damit erhalten wir

< ep ·B > =
∫∫

ep ·Bdθdϕ

=
1∫

0

∮
Cp

B ·dldϕ

= −µ0I(s) (4.187)

Dieser Mittelwert ist zum toroidalen Gesamtstrom I(s) proportional. Auf dieselbe Weise erhält man für
den anderen Mittelwert

< et ·B >= µ0(J(0)− J(s)) (4.188)

J(0) =
∮

B · dl ist das Linienintegral längs der magnetischen Achse und J(s) ist der gesamte Poloidal-
strom zwischen der ausgewählten magnetischen Fläche und der magnetischen Achse.

Aus den obigen Formeln erhält man folgendes bemerkenswertes Resultat: In einem nettostromfreien
toroidalen Gleichgewicht (I(s) = 0) stehen Strom-und Feldlinien im Mittel senkrecht aufeinander.

4.6.8 Vakuumfeld

In einem Vakuumfeld mit magnetischen Flächen gibt es keine Stromlinien und zur Rektifizierung der
Magnetfeldlinien sind keine Bedingungen zu erfüllen. Es seien θ,ϕ ein System von Winkelkoordinaten
und ep und et die poloidalen und toroidalen Basisvektoren. Die Darstellung des Magnetfeldes ist durch
Gl. (4.161) gegeben. Definiert man eine neue poloidale Koordinate durch

C1θ1 = λ(θ,ϕ,s)+C1θ (4.189)

und lässt die toroidale Koordinate unverändert (φ1 = φ), dann wird ν = C1θ1 +C2φ1 und die Feldlinien
ν = const. sind gerade Linien.

In einem Vakuumfeld gibt es ein magnetisches Potential φ und es ist B = ∇φ . In den obigen Ko-
ordinaten hat das Potential die Darstellung φ= C0ϕ + F(θ,ϕ,s), wobei F eine periodische Funktion in
den Winkeln und C0 eine Konstante ist. In toroidaler Richtung nimmt φ um den Wert C0 zu, in poloi-
daler Richtung gibt es wegen

∮
B · dl = 0 keinen Zuwachs. Wegen dieser Eigenschaft kann man die

Potentialflächen mit den toroidalen Koordinatenflächen ϕ = const. identifizieren. Dann gilt

B · ∇ϕ = AB2 (4.190)

A ist ein Normierungsfaktor. Definiert man nun die poloidale Koordinate θ durch

B · ∇θ = ι(s)AB2 (4.191)

dann haben die Feldlinien in diesem System die konstante Steigung ι(s). Aus B = ∇ s× ∇ν und ν =
C1θ+C2ϕ folgt dann

(∇ s · (∇ϕ × ∇θ ) ∝ B2 (4.192)

Die Funktionaldeterminante dieses Systems ist nicht konstant sondern proportional zu B2. Dieses spe-
zielle System ist unter dem Namen “Boozer-System” bekannt.

Nicht jedes Vakuumfeld, das toroidal geschlossene magnetische Flächen hat, ist zum Plasmaein-
schluss geeignet. Wir betrachten eine Folge von Gleichgewichten mit abnehmendem Druckgradienten
und Strömen. Weiterhin betrachten wir eine geschlossene Magnetfeldlinie. Nach m toridalen und n
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poloidalen Umläufen schließt sich die Feldlinie, Anfangs-und Endpunkt der Feldlinie fallen zusammen.
Mit der Darstellung (4.176) von σ erhalten wir

I ′(s)n− J′(s)m = p′
∮

dl
B

(4.193)

Daraus folgt, dass das Integral
∮

dl/B auf allen geschlossenen Feldlinien einer rationalen magnetischen
Fläche denselben Wert hat. Im Grenzfall p′(s) −→ 0 muss dies auch für das Vakuumfeld gelten. Diese
Integralbedingung ist den Vakuummagnetfeldern völlig fremd, d.h. es ist eine Zusatzbedingung, die
nicht immer erfüllt werden kann. Ausnahmen sind Magnetfelder mit einer kontinuierlichen Invarianz,
z.B. mit helikaler Symmetrie. Alle geschlossenen Feldlinien auf einer Fläche haben dann dieselbe Form
und dasselbe B. In toroidaler Geometrie ohne Symmetrien gilt dies nicht mehr.

Abbildung 4.9: Klassischer l=2-Stellarator mit Hauptfeldspulen und helikalen Windungen. Das Bild
zeigt eine magnetische Fläche des Vakuumfeldes. Eine Magnetfeldlinie ist hervorgehoben um die heli-
kale Verschraubung (Rotationstransformation) zu verdeutlichen.

Die in Abb. 4.9 dargestellte Methode der helikalen Windungen ist nicht die einzige Methode um
Vakuumfelder mit magnetischen Flächen zu erzeugen. Eine toroidale Deformation der Hauptfeldspulen
erlaubt bei geeigneter Anordnung dasselbe Magnetfeld zu erzeugen. Dies wird im folgenden Bild (4.10)
gezeigt.

4.6.9 Klassische Diffusion

Im Kapitel 4.5.5 war die klassische Diffusion in axialsymmetrischen Konfigurationen behandelt wor-
den. Die dortigen Ergebnisse gelten auch für allgemeine 3-dimensionale Gleichgewichte. Durch die
Definition des Hamada-Koordinatensystems für allgemeine Gleichgewichte ist es möglich, die dorti-
gen Formeln ohne weitere Änderungen auf 3-D-Gleichgewichte zu übertragen. Die zusammengefassten
Transportgleichungen lauten(

Γ
n(s)UL

)
=

nη
(ψ′(s))2

(
< ep · ep > −µ0I(s)
−µ0I(s) < B2 >

) ( −p′(s)
I ′(s)

)
(4.194)

In einem Stellarator ohne Ringspannung UL und ohne Toroidalstrom vereinfachen sich diese Formeln zu

Γ = − nη
(ψ′(s))2 < ep · ep > p′(s) (4.195)
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Abbildung 4.10: Modularer l=2-Stellarator: Spulensystem und magnetische Fläche. Die Konfiguration
ist 5-fach periodisch

Ohne toroidale Ringspannung kann es im Stellarator keinen toroidalen Strom geben, denn die zweite
Gleichung in (4.194) verlangt

0 = µ0I(s)p′(s)+ < B2 > I ′(s) (4.196)

Mit der Anfangsbedingung I(0) = 0 folgt daraus I = 0 ∀s. Es muss aber betont werden, dass diese
Schlussfolgerung nur im Rahmen des einfachen Ohm’schen Gesetzes gilt, ein erweitertes Ohm’sches
Gesetz mit Drucktensoren lässt auch toroidale Ströme ohne Ringspannung zu.

4.6.10 Optimierung des Stellarators

Bisher war lediglich ein allgemeines toroidales Gleichgewicht behandelt worden ohne an die Konfigura-
tion noch spezielle Bedingungen zu stellen. Solche Zusatzbedingungen entstehen aus der Forderung nach
möglichst gutem Plasmaeinschluss unter stabilen Bedingungen. Eine solche Forderung an das Gleich-
gewicht ist z.B. die Forderung nach Minimierung der Parallel- oder Pfirsch-Schlüter-Ströme, die ja nur
indirekt über die Modifikation des Magnetfeldes das Gleichgewicht beeinflussen. In der Kraftbilanz tre-
ten die Parallelströme nicht auf. Konkret lautet eine solche Optimierungsbedingung: Der geometrische
Faktor in der Diffusionsformel ist < ep · ep >. Die Geometrie soll so gewählt werden, dass der Aus-
druck < ep · ep > möglichst klein wird. Dazu soll untersucht werden, wie der Basisvektor ep mit den
geometrischen Eigenschaften der magnetischen Flächen verknüpft ist.

Der Basisvektor ep genügt der Gleichung

ep ×B = −ψ′(s)∇ s ; ∇ · ep = 0 (4.197)

Diese Beziehung folgt aus den Eigenschaften der Basisvektoren (4.155) und der kontravarianten Dar-
stellung des Magnetfeldes. Mit dem Ansatz ep = ep,⊥ +hB erhält man für die parallele Komponente die
Differentialgleichung

B · ∇ h = −ψ′(s)(∇ s×B) ·
(

1
B2

)
(4.198)

Die Senkrechtkomponente von ep ist

ep,⊥ = ψ′(s)
∇ s×B

B2 (4.199)

Die Ableitungen von B hängen mit geometrischen Größen des Magnetfeldes zusammen, die hier zur
Veranschaulichung mitbenutzt werden sollen. Die Gleichgewichtsbedingung j×B = ∇ p kann auch in
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folgende Form gebracht werden

(B · ∇ )B− ∇
B2

2
= µ0∇ p (4.200)

Der erste Term in dieser Gleichung hängt mit dem Krümmungsvektor der Magnetfeldlinie zusammen,
der durch die Ableitung des Tangentenvektors nach der Bogenlänge definiert ist

�κ =
d
ds

(
B
B

)

=
(

B
B
· ∇
)

B
B

=
B
B2 (B · ∇ )B− 1

B3 B · ∇ B (4.201)

Damit lautet die Gleichgewichtsbedingung auch

�κ =
1

B2 ∇
(

µ0 p+
B2

2

)
− B

B3 B · ∇ B (4.202)

Der Krümmungsvektor�κ steht im allgemeinen nicht senkrecht auf der magnetischen Fläche, die Kompo-
nente in Richtung der Flächennormale ist die “Normalkrümmung” , während die Tangentialkomponente
die “geodätische Krümmung “ heisst. Das nächste Bild veranschaulicht diese Zusammenhänge.

B

κ

-κnn

−κ

-κgb

Abbildung 4.11: Krümmungsvektor auf der magnetischen Fläche. Der Krümmungsvektor zeigt zum
Krümmungsmittelpunkt

Multipliziert man die Gleichgewichtsbedingung (4.202) mit dem Vektor ∇ s×B dann ergibt sich mit
(∇ s×B) · ∇ p = 0

−(∇ s×B) · ∇
(

1
B2

)
= 2

∇ s×B
B2 ·�κ (4.203)

Setzt man diese Beziehung in die Differentialgleichung (4.198) ein, dann lautet diese

B · ∇ h = −2ψ′(s)
|∇ s|

B
κg (4.204)

Das Resultat ist damit: Die Parallelkomponente von ep wird umso kleiner, je kleiner die geodätische
Krümmung der Feldlinien ist. Die dazu äquivalente Formulierung lautet: Die Parallelkomponente von
ep wird umso kleiner, je kleiner die Variation von B2 längs der Orthogonaltrajektorien zu den Feldlinien
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Abbildung 4.12: Magnetische Fläche eines optimierten 4-periodischen Stellarators. Die dicken Linien
sind die poloidal geschlossenen Stromlinien

ist. Diese Formulierung ist unter dem Namen “Palumbo-Bedingung” bekannt. Ein optimierter Stellarator
ist dadurch charakterisiert, dass diese diese Bedingung der kleinen geodätischen Krümmung erfüllt wird.
Das Abb. 4.12 zeigt eine magnetische Fläche eines optimierten Stellaratorgleichgewichts.

4.6.11 Differentialgleichung für 3-D-Gleichgewichte

In dem Kapitel über Tokamakgleichgewichte war die Grad-Shafranovgleichung abgeleitet worden. Die-
se elliptische Gleichung bestimmt die Flussfunktion χ(r,z) eindeutig, wenn die Randbedigungen spe-
zifiziert sind. Im dreidimensionalen Fall wird das Magnetfeld durch zwei Flussfunktionen s und ν be-
schrieben und man muss erwarten, dass bestenfalls zwei Differentialgleichungen notwendig sind, um das
Gleichgewicht zu beschreiben. Mit dem Ansatz B = ∇ s× ∇ν gehen wir in die Gleichgewichtsbedingung
j×B = ∇ p und erhalten daraus die zwei Gleichungen

j · ∇ s = 0 ; j · ∇ν = p′(s) (4.205)

Mit µ0j = ∇ × (∇ s× ∇ν ) werden diese Gleichungen

∇ · ((∇ s× ∇ν )× ∇ s) = 0

∇ · ((∇ s× ∇ν )× ∇ν ) = µ0 p′(s) (4.206)

Die erste Gleichung ist bei gegebenem s eine lineare Gleichung für die Flussfunktion ν, die zweite
Gleichung ist eine quasilineare Gleichung für s, wenn ν gegeben ist. Diese zweite Gleichung ist das
Äquivalent zur Grad-Shafranov-Gleichung und geht in diese über, wenn die Konfiguration axialsymme-
trisch ist. Um dies zu zeigen, gehen wir von einem zylindrischen Koordinatensystem (r,z,ϕ) aus und
machen den Ansatz s = s(r,z), ν = ϕ + f (r,z). Damit gilt

∇ s · ∇ϕ = 0 ; ∇ f · ∇ϕ = 0 (4.207)

das Magnetfeld wird damit
B = ∇ s× ∇ f + ∇ s× ∇ϕ (4.208)

Der erste Term ist ein toroidales Feld und hat die Darstellung ∇ s× ∇ f = µ0J∇ϕ . Der zweite Term ist
ein poloidales Feld und wegen der Axialsymmetrie gilt

∇ · ((∇ s× ∇ϕ )× ∇ s) = 0 (4.209)

62



Damit folgt für den ersten Term

∇ · (J∇ϕ × ∇ s) = 0 ⇒ J = J(s) (4.210)

Die Verknüpfung zwischen J und f (r,z) ist dann

(∇ s× ∇ f ) · ∇ϕ = µ0J(s)(∇ϕ )2 (4.211)

Die zweite Gleichung von (4.206) wird mit dem obigen Ansatz

∇ · ((∇ s× ∇ ( f +ϕ))× ∇ ( f +ϕ)) = µ0 p′(s) (4.212)

Aus Gründen der Axialsymmetrie gilt

∇ · ((∇ s× ∇ f )× ∇ϕ ) = 0 ; ∇ · ((∇ s× ∇ϕ )× ∇ f ) = 0 (4.213)

Weiterhin ist wegen Gl. (4.211)

∇ · ((∇ s× ∇ f )× ∇ f ) = ∇ · (µ0J∇ϕ × ∇ f )
= −µ2

0J ′(s)J(s)(∇ϕ )2 (4.214)

Setzt man diese Ergebnisse in die zweite Gleichung von (4.206) ein, dann ist das Ergebnis

∇ · ((∇ s× ∇ϕ )× ∇ϕ )−µ2
0J ′(s)J(s)(∇ϕ )2 = µ0 p′(s) (4.215)

oder
−∇ · (∇ϕ )2∇ s = µ2

0J ′(s)J(s)(∇ϕ )2 + µ0 p′(s) (4.216)

das ist wieder die Lüst-Schlüter-Grad-Shafranov-Gleichung.
Im dreidimensionalen Gleichgewicht müssen alle beiden Gleichungen (4.206) gelöst werden. Dies

ist eine Alternative zu dem Variationsverfahren, welches am Anfang der Kapitels geschildert wurde. An
diesen Differentialgleichung wird aber auch ein fundamentaler Unterschied zwischen dem zweidimen-
sionalen und dem dreidimensionalen Gleichgewichtsproblem deutlich. Die Grad-Shafranov-Gleichung
ist eine elliptische Gleichung – genau genommen eine gleichmäßig elliptische Gleichung – und damit bei
Vorgabe von Randbedingungen lösbar. Wie im folgenden gezeigt wird, sind die Gleichungen des dreidi-
mensionalen Problems nicht mehr gleichmäßig elliptisch und man kann nicht mehr auf die Existenzsätze
von elliptischen Gleichungen zurückgreifen.

Um dies zu zeigen, definieren wir die Matrizen A und B durch

A[ν] = (∇ν )2I− ∇ν : ∇ν ; B[s] = (∇ s)2I− ∇ s : ∇ s (4.217)

die Differentialgleichungen schreiben sich dann

∇ ·B[s]∇ν = 0

∇ ·A[ν]∇ s = µ0 p′(s) (4.218)

Die Matrizen A und B sind nur positiv aber nicht positiv definit. Beide Matrizen haben den Eigenwert
null, denn die Gleichung A[ν]y = 0 wird durch y = c∇ν gelöst. Dabei ist c eine Konstante.

4.6.12 Stationäres Gleichgewicht

Das Modell des idealen magnetohydrodynamischen Gleichgewichts berücksichtigt keine Dissipationsef-
fekte wie Viskosität und Plasmawiderstand. Diese mögen zur Untersuchung schneller Plasmavorgänge
zu Recht vernachlässigbar sein, im Gleichgewichtszustand besteht aber die Möglichkeit, dass dissipative
Effekte eine langsame Veränderung herbeiführen und Plasma und Magnetfeld entkoppeln. Grob gespro-
chen werden die eingefrorenen Magnetfeldlinien wieder “aufgetaut” . Druckflächen und magnetische

63



Flächen stimmen dann nicht mehr exakt überein, was besonders bei der Formierung kleiner magneti-
scher Inseln von Bedeutung ist. Dissipative Effekte führen zu einem Plasmaverlust, um einen stationären
Zustand aufrechtzuerhalten muss daher durch externe Quellen der Verlust kompensiert werden. Ein
stationäres Gleichgewicht mit externen Quellen ist im thermodynamischen Sinne kein abgeschlossenes
System mehr, der Gleichgewichtszustand ist dann nicht mehr durch den stationären Wert der Energie
definiert.

In einem stationären Zustand mit Plasmaströmumg sind Trägheitskräfte ebenfalls nicht vernachlässig-
bar. Dies gilt insbesondere bei Strömungen in der Nähe der Schallgeschwindigkeit oder bei Überschall-
strömungen wie etwa bei der Beschreibung des solaren Windes. In den toroidalen Plasmen von Fusi-
onsexperimenten ist besonders die Rotation des Plasmas von Interesse. Toroidal und poloidal rotierende
Plasmen verhalten sich in bezug auf Gleichgewicht und Stabilität anders als nichtrotierende Plasmen.

In folgenden sollen einige Beziehungen von stationären Gleichgewichten diskutiert werden, dabei
werden Trägheitskräfte und Viskositätskräfte im Einflüssigkeitsmodell berücksichtigt. Die Impulsbilanz
lautet in diesem Fall

∇ · (ρV : V) = −∇ p+ j×B− ∇ ·π(V) (4.219)

Dabei ist die Viskosität (Braginskii, Rev. Plasma Phys.)

∇ ·π= ∇ ·
4

∑
i=1

πi(V (4.220)

mit
πi = µiA

i · ∇ : V (4.221)

Die ortsabhängigen Matrizen Ai sind beschränkt und es gilt

|Ai| < ∞ ; µi ≥ µmin > 0 (4.222)

Die Viskosität ist dissipativ, d.h. es gelte die Ungleichung

∫∫∫

D

V · ∇ ·πd3x > µmin

∫∫∫

D

3

∑
ik

(
∂Vi

∂xk

)2

d3x > 0 (4.223)

In einer inkompressiblen Flüssigkeit ist

∇ ·π(V) = −µ∆V (4.224)

Damit ist die obige Ungleichung erfüllt. Weitere Gleichungen sind das Ohmsche Gesetz

−∇φ + V×B = ηj (4.225)

die Kontinuitätsgleichung
∇ ·ρV = S(x) (4.226)

und die Gleichungen
∇ ·B = 0 ; µ0j = ∇ ×B (4.227)

Weiterhin sei eine Beziehung zwischen Dichte und Druck gegeben

p = p(ρ) ; ρ = ρ(p) (4.228)

Lösungen dieser Gleichungen sind von Interesse für die Beschreibung von Plasmaströmungen und der
Plasmarotation.

Es soll im folgenden vorausgesetzt werden, dass es Lösungen des stationären Gleichgewichtspro-
blems gibt. Eine interessante Frage ist dann, welche Unterschiede zu den statischen Gleichgewichten
auftreten. In toroidalen Gleichgewichten fallen Druckflächen und magnetische Flächen nicht mehr zu-
sammen, was zur Folge hat, dass der topologische Zusammenhang beider Flächen verschieden sein kann.
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Magnetische Flächen können dann Inseln und stochastische Gebiete besitzen während diese in Druck-
flächen nicht auftreten.

Die Impulsbilanz parallel zum Magnetfeld ist

B · ∇ · (ρV : V) = −B · ∇ p−B · ∇ ·π(V) (4.229)

und parallel zu den Strömen

j · ∇ · (ρV : V) = −j · ∇ p− j · ∇ ·π(V) (4.230)

Mittelung über Druckflächen ergibt wegen ∇ · j = 0 , ∇ ·b = 0

< B · ∇ · (ρV : V) > + < B · ∇ ·π(V) > (4.231)

und
< j · ∇ · (ρV : V) > + < j · ∇ ·π(V > (4.232)

Die Mittelwertbildung über die Druckflächen ist definiert durch

< g >=
∫∫

c=p

g
d f
|∇ c| (4.233)

Die Trägheitskräfte auf der Druckfläche werden durch die Viskositätskräfte im Gleichgewicht gehalten.
Dies gilt hier für die tangentialen Kräfte, wogegen in radialer Richtung Druckgradient und Lorentzkraft
die dominierenden sind. Die Stromdichte senkrecht zum Magnetfeld ist

j⊥ =
B× ∇ p

B2 +
B× (∇ × (ρV : V)+ ∇ ×π(V))

B2 (4.234)

Dieser Strom fließt nicht mehr in den magnetischen Flächen und auch nicht in den Druckflächen. Die
magnetische Differentialgleichung zur Bestimmung des Parallelstroms lautet

j‖ = hB ⇒ B · ∇ h = −∇ · j⊥ (4.235)

Die Integrabilitätsbedingung längs geschlossenener Felddlinien ist durch die Trägheitskrafte und die
Viskositätskräfte erfüllbar.

Im Gegensatz zu dem idealen MHD-Modell sind im stationären und dissipativen Gleichgewichtsmo-
dell Randbedingungen für das elektrische Potential und die Plasmaströmung möglich. Im dissipativen
Gleichgewicht fallen Druckflächen, magnetische Flächen und Stromflächen nicht mehr zusammen. Ana-
log zu den Navier-Stokesschen Gleichungen der Hydrodynamik läßt sich die Existenz von Lösungen
beweisen. Die Eindeutigkeit der Lösungen ist nicht immer gegeben. Es können Bifurkationen auftre-
ten. In axialsymmetrischen Konfigurationen ergibt sich ein System von Gleichungen, deren Struktur -
im Gegensatz zur Grad-Shafranov Gleichung - nicht immer elliptisch ist. D.h. es können Stoßfronten
auftreten.
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Kapitel 5

MHD-Stabilität des Plasmas

Neben der Untersuchung des Plasmagleichgewichts spielt die Behandlung der Stabilität eine große Rol-
le. Gleichgewichte, die instabil sind, können im Experiment oder in der Natur nicht realisiert werden.
Jede kleine Abweichung von der Gleichgewichtslage würde in der Zeit rasch anwachsen und das Plasma
in einen oszillatorischen oder turbulenten Zustand überführen. Die Methode zur Untersuchung der Sta-
bilität einer Gleichgewichtslage ist die Linearisierung der zeitabhängigen MHD-Gleichungen um einen
Gleichgewichtszustand und die Lösung dieser linearen Gleichungen als Anfangswertproblem. Wenn es
mindestens eine Lösung gibt, die zeitlich unbeschränkt anwächst, dann ist das Gleichgewicht instabil.

Es sollen im folgenden einige Beispiele für Plasmainstabilitäten betrachtet werden ohne dabei die
Gleichungen der Stabilitätstheorie zu benutzen. Diese werden im nächsten Kapitel dargestellt, die fol-
genden Beispiele basieren mehr auf der anschaulichen Interpretation der Kraftbilanz.

5.1 Der lineare Z-Pinch

Das Gleichgewicht des linearen Z-Pinches wurde in den vorhergehenden Kapiteln behandelt, wir be-
trachten hier den einfachen Fall eines zylindrischen Stromfadens ohne externes Magnetfeld. Wird der

Stromlinien Feldlinien

Magnetischer Druck

Abbildung 5.1: Einschnürung eines Stromfadens (sausage-instability).

Stromfaden an einer Stelle eingeschnürt - wie auf dem Bild (5.1) dargestellt - dann vergrößert sich der
Magnetfelddruck an dieser Stelle während der Plasmadruck konstant bleibt. Das poloidale Magnetfeld
fällt außerhalb des Plasmas mit 1/r ab, bei einer Verkleinerung des Plasmaradius vergrößert sich damit
das Magnetfeld auf der Plasmaoberfläche. Der Plasmastrom bleibt ja bei der Einschnürung konstant. An-
dererseits bleibt der Plasmadruck bei dieser Deformation konstant. Das Druckgleichgewicht wird durch
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die Deformation gestört und die Deformation wächst weiter an bis sich die Plasmasäule vollständig ab-
schnürt. Diese “Sausage” -Instabilität kann durch ein achsenparalleles Magnetfeld stabilisiert werden.
Eine Deformation der obigen Art würde das axiale Magnetfeld komprimieren und damit den inneren
Magnetfelddruck erhöhen.

5.2 Kink-Instabilität

Ein weiteres Beispiel ist die einseitige Auslenkung der Plasmasäule, die sogenannte “Kink” -Instabilität.
Bei einer Kink-Instabilität führt eine einseitige Auslenkung der Plasmasäule zu einem weiteren An-

Stromlinien

Feldlinien

Magnetischer Druck

Abbildung 5.2: Knick-Instabilität eines Stromfadens (kink-instability).

wachsen. In dem obigen Bild werden die Feldlinien auf der unteren Seite komprimiert, was zu einem
Anwachsen des Magnetfeldes führt. Auf der oberen Seite nimmt die Feldstärke aber ab, da der Plas-
madruck wiederum konstant bleibt, das Gleichgewicht der Kräfte ist damit nicht mehr gegeben und die
Deformation wächst weiter an. Diese Kink-Instabilität kann ebenfalls durch ein achsenparalleles Ma-
gnetfeld stabilisiert werden.

5.3 Austauschinstabilität

Eine der häufigsten Plasmainstabilitäten ist die Austauschinstabilität, bei der sich das Plasma deformiert
ohne die Magnetfeldenergie zu verändern oder zu erhöhen. Das Standardbeispiel ist ein Plasma im
Gravitationsfeld, welches von einem Magnetfeld im Gleichgewicht gehalten wird. Eine Deformation
des Plasmas, bei der die Magnetfeldlinien äusgetauscht”werden, verändert die Magnetfeldenergie nicht.
Dazu muss die Verformung des Plasmas in Richtung des Magnetfeldes konstant sein. Eine solche Verfor-
mung ist in Fig. (5.3) dargestellt. Im Gleichgewicht nimmt der Plasmadruck nach oben ab. An der Stelle
1 wird das Plasma angehoben, der Druck nimmt ab. An der Stelle 2 führt die Absenkung des Plasmas
zu einer Erhöhung des Druckes. Da der Magnetfelddruck bei der Deformation konstant bleibt, gerät das
Plasma aus dem Gleichgewicht und die Störung wächst weiter an. In einem toroidalen Plasmagleichge-
wicht spielt die Feldlinienkrümmung die Rolle der Gravitation. Eine Austauschstörung ist characterisiert
durch ein Minimum an Magnetfeldveränderung.

In einem toroidalen Gleichgewicht kann sich die Austauschinstabilität nur ausbilden, wenn alle Feld-
linien geschlossen sind. Sind die Feldlinien nicht geschlossen,d.h bei endlicher Verscherung, dann ist die
reine Austauschstörung nicht möglich, die Magnetfeldenergie ändert sich und es kommt zu einem stabi-
lisierenden Effekt.
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Abbildung 5.3: Austausch-Instabilität eines Plasmas im Gravitationsfeld (interchange-instability).

5.4 Stabilität in Eulerscher Darstellung

Die mathematische Behandlung der Plasmainstabilität geht man von den linearisierten MHD-Gleichungen
aus. Gegeben sei ein statisches Gleichgewicht, welches durch das Kräftegleichgewicht j×B = ∇ p be-
stimmt ist. Zur Untersuchung der Stabilität betrachtet man eine Abweichung von dem Gleichgewichts-
zustand in der Form ρ ⇒ ρ + δρ , p ⇒ p + δp ,V ⇒ V + δV , B ⇒ B + δB , E ⇒ E + δE. Zur Li-
nearisierung entwickelt man alle Plasmaparameter um die Gleichgewichtslösung und vernachlässigt alle
quadratischen und höheren Terme in δ. Die linearisierten Gleichungen der idealen MHD lauten dann

∂δρ
∂t

+ ∇ · (ρδV) = 0 (5.1)

∂δp
∂t

+δV · ∇ p+γ∇ ·δV = 0 (5.2)

∂δB
∂t

= ∇ × (δV×B) (5.3)

ρ
∂δV
∂t

= −∇δ p+δj×B+ j×δB (5.4)

Die erste Gleichung ist die linearisierte Kontinuitätsgleichung, die zweite ergibt sich aus dem Entro-
piesatz und die dritte ist die linearisierte Faraday-Gleichung. Die vierte Gleichung erhält man aus der
Bewegungsgleichung. Die Differentiation von Gl. (5.4) nach der Zeit t und Elimination von δp und δB
liefert eine Gleichung für die Störung δV:

ρ
∂δ2V
∂t2 = −FδV (5.5)

mit dem Differentialoperator 2. Ordnung

FδV = −∇ (δV · ∇ p+γp∇ ·δV)+ B× (∇ ×Q)+ Q× j (5.6)

und

Q = ∇ × (δV×B) (5.7)
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Zeitlich anwachsende Lösungen von Gl. (5.5) bedeuten, dass das Gleichgewicht instabil ist. Die Rand-
bedingungen (fester Rand = magnetischer Fläche) sind: n · δV = 0 ; n ·B = 0. Der Operator F ist
selbstadjungiert, d.h. für je 2 Vektoren f ,g, die den Randbedingungen genügen, gilt

( f ,Fg) = (F f ,g) (5.8)

wobei die geschweiften Klammern das Integral über das Plasmavolumen bedeuten. Der Beweis der
Selbstadjungiertheit ist recht mühsam und langwierig, eine ausführliche Darstellung findet man in: I.B.
Bernstein, Basic Plasma Physics I, ch. 3.1, Northholland 1983

Aus der Selbstadjungiertheit des Stabilitätsoperators folgt, dass alle Eigenwerte reel sind. Positi-
ve Eigenwerte der Gleichung ρ0λδV = FδV führen wegen λ = ω2 auf stabile Plasmaschwingungen,
während negative Eigenwerte anwachsende Lösungen von Gl. (5.5) beschreiben.

5.4.1 Das Energieprinzip der MHD-Stabilität

Aus der Eigenschaft der Selbstadjungiertheit folgt das Energieprinzip : Das Gleichgewicht ist stabil,
wenn für alle zulässigen Störungen gilt:

W =
∫∫∫

δV ·FδVd3x = (δV,FδV) ≥ 0 (5.9)

Beweis : Aus der Gl. (5.5) folgt

∂
∂t

(ρδV̇,δV̇) = −(δV̇,FδV)− (δV,FδV̇) (5.10)

oder
∂
∂t

(ρδV̇,δV̇)+
∂
∂t

(δV,FδV) = 0 (5.11)

Daraus folgt der Energiesatz

(ρδV̇,δV̇)+ (δV,FδV) = E = const. (5.12)

Resultat: Falls (δV,FδV) ≥ 0 für alle δV, bleibt die kinetische Energie (ρδV̇,δV̇) für alle Zeit be-
schränkt. In diesem Falle ist das Gleichgewicht stabil. Die Bedingung (δV,FδV) ≥ 0 ∀ δV ist damit
hinreichend für Stabilität. Wird diese Bedingung durch eine bestimmte Störung δV verletzt, dann ist das
Gleichgewicht instabil. Um dies zu beweisen, starten wir von

∂
∂t

(ρδV̇,δV) = (ρδV̇,δV̇)− (δV,FδV̇) (5.13)

oder
∂
∂t

(ρδV̇,δV) = 2(ρδV̇,δV̇)−E (5.14)

Falls eine Testfunktion δV existiert, welche die Energie E negativ macht, gilt

∂
∂t

(ρδV̇,δV) > 0 (5.15)

d.h. die Funktion (ρδV̇,δV) wächst unbeschränkt an. Damit gilt der Satz: Hinreichend für Instabilität
ist eine Störung δV mit (δV,FδV) < 0. Zum Beweis der oben abgeleiteten Sätze wurde lediglich die
Selbstadjungiertheit des Stabilitätsoperators F benutzt. Zur praktischen Anwendung benötigt man das
Energieprinzip in expliziter Form.
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Abbildung 5.4: Magnetfeldlinie und begleitendes Dreibein

5.4.2 Explizite Form der Energieprinzips

Das Integral ist in der Literatur mehrfach behandelt worden, von Bernstein et al. wird folgende Form
angegeben:

W =
∫∫∫ {

(Q+(j×n)n ·δV)2 +γp(∇ ·δV)2} d3x−2
∫∫∫ {

(n ·δV)2(j×n) · (B · ∇ )n
}

d3x (5.16)

Die Integration erstreckt sich über das Plasmavolumen. In dieser Formulierung wird vorausgesetzt, dass
die Plasmaoberfläche nicht gestört wird, d.h. man setzt feste Randbedingungen voraus. Im allgemeinen
Fall kommt noch ein Oberflächenintegral hinzu. n ist der Normalenvektor auf der magnetische Fläche.
Das erste Integral enthält nur positive Terme, es ist damit immer stabilisierend. Aus dieser Form des
Energieintegrals lassen sich folgende Schlussfolgerungen ziehen:

1. Ein stromfreies Plasma kann nicht instabil werden.

2. Eine Störung, die sich nur in der magnetischen Fläche abspielt (d.h. n ·δV = 0) kann nicht instabil
werden

In dem zweiten Integral tritt der geometrische Term (j×n)(B · ∇ )n auf. Das Vorzeichen dieses Terms
bestimmt die Stabilität des Gleichgewichts. Um die geometrische Bedeutung dieses Terms zu verstehen
betrachten wir die Feldlinie als eine Raumkurve mit ihrem begleitendem Dreibein N1,b,N2. b = B/B
ist der Tangentenvektor der Feldlinie, N1 der Normalenvektor und N2 der Binormalenvektor. Der Nor-
malenvektor zeigt auf den lokalen Krümmungsmittelpunkt M der Feldlinie, der Krümmungsradius der
Feldlinie ist R. Die Frenetschen Formeln verknüpfen die verschieden Größen der Feldlinie.

dN1

ds
= −κb− τN2 ;

db
ds

= κN1 ;
dN2

ds
= τN1 (5.17)

Dabei ist κ = 1/R die Krümmung der Feldlinie und τ die Torsion der Feldlinie. s ist die Bogenlänge
entlang der Feldlinie. Die durch die Vektoren N1,N2 aufgespannte Fläche steht senkrecht auf der Feld-
linie. Ebenso liegen die Flächennormale n und der dazu senkrechte Vektor nb = b×n in dieser Ebene
und lassen sich damit damit durch die Vektoren N1,N2 darstellen

n = cosφN1 + sinφN2 ; nb = cosφN2 − sinφN1 (5.18)
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Abbildung 5.5: Links: Konvexe Krümmumg der magnetischen Fläche. Rechts: Konkave Krümmung der
magnetischen Fläche (stabilisierend).

φ ist der Winkel zwischen Flächennormale und Feldliniennormale. Mit Hilfe dieser Formeln lässt sich
die Ableitung (b · ∇ )n der Flächennormale entlang der Feldlinie folgendermaßen schreiben

(b · ∇ )n =
dn
ds

= −κnb− (τ−φ′(s)
)

nb (5.19)

dabei ist κn = κ cosφ die Normalkrümmung der Feldlinie. Setzt man dieses Ergebnis in den obigen
Geometriefaktor ein dann ergibt sich

−2(j×n)(B · ∇ )n = −2p′(ψ)�κ · ∇ψ + 2j ·B(τ−φ′(s)
)

(5.20)

(Bernstein, Handbook of Plasma Physics 1983). Mit der Darstellung des Plasmastromes in Hamadako-
ordinaten

j ·B = −p′(ψ)ep ·B+ I ′(ψ)B2 (5.21)

wird der destabilisierende Term

−2(j×n)(B · ∇ )n = −2p′(ψ)
{
�κ · ∇ψ − ep ·B

(
τ−φ′(s)

)}
+ 2I′(ψ)B2 (τ−φ′(s)

)
(5.22)

Sowohl Druckgradient als auch Stromgradient können zur Instabilität des Plamas beitragen. In Plas-
magleichgewichten ohne Toroidalstrom fällt der letzte Term weg und das Plasma kann nur wegen eines
Druckgradienten instabil werden. Im nettostromfreien Stellarator ist der destabilisierende Term

−2(j×n)(B · ∇ )n = −2p′(ψ)
{
�κ · ∇ψ − ep ·B

(
τ−φ′(s)

)}
(5.23)

Wie in Kapitel 4.6.10 gezeigt wurde, hängt die Parallelkomponente ep ·B von der geodätischen Krümmung
der Feldlinien ab. Die Optimierung des Stellarators versucht, diese Krümmung so klein wie möglich zu
machen. Der domininierende Term ist der zur Normalkrümmung proportionale Term�κ · ∇ψ . Dieser
Term ist stabilisierend, wenn der Krümmungsvektor nach “aussen” zeigt, d.h wenn der Winkel zwi-
schen Flächennormale und Feldliniennormale kleiner als 90o ist. Dies bezeichnet man als eine konkave
Krümmung. Der entgegengesetzte Fall mit konvexer Krümmung ist destabilisierend. Eine Konfiguration
mit rein konkaver Krümmung lässt sich aber im Torus nicht realisieren, die Krümmung der Feldlini-
en alterniert in toroidaler Geometrie. Bei austauschartigen Störungen ist δV nahezu konstant längs der
Feldlinien und die Stabilität wird in diesem Fall im wesentlichen von der mittleren Krümmung bestimmt.
Lokalisiert sich die Störung aber auf die Gebiete konvexer Krümmung (ballooning moden), dann kann
diese Störung weiter anwachsen, falls der Plasmadruck groß genug ist.
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5.5 Beispiel: Der lineare diffuse Pinch

Der diffuse lineare Pinch ist ein Beispiel, an dem die Stabilitätsgleichungen auf eine gewöhnliche Dif-
ferentialgleichung reduziert werden können. Aus diesem Grunde wurde er in der Literatur häufig unter-
sucht1. Eine ausführliche Darstellung der Stabilität des zylindrischen Pinches findet man in dem Buch
Gruber und Rappaz2. Im linearen diffusen Pinch sind die Magnetfeldlinien Schraubenlinien mit kon-
stanter Krümmung und konstanter Torsion. Flächennormale und Feldliniennormale fallen zusammen,
die Feldlinien sind geodätische Linien. Der destabilisierende Term des Energieprinzips wird dann

j

B

Druckflächen

Plasmastrom

Plasma

θ

z

Bo
L

Abbildung 5.6: Schema des diffusen Pinches. Die Feldlinie hat die Darstellung r = r0, θ = 2πιz/L
.

−2(j×n)(B · ∇ )n = −2p′(ψ){�κ · ∇ψ − ep ·Bτ}+ 2I ′(ψ)B2τ (5.24)

Die Krümmung und Torsion der Schraubenlinie sind

κ = −r
(2πι)2

L2 +(2πrι)2 (5.25)

τ = κ
L

2πrι
= −L

2πι
L2 +(2πrι)2 (5.26)

L ist die Periodizitätslänge des Pinches. Die Rotationstransformation ι ist

ι =
LBθ

2πrBz
(5.27)

Im Grenzfall ι −→ 0 werden die Feldlinien gerade Linien, Krümmung und Torsion werden null und der
destabilisierende Faktor verschwindet. Im anderen Grenzfall ι −→∞ werden die Feldlinien geschlossene
Kreise mit der Krümmung κ = −1/r und der Torsion τ = 0. Dies ist der Fall der “sausage” -Instabilität.
Ein weiterer Grenszfall ist der des vernachlässigberen Druckgradienten; dann bleibt nur der Stromgradi-
ent I′(ψ) als destabilisierendes Element übrig, was zu der “kink” -Instabilität führen kann.

Im folgenden soll das lineare Gleichgewicht mit Hilfe der Stabilitätsgleichung behandelt werden.
Das Magnetfeld des Pinches hat in Zylinderkoordinaten die Darstellung:

B = {0,Bθ(r),Bz(r)} (5.28)

und die Stromdichte
j = {0, jθ(r), jz(r)} (5.29)

1W. A. Newcomb,Annals of Physics 10, 232-267 (1963).
2R. Gruber, J. Rappaz, Finite Element Methods in Linear Ideal Magnetohydrodynamics Springer-Verlag 1985
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Die Gleichgewichtsbedingung ist
d
dr

(
p+

B2

2µ0

)
=

B2
θ

rµ0
(5.30)

Da das Gleichgewicht von den Koordinaten θ und z unabhangig ist, kann man für die Störung einen
Fourieransatz machen

δV = ∑
k,m

δVk,m(r) exp(ikz+ imθ) (5.31)

Dabei ist δVk,m = {ξr,ξθ,ξz} und k = n2π/L. L ist die Periodizitätslänge der Störung. Mit diesem Ansatz
wird das Energieintegral eine Summe

W =
∞

∑
k,m

Wk,m ; Wk,m =
∫ a

0
dr

{
f (r)

(
dξr

dr

)2

+ g(r)ξ2
r

}
(5.32)

Dabei sind die Funktionen f (r) und g(r)

f (r) =
r(krBz + mBθ)2

k2r2 + m2 ; g(r) =
(krBz + mBθ)2

r
− 2Bθ

r
d(rBθ)

dr
− r

d
dr

(krBz −mBθ)2

r (k2r2 + m2)
(5.33)

Im Falle m = 0 wird das Integral

Wk,0 =
∫ a

0
dr

{
rB2

z

(
dξr

dr

)2

+
(

B2
z k2

2
+

B2
z

r
+ 2

d p
dr

)
ξ2

r

}
(5.34)

Da der Druck nach aussen abnimmt d.h. d p/dr < 0, ist der letzte Term in diesem Integral (5.39) der
einzige, der negativ und damit destabilisierend sein kann. Ist das Bz-Feld hinreichend klein, dann über-
wiegt der destabilisierende Term. Dies ist gerade die oben beschriebende “sausage” -Instabilität. Ist das
Bz-Feld hinreichend groß, dann kann die “sausage” -Instabilität nicht auftreten. Die Bθ-Komponente hat
auf die “sausage” -Instabiität keinen Einfluss. Diese ist aber im allgemeinen Fall von Wichtigkeit.

Im allgemeinen Fall mit endlichem k,m lautet die zum Energieintegral gehörende Eulersche Glei-
chung

− d
dr

(
f (r)

dξr

dr

)
+ g(r)ξr = ρ(r)ω2ξr (5.35)

Diese gewöhnliche Differentialgleichung hat and der der Stelle f (r) = 0 eine Singularität. Explizit lautet
diese Bedingung krsBz(rs)+ mBθ(rs) = 0 und sie besagt, dass an dieser Stelle die Verschraubung oder
Rotationstransformation der Störung dieselbe ist wie die des Gleichgewichtsfeldes. Die Rotationstrans-
formation des Magnetfeldes ist

ι(r) =
LBθ(r)

2πrBz(r)
(5.36)

Die Ableitung dieser Rotationstransformation nach dem Radius r ist die Verscherung. Entwickelt man
die Function f (r) in der Nachbarschaft der resonanten Stelle r = rs, dann wird die Differentialgleichung
näherungsweise

− d
dr

(
α(r− rs)2 dξr

dr

)
+ g(rs)ξr = ρ(rs)ω2ξr (5.37)

Dabei ist

α = rs

(
BzBθ

B

)2( ι ′

ι

)2

, g(rs =
2µ0B2

θ
B

p′(rs) (5.38)

Das Energieintegral ist

Wk,m =
∫ r2

r1
dr

{
(α(r− rs)2

(
dξr

dr

)2

+ g(rs)ξ2
r

}
(5.39)
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Dieses Integral zeigt, dass bei hinreichend kleiner Verscherung der erste positive Term klein wird und
der zweite Term mit dem Druckgradienten dominiert. Verscherung kann damit die MHD-Instabilität
verhindern. Eine notwendige Bedingung für Plasmastabilität wurde von Suydam abgeleitet3, diese lautet

r
4

(
ι ′

ι

)2

+
2µ0 p′(rs)

B2
z

≥ 0 (5.40)

Wenn diese Bedingung verletzt wird, kann das Plasma instabil werden. Es ist damit keine hinreichende
Bedingung für Instabilität.

Die stabilisierende Wirkung der Verscherung beruht auf der Tatsache, dass im idealen MHD-Modell
Plasma und Magnetfeld stark gekoppelt sind. Die Magnetfeldlinien ändern ihre Topologie nicht, d.h. ge-
schlossene Magnetfeldlinien bleiben bei der Plasmabewegung geschlossen. Eine reine Austauschstörung
lässt das Magnetfeld unverändert und falls sie auch noch inkompressibel ist, verschwindet der ganze sta-
bilisierende Term in Gl. (5.16). Damit der Term Q identisch verschwindet muss B× δV = ∇δφ sein.
Bedeutet aber, dass die Störung δφkonstant längs der Feldlinien ist d.h. B · ∇δφ = 0. Falls alle Feldlinien
der toroidalen Konfiguration geschlossen sind, lässt sich diese Bedingung erfüllen, bei einer endlichen
Verscherung ist dies aber nicht möglich und die einzige Lösung ist δφ= δφ(ψ). Diese Störung führt aber
zu n ·δV = 0 und damit nicht zur Instabilität.

3B.R. Suydam, Proc. 2nd UN Conf. on Peaceful Uses of Atomic Energy, Vol 31, p. 157, Geneva 1958
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Kapitel 6

Magnetohydrodynamische Wellen

Wellen in einem Plasma entstehen wenn eine Auslenkung δX aus der Gleichgewichtslage sich wellen-
artig ausbreitet. Wegen der Kopplung zwischen Plasma und Magnetfeld - das Magnetfeld ist wegen
der Flusserhaltung im Plasma “eingefroren” - bedeutet eine Verschiebung des Plasmas auch eine wel-
lenförmige Deformation des Magnetfeldes. Im vorigen Kapitel waren die Gleichungen für kleine Aus-
lenkungen aus der Gleichgewichtslage abgeleitet worden. Die Gleichungen sind sowohl für instabil
anwachsende Störungen als auch für oszillatorische Bewegungen des Plasmas gültig. Sie beschreiben
damit auch Wellen in einem Plasma. Im folgenden sollen aber nur Wellen in einem homogenen Plas-
ma behandelt werden, da sich hier die Differentialgleichungen auf algebraische Gleichungen reduzieren
lassen. Im Rahmen des Einflüssigkeitsmodells ist die Gleichung für Wellen in einem homogenen Plasma

ρ0
∂2

∂t
δX = −FδX (6.1)

Dabei ist F der im vorigen Kapitel abgeleitete Stabilitätsoperator. In einem homogenen Plasma ist die
Stromdichte und der Druckgradient gleich null und der Stabilitätsoperator F vereinfacht sich in die-
sem Fall zu einem Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten. Mit dem Wellenansatz δX =
δX0 exp(iωt + ik ·x) erhält man dann ein homogenes algebraisches System

ρ0ω2δX0 = GδX0 (6.2)

Die Lösbarkeitsbedingung führt auf die Dispersionsbeziehung∥∥ρ0ω2 −G(k)
∥∥ = 0 (6.3)

‖..‖ ist die Determinante. Im folgenden soll nun diese Dispersionsbeziehung abgeleitet werden. Dazu
betrachten wir den Stabilitätsoperator in einem homogenen Plasma

FδX = −∇ (γp∇ ·δX)+ B× (∇ ×Q) ; Q = ∇ × (δX×B) (6.4)

In einem magnetfeldfreien Plasma gibt es auf der rechten Seite nur den ersten Term, welcher die Schall-
wellen in einem Plasma beschreibt. Ist das Magnetfeld endlich, aber der Plasmadruck und damit die
Schallwellen vernachlässigbar, dann breiten sich Alfvén-Wellen aus. Diese Wellen sind ein charakteri-
stische Plasmaerscheinung, es gibt sie in keinem anderen Medium. Mit dem obigen Fourieransatz wird
der Operator (6.4)

FδX = −ik(γpk ·δX)+ B× (ik×Q) ; Q = ik× (δX×B) (6.5)

Um die Untersuchung zu vereinfachen wird das Koordinatensystem wird so gewählt, dass das Magnet-
feld in z-Richtung zeigt und die Form B = {0,0,B0} hat. Weiterhin wird es so gedreht, dass der Wel-
lenvektor die Form k = {0,k⊥,k‖} annimmt. Mit dieser Wahl des Koordinatensystems wird die Matrix
G

G =




V 2
A k2

‖ 0 0

0 V 2
A k2

‖ +(V 2
A +V 2

s )k2
⊥ V 2

s k⊥k‖
0 V 2

s k⊥k‖ V 2
s k2

‖



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Dabei ist die V2
s = γp0/ρ0 die Schallgeschwindigkeit und V2

A = B2
0/µ0ρ0 die Alfvén-Geschwindigkeit.

Die Dispersionsbeziehung lautet damit

(V 2
A k2

‖ −ω2)
((

V 2
A k2

‖ +(V 2
A +V 2

s )k2
⊥−ω2

)
(V 2

s k2
‖ −ω2)−V 4

s k2
⊥k2

‖
)

= 0 (6.6)

Dies ist die gewünschte Dispersionsbeziehung zwischen dem Wellenvektor und der Frequenz ω der
Wellen. Als Polynom 3. Ordnung in ω2 hat die Dispersionsbeziehung 3 Lösungen, d.h. es gibt drei
Wellentypen. Ausser den Schallwellen gibt es im Plasma noch zwei Arten von Alfvénwellen, die Shear-
Alfvénwelle und die Kompressions-Alfvénwelle.

6.1 Schallwellen

In einem magnetfeldfreien Plasma kann es nur Schallwellen geben und die Dispersionsbeziehung lautet
in diesem Fall

(V 2
s k2

⊥−ω2)
((

V 2
s k2

‖ −ω2
)
−V 4

s k2
⊥k2

‖
)

= 0 (6.7)

Die Phasengeschwindigkeit der Schallwelle ist ω/k = Vs. Schallwellen sind Longitudinalwellen, was
man auf folgende Weise beweisen kann: Die transformierte Wellengleichung lautet

ρ0ω2δX = FδX = ik(γpk ·δX) (6.8)

Daraus folgt δX× k = 0, d.h. der Wellenvektor k ist zur Auslenkung δX parallel. In einem Plasma
mit endlichem Magnetfeld werden die Verhältnisse komplizierter, dann kann es auch Transversalwellen
geben.

6.2 Alfvénwellen

Um die Natur der Alfvénwellen zu verstehen, betrachten wir zuerst ein Plasma mit vernachlässigbarem
Druck, d.h. wir vernachlässigen die Schallwellen. Dann vereinfacht sich die Dispersionsbeziehung zu

(V 2
A k2

‖ −ω2)
(

V 2
A (k2

‖ + k2
⊥)−ω2

)
= 0 (6.9)

Die Dispersionsbeziehung zerfällt in ein Produkt von zwei Termen. Es gibt damit zwei unabhängige
Wellen, die Shear-Alfvénwelle und die Kompressions-Alfvénwelle. Die Shear-Alfvénwelle hat die Di-
spersionsbeziehung

(V 2
A k2

‖ −ω2) = 0 (6.10)

Bezeichnen wir mit θ den Winkel zwischen Magnetfeld und Wellenvektor, dann ist die Phasengeschwin-
digkeit

ω
k

= ±VA cosθ (6.11)

Die Shear-Alfvénwelle breitet sich vorwiegend parallel zum Magnetfeld aus, senkrecht zum Magnetfeld
gibt es keine Ausbreitung der Welle. Die zweite Lösung ist die Kompressions-Alfvénwelle mit der
Dispersionsbeziehung (

V 2
A (k2

‖ + k2
⊥)−ω2

)
= 0 (6.12)

Die Phasengeschwindigkeit der Kompressionswelleist die Alfvéngeschwindigkeit. Sie ist für alle Rich-
tungen gleich. Die Gruppengeschwindigkeit der Alfvénwellen ist gleich ihrer Phasengeschwindigkeit,
d.h. die Alfvénwellen transportieren Energie. Ausserdem sind die Alfvénwellen Transversalwellen, was
aus ∇ ·δB = 0 −→ k ·δB = 0 folgt.
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Abbildung 6.1: Das Bild zeigt das Polardiagramm der Phasengeschwindigkeit in einer k⊥,k‖-Ebene. Bei
Ausbreitung parallel zum Magnetfeld sind beide Wellen identisch.
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Abbildung 6.2: Links: Shear-Alfvénwelle mit paralleler Ausbreitung. Die Amplitude steht senkrecht auf
dem homogenen Magnetfeld. Rechts: Kompressionswelle (senkrechte Ausbreitung). Die Magnetfeldli-
nien werden nicht “verbogen” sondern komprimiert, daher der Name Kompressionswelle.

6.3 Allgemeiner Fall

Im allgemeinen Fall eines druckbehafteten Plasmas gibt es eine Kopplung zwischen den Alfvénwellen
und den Schallwellen. Es zeigt sich, dass die Shear-Alfvénwelle davon unberührt bleibt, die Schall-
welle und die Kompressionswelle werden aber durch die Kopplung modifiziert. Es entstehen die soge-
nannte schnelle und die langsame magnetoakustische Welle (fast and slow magneto-acustic wave). Die
Dispersionsbeziehung zerfällt in ein Produkt und man erhält zwei unabhängige Wellen. Für die Shear-
Alfvénwelle lautet die Dispersionsbeziehung wieder (V2

A k2
‖ −ω2) = 0. Die Eigenschaften dieser Welle

sind bereits oben geschildert worden, sie werden durch den Druck nicht verändert. Der zweite Faktor
der Dispersionsbeziehung liefert

ω4 −ω2k2 (V 2
A +V 2

s

)
+V 2

s V 2
A k4 cos2 θ = 0 (6.13)

mit den Lösungen

ω
k

= ±
[

1
2

(
(V 2

A +V 2
s

)± 1
2

√
V 4

s +V 4
A −2V 2

s V 2
A cos2θ

]0.5

(6.14)
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Das Pluszeichen entspricht der schnellen magnetoakustischen Welle und das Minuszeichen der lang-
samen magnetoakustischen Welle (Fast wave, slow wave). Im Grenzfall B −→ 0 (verschwindendes
Magnetfeld) geht die schnelle magnetoakustische Welle in die Schallwelle über. Die langsame magne-
toakustische Welle verschwindet, ebenso die Shear-Alfvénwelle. In dem anderen Grenzfall des druck-
losen Plasmas wird aus der schnellen magnetoakustischen Welle die Kompressionswelle. Die Shear-
Alfvénwelle bleibt unverändert.

k

B

θ

Vph

Langsame M. Welle

Schnelle Magnetoakust. Welle

vs
2 + vA

2

VA

Vs

Abbildung 6.3: Polardiagramm der magnetoakustischen Wellen

MHD-Wellen treten im Plasma auf, wenn ein geeigneter Anregungsmechanismus vorhanden ist. In
einem Laborplasma können Alfvénwellen z.B. durch schnelle Teilchen bei der Neutralteilchenheizung
angeregt werden. In einem Fusionsplasma übernehmen Alphateilchen diese Funktion und regen diese
Wellen an. Weiterhin gibt es MHD-Wellen in der Sonnenatmosphären, wo sie zum Energietransport
beitragen können. Es wird vermutet, dass die Aufheizung der Korona auf MHD-Wellen zurückzuführen
ist.
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